Poliinoomid. Jaguvus.

(Kui pole deldud teisiti, siis poliinoomid on ringist R[x] ja R on nullitegureita kommutatiivne
ring.)
Ulesanne 1 Jagage poliinoom f jidgiga poliinoomiga ¢, kui

1. f=a* =423+ 522+ -1, g=2%—22—3;

2. f=42® -2 +25, g=ux+2;

3. f=222-3x+1, g=2a°+4

1.
ot — 4+ 52+ x— 1|22 —22-3
rt — 223 — 322 |22 — 21 + 4
223 + 822 + z — 1
—223 + 4a® + 62
47> — bx — 1
42?2 — 8x — 12
3r + 11
Seega

gt —4xd + 5% + 2 — 1= (22 — 22 — 3)(2® — 2z +4) + (3 + 11).
Vastus: jagatis on 2 — 2z + 4 ning jiik on 3z + 11.

Ulesanne 2 Jagage poliinoom 2z* + 22 + 2z jadgiga poliinoomiga z? — 2 tdlgendades nende
poliinoomide kordajaid vastavate jadgiklassidena ringist a) Zs, b) Zs.

a)

22t + 2% 4 2z |22 — 2

21 — 22 222 + 2
222 + 2z
222 -1
20+ 1

Vastus: jiik on 2z + 1 ning jagatis on 222 + 2.

Ulesanne 3 Milliste a,b ja ¢ vidrtuste korral jagub poliinoom z* + az? + b poliinoomiga
2 + cx + 1 ringis Q[z]?

Oletame, et 22 +cx +1 jagab poliinoomi x* + az? + b. Siis leidub selline poliinoom g, millega
esimest poliilnoomi korrutades saame teise. Kuna Q[z] on nullitegureita, siis poliinoomide kor-
rutamisel poliinoomide astmed liituvad ja seega g peab olema teise astme poliinoom, kusjuures
2? kordaja peab olema 1. Olgu g = 2% + ux + v. Siis

vt tart +b= (2P +ecr+1D)(2* tur+v) =2+ (ut+ )2’ + (v+uc+ D)a® + (cv +u)r + v.

Seega saame, et a, b, ¢, u, v peavad rahuldama vorrandisiisteemi

u+c = 0
v+uc+1l = a
co+u = 0

b = w.



Jarelikult w = —¢, a = b — ¢+ 1 ja ¢b — ¢ = 0. Viimane vordus annab, et ¢(b — 1) = 0. Selle
vorduse kehtimiseks on kaks voimalust.
1) ¢ =0.Siisu = 0 jaa = b+1. Seega saame kolmikud (b+1, b,0), kus b € Q[z]. Kontrollime:

ot + (b+1)2® + bl2? +1

zt + z? 22+ b
br? + b
br? + b
0

2) b =1.Siisv = 1jaa= —c®+ 2. Siit saame kolmikud (—c* + 2,1,¢), kus ¢ € Q[z].
Kontrollime:

zt + (= +2)a? + 1|22 +cx+1
o+ crd + z? 22 —cr +1
—cx® + (=% + 1) +1
—cxd — Ar? — cx
2?2 +cx + 1
22 + cx + 1
+ 0

Vastus: sobivateks kolmikuteks (a,b,¢) € Q[z]* on kolmikud (b + 1,b,0), kus b € Q[z], ja
kolmikud (—c? +2,1,¢), kus ¢ € Q[z].

Ulesanne 4 Milliste a ja b vidrtuste korral jagub poliinoom z* 4+ a poliitnoomiga z2 4 bz + 1
ringis Q[z]?

Ulesanne 5 Kas poliinoom 2z + 1 on poératav a) ringis Z,[z], b) ringis Zs[z], ¢) ringis Z[x]?
a) On, sest
e+ 1)(2x+1)=42* +4r+1=1.

b), ¢) Ei ole, sest ringid Zs ja Z[x] on nullitegureita.
Ulesanne 6 Leidke koik iilimalt 2. astme taandumatud poliinoomid iile korpuse Zs.

Ulesanne 7 Tooge niiteid poliitnoomidest, mille ithine tegur on x + 1.
Niéiteks poliinoomid (x + 1)(z — 1) ja (z + 1)(z + 1).

Ulesanne 8 Kasutades Eukleidese algoritmi leidke politnoomide f ja g jaoks sellised poliinoomid
ujav, et uf +vg =SUT(f,g), kui

1. f=a*4+2® 322 —42 -1, g=a3+2%—1—1;
2. f=da* — 223 — 162> +52+9, g=223—2%—5xr+4.
1. Jagame poliinoomi f poliinoomiga g :
f=a*+ 2 - 3a®—4x-1 23 +2?—2—-1=g

i v S lr = q
—222-3x—1=:1,




Jagame poliinoomi ¢ poliinoomiga r; korrutades vahetulemusi sobivate nullist erinevate kons-
tantidega:
g=x> + 22— r—-1|-222-3z—-1=n,
29 =22 + 22 — 22 —2|—mx;1
203 + 32?2+ o«

g1 = -2 — 31— 2
291 = —2x% — 6x — 4
—22% — 3x —1
ro 1= —3r — 3
Jagame poliinoomi r; poliinoomiga —%TQ :
rp=—2x? =3z — 1|z +1=—1ir
—21? — 21 | —2x —1
|
- z—1
r3 = 0

Seega f ja g suurim iihistegur on viimane nullist erinev jadk ehk —3x—3 = ry. Jagamistulemused
voib kokku votta jargmiste vorduste abil:

f = -1'9"‘7’1,
29 = (—2)r1+ o,
2g1 = 7’1+T2.

Kasutades neid vordusi saame 79 avaldada f ja g kaudu:

SUT(f,g) = mo=2g —r =229 +ar) —r =4g+r(2x—1)=4g+ (f —29)(2x — 1)
= f(2x—1)+g(—22> +x +4).

Niisiis voime votta u =2z — 1 ja v = —222 + x + 4.
Kontroll:

fut+gv = (@*+2° =327 —42 —1)22 — 1) + (® + 2* — 2 — 1)(—22° + 2 + 4)
= 20—t 2t —d — 63+ 32 — 8t 4 — 20+ 1
20 bt A — 2t P A+ 20— — A+ 22— — 4
= —3x—3.

Ulesanne 9 Olgu d = SUT(f,g), deg(d) =k, deg(f) =n ja deg(g) =m (f,g,d € K[z]).
Téestage, et leiduvad sellised polinoomid u ja v, et deg(u) < m —k—1, deg(v) <n—k—1
ja fu—+ gv =d.

Teame, et leiduvad poliinoomid u’ ja v' nii, et fu' + gv’ = d. Peame niitama, et leiduvad
sobivate astmetega poliinoomid u ja v nii, et fu + gv = d.

Kui degu’ < m — k ja degv’ < n — k, siis on kdik korras. Oletame iildsust kitsendamata, et
degu’ > m — k. Suurima iihisteguri definitsiooni pohjal leiduvad sellised poliinoomid ¢; ja fi,



et g = dgy ja f = df. Jagades poliinoomi v jadgiga poliinoomiga g; saame sellised poliinoomid
qjar, et
w = gig+rja degr < degg, = degg —degd =m — k.

Jarelikult

d=fu' +gv' = f(grg+7r) + gV = fr+ fidg1g+ gv' = fr+g(fig+ ") = fu+ gv,

kus oleme téhistanud v := r ja v := fig+v'. On selge, et degu = degr < m — k — 1. Jadb veel
néidata, et degv <n — k — 1.

Paneme téhele, et kuna d | f, siis degd < deg f ning seega deg gv = deg(d — fu) = deg fu.
Jarelikult

m + degv = deg g + degv = deg gv = deg fu =deg f +degu <n+m — k.

Lahutades selle vorratuse molemast poolest m saame degv < n—k ehk degv < n—k—1, mida
oligi vaja naidata.

I"J"lesanne 10 Leidke méadramata kordajate meetodil sellised poliinoomid w ja v, et uf +vg =
SUT(f,g),kuia) f=2*+3x+3jag=2>—x—2,b) f=a"jag=2a>— 32>+ 4.

Ulesanne 11 Leidke kolmanda astme poliinoom, millel on ithekordne juur 2 ja kahekordne
juur —1.

Ulesanne 12 Leidke poliinoomi
kordajate summa.

Ulesanne 13 Leidke ringis Q[z] jagatis ja jéiik, mis tekivad poliinoomi 22° — 5% — 8z jagamisel
poliinoomiga = + 3.

Ulesanne 14 Kasutades Horneri skeemi leidke f(—2 — i), kui
flx) =2 + (1 + 22" — (14 3i)2® + 7.

Ulesanne 15 Kasutades Horneri skeemi leidke poliinoomi f(z) = 2* + 22% — 322 — 42 + 1
arendus = + 1 astmete jargi.

Ulesanne 16 Kasutades Horneri skeemi tehke kindlaks, mitmekordne juur on —2 poliinoomile
fzx) = 2° + 72" + 162° + 82 — 162 — 16.

Ulesanne 17 Taestage, et arv 1 on poliinoomi z2* — nz"t' 4+ na"' — 1, n > 4, kolmekordne
juur.

Ulesanne 18 Leidke a nii, et —1 oleks poliinoomi z° — az? — az + 1 vihemalt kahekordne juur.

Ulesanne 19 Milliste p, ¢ ja r viidrtuste korral jagub poliinoom z*+ pz® +g2? +r poliinoomiga
(z — 1) ringis R[z]?



Ulesanne 20 Toestage, et poliinoomil f(z) =1+ o+ 2—? +...+ xﬂ—’: ei ole kordseid juuri.

Ulesanne 21 Eraldage poliinoomi f(x) € R[z] kordsed tegurid (s.o. leidke poliinoom g(x),
millel on samad taandumatud tegurid, kui politnoomil f(x), kuid kordsusega 1) ning lahutage
see poliinoom taandumatute tegurite korrutiseks, kui

L. f(z) =2° = 22" + 2% — 2 + 22 — 1;
2. f(z) = 2° — 62 + 162° — 242 + 20z — 8.

Ulesanne 22 Leidke iilimalt kolmanda astme poliinoom f () kui on teada tema véirtused
muutuja x jargmiste vadrtuste korral :

c |01 2 3
floo]1 -1 -3 1°

Ulesanne 23 Toestage, et mistahes a,b, ¢ € R korral
LalbAb|lc=a|c 3.alb=a|bec.

2.albhalc=albxc
Ulesanr}e 24 Toestage, et mistahes a,b,c,u € R korral )

a) SUT(a,b) =a<ab; ¢) u on pooratav = SUT (au,b) = SUT(a, b);

b) SUT(a + be, b) = SUT(a,b); d) u on pooratav Ad = SUT(a,b) = du = SUT(a, b).
Ulesanne 25 Leidke arvude 975 ja 645 suurim iihistegur ja vihim iihiskordne a) ringis Z, b)
ringis Q.

Vaatleme ringi Z[v/—5] = {a + bv/=5 | a,b € Z} C C. Defineerime kujutuse N : Z[/—5] —

N U {0} vordusega
2
N(a+byv=5) := a® + 5b* = |a + bV/5i

Nimetame seda kujutust normiks. Kasutades seda, et kompleksarvude korrutamisel tuleb nende
moodulid korrutada saame, et norm séilitab korrutamise:

N(z122) = |z12|* = |z1[* |21)* = N(21)N(z2) (1)

iga z1, 20 € Z[v/—5] korral.
Lisaks sellele, mistahes arvude 21, 2o € Z[v/—5] korral

21 | 22 ringis Z[V/—5] = N(z1) | N(z2) ringis Z.

Toepoolest, kui z1 | z9 ringis Z[v/—5], siis leidub selline w € Z[\/—5], et z;w = 2. Vorduse (1)
pohjal N(z1)N(w) = N(zjw) = N(z2), millest aga jareldub, et N(z1) | N(z2) ringis Z.
Paneme veel téihele, et

U(z[v=5]) = {1,-1}.
Sisalduvus {1, —1} C U(Z[v/—5]) on ilmne. Oletame, et z on poéoratav. Siis z | 1 ringis Z[v/—5|
ning jarelikult N(z) | N(1) = 1 ringis Z. Ainus mittenegatiivne naturaalarv, mis jagab arvu 1
taisarvude ringis, on 1 ise. Seega N(z) = 1. Lihtne on néha, et ringis Z[v/—5],
N(z)=1l<=2z=1vdiz=—1

Seega z € {1,—1} ja U(Z[v/-5]) C {1,—1}.



Ulesanne 26 Téestage, et ring Z[v/—5] = {a + by/=5 | a,b € Z} C C ei ole faktoriaalne.
Vaatleme arvu 9 ja tema kahte teguriteks lahutust

9=3-3=(2++V-5)(2—-V-5).

On selge, et elemendid 3 ja 2 + /=5 ei ole assotsieeritud, sest kui nad oleksid assotsieeritud,
siis nad peaksid olema kas vordsed voi erinema mérgi poolest.

Néitame veel, et koik need elemendid on taandumatud. Paneme tdhele, et kui z € {3,2 +
V/=5,2—+/=5}, siis N(z) = 9. Oletame, et z € {3,2++1/=5,2—+/—5} ja z = 2129, kus 21,25 €
Z[\/—5]. Siis

9= N(z) = N(z1)N(22). (2)
Kuna ei leidu selliseid arve a,b € NU{0}, et a®+5b = 3, siis ei saa iithegi Z[v/—5] elemendi norm
olla 3. Seega vordusest (2) jareldub, et kas N(z1) =1 ja N(z2) =9 vdi N(2z1) =9 ja N(z) = 1.
Esimesel juhul on z; pooratav ja teisel juhul on z, pooratav. Sellega oleme toestanud, et z on
taandumatu.

Ulesanne 27 Kas ring Zg[z] on faktoriaalne? Pchjendage!

Ulesanne 28 Tehke kindlaks, kas elementidel a, b ringist Z[v/—5] on olemas suurim iihistegur
ja vihim tihiskordne, kui 1)a=3,b=14++v-5;2)a=6,b=3+3v/-5;3)a=5,b=1++/-5.
1) Niitame, et SUT(3,1 4+ 1/—5) = 1. Selleks kontrollime definitsiooni kahte tingimust.

1. Tlmselt 1]3ja 1|1+ /=5

2. Oletame, et ¢ | 3 ja c | 1+ /=5, kus ¢ € Z[y/=5]. Siis N(¢) | N(3) = 9 ja N(c) |
N(1+ +/=5) = 6 ringis Z. Kuna tiisarvude ringis on koik suurimad iihistegurid olemas,
sils suurima iihisteguri definitsiooni pohjal N(c) | SUT(9,6) = 3. Et arvu 3 ainsad na-
turaalarvulised jagajad on 1 ja 3, siis saame, et N(c¢) = 1 vdi N(¢) = 3. Nagu eespool
nigime, on teine voimalus vélistatud. Seega N(¢) = 1, mis tdhendab, et ¢ € {1, —1}, ning
seega ¢ | 1 ringis Z[v/—5], nagu noutud.

Naitame niiiid, et ei leidu nende arvude vahimat iihiskordset.
Viited

[1] Kilp, M., Algebra I, Tartu, 1998.



