Vektorruumid

Definitsioon 1 Vektorruumiks iile korpuse K nimetatakse mittetiihja hulka V. millel on de-
fineeritud iiks kahekohaline tehe 4 (liitmine) ning iga k¥ € K ja a € V korral on defineeritud
korrutis ka € V., nii et

V,+) on Abeli rithm;
Va,b e V)(Vk € K)(k(a +b) = ka + kb);

(
(
VR3. (Ya € V)(Vk,1 € K)((k+ l)a = ka + la);
(VYa € V)(Vk, 1 € K)((kl)a = k(la));
(

Vektorruumi V' elemente kutsutakse vektoriteks ning korpuse K elemente skalaarideks.

Definitsioon 2 Olgu V vektorruum. Mittetiihja alamhulka /' C V' nimetatakse vektorruumi
V' alamruumiks, kui

AVR1. (Va,be U)(a+be U); (kinnisus liitmise suhtes)
AVR2. (Va € U)(Vk € K)(ka € U). (kinnisus skalaariga korrutamise suhtes)

Definitsioon 3 Olgu V; ja V; vektorruumid iile korpuse K. Kujutust ¢ : V4 — V5 nimetatakse
(vektorruumide) homomorfismiks ehk lineaarkujutuseks, kui

LK1. (Va,be Vi)(pla+b) = pla) + ¢(b)); (liitmise sédilitamine)

LK2. (Va € Vi)(Vk € K)(¢(ka) = kp(a)). (skalaariga korrutamise sdilitamine)

Vektorruume V] ja Va2 (iile korpuse K') nimetatakse isomorfseteks, kui leidub bijektiivne
lineaarkujutus vektorruumist V; vektorruumi V5.

Ulesanne 1 Millised jirgmistest hulkadest on vektorruumid ile ratsionaalarvude korpuse (te-
hetena vaatleme arvude tavalist lictmist ja korrutamist): N, Z,Q,R,R*?

Kuna N ja R* ei ole liitmise suhtes Abeli riihmad, siis ei ole nad ka vektorruumid. Kui
korrutada ratsionaalarvuga % tdisarv 1, siis tulemus ei ole tiisarv, s.t. arvude tavalise korruta-
mise abil defineeritud skalaariga korrutamine ei ole algebraline tehe. Seega Z ei ole vektorruum
iile Q. Iga korpus on vektorruum iile iseenda ja iile iga oma alamkorpuse. Seega Q ja R on
vektorruumid iile Q.

Vastus: Q ja R on vektorruumid iile korpuse Q.



Ulesanne 2 Defineerime funktsioonide hulgal R® = {f : R — R} litmise ja skalaariga korru-
tamise n.o. punktiviisiliselt:

(f+9)(z) = flz)+g(x),
(kf)(z) = kf(z)

mistahes f,g € R® ja k,x € R korral. Téestage, et hulk RT on vektorruum nende tehete suhtes.

Teame juba, et hulk R on ring funktsioonide punktiviisilise liitmise ja korrutamise suhtes,
seega (R® +) on Abeli rithm. Lihtne on veenduda, et ka aksioomid VR2-VR5 on tdidetud.
Kontrollime néiteks aksioomi VR2. Olgu f,g : R — R ja k € R. Siis kasutades punktiviisilise
littmise ja skalaariga korrutamise definitsioone ning reaalarvude distributiivsust ndeme, et iga
x € R korral

(R +9)(e) = k((f+9)(x)) = k([(z) +g(2)) = kf(2) + kg(2)
= (kN)(@) + (kg)(x) = (K] + kg)(2).

See tihendab, et funktsioonid k(f + ¢) ja kf + kg on vordsed, mida oligi vaja nédidata.

Ulesanne 3 Olgu u € R fikseeritud reaalarv. Kas hulk
= {f eR*| f(u) =0}
2. Vo= {f €R®| J(u) = 1};

on vektorruum (ile korpuse R) funktsioonide littmise ja korrutamise suhtes, mis on defineeritud
nii nagu tlesandes 27

Selle iilesande lahendamiseks on kaks voimalust. Esimene on loomulikult vektorruumi defi-
nitsiooni tingimuste kontrollimine, nii nagu tegime seda iilesandes 2. Teine vGimalus on kasu-
tada fakti, et vektorruumi (iile korpuse K') iga alamruum on ise ka vektorruum (iile korpuse
K). Seega piisab kontrollida, kas V; ja V; on vektorruumi R¥ alamruumid. Teemegi seda.

L. AVRI. Olgu f,g € Vi, s.t. f(u) =0 =g(u). Siis ka (f + ¢)(u) = f(u)+g(u) =0+0=0,
st. f+qg€e V.

AVR2. Olgu f € V] ja k € R. Siis ka (kf)(u) = kf(u) = k0 =0, s.t. kf € V4.

Jarelikult V; on alamruum.

2. Vy ei ole alamruum, kuna (fi+ f1)(v) = fi(u)+ fi(u) =141 =2 #£ 1 jaseega fi+f1 ¢ Va,
kus f; € V} on konstantne funktsioon védirtusega 1.

Vastus: V; on vektorruum iile korpuse R, V; ei ole.

Ulesanne 4 Olgu X mittetihi hulk ja P(X) tema koigi alamhulkade hulk. Defineerime hulga
X alamhulga A korrutised korpuse Zo = {6, T} elementidega (skalaaridega) jirgmiselt:

TA = A,
04 = 0

Kas hulk P(X) on vektorruum ile korpuse Zs, kui liitmise osas vaadelda simmeetrilist vahet
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Eespool oleme nédinud, et (P(X), A) on Abeli rithm. Seega on vaja veel kontrollida aksioome
VR2-VR5. VR5 kehtimine jireldub vahetult skalaariga korrutamise definitsioonist. Kontrollime
veel néiteks aksioomi VR3. Olgu A C X. Siis

0404 = 0A=0=0A0=(04)A(0A),
0+TA = TA=A=0AA=(0A)A(TA),
T+0)A = TA= A= AAD = (TA)A(DA),
T+T)A = 0A=0=AAA=(TA)A(TA).

Ulejasnud aksioomid saab kontrollida analoogiliselt.

Ulesanne 5 Defineerime hulgal Z" liitmise ja realarvudega korrutamise jirgmisell:

(al,...,an)—l—(bl,...,bn) = (Cl1—|—bl,...,an—|—bn),

k(ar,...,a,) = (a1,...,a,)

mistahes (ay,...,a,),(by,...,b,) € Z" ja k € R korral. Kas hulk Z" on vektorruum ile korpuse
R ¢

Ei ole, sest 1(1,...,1) = (%,,%) ¢ 7",
Ulesanne 6 Olgu V vektorruum iile R. Kas kehtib jirgmine viide: kui a,b,¢ € V on lineaarselt
soltumatud vektorid , siis ka a + b,b+ ¢ ja ¢+ a on lineaarselt séllumatud?

Oletame, et

k(a+b)+1(b+c)+m(c+a)=0, (1)

kus k,[,m on mingisugused skalaarid. Siis kasutades vektorruumi aksioome saame, et ka
(k+m)a+ (k+0b+ (I+m)e=0.

Kuna vektorid a, b, ¢ on lineaarselt s6ltumatud, siis sellisest vordusest jiareldub, et lineaarkom-
binatsiooni k&ik kordajad on vordsed nulliga:

ktm=k+l=1+m=0.

Jarelikult m =1 =k, 2k = 0 ja seega k = [ = m = 0. Seega oleme ndidanud, et lineaarkombi-
natsioon vorduse (1) vasakul poolel on triviaalne, mis tdhendab, et vektorid a +b,b+cja c+a
on lineaarselt soltumatud.

Vastus: jah, kehtib.

Ulesanne 7 Olgu V wvektorruum ile korpuse R. Milliste skalaari X vidrtuste korral jireldub
siisteemi a, b lineaarsest soltumatusest sisteemi Aa + b, a + b soltumatus?
Vordus
k(Aa+b) +I(a+Ab) =0

on samavéirne vordusega

(kA + Da+ (k+I1A)b =0,

mis tdnu vektorite a ja b lineaarsele séltumatusele on samavidrne vordustega

A+l = 0,
{k+u ) (2)
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Seega siisteem Aa + b,a + Ab on lineaarselt soltumatu parajasti siis, kui homogeensel li-
neaarvorrandisiisteemil (2) on ainult triviaalne lahend (k,7) = (0,0). Viimane aga on sama-
vadrne sellega, et vorrandisiisteemi maatriksi determinant on nullist erinev. Siis determinant

Al 9
‘ 1 ‘ B
on aga nullist erinev parajasti siis, kui A # £1.
Vastus: koigi vddrtuste korral, mis ei ole £1.

Ulesanne 8 Milliste \ vidrtuste korral on vektorid ay = (X, 1,0), ag = (1, A, 1), as = (0,1, ) €
R? lineaarsell solluvad?

Vektorid a1, as,as on lineaarselt séltuvad, kui leidub mittetriviaalne lineaarkombinastioon
kyay + kgas + ksas, mis on vordne nulliga:

(0, 0, 0) == k1a1 + k2a2 + k36l3 == (kl)\, kl, 0) + (kz, kg)\, kg) + (0, kg, kg)\)
- (kl)\+k2,k1—|—k2)\—|—k3,k2—|—k3)\).

See aga on samavidrne sellega, et homogeensel lineaarvorrandisiisteemil

kl)\ —|— kQ - 0,
kl —|— kz)\ —|— k3 — 0,
kQ —|— kg)\ - 0

leidub mittetriviaalne lahend (kq, ko, k3). Viimane on samaviirne sellega, et

0= =X A=A 20 = A(A2 - 2).

O = N

1
A
1

S = O

Saadud kuupvorrandi lahendid on 0, £v/2.

Vastus: vektorid aq, as, as on lincaarselt sdltuvad parajasti siis, kui A = 0, A = /2 véi

A= —V2

Ulesanne 9 Tehke kindlaks, millised jirgmistest vektorruumi RY vektorite siisteemidest on
lineaarselt soltumatud:

Da+ 2,2 —2; 2)6x + 9,8z + 12;
3)sin x, cos x; 4)e”, e** e,

b, e’ xe”; 6)27,3",6";
7)1,sin? z, cos? z; 8)sinz, cos z,sin 2.

1) Oletame, et k(x + 2) + {(x — 2) = 0. Funktsioonid on vdrdsed, kui nende vddrtused on
koigi argumendi vidrtuste korral vordsed. Seega iga @ € R korral (k4 [)x + 2k — 2] = 0. Vottes
x = 0 saame k = [. Vittes * = 1 saame, et £+ = 0. Seega k = [ = 0 ja siisteem on lineaarselt
soltumatu.

2) Kuna 8z 4 12 = %(6:1; +9) (s.t. siisteemi iiks vektor avaldub lineaarselt teise kaudu), siis

siisteem on lineaarselt soltuv.



3) Oletame, et ksina + [cosax = 0. Vottes © = 0 saame [ = 0, vottes © = Z saame k = 0.

2
Seega siisteem on lineaarselt soltumatu.

4) Olgu ke”+ [e** +me®® = 0. Kuna iihegi # € R korral ¢” # 0, siis voime vorduse molemaid
pooli jagada funktsiooniga e* ning saame, et k + le” + me** = 0. Jarelikult

0= lim 0= lim (k—l—lel’—l—mezl’):k.

r——00 r——00

Seega le” + me*” = 0, kust saame, et [+ me* = 0 ja 0 = lim,__ (I + me*) = [. Lopuks, vottes
x = 0 vorduses me” = 0 saame, et m = 0. Sellega oleme niidanud, et siisteem on lineaarselt
soltumatu.

Ulesanne 10 Veenduge, et 2. jirku reaalarvuliste elementidega ruutmaatriksite hulk Maty(R)
on vektorruum tle korpuse R maatriksite tavalise liitmise ja skalaariga korrutamise suhtes. Teh-
ke kindlaks, kas jirgmised maatriksite hulgad on selle vektorruumi alamruumid. lga alamruumi
korral leidke tema mingi baas ja maoode.

1. Stimmeetriliste maatriksite hulk.
2. Regulaarsete maatriksite hulk.
3. Ulemiste kolmnurkmaatriksite hulk.

Lihtne on kontrollida, et Maty(R) on vektorruum ile korpuse R (vt. [1], teoreem 4.1.5).
1. Vaatleme siimmeetriliste maatriksite hulka

U:{(Z i) |a,b,c€R}§Mat2(R).

a b d e a+d b+e
(b c)+(e f):(b—l—e c—l—f)EU

mistahes a, b, ¢,d, e, f € R korral, siis U on kinnine liitmise suhtes.

AVR2. Kuna
a b ka kb
k(b c):(kb kc)EU

mistahes k., a,b,¢ € R korral, siis U on kinnine skalaariga korrutamise suhtes. Seega oleme

AVRI1. Kuna

nididanud, et U on alamruum.
Vaatleme alamruumi U kuuluvaid vektoreid

10 0 1 0 0
w=(on)a=(10)a=(0 1)
Oletades, et k1 Ay + ko Ay + k3 Az = 0, ky, ko, ks € R, saame, et
00y [k O n 0 ke n 0 0 Rk
00/ \0 O ko O 0 ks | \ ke ks |~

Kaks maatriksit on vordsed, kui nende vastavad elemendid on vordsed. Seega ky = ky = k3 =0
ja oleme n&idanud, et vektorite siisteem Aj, Ay, A3 on lineaarselt soltumatu. Samuti on ta
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moodustajate siisteem, sest iga siimmeetriline maatriks avaldub vektorite Ay, Ay, A3 lineaar-
kombinatsioonina:

a b a 0 0 b 00
(0 0)=(50) (5 0) (0 0)=onsmmsen

iga a,b,c € R korral. Seega Ay, Ay, A3 on alamruumi U baas. Jérelikult alamruumi U mdode

dimU = 3.
(2050 (38) e

2. Kuna
siis regulaarsete maatriksite hulk G'L3(R) ei ole vektorruumi Mats(R) alamruum.

Ulesanne 11 Téestage, et jirgmised vektorruumi R” (ile korpuse R ) vektorite hulgad on selle
vektorruumi alamruumid ning leidke nende baasid ja mootmed:

1) vektorid, mille esimene ja viimane koordinaal on vordsed;
2) wektorid, mille paarisarvulised koordinaadid on nullid;
3) wvektorid, mille paarisarvulised koordinaadid on omavahel vordsed;
4) wvektorid kujul (o, B, 0, 3,...).
1) Vaatleme hulka
U={(ur,uzy...,t0n-1,u1) | ug,uzg,...,um1 € R} CR"

Niitame, et U on vektorruumi R” alamruum.

AVRI1. Kuna

(ul,u2, Ce ,un_l,ul) + (1)1,1)2, .. .,vn_l,vl) == (u1 + U1, U2 + Vg ey Up—1 + Up—1, U1 + 1)1) - U,

siis U on kinnine liitmise suhtes.

AVR2. Kuna
k(ul, U2y e ooy Up—1, ul) == (kul, kUQ, ceey kun_l, kul) - U,

sits U on kinnine skalaariga korrutamise suhtes. Seega U on alamruum.
Vektorite siisteem

er = (1,0,0,...,0,1),
e2 = (0,1,0...,0,0),

enr = (0,0,0...,1,0)

on lineaarselt soltumatu, kuna iikski vektor ei avaldu eelmiste lineaarkombinatsioonina. Ta on

ka moodustajate siisteem, sest iga vektor (uq,us, ..., Unp—1,us) € U avaldub kujul

(ul, U2y e ooy Up—1, ul) = U1€q1 + Ug€2 + ...+ Upn-1€n—-1-
Jarelikult ey, es,...,€,_1 on baas. Kuna vektorruumi médde on tema baasivektorite arv, siis
dimU =n — 1.



Ulesanne 12 Tooge niide vektorruumi R* a) baasist, b) lineaarselt soltumatust vektorite siis-
teemist, mis ei ole baas, ¢) moodustajate sisteemist, mis ei ole baas, d) vektorite sisteemist,
mis ei ole lineaarselt soltumatu ega moodustajate stisteem.

b) ay = (1,0,0,0);
¢) a1 = (1,0,0,0), az = (0,1,0,0), as = (0,0,1,0), asy = (0,0,0,1), a5 = (1,1,1,1);
d) a1 = (1,0,0,0), az = (2,0,0,0)

Viited

[1] Kilp, M., Algebra I, Tartu, 1998.



