Ruutvormid

Definitsioon 1 Ruutvormiks muutujate x1,... ,x, suhtes nimetame avaldist
> aiwi;, (1)
t,5=1

kus a;; = aj; ja a;; € Rigai,5 € {1,...,n} korral. Simmeetrilist maatriksit A = (a;;) €

Mat,(R) nimetatakse selle ruutvormi maatriksiks.

Definitsioon 2 Oeldakse, et ruutvorm on kanoonilisel kujul, kui ta on kujul
)\1:1;% + )\2:1;3 + ...+ )\n:zji.

Ruutvormi viimine kanoonilisele kujule tahendab sellise muutujate vahetuse

1 = C1191 + ...+ CinYn,
. (2)
Tp = Cpal1+ ...+ ConlYn,
leidmist, mille tegemisel saadud uus ruutvorm muutujate yq,... ,y, suhtes oleks kanoo-

nilisel kujul. Seejuures muutujate vahetuse maatriks C' = (¢;;) € Mat,(R) peab olema
regulaarne.

Kui A on ruutvormi (1) maatriks, siis voib selle ruutvormi ja muutjavahetuse (2)
esitada maatrikskujul:

TLAT ja T = O7,
kus

ial (a1
In Yn

Kuna (C9)TA(Cy) = 77 (CTAC)y, siis muutujavahetuse (2) tulemusena teiseneb ruut-
vorm maatriksiga A ruutvormiks maatriksiga CTAC.

Definitsiooni kohaselt on ruutvormi maatriks siimmeetriline. Seega leidub selle maat-
riksi omavektoreist koosnev baas, mille voime ortonormeerida (teoreem I1X.3.6). Moodus-
tades maatriksi, mille veergudes on maatriksi A ortonormeeritud omavektorid saame or-
togonaalse maatriksi C' (lause 1X.2.3), kusjuures maatriks C~'AC on diagonaalmaatriks,
mille diagonaalielementideks on maatriksi A omavéaartused. Tanu C' ortogonaalsusele on
C~! = 07T ning seega C'T AC on diagonaalmaatriks, mille diagonaalielementideks on maat-
riksi A omavaédrtused. See téhendab, et kanoonilise kuju kordajad on A omavaértused ning
muutujate vahetuse maatriksiks sobib C. (Vt. ka teoreemi X.3.9, mis vaidab sedasama.)

Seega ruutvormi kanoonilisele kujule viimiseks tuleks teha jargmist.

1. Leida selle ruutvormi maatriks A.

2. Leida A omavéaartused Ay, ..., A,. Seega kanooniliseks kujuks on Ayy? + Agys + ... +

2
Az

3. Leida A omavektoritest koosnev baas aq,...,a,, kus a; vastab omaviaartusele \;,
r=1,...,n.



4. Ortogonaliseerida vektorid aq,... , a,.
5. Jagada saadud vektorid 1a4bi oma pikkustega.

6. Moodustada maatriks €', mille veeruvektoriteks on saadud ortonormeeritud omavek-
torid. See (' ongi sobiv muutujate vahetuse maatriks, mis viib vaadeldava ruutvormi
kanoonilisele kujule Ayy? + Aay2 + ... + A2,

Ulesanne 1 Viime ruutvormi
17:1;% + 14:1;3 + 14:1;:2,) —dxyxy — dx1T3 — 8x923

kanoonilisele kujule ortogonaalse muutujate vahetusega (s.o. muutujate vahetusega, mille
maatriks on ortogonaalmaatriks).
1. Selle ruutvormi maatriks on

17 =2 =2
A= -2 14 —4
-2 —4 14

(Paneme tahele, et kuna xj25 ja 2221 kordajad ruutvormis peavad olema ruutvormis vord-

sed, sils —2x1x9 — 2z asemel kirjutatakse ruutvormis lithidalt —4z1x,. Seega maatriksi
koostamisel peame arvestama, et a3 = ag; = _74 =—-2.)

2. Maatriksi A karakteristlik poliinoom on

17—\ —2 —2 17—\ —2 —2 17—X —2 —4
—2 14—\ —4 = |0 18— A =18+ X |=10 18—X 0
—2 —4 14— A —2 —4 14 — )\ —2 —4 10 — A
17—\ —4
= (18=X)] _, 10— ) = (18 = A)(170 — 27T\ + \* — 8)

= (18 = A\)(A* = 27TA 4+ 162) = (18 — \)(A — 18)(A — 9).

Siit on ndha, et omavéartused on Ay = 9 ja Ay = A3 = 18. Seega vaadeldava ruutvormi
kanooniline kuju on

9y; + 18y; + 18y3. (3)

3. Leiame omaviirtusele \; = 9 vastavad omavektorid:

25 -4 |1—=1-25 —4

8 =2 =2 0 —18 —18
-
-2 —4 5 o -9 9

-2 0 1) o= 2,

0 -1 1 Ty = I3,

kust lahendite fundamentaalsiisteemiks saame naiteks aq = (1,2, 2).
Leiame niitid omavaartusele Ay = 18 vastavad omavektorid:

-1 =2 =2
—2 —4 4| (-1 =2 =2), x4 =22, — 273,
—2 —4 —4



kust lahendite fundamentaalsiisteemiks saame as = (=2,1,0), a3 = (—2,0,1).
4. Ortogonaliseerime omavektorid ay, as, as :

bl = a1 = (1,2,2),

, b
bg = dg — Ezz blsbl:a2_061:a2:(_27170)7
14 V1
(a3vbl) (a3762) 4
3 as (51751) 1 (62762) 2 as 1 5 2
8 4 2 A4
= (=2,0,1)—(-=,=,0)=(-2,—=,1]).
(”)<5’5’> (5’5’)

(Mérkus. See, et a; oli ortogonaalne vektoritega as ja as, ei olnud juhuslik. Proovige
toestada, et nii see pidigi tulema.)

5. Arvatame |by| = 3, |by| = /5, |by| = |/ HHEES = /45 — % ning
1 122
cp = —b =
3 (3 3 )
0 = — )
7 ()

_ Vo _5M£
“ = 3\ 03 )

Sellega oleme leidnud vektorruumi R? ortonormeeritud baasi ¢y, ¢z, ¢3, mis koosneb maat-
riksi A omavektoreist.
6. Kanoonilisele kujule (3) viib muutujavahetus, mille maatriks on

1 _ 2 2/
3 NG 1;_
=2 & %
2 9 V5
3 3

Vastuse kontrollimiseks peab veenduma, et

CTAC =

o O O

o = O
0]

_ o O



