1 Algebralised struktuurid

Meenutame pohiliste algebraliste struktuuride definitsioone.

Definitsioon 1 Olgu A mittetiihi hulk. Kujutust w : A™ — A nimetatakse n-kohaliseks algeb-
raliseks tehteks hulgal A.

Definitsioon 2 Rihmaks nimetatakse hulka A, millel on defineeritud iiks kahekohaline tehe
(tdhistame *((a,b)) = a * b), nii et

Gl. (Va,b,c€ A)((axb)xc=ax(bxc)) (assotsiatiivsus);
G2. (Je€ A)(Va e A)(axe=e*xa=ua) (leidub dhikelement);
G3. (Vae A)(Fa ' e A)axa =axa=¢) (igal elemendil leidub pédrdelement).

Oeldakse, et hulk A on rithm tehte * suhtes ja kirjutatakse (4, *).

Kui hulgal A on defineeritud kahekohaline algebraline tehe, siis A on rithmoid. Assotsiatiiv-
set rithmoidi nimetatakse poolrihmaks. Kui poolrithmas leidub iihikelement, siis teda nimeta-
takse monoidiks.

Kahekohaline tehe * hulgal A on kommutatiivne, kui kehtib samasus

KOMM. (Ya,be A)(a*xb="bx*a).

Rithma, mille tehe on kommutatiivne, nimetatakse kommutatiivseks ehk Abeli rihmaks.
Tihti tdhistatakse Abeli rithma tehet mérgiga “+” ja nimetatakse liittmiseks. Sellisel juhul
votavad Abeli rithma aksioomid jirgmise kuju:

AG1L. (Va,b,ce A)((a+b)+c=a+ (b+¢)) (assotsiatiivsus);
AG2. (30 € A)(Va € A)(a+0=a) (leidub nullelement);
AG3. (Vo€ A)(F—a€ A)a+ (—a)=0) (igal elemendil leidub vastandelement);
AG4. (Va,be A)a+b=b+a) (kommutatiivsus).

Definitsioon 3 Ringiks nimetatakse hulka R, millel on defineeritud kaks kahekohalist tehet,
+ (liitmine) ja - (korrutamine), nii et

R1. (R,+) on Abeli rithm;
R2. (R,-) on monoid;
R3. (Va,b,ce R)(a-(b+c¢)=a-b+a-cja(a+b)-c=a-c+b-c) (distributiivsus).

Mirkus 1 Tihti defineeritakse ringid ilma noudeta R2. Sellisel juhul kutsutakse meie poolt
vaadeldavaid ringe assotsiatiivseteks iihikelemendiga ringideks.



Mirkus 2 Kui mingis algebralises struktuuris kéneldakse korrutamistehtest -, siis enamasti
jaetakse tehtemirk dra ning kirjutatakse @ - b asemel lihtsalt «b.

Definitsioon 4 Ringi (R, +,-) nimetatakse korpuseks, kui igal nullist erineval elemendil on
olemas poordelement. Sel juhul (R \ {0},-) on rithm.

Ringi (korpust) nimetatakse kommutatiivseks, kui tema korrutamine on kommutatiivne.
Ringi R nullist erinevat elementi @ nimetatakse nulliteguriks, kui leidub selline nullist erinev
element b € R, et ab= 0.

Lause 1 Korpuses ei ole nullitequreid.

Ulesanne 1 Mitu a) ihekohalist, b) kahekohalist, ¢) kolmekohalist algebralist tehet saab defi-
neerida kaheelemendilisel hulgal?

Vaatleme kaheelemendilist hulka A. Saab toestada, et kui B on m-elemendiline hulk, siis
leidub 2™ kujutust B — A. Kuna iihekohaline tehe hulgal A on lihtsalt teisendus A — A, siis

ithekohalisi tehteid on 2? = 4. Kahekohalisi tehteid, s.t. kujutusi A> — A, on 2(2) — 16 ja
kolmekohalisi tehteid on 2(2*) = 256.

Ulesanne 2 Iga allpooldefineeritud tehte x korral tooge niiteid arvuhulkadest millel see tehe
on algebraline tehe ja millel mitte.

a) a*xb=a+b; d) ax*b=a’
b) a b= ab; e) axb=a—b;
¢) axb=SUT(a,b); f) axb=a*+ b*%

Jargneva tabeli teises veerus on néited hulkadest, millel antud tehe on algebraline, ja kol-
mandas veerus niited hulkadest, millel ei ole.

Tehe On algebrline tehe Ei ole algebraline tehe

a) a+b {0}, {2 | k e N} {1,2,4}, algarvude hulk

b) ab {~1,0,1}, {2* |k € Z} Z~, irratsionaalarvude hulk
¢) SUT(a,b) | {1,2,3}, {2F | k e NU {0}} | {2,3}, algarvude hulk

d) a® {0,1}, N {2}, 2

e)a—>b {0}, Z {1}, N

f) a* + b* {0}, N {1}, z~

Ulesanne 3 Uurige iga allpool naturaalarvude hulgal defineeritud tehte * korral tema omadusi,
s.t tehke kindlaks, kas see tehe on algebraline tehe hulgal N, kas ta on assotsiatiivne, kommu-
tatiivne, kas leidub ihikelement, millistel elementidel on péordelemendid.

a) a*b=max{a,b}; d) a*b=VUK(a,b);
b) a+b=min{a,b}; e) axb=a+b+3;
¢) axb=SUT(a,b); f) a*xb=a.



a) Kuna mistahes naturaalarvude korral a * b = max{a,b} € N, siis * on algebraline tehe ja
(N, ) rithmoid. Uurime tingimusi G1-G3 ja KOMM.

G1. Tehe * on assotsiatiivne, sest iga a, b, ¢ € N korral
(a*b)*c = max{a, b} *c = max{max{a, b}, ¢} = max{a, max{b,c}} = axmax{b,c} = ax(bx*c).

G2. Kuna a x 1 = max{a,1} = ¢ = max{l,a} = 1 xa iga a € N korral, siis naturaalarv 1 on
ithikelement tehte * suhtes.

G3. Uhikelement on alati pooratav. Kui aga ¢ € N ja a > 2, siis elemendil a ei leidu
poordelementi tehte % suhtes, sest @ * b = max{a,b} > a > 2 ja seega a * b # 1 ithegi ¢ € N
korral. Seega iihikelement on ainus pooratav element ja tegemist ei ole rithmaga.

KOMM. Tehe * on kommutatiivne, sest a * b = max{a, b} = max{b,a} = b*a iga a,b € N
korral.

Vastus: (N, *) on kommutatiivne monoid.

Ulesanne 4 Millised jirgmistest hulkadest on ringid tavalise arvude liitmise ja korrutamise
suhtes? Kas nende hulgas on korpusi?

a) nZ={na|a€Z},neN; d) {%EQ|a,b€Z,SUT(a,b):1,1QEb};
b) {a+bv2]a,beQ};
C) {Cl‘|‘b\3/§|aab€Q}; e) {%€Q|G,bEZ,SUT(a,b):1,b/5}.

b) Tahistame R := {a 4+ bv/2 | a,b € Q}. On selge, et R C R. Veendume, et reaalarvude
littmine ja korrutamine on algebralised tehted hulgal R. Mistahes a, b, ¢,d € Q korral

(a+bV2)+ (c+dvV2) = (a+c)+(b+d)V2ER,
(a4 bV2)(c+dV2) = (ac+ 2bd)+ (ad + be)V2 € R,

sest a + ¢, b+ d,ac+ 2bd,ad + be € Q. Seega on + ja - tdesti algebralised tehted.

Kuna kéik R elemendid on iihtlasi ka reaalarvud ja reaalarvude liitmine ja korrutamine
on assotsiatiivne ja kommutatiivne, siis ka hulga R elementide liitmine ja korrutamine on as-
sotsiatiivne ja kommutatiivne. Tépselt samal pShjusel kehtivad hulga R elementide jaoks dist-
ributiivsuse siidused. Kuna 0 = 0 +0-v2 € R ja iga r € R korral r + 0 = r, siis 0 on
nullelement. Elemendi a + bv/2 € R vastandelemendiks on element (—a) + (—b)\/§ € R, sest
(a + b\/§) + ((—a) + (—b)ﬂ) = 0. Seega (R,+) on Abeli rithm. Kuna 1 =140 - V2 €ER ja
r-1=rigar € R korral ning négime, et korrutamine on assotsiatiivne, siis (R, -) on monoid.
Seega kokkuvottes (R, +,-) on ring.

Niitame veel, et R on korpus. Selleks peame veenduma, et igal elemendil a + byv/2 # 0,
a,b € Q, on olemas poordelement. Kindlasti on sellel elemendil olemas psérdelement korpuses
R, selleks on poordarv a+2\/§ € R. Paneme tihele, et kui a + by/2 # 0, siis kas a # 0 v5i b # 0.

Kui me oletaksime, et a — by/2 = 0, siis vordusest a = by/2 saaksime, et tegelikult a # 0 ja
b+ 0 ja seega /2 = 7 € Q, mis aga ei ole voimalik. Seega a — b2 # 0 ja
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sest —", ﬁ € Q. Sellega oleme niidanud, et a+z\/§ on elemendi a + by/2 psdrdelement ja

seega IR on korpus.

Ulesanne 5 Olgu X mittetihi hulk ja P(X) tema koigi alamhulkade hulk. Mistahes alamhulka-
de A, B C X korral defineerime nende simmeetrilise vahe vordusega AANB = (A\ B)U(B\ A).
Tehke kindlaks, kas a) (P(X), A U), b) (P(X),A,N) on ring.

On selge, et kui A, B C X, siis ka AAB C X ja seega siimmeetriline vahe (mida vaatle-
me liitmise osas) on algebraline tehe hulgal P(X), nagu ka iithend ja iihisosa (mida vaatleme
korrutamise osas).

AGI1. Standardsel viisil on véimalik kontrollida, et (AAB)AC = AA(BAC).

AG4. Tanu iihendi kommutatiivsusele kehtib AAB = (A\B)U(B\ A) = (B\A)U(A\B) =
BAAiga A, B C X korral, s.t. tehe A on kommutatiivne.

AG2. Kuna @ € P(X) jaiga A € P(X) korral

ANG = (A\Q)U(@\A)=AUD = A,

siis @ sobib nullelemendiks.

AG3. Elemendi A € P(X) vastandelemendiks —A on A ise, sest
ANA= (A\A)U(A\A) =0Uo =0.

Sellega oleme nididanud, et (P(X), A) on Abeli rithm.

R2. Ilmselt on ka tehted U ja N assotsiatiivsed. Uhikelemendiks ithendi suhtes on tiihi hulk
ja iihisosa suhtes hulk X. Jarelikult on (P(X),U) ja (P(X),N) monoidid.

R3. Kontrollime distributiivsuse sdddusi. Kuna tehted U ja N on kommutatiivsed, siis piisab
tegelikult vaid iihe sddduse kontrollimisest, sest kommutatiivsuse tdttu jireldub teine esimesest.

Osutub, et vordus A U (BAC) = (AU B)A(AUC) ei kehti kaigi A, B,C € P(X) korral.
Kuna X # @, siis leidub a € X. Vottes A := B := {a} ja C := & saame, et AU (BAC) =
AU(BADG)=AUB ={a} ja(AUB)A(AUC)=(AUA)A(AUQ) = AAA = &, mis on
erinevad hulgad. Seega (P(X), A, U) ei ole ring.

Veendume, et

AN (BAC) = (AN B)A(ANC).

Selleks peame esiteks nditama, et A N (BAC) C (AN B)A(AN C).Vatame elemendi a €
AN(BAC).Siis a € Ajaa € BAC. Siimmeetrilise vahe definitsiooni pdhjal on kaks vdimalust:
kas « € Bjaa ¢ C vdia € C jaa ¢ B. Esimesel juhul « € AN B jaa ¢ AN C, jarelikult
a € (ANB)A(ANC). Teisel juhul « € ANC jaa ¢ AN B, seega jillegi a € (AN B)A(ANC).
Sellega on iihtepidi sisalduvus tdestatud. Teistpidi sisalduvuse tdestamiseks oletame, et a €
(AN B)A(AN C). Siis on kaks véimalust: kas a € AN Bjaa ¢ ANC vdia € ANC ja
a ¢ AN B. Molemal juhul @ € A. Kuna esimesel juhul « ¢ ANC, siis a ¢ C, seega a € B\ C ja
a € BAC =(B\C)U(C\ B). Teisel juhul, kuna a ¢ AN B, siis a ¢ B, seega a € C'\ B ning
jille a € BAC = (B\ C)U (C\ B). Mdlemal juhul saime, et « € AN (BAC), millega oleme
toestanud, et AN (BAC)D (AN B)A(ANC).
Vastus: a) (P(X), A, U) ei ole ring,b) (P(X), A, N) on ring.

Ulesanne 6 Olgu R loplik ring. Toestage, et iga element, millel on olemas parempoolne poér-
delement, on péoratav.



Oletame, et elemendil @ € R on olemas parempoolne poordelement b € R, s.t. ab = 1, kus
1 on ringi R iihikelement. Vaatleme teisendust f, : R — R, mis on defineeritud vordusega

fo(2) = 2a.

Kui za = ya, siis + = x(ab) = (za)b = (ya)b = y(ab) = y iga x,y € R korral. Seega f,
on iiksiihene. Kuna R on 16plik ring, siis jdreldub sellest, et f, on ka pédlekujutus. Jarelikult
leidub selline element ¢ € R, et 1 = f,(¢) = ca. Siis ¢ = ¢(ab) = (ca)b = b, s.t. b on elemendi a
poordelement.

Ulesanne 7 Olgu n € N,n > 2. Oeldakse, et tiisavud a ja b on kongruentsed mooduli n jirgi,
kui arv a — b jagub arvuga n. Tihistatakse a =b (mod n). Saab toestada, et a =b (mod n)
parajasti siis, kui a ja b annavad arvuga n jagamisel sama jidgi. Hulka @ = {b € Z | a = b
(mod n)} nimetatakse arvu a jiigiklassiks mooduli n jirgi. Tihistame Z, = {0,1,...,n — 1}
ja defineerime sellel hulgal liitmise ja korrutamise vordustega

a+b = a+b,
ab = ab.
Toestage, et Z, on ring nende tehete suhtes. Seda ringi nimetatakse jidgiklassiringtks mooduli
n jdrg.
Koigepiilt, on véimalik ndidata, et need definitsioonid on korrektsed, s.t. et nad ei s6ltu
jadgiklasside esindajate valikust. Téepoolest, kui ay = a5 ja by = by, st m | a1 —azjan | by — by
(nii tdhistame seda, et a; — az jagub arvuga n; iitleme: n jagab arvu ay — az), siis

n | (a4 b)) — (a2 4 by) = (a1 —az) + (by — by),
n | arby — azby = a1(by — bg) + (a1 — az)bs,

seega ay + by = as + by ja a1by = azbs.
Definitsioonist on kohe n&dha, et liitmine ja korrutamine on algebralised tehted.
Kasutades liitmise definitsiooni ja seda, et tidisarvude liitmine on assotsiatiivne, ndeme, et

(@+b)+b=a+b+c=(a+b)+c=a+(b+ec)=a+btc=a+(b+72).

Tapselt samamoodi saab veenduda, et liitmine on kommutatiivne, korrutamine on assot-
siatiivne ja kommutatiivne ning kehtivad distributiivsuse siddused. Nullelemendiks on 0, sest
iga a@ € Z, korral @ + 0=a+0=a, ning elemendi @ vastandelemendiks on element —a, sest
@ + —a = 0. Uhikelemendiks on jadgiklass 1.

Ulesanne 8 Koostage ringi Zg elementide korrutustabel. Leidke selle ringi koik péoratavad
elemendid ja nullitegurid.
Koostame Cayley tabelid ringi Zg liitmis- ja korrutamistehte jaoks:

+/0 1 2 3 45 101 2 3 45
0(0 1 2345 0(0 000O0TCO
1|1 23450 101 2345
21234501, 2|02 40214.
31345012 3/0 30303
114501 23 410 4204 2
5|5 01 2 3 4 5(0 5 4321




Korrutamistabelist on néha, et elemendi 5 poordelement on 5, 5 -5 = 1. Seega ringi Zg poora-
tavate elementide rithm U(Zg) = {1,5}. Kuna elemendid 2,3,4 e
korpus. Tabelist on niha, et 2,3 ja 4 on nullitegurid, sest 2

2 Alamstruktuurid

Algebralise struktuuri alamstruktuuriks nimetatakse tema mittetiihja alamhulka, mis on kinnine
koigi tehete suhtes.

Definitsioon 5 Olgu (A, -) rithmoid (poolrithm). Mittetiihja hulka B C A nimetatakse rithmoi-
di (poolrithma) A alamrihmoidiks (alampoolrihmaks), kui

AR. (Ya,be B)(ab e B). (kinnisus korrutamise suhtes)
Definitsioon 6 Olgu (G, -) rithm. Alamhulka H C G nimetatakse rithma G alamrihmaks, kui
ALG1. (VYa,be H)(abe H); (kinnisus korrutamise suhtes)
ALG2. (Va € H)(a ' € H). (kinnisus posrdelemendi votmise suhtes)

Definitsioon 7 Olgu (R, +, ) ring iihikelemendiga 1. Alamhulka R’ C R nimetatakse ringi R
alamringiks, kui

AR1. (Va,be R)(a+be R); (kinnisus liitmise suhtes)
AR2. (Va € R')(—a € R); (kinnisus vastandelemendi v3tmise suhtes)
AR3. (Va,be R')(abe R'); (kinnisus korrutamise suhtes)
AR4. 1 € R. (kinnisus iihikelemendi suhtes)

Definitsioon 8 Olgu (K, +,-) korpus. Alamhulka K" C K nimetatakse korpuse K alamkor-
puseks, kui

AK1. (Va,be K')(a+be K'); (kinnisus liitmise suhtes)
AK2. (Va € K')(—a € K'); (kinnisus vastandelemendi v3tmise suhtes)
AK3. (Va,be K')(abe K'); (kinnisus korrutamise suhtes)
AK4. (VYa e K'\ {0})(a™t € K'). (kinnisus posrdelemendi votmise suhtes)



Ulesanne 9 Olgu antud rihmoid A = {a,b,c,d} oma Cayley tabeliga

a oA oo
QO oo AUO
QR Qo R

QO Q| ¥
SR 2R

Tehke kindlaks, millised alamhulkadest {a} ,{b,c},{a,b,c} on rihmoidi A alamrihmoidid.
Peame uurima, millised nendest hulkadest on kinnised tehte % suhtes. Mingi hulk B C A

on alamriithmoid, kui hulga B elementidele vastavate ridade ja veergude Idikekohtades on ainult

hulga B elemendid. Nagu néha, hulkade {a} ja {b,c} korral see niimoodi ongi, kuid hulga

{a, b, ¢} korral see nii pole (ac =d ¢ {a,b,c}):

* | d
’
a | a

Vastus: hulgad {a} ja {b,¢} on alamrithmoidid, aga {a,b,c} ei ole.

o ON| *
N O o

Ulesanne 10 Leidke rihma (%, +) koik alamrihmad.

Lihtne on niha, et hulgad dZ, = {ds € Z, | s € Z}, kus d on arvu n tegur ehk jagaja (seda
tdhistame d | n), on alamrithmad. Nditame, et rithma (Z,, +) koik alamrithmad on sellisel kujul.
Oletame, et A C Z,, = {0,1,...,n — 1} on alamrithm. Kindlasti 0 € A, sest iga alamrithm peab
sisaldama nullelemendi. Kui A = {0}, siis A = 0Z,. Oletame, et A # {0} ja valime sellise
de A et de{1,2,....,n— 1} jaiithegi b € {1,2,...,d — 1} korral b ¢ A. Kuna A peab olema
kinnine liitmise ja vastandelemendi v3tmise suhtes, siis dZ, C A.

Niitame, et ka A C dZ,. Olgu @ € A, kusjuures a € {1,2,...,n — 1}. Kasutades jiigiga
jagamist voime leida sellised ¢ € Njar € {0,1,...,d — 1}, et a = d¢ + r. Siis

a—d—...—d=rjar=a—d—...—de A.
S—— S——
¢ korda ¢ korda

Tinu d valikule peab r = 0, s.t. @ = dg ja @ = dg € dZ,,.

Ulesanne 11 Téestage, et rihma alamrihmade ihisosa on samuti alamrihm.
Olgu antud rithm A ja tema alamrithmad A;, ¢ € I, kus I on mingi indeksite hulk (see voib
olla ka lIopmatu).

ALGL. Olgu a,b € ﬂ A;. Uhisosa definitsiooni p&hjal a,b € A; iga 7 € I korral. Kuna A;

€]
on alamrithm, siis ab € A;, iga ¢ € I korral. Seega ab € ﬂ A
€]
ALG2. Olgu a € ﬂ (#;. Siis @ € Gy iga © € I korral. Kuna ; on alamriihm, siis a™! € G,
€]
iga i € I korral. Seega a™! € ﬂ G

el



Ulesanne 12 Olgu X ja Y mittetiihjad hulgad, ¥ C X. Tehke kindlaks, kas hulk P(Y) on
ringi (P(X), A, N) alamring.

ARL. Kui A,BeP(Y),st. AABCY,siiskan AABCY ehk AA B e P(Y).

AR2. Kui A CY siis tema vastandelement, mis on A ise, on samuti Y alamhulk.

AR3. Kut A,BCY,siiska ANBCY.

AR4. Kuna ringi (P(X), A, N) ithikelement on X, siis see ei kuulu hulka P(Y'), kui X # Y.

Vastus: P(Y') on ringi (P(X), A,N) alamring ainult siis, kui X =Y.

Mirkus. Kui ldhtuda ringi iildisemast definitsioonist (sellest, kus ei nduta korrutamise
suhtes iihikelemendi olemasolu), siis ei saa ka alamringilt nduda iihikelemendi sisaldamist ning
sellisel juhul oleks iga tingimusi AR1-AR3 rahuldav alamhulk alamring.

Ulesanne 13 Leidke ringi R vihim alamring, mis sisaldab arvu /5.

Olgu otsitav ring R. Tingimuse AR4 pohjal reaalarv 1 € R. Tingimuse AR1 t5ttu siis N C R
ja tingimuse AR2 téttu Z C R. Tingimusest AR3 jéireldub, et iga b € Z korral by/5 € R. Seega
ARI tattu ka koik arvud a + bv/5, kus a,b € Z, kuuluvad hulka R. Tahistame selliste arvude
hulga Z[v/5]. Niisiis Z[v/5] € R C R. Tdestame, et Z[v/5] on ringi R alamring.

ARL. Kui a + bV/5, ¢ + d\/5 € Z[\/5], siis ka

(a4 05) + (c+ dvV5) = (a + ¢) + (b+ d)V5 € Z[V5],

sest a4+ c¢,b+d € Z.
AR2. Kui a + bV/5 € Z[\/5], siis —(a+ b\/g) =(—a)+ (—b)\/g € Z[\V5).
AR3. Kui a + bV/5, ¢ + d\/5 € Z[\/53], siis

(a +bV5)(c+ dV5) = (ac+ 5bd) + (ad + be)V/5 € Z[V5).

AR4. Loomulikult ka 1 =1 4+ 0v/5 € Z[V5].

Seega Z[v/5] on ringi R alamring, mis sisaldab arvu /5. Kuna R on vihim sellise omadusega
alamring (s.t. ei sisalda enam teisi selle omadusega alamringe), siis R = Z[v/5].

Vastus: ringi R vihim alamring, mis sisaldab arvu /5, on Z[v/3].

3 Isomorfismid

Definitsioon 9 Olgu (4 ja (5 rithmad (rithmoidid, poolrithmad). Kujutust ¢ : G; — G
nimetatakse rithmade (rithmoidide, poolrithmade) homomorfismiks, kui

GH. (Va,b e Gy)(p(ab) = p(a)p(b)). (korrutamise siilitamine)

Definitsioon 10 Olgu R; ja R, ringid iihikelementidega 1 ja 1’ vastavalt. Kujutust ¢ : Ry —
Ry nimetatakse (ringide) homomorfismiks, kui

RH1. (Va,b € Ry)(p(a+b) = ¢(a)+ ¢(b)); (liitmise sédilitamine)
RH2. (Va,b € Ry)(p(ab) = p(a)p(b)); (korrutamise siilitamine)
RH3. ¢(1) =1" (ithikelemendi sdilitamine)



Algebraliste struktuuride isomorfismiks nimetatakse nende bijektiivset homomorfismi. Kui
leidub isomorfism iihest algebralisest struktuurist teise, siis neid struktuure nimetatakse iso-
morfseteks. Korpusi loetakse isomorfseteks, kui nad on isomorfsed kui ringid.

Ulesanne 14 Téestage, et poolrihmad (P(X),N) ja (P(X),U) on isomorfsed.

Selleks peame defineerima iihe kujutuse f: P(X) — P(X), mis oleks bijektiivne ja sdilitaks
tehte (rahuldaks tingimust GH).

Olgu A C X. Defneerime

flA) = X\ A

Injektiivsus. Oletame, et A, B C X ja X\ A = X\ B.Siis A = X\(X\4) = X\(X\B) =
(vt. [1], Lause 1.1.12(i)), s.t. f on injektiivne.

Siirjektiivsus. Votame A C X. Siis f(X \ B) = X\ (X \ B) = B, s.t. X \ B on elemendi B
originaal f suhtes. Seega f on siirjektiivne.

GH. Kui A, B C X, siis f(ANB) =X\

(A
Sellega oleme tdestanud, et poolrithmad (P (X

n) ja
Ulesanne 15 Tehke kindlaks, kas rihmad (Zy X Zg, +) ja (Za, +) on isomorfsed.
Liitmine rithmal Zy x Z, = {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)} kdib komponenthaaval, s.o. (a,
(a, b_g) = (a1 + az, by + b2). Paneme tihele, et iga (@, Z) € Zs X Zy korral (a, b) + (@, ) =
Oletame, et leidub isomorfism f : Zy X Zy — Zy4. Siis iga z € Zg X Zj korral

F2)+f(z) = f(z+2) = f((0,0)) =0 € Zy.
Kuna f on siirjektiivne, siis leidub selline z € Zy X Zg, et f(2) =1 € Zy. Kuid T +1=2#0
ringis Zg.
Vastus: rithmad (Zy X Zg, +) ja (Z4, +) ei ole isomorfsed.

NB)=(X\A)U(X\B)=f(A)U f(B).
), (P(X),U) on isomorfsed.
Z

bi) +
(0,0).

Ulesanne 16 Téestage, et rihmad (R,+) ja (RT,-) on isomorfsed.
Defineerime kujutuse f : R — R* vordusega

f(a) = ea7
kus e on naturaallogaritmi alus. Kuna In : Rt — R, (Inof)(a) = Ine* = a iga ¢ € R korral
ja (foln)(b) = ™’ = biga b € R korral, siis Inof = Ig ja foln = lg+, s.t. kujutus f on
pooratav ja seega bijektiivne. Kuna f(a +b) = ¢*** = e%e® = f(a)f(b), siis ta siilitab ka tehte.
Seega oleme tdestanud, et rithmad (R,+) ja (RT,+) on isomorfsed.

Ulesanne 17 Téestage, et rihmad (Q,+) ja (Q*,-) ei ole isomorfsed.
Oletame, et leidub nende rithmade isomorfism f : Q — Q¥. Siis leidub selline murd ¥, et

f (%) = 2. Jdrelikult

2= 1 (5) =1 (G a) = () 1 () = (1 ()

s.t. 2 on mingi ratsionaalarvu ruut, aga see on voimatu. Seega rithmad (Q,+) ja (Q™,-) ei ole
isomortfsed.

Viited
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