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SISSEJUHATUS

Kéesolevate markmete jarele tekkis vajadus 2000/01 Gppeaastal, kui
muudeti tollase matemaatikateaduskonna oppekavasid. Selle tulemusena
lilitati oppekavasse algebra ja analiiiitilise geomeetria sissejuhatavaid pea-
tiikke késitlev aine ” Algebra ja geomeetria”. Vahepeal on elu edasi lainud.
Matemaatikateaduskonnast on juba saanud matemaatika-informaatikatea-
duskond. Nelja-aastasest bakalaureuse oppest on saamas kolmeaastane
bakalaureuse ope. Uue oppekava kohaselt on selle oppeaine maht niiiid 40
tundi loenguid ja sama palju harjutusi. Iseseisvaks tooks on ette nahtud 80
tundi. Semestri jooksul toimub 20 kahetunnilist loengut ja 20 kahetunnilist
harjutustundi. Loengutest kolm esimest peatiikki on pithendatud algebrale
ja kolm viimast peatiikki analiititilisele geomeetriale. Algebra peatiikkideks
on 1) maatriksid ja determinandid, 2) vektorruum iile reaalarvude ning 3)
lineaarvorrandisiisteemid. Analiiiitilise geomeetria omad on aga 4) vek-
toralgebra, 5) sirged ja tasandid ning 6) ellips, hiiperbool, parabool ja
ilevaade teist jarku pindadest. Kaesolevat oppeainet loetakse matemaa-
tika-informaatika, fiilisika-keemia ja haridusteaduskonna iiliopilastele.

Ei saa mitte kuidagi jatta markimata, et matemaatilist teksti tuleb
omandada laua taga pliiatsi ja paberiga. Valemite teisendamisel peate alati
iga vordusmargi puhul kiisima endalt, miks ta kehtib. Nende loengute autor
soovitab siiralt, et Te iga vordusmargi kohale kirjutaksite valemi numbri,
mis selgitab iilemineku digsust. Oige pea Te mirkate, et matemaatilise teks-
ti omandamine on toesti meeldiv tegevus. Hea lugeja, joudu siistemaatilisele
toole.

Kaesoleva oppevahendi joonised on arvutil teinud iliopilane Marge
[lmosaar. Siidamlik tanu talle selle eest.
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I. MAATRIKSID JA DETERMINANDID
1. MAATRIKSI MOISTE. TEHTED JA NENDE OMADUSED
1.1. Uldmoisted

Olgu R reaalarvude hulk. Koike, mida saab teha reaalarvudega, eel-
dame lugejale teadaolevaks.

Definitsioon 1.1. Tabelit reaalarvudest, milles on eristatavad read ja
veerud ning on paigutatud umarsulgudesse, nimetatakse maatriksiks.

Definitsioon 1.2. Maatriksit, millel on m rida ja n veergu, nime-
tatakse tapsemalt (m,n)-maatriksiks. Arvupaari (m,n) nimetatakse selle
maatriksi mootmeteks.

Definitsioon 1.3. Maatriksit, millel on ridade ja veergude arv vordne,
s.0. m=n, nmimetatakse ruutmaatriksiks. Maatriksit, millel ridade ja veer-
gude arv on erinev, s.o. m # n, nimetatakse ristkulikmaatriksiks. Ruut-
maatriksit mootmetega (n,n) nimetatakse ka n-jirku maatriksiks.

Definitsioon 1.4. Reaalarve, millest maatriks koosneb, nimetatakse
maatriksi elementideks.

Maatriksi kirjapanekuks tahistame tema elemente vaikese pohitahega,
naiteks tahega a, mis on varustatud kahe indeksiga. Neist esimene iitleb
mitmendas reas ja teine mitmendas veerus see element maatriksis asub.
Naiteks (m,n)-maatriks néeb vélja jairgmine

ail ai2 v A1n
asi aso e a2n (1 1)
aAm1 am?2 cee Amn

Selles maatriksis element a;; asub indas reas ja jndas veerus, ele-
ment ag asub s-ndas reas ja tndas veerus. Kui maatriksi elemendi a;;
reaindeks ¢ muutub hulgas N,,, := {1,2,...,m} ja veeruindeks j muutub
hulgas N,, := {1, 2, ...,n}, siis me oleme vaadelnud selle maatriksi koiki ele-
mente. Maatriksit (1.1) tdhistame tihti ka lithemalt, juhul kui ei teki kaksi-
pidi moistmist, niinimetatud dldelemendi a,; abil, saades (a;;). Kui teame,
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kuidas muutuvad indeksid 7 ja j, siis saame taastada (a;;) abil kuju (1.1).
Veel on iiks voimalus tdhistada maatriksit (1.1) lithemalt, nimelt tdhistame
teda suure triikitdhega. FEespool olevat maatriksit (1.1) tédhistame tdhega
A. Seega voime kirjutada

aiq ai9 ... Q1n
a a ..o Qa q )
A= 21 22 2n — A = (aij)a (S N'ma J € Np,. <12)
Am1 Aam2 mn
Maatriksid

1
Az(éé),B:H 2 3), C= 4 . D=(10) (L3)

on vastavalt (2,2)-maatriks ehk teist jarku maatriks, (1, 3)-maatriks, (3,1)-

maatriks ja (1, 1)-maatriks ehk esimest jarku maatriks. Maatriksite B ja C

kohta oeldakse ka, et nad on vastavalt iherealine ja theveeruline maatriks.
Definitsioon 1.5. Ruutmaatriksit

1 0 0... 0

nimetatakse uhikmaatriksiks.
Naiteks
1 0
b= < ! 1) C E=

on vastavalt teist ja kolmandat jarku ithikmaatriksid. Uhikmaatriksi saab
kirja panna ka lithidalt iildelemendi abil, kasutades selleks Kronecker: stiim-
bolit 4;;. Viimane defineeritakse valemiga

[0, kui i
@%_{LkMi:j. (1.4)

S O
S = O
_— o O
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Néiteks (9;;), kus ¢, j € N,,, on n- jarku ithikmaatriks.
Definitsioon 1.6. Me nimetame (m,n)-maatriksit nullmaatriksiks,
kui kotk tema elemendid on nullid. Tdhistame teda 0 abil.

Naiteks
0
0O 0 O
9_<O 0 O)’ 0= 8

on (2,3)-nullmaatriks ja (3,1)-nullmaatriks.

Definitsioon 1.7. Maatriksit A nimetame vordseks maatriksiga B,
kui neil on sama palju ridu ja sama palju veerge ning uhesugustel kohtadel
on vordsed elemendid. Tahistame A=B.

Naiteks maatriksid

a1 a12 A1n bll 612 bln

a a a b b b
A= 21 22 2n : B = 21 22 2n

OGm1 Am2 ... Omn bml bm2 <. bmn

molemad on (m,n)-maatriksid. Nad on vordsed, s.o. A = B, kui
aij:bij, Vie N, V]ENn

Naiteks valemis (1.3) maatriksid B ja C ei saa olla vordsed, olenemata
elementidest, sest mootmed (1,3) ja (3,1) pole iihesugused.

Definitsioon 1.8. Maatriksi A vastandmaatriksiks, tdhistame —A
abil, nimetatakse maatriksit, mille elementideks on maatriksi A elementide
vastandarvud.

Oeldu pohjal maatriksi (1.2) vastandmaatriksiks on

—all —ai12 ce —QA1n
—ag1 —a99 ce —Qas9

—A = "l (1.5)
—Aam1 —Qm2 Amn



Maatriksite (1.3) vastandmaatriksid on vastavalt

—A::(:é :g), —-B=(-1 2 -3),

~1
—C=|-4], -D=(-10).
1

Definitsioon 1.9. Maatriksi transponeeritud maatriksiks nimetatak-
se maatriksit, mis saadakse antud maatriksist ridade ja veerqude aravahe-
tamisel. Maatriksi A transponeeritud maatriksit tihistatakse AT abil.

Naiteks (m,n)-maatriksi (1.2) transponeeritud maatriksiks on (7, m)-
maatriks

ai;p azi am1
a2 ao9 oo Am2

AT = m2 | (1.6)
a1n a2n Amn

Maatriksite (1.3) korral saame
1

ATzz(; ;), B'=|-2]|, ¢"=(1 4 —-1), D' =(10).
3

Uhikmaatriksi korral ET = E. Definitsioonist 1.9 saame
(AT)T = A.

Transponeeritud maatriksi definitsiooni 1.9 saab kirja panna ka teisiti. Kui
tahistame

bi11 bia ... bim
AT — b21 b22 b2m ’ (1 7)
siis
bij = Qjj, Vie Nn, VJ eN,,. (18)

Kirjutis (1.6) ning kirjutised (1.7) ja (1.8) on samavaarsed.
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Definitsioon 1.10. Ruutmaatriksit

ailr a2 A1in
az1 Q22 a2n
ani an2 Ann

nimetatakse simmeetriliseks (kaldsimmeetriliseks), kui
AT =A (AT =-A). (1.9)

Kasutades valemeid (1.7) ja (1.8), saame tingimused (1.9) kirja panna ka
maatriksi elementide abil. Me saame vastavalt

AT = A<= a;j=a;, VYijeN,
ja
Al = -A<=a;; = —aj, Vi, jeN,. (1.10)
Kaldsiimmeetrilise maatriksi korral valemist (1.10) me ¢ = j korral saame
;i = —Qi; <= a; =0, VieN,.

Seega, on  kaldsiimmeetrlise maatriksi nn. peadiagonaali elemendid

aiy, a99,..., Gn, nullid. Naiteks maatriksid
1 2 -1
A= 2 3 0 |, B=(1000)
-1 0 -5

on simmeetrilised, aga maatriksid

0 1 -5
A=|-1 0 -3], B:(? _01>
5 3 0

kaldsiimmeetrilised. Uhikmaatriks on siimmeetriline, sest ET = E. Samas
n-jarku nullmaatriks # on samaaegselt nii simmeetriline kui ka kaldstim-
meetriline, sest 7 =0 ja ' = —6.

Definitsioon 1.11. Kotkvoimalike mootmetega maatriksite hulka ta-

histame Mat abil. Koigi (m,n)-jirku maatriksite hulka tihistame aga
Mat(m,n) abil.



1.2. Maatriksite liitmine, selle omadused

Enne, kui anname maatriksite liitmise moiste, poordume korraks tagasi
meile tuntud reaalarvude hulga R juurde. Selles hulgas on antud liitmine ja
korrutamine. Tegelikult on reaalarvude liitmine ja korrutamine tihesuguse
olemusega: nimelt voetakse kaks reaalarvu kindlas jarjekorras ning antakse
eeskiri kuidas nende abil iitheselt maarata uus reaalarv. Juhul kui olete
tuttav kujutuse moistega, siis reaalarvude liitmine ja korrutamine on kuju-
tused

+RxR—R; (z,y) — 2z +y,

- RxR—R; (z,y) — zy.

Kujutiste x + y ja zy leidmist iga x,y € R korral opitakse koolis aastate
kaupa. Seejuures, kui reaalarvud z ja y on irratsionaalarvud, siis ilmselt
summa x + y ja korrutis xy jaavadki oma keerukuse tottu defineerimata.
Niiud, parema viitamise huvides, paneme kirja reaalarvude liitmise ja
korrutamise omadused.
1° Reaalarvude liitmine ja korrutamine on kommutatiivsed:

r+y=y+zx, xY=y. (1.11)
2° Reaalarvude liitmine ja korrutamine on assotsiatiivsed:
(+y)tz=x+(y+2), (vy)z==2(yz). (1.12)
3° Leiduvad sellised reaalarvud 0 ja 1, et iga reaalarvu x korral
r+0=2 zl=uz. (1.13)

4° Iga reaalarvu x € R jaoks leidub nn. vastandarv —x, et

x4+ (—z)=0.
5° Distributitvsused:
z(y+2) =xy + zz, (1.14)
x(y —z2) =ay — 2, (1.15)

kus lahutamine defineeritakse valemiga
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x—y:=z+ (—y).

Poordume niiiid tagasi maatriksite juurde. Seejuures ei vaatle me igasu-
guseid maatrikseid, vaid selliseid, mis on iihesuguste mootmetega, naiteks
selliseid, millel on m rida ja n veergu. Seega vaatluse all on maatriksite
hulk Mat(m,n).

Definitsioon 1.12. Mistahes kahe (m,n)-maatriksi

x11 T2 ... Tin Y11 Y12 .-+ UYin
T x X

X — 21 22 2n : y — Y21 Y22 Yon
Tmi LTm?2 <o LTmn Ymi Ym?2 oo Ymn

korral hulgast Mat(m,n) nende summaks nimetatakse maatriksit, mida
tahistatakse X +Y abil ja defineeritakse valemiga

Ti1+Yyn1 T2 tYi2 ... Tin T Yin
Tm1 + Umi1 LTm?2 + Ym?2 R ) + Ymn

Paneme tahele, et maatriksite liitmine on ka kujutus
+ : Mat(m,n) x Mat(m,n) — Mat(m,n),

mis defineeritakse tuntud moiste, reaalarvude liitmise, kaudu: maatriksite
X ja Y samadel kohtadel olevad elemendid liidetakse. Maatriksite liit-
mise definitsiooni saab anda ka kompaktsemalt, kasutades nende maatrik-
site lildelemente. Nimelt X = (z;;) ja Y = (v;;) korral hulgast Mat(m,n)

Saane

kus
Zij = Tij + Yij, VieN,, \V/] eN,,. (1.18)

Naiteks maatriksite

1 2 3 6 —5 0
A‘(—3 1 —2)’ B_<2 -1 1)



korral

Maatrikseid
6 —5 0
A=(1 2 -=-3), B—<2 1 1>

el saa aga iildsegi liita, sest liitmise definitsiooni 1.12 valem (1.16) ei lase
end rakendada. Maatriksite liitmisel on jargmised omadused.
1° Maatriksite liitmine on assotsiatiivne, s.o. maistahes kolme maatriksi
X,Y,Z € Mat(m,n) korral

(X+Y)+Z=X+(Y +2). (1.19)
2° Iga X € Mat(m,n) ja nullmaatriksi 6 € Mat(m,n) korral
X+0=X, 0+X=2X.

3° Iga X € Mat(m,n) ja tema vastandmaatriksi —X € Mat(m,n) korral
kehtib
X+ (-X)=0, (-X)+X=0.

4° Maatriksite liitmine on kommutatitvne, s.o. mistahes kahe maatriksi
X,Y € Mat(m,n) korral

X+Y =Y+ X.

Enne kui toestame need omadused, margime, et toestused tuginevad
tegelikult reaalarvude omadustele (1.11) — (1.15). Toestuste labiviimisel
kasutame maatriksite liitmise definitsiooni kompaktsel kujul, mis antakse
valemitega (1.17) ja (1.18). Soovitame lugejal moned neist toestustest
kirja panna, kasutades maatriksite liitmise detailsemat definitsiooni antuna
valemiga (1.16).

Toestame niitid maatriksite liitmise omadused 1° — 4°.

1° Olgu maatriksid X,Y, Z € Mat(m,n) antud iildelementide abil, s.o.

X = (I‘Z‘j), Y = (yij)7 Z = (Zij)a VieN,,, VjeN,.
Valemite (1.17) ja (1.18) abil saame
X—{—Y:(uij), (X+Y)+Z:(Uij)7
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kus

Uij = Tij + Yij,  Vij = Wij + 255 = (Tij + Yij) + 2ij.
Analoogiliselt saame

Y+ 7= (wy), X+ +2)=(py)

kus

Wij = Yij + Zij,  Pij = Tig + Wiz = Tij + (Yig + 2i)-
Reaalarvude liitmise assotsiatiivsuse (1.12) tottu

(a5 + ig) + 2i5 = @ij + (Wig + 2i5) <= vij = pij

iga 1 € N, ja 7 € N,, korral. Maatriksite vorduse definitsiooni 1.7 kohaselt
saame
(X+Y)+Z=X+Y+2Z). &

2° Iga X = (x;5) ja 6 = (0;;), kus 0;; = 0, korral
X+60= (Sl?z'j—i—Oij) = (:UZ]—I—O) = (a:zj) = X=X+60=X
ja
0+ X = (Oij —f—IL‘Z‘j) = (O—I—l'm) = (azw) = X=0+X=X. &
3° Iga X = (x;;) korral hulgast Mat(m,n) valemi (1.5) kohaselt tema
vastandmaatriksiks on —X = (—x;;). Seega
X+ (=X) = (245 + (=2i5)) = (0ij) = 0,
(=X) + X = (=25 + 2i5) = (0i5) = 0.
4° Iga X = (z;5) ja Y = (yi;) korral hulgast Mat(m,n), tdnu reaalar-
vude liitmise kommutatiivsusele (1.11), saame

Sellega omadused 1° — 4° on toestatud.

Kasutades vastandmaatriksi moistet, saab maatriksite liitmise abil de-
fineerida maatriksite lahutamise.

Definitsioon 1.13. Maatriksite X,Y € Mat(m,n) vaheks, tihistame
X —Y abil, nimetatakse maatriksit

X-Y =X+ (-Y).
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1.3. Maatriksi korrutamine reaalarvuga

Selles punktis me defineerime reaalarvu ja mistahes mootmetega
maatriksi korrutise.

Definitsioon 1.14. Reaalarvu \ ja mistahes mootmetega maatrikst X
korrutiseks nimetatakse maatriksit AX , mille elemendid saame maatrikst X
koigi elementide labikorrutamisel reaalarvuga .

Selle definitsiooni kohaselt A € R ja maatriksi

T11 12 “e T1in
X — Ta21  T22 L2n
Tml Tm2 Tmn
korral
)\3311 )\%12 >\$1n
AX = )\$21 )\%22 )\wgn
ATl ATm2 AZmn,

Sama definitsiooni voib anda ka maatriksi tildelemendi abil:

AER, X = (2y) = AX = (\ay;), VieN,, VjeN,.

1 4 2
A‘(o -1 —2)

-2 -8 —4 3 12 6
(_2)*4_(0 2 4)’ ?’A_(o —3 —6)'
Maatriksi korrutamisel reaalarvuga on terve rida omadusi. Need on jarg-

mised.
Mistahes A\, u € R ja mistahes X,Y € Mat(m,n) korral

Naiteks

korral

1° 1X = X,

2° (-1)X = —X,

3° 0X =6,

4° A0 =0,

5° (A) X = A(pX),
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6° AMX +Y) =AX + )Y,

7° A+ )X =2AX + uX,
8° AMX —Y) =X - )Y,
9° A=) X =X — uX.

Nende omaduste toestused tuginevad tegelikult reaalarvude omaduste-
le (1.11)—(1.15). Vaatamata sellele, et nende omaduste toestused on iisna
sarnased, esitame nad siiski koik. Toestuseks lisame:

(D)X = (=1)(z) = (=Dzij) = (—2y5) = —X = (-1)X = =X,
0X = 0<ZEw> = (Oxw) = (Oij) =60 = 0X = 9,
N = )\(Oij) = ()\OZJ) = (Oij) =0 = \0 = 9,

— (Ap)X = A(pX),
AMX +Y) = M(@i5) + (5i5)) = (Ma@ij +yi5)) = (Azij + Ayij) =
= (Awij) + (Ayis) = AM@ij) + Ayi;) = AX +AY =
s AX 4 Y) = AX 42,
A+ w)X = (A +p) (i) = (A+p)zy) = Az + pryg) = (Azg) + (peyg) =
= XMzij) + (i) = AX + pX = A+ p)X = AX + pX,

AMX —Y) = AX + (—Y)) = AX £ A(—Y) = AX + A((~1)Y) =
—AX + (A(—1)Y = AX 4 (CDAY = AX + (“1)(AY) = AX — AY —
— A(X —Y) = AX — )Y,

A =X =A+ (D)X =2AX + ((-)p)X =
“AX 4 (—D)(pX) = AX — X = A — )X = AX — uX. &

Lugejal soovitame toodud toestuste puhul igal sammul leida eestpoolt viide,
miks ta kehtib. Lisaks soovitame viia mone omaduse toestus labi, kasutades

maatriksi kirjapanekuks detailsemat kuju (1.1).
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1.4. Maatriksite korrutamine. Omadused

Osutub, et igasuguste mootmetega maatrikseid ei saa korrutada. See
on voimalik siis, kui esimese maatriksi veergude arv on vordne teise
maatriksi ridade arvuga.

Definitsioon 1.15. Maatriksite X € Mat(p,q) ja Y € Mat(q,r),
kus

r11 T12 T1q Y11 Y12 Yir
T T x

X — 21 22 2q Y = Y21 Y22 Yar ,
xp]_ xp2 PO qu yql yqz POPEE yqrr

korrutiseks nimetatakse (p,r)-maatriksit

<11 <12 .- Rlr
291 k29 )

XY = T,
Zpl  Zp2 Zpr

kus

Zij = Ty + Ti2y25 + .o+ TigYgj, Vie Np, Vi eN,. (120)

Naiteks maatriksite

1 -1 1 1
A=|2 1 =2, B=(1 -2 3), ¢c=| 4 |, D=0
-1 3 -3 ~1

korral definitsiooni 1.15 kohaselt eksisteerivad jargmised maatriksite kor-
rutised

1 -1 1
BA=(1 -2 3)[ 2 1 —2]|=(-6 6 —4),
-1 3 -3
1 -1 1 1 —4
AC=1| 2 1 =2 4 1= 38|,
-1 3 -3/ \-1 14



DB=(10)(1 -2 3)=(10 —-20 30),

1
BC=(1 -2 3) 4 = (—10)

—1

ja

1 1 -2 3
CB = 4 (1 -2 3)= 4 -8 12
—1 -1 2 =3

Maatriksite korrutamisel on jargmised omadused.
1° Maatriksite korrutamine on assotsiatitune, s.o. maistahes kolme
maatriksi X € Mat(p,q), Y € Mat(q,r) ja Z € Mat(r,s) korral

(XY)Z = X(Y2). (1.21)

2° Mistahes maatriksi X € Mat(m,n) ning vastavalt ihikmaatriksite
E, € Mat(n,n) ja Eo € Mat(m,m) korral

XE =X, EX=X. (1.22)

Maatriksite korrutamine on nii liitmise kui ka lahutamise suhtes dist-

ributiivne.
3° Mistahes kolme maatriksi X,Y € Mat(p,q) ja Z € Mat(q,r) korral

(X+Y)Z=XZ+YZ
4° Mistahes kolme maatriksi X € Mat(p,q) ja Y,Z € Mat(q,r) korral

X(Y+2)=XY +XZ. (1.23)

Nende omaduste toestamiseks kasutame summeerimismarki > ja tema
omadusi. Ilma viimaseta on nende omaduste toestamine iisna kohmakas.
Naiteks maatriksite korrutamise valemi (1.20) saab ¥ abil kirja panna
jargmiselt:

q
Zij = insysj7 Vie Np, VJ € N,. (124)

s=1

Alustame omaduste 1° — 4° toestamist.
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1° Maatriksite
X = (Qj‘ij), ViENp, Vi ENq,

Y = (yi5), VieN, VjeN,
ja
Z:(Zij), VieN,, \V/jENS

korral toome sisse maatriksite XY, (XY)Z ja YZ, X(Y Z) iildelemendid,
tahistades neid jargmiselt

XYZ(UZ‘]'), ViENp, VjieN,,
(XY)Z:(’UZJ), ViENp, \V/jENS,
YZ = (w;j), VieN, VjeNg,

X(YZ):(tw>, \V/iENp, V7 € N;.

Summa margi abil antud maatriksite korrutamise definitsioon, mis antakse
valemiga (1.24), lubab kirjutada

b=1 a=1
r q
= E xzayab Zbj = § E Liq yabzb] (125)
b=1a=1 b=1a=1
q r
- § Lia yabzbj E Liq E yabzbj
a=1 b=1 a=



q q r
tij = Zl‘iawag‘ = Zl‘za(z yabzbj)- (1-26)
a=1 b=1

a=1

Vorreldes valemeid (1.25) ja (1.26), saame
Uij:tz'j, ViENp, V]ENS:(XY)Z:X(YZ) [
2° Maatriksite X = (z;;), kusi € N,,,, j € Ny, ja n-jarku tthikmaatriksi
E, = (6;;) korrutise X E; = (y;;) iildelement avaldub

n
Vij = Y Tisbsj =Tij, Vi€ENn, VjeN,,

s=1

mistottu X Fy = X. Juhul kui Es on m-jarku iithikmaatriks, siis
E2X = (Z 52'85853') = (mw) = X. Q
s=1

3° Olgu maatriksid X,Y € Mat(p, q) ja Z € Mat(q,r) antud iildele-
mentidega

X = (i), Y =0(yij), Z=/zi),
mille abil saame leida maatriksite
X+Y = (uy), (X+YZ=(wy), XZ=(t),
YZ = (mij), XZxYZ=(nj)
iildelemendid, saades

q q
Ujj = Tij £ Yij, Wij = g UjsZsj = E (@is £ Yis)2zsj =
s=1

s=1

q q q
= Z(xiszsj + yiszsj) = inszsj + Zyiszsj (127)
s=1 s=1 s=1
ja

q q
tij = E TisZsj, Mij = E YisZsjs
s=1 s=1
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q q
s=1 s=1
Vorreldes valemeid (1.27) ja (1.28) omavahel, saame
Wi = Mg, V’iENp, VjGNT.

Seega
(X+tY)VZ=XZ+YZ. &

4° Kuna valemi (1.23) toestus on analoogiline eelmise toestusega, siis
jatame selle lugejale.

Tavaliselt tuleb korrutada sama jarku ruutmaatrikseid, saades tule-
museks sama jarku ruutmaatriksi.

1.5. Maatriksite transponeerimise omadused

Maatriksite transponeerimisel on jargmised omadused.
1° Mistahes maatriksite X,Y € Mat(m,n) korral

X' =Xx"T+£Y".
2° Mistahes a € R ja X € Mat korral

(aX)" =aX".
3° Mistahes X € Mat(p, q) ja' Y € Mat(q,s) korral
(X)) =Y 'Xx".

Toestus. 1° Niiid X = (z;5) ja Y = (yi5), kus X,Y € Mat(m,n),
korral maatriksite

X+Y =(ay), (XEY)' = (by),
X' =(c;), Y =(dij), X" 2£Y" =(ey)
uldelemendid avalduvad
Gij = Tij T Yij,  bij = aji = Tji £ Yji (1.29)
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ja
Cij = Tji, dij = Yji, €ij = Cij £ dij = Tji £ Yji. (1.30)
Valemite (1.29) ja (1.30) vordlemisel saame
bij:eij, ViENn, VjENm,

millest
(X+Y)T=XT+£Y"T. &

2° Anname maatriksi X € Mat(m,n) oma iildelemendi abil, s.o. X =
(x5). Leiame maatriksite

aX = (yiy), (aX)" = (25), X' =(uy), aX' =(vy)
tildelemendid maatriksi X tildelemendi kaudu. Me saame
Yij = QTij, Zij = Yji = OTji, (1.31)
ja
Uij = Tji, Vij = QUj; = GTj;. (1.32)
Valemite (1.31) ja (1.32) vordlemisel saame
zij =vij, ViEN,, VjeN,=(aX) =aX'. &

3° Maatriksid X € Mat(p, q) ja' Y € Mat(q,r) olgu antud tiildelemen-
tide abil, s.o. X = (z;;) ja Y = (y;;). Niilid maatriksite

XY = (z5), (XY)' =(uy), Y' =(vij),
X' =(wy), Y'X' =(s4)

iildelemendid avalduvad jargmiselt:

q q
Zij = intytja Ui = Zji = Z TjtYti (1.33)
t=1 t=1

ja
Vij = Yji, Wij = Tj4,

q q q
Sij = Z’Uz't’wtj = Zytifﬂjt = Zﬂfjtyti- (1.34)
t=1 t=1 t=1
Valemite (1.33) ja (1.34) vordlemisel saame
ui; = s, Vi€N,, VjieN,= (XY)'=Y'X". @&
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2. PERMUTATSIOONID

See paragrahv on vajalik ainult jargmise paragrahvi jaoks. Meie uuri-
misobjektiks on naturaalarvude alamhulk N,,, erijuhul naiteks N; ja Ns.
Tegelikult voib hulga N,, asemel votta mistahes n erinevast naturaalarvust
koosneva hulga H,,. Tahistame edaspidi tema elemente kasvavas jarjekorras
hi,ha, ..., hy abil. Seega H,, = {hi,ho, ..., hy}, kus hy < he < ... < h,,. Meie
jargnevad arutlused on antud, kui hulga H,, osas on hulk N,,. Analoogiliselt
saab need arutlused kirja panna hulga H, korral.

”Rivistame” hulga N,, arvud iiles, noudes, et selles rivistuses koik arvud
esinevad ja seejuures ainult iiks kord. Igat sellist iilesrivistust nimetame
permutatsiooniks hulga N,, elementidest . Permutatsiooni esitame me kujul

10 . .. Q. (2.1)

Naiteks hulga N; abil saab moodustada ainult ithe permutatsiooni 1, hulga
Ny abil aga kaks permutatsiooni 12 ja 21. Hulga N3 abil saab aga moodus-
tada juba kuus permutatsiooni. Need on

123, 231, 312, 213, 321, 132.

Teoreem 2.1. Hulga N,, elementidest saab moodustada n! permutat-
S100M1.

Toestus. Toestame teoreemi matemaatilise induktsiooni abil elemen-
tide arvu n jargi hulgas N,,. Nagu nagime n = 1 korral teoreem kehtib.
Fespool oeldu pohjal ka n = 2 ja n = 3 korral teoreem kehtib, olgugi et
matememaatilise induktsiooni labiviimiseks pole seda tarvis teada. Eel-
dame, et teoreem kehtib n—1 korral. Hulga N,,_; abil saab moodustada
(n — 1)! permutatsiooni. Tuleb toestada, et hulga N,, abil saab moodus-
tada n! permutatsiooni. Jaotame hulga N,, koikide permutatsioonide hulga,
tihistame P, abil, tema alamhulkadeks P, P, ... P{™. Alamhulka

Pff), kus 2 € N,,, kuulugu sellised permutatsioonid, mille esimene element
on 7 € N,,. Selle hulga iga permutatsioon on kujuga

100003 . . . Oy,
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kus (n—1)-elemendiline permutatsioon asasg . . . o, on permutatsioon hulga
{1,2,...,i—1,i+1,...,n} elementidest. Matemaatilise induktsiooni eel-
duse kohaselt on selles hulgas (n — 1)! permutatsiooni. Mistahes i,j € N,,,

kus 7 # j, korral ei ole hulkadel PS) ja Péj ) iihiseid permutatsioone, sest
erinevus on juba esimeses arvus. Seega hulga P, permutatsioonide arv
vordne hulkade PS), Pg), e Py(L") permutatsioonide arvu summaga,
so. (n—1)n=n! &

Definitsioon 2.1. Oeldakse, et permutatsioonis

Q1 ...04...045...0n

elemendipaar (o , o) moodustab inversiooni, kui selles paaris esimene arv
a; on suurem teisest arvust o, $.0. a; > Q.
Vaadeldes permutatsioonis (2.1) koiki arvupaare

(a17a2)7 (&1,&3), ceey (a1704n)7

(&2,043), I (a2aan>7 cety (an—la&n)7

saame kokku lugeda inversioonide arvu antud permutatsioonis. Inversiooni-
de arvu permutatsioonis (2.1) tahistame (a1, aq, ..., a,) abil.

Definitsioon 2.2. Permutatsiooni mnimetatatakse paarispermutat-
siooniks (paarituks permutatsiooniks), kui tema inversioonide arv on paa-
risarv (paaritu arv).

Teoreem 2.2. Kui permutatsioonis dra vahetada kaks elementi, siis
permutatsioon muudab paarsust.

Toestus. Toestame esmalt teoreemi, kui permutatsioonis vahetatavad
arvud on korvuti, s.o. permutatsioonist

a1 ...0;041...0p,
saame permutatsiooni
a1 ...0410;...0p,.

Paneme tahele, et kummaski permutatsioonis arvudele a; ja a;11 eelnevate
ja jargnevate arvudega inversioonid sailusid. Ainus inversiooni muutus
tekkis tileminekul paarilt (o, o;11) paarile (11, ;). Seega inversioonide
arv I(aq,...,q4,Qiy1, ..., Q) erineb ainult {ihe vorra inversioonide arvust
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I(aq,...Qip1,Q4,. .., ap). Jarelikult jutuks olevad permutatsioonid on eri-
neva paarsusega.

Vaatleme niitid olukorda, kui vahetatavad arvud ei ole korvuti: olgu
nende vahel s arvu. Laheme permutatsioonilt

O oo O Qg1 oo Q1 Q-+ Ol (2.2)

-~

S

iile permutatsioonile

O oo QU Q] e e QU1 QU oo Ol (2.3)
S

samm-sammult, hakates vahetama korvuti olevaid arve. Vahetame permu-
tatsioonis (2.2) arvu «; temale jirgnevate arvudega, viies ta arvu oy, jérele.
Selle protseduuri kaigus toimub s 4+ 1 korvuti oleva arvupaari vahetust.
Niiid toome arvu «j arvu «; esialgsele kohale, vahetades s korda korvuti
olevaid arve. Seega saime permutatsioonist (2.2) permutatsiooni (2.3), va-
hetades kokkuvottes (s + 1) + s = 2s + 1 korda korvuti olevaid arvupaare.
Iga selline arvupaari vahetus, nagu teame, muutis permutatsiooni paarsust.
Kuna 2s + 1 on paaritu arv, siis permutatsioonid (2.2) ja (2.3) on erineva
paarsusega. @
Votame niiud kaks permutatsiooni

12...n, oaias...ay.

Neist esimene on nn. loomulik permutatsioon. Tema inversioonide arv on
null, seega ta on paarispermutatsioon. Teeme kummaski permutatsioonis
iithesuguseid arvupaaride vahetusi eesmargiga saada teisest permutatsioo-
nist loomulik permutatsioon, mis muutub paarispermutatsiooniks. Oeldut
saame iseloomustada jargmiselt:

ja
a1y ... .0, — 12...n.

Uleminekul uutele permutatsioonidelele kasutasime samapalju arvupaaride
vahetusi. Teoreemi 2.2 kohaselt permutatsioonid

1092 ...0p, ﬂ1626n (24)
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on sama paarsusega.

Teoreem 2.3. Kui n > 2, siis permutatsioonide hulgas P, on paaris
ja paarituid permutatsioone samapalju, s.o. %n!.

Toestus. Tahistame permutatsioonide hulga P,, paaris- ja paaritute
permutatsioonide alamhulki vastavalt P, ja P, . Definitsiooni 2.2 kohaselt

PrnP, =0, PTuP, =P,
Defineerime kujutused
f:Pf— P~ g:P. — PF
valemitega
aiaeas. ..o, € P — flajanas...oap) i= asoqas. ..o € P
ja
aras. ..o, € P glajasas . ..oap) i= asanas. ..o, € P
Tekivad nende kujutiste korrutised
gf : Py — P7, fg: Py — Py,
mille kohaselt
gf(vrasas...an) = g(flarasas . ..ay)) =

= 9(042041043 cee an) = 1203 ...0y
ja
folarasas...ay) == f(g(arasas ... ap)) =
= f(0420é1043 cee Oén) = 1003 ... Oy,

Naeme, et kujutused gf ja fg on samasuskujutused. Sel korral kujutus g
on kujutuse f poordkujutus. Kujutus, millel on olemas poordkujutus, on
bijektiivne. Seega loplikuelemendilistes hulkades P ja P, on samapalju
elemente. Teoreemi 2.1 kohaselt on paaris- ja permutatsioonide arv %n!.Q
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Selle teoreemi kirjapanekuks kasutasime kujutustega seotud moisteid
oppeainest ”Sissejuhatus erialasse”.

Lopuks vaatleme permutatsoonide hulgal P, teatavat teisendust
T : P, «— P,. Tema definitsiooni andmiseks on vaja seletada, kuidas mista-
hes permutatsiooni ajas...cw,, € P, korral leida kujutis 7(ayas...an,) € P,.
Teeme seda jargmiselt. Mistahes permutatsiooni ajas...c, abil moodus-
tame kaherealise maatriksi

1 2 ... n
a1 g ... Qp '

tema esimeseks reaks on loomulik permutatsioon 12...n ja teiseks reaks
voetud permutatsioon ajas...c,. Moodustatud maatriksis veergude va-
hetamise teel viime ta maatriksiks

Br P2 ... Dn

1 2 ... n )
Nagu naeme on sooritatud sellised veergude vahetused, et teise rea per-
mutatsioonist on saadud loomulik permutatsioon. Samal ajal esimese rea
loomulik permutatsioon teiseneb mingiks permutatsiooniks 31 3s...0, € P,.

Saadud permutatsiooni (103s...0, € P, loemegi permutatsiooni ajas...a.,
kujutiseks teisenduse 7 : P,, < P, korral. Seega

T(()fl()ég...(){n) = 61B25n e P,. (25)

Oluline on margata, et saadud permutatsiooni (10...0, kujutiseks
7(B1P2...0n) € P, on lahtepermutatsioon a;as...c,. Seega

T(ﬁlﬁzﬁn) = 109...0p,

millest
TT(Q1Qg...0p) = Q1Q0...Q0, Q1.0 € P <= 7T = €.

Siin € tahistab permutatsioonide hulga P, samasusteisendust. Silmas pi-
dades teisenduse poordteisenduse definitsiooni, naeme, et teisendusel 7 on
olemas poordteisendus 7!, milleks on tema ise, s.o. 7! = 7. Seega
defineeritud kujutus on bijektiivne. Jarelikult ottu kujutishulk rahuldab
7(P,) = P,. Vbime 6elda nii: kui permutatsioon a;jas...c,, muutub hulgal

P, siis permutatsioonidest 7(ajas...au,) tekkivaks kujutishulgaks on P,.
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3. DETERMINANDI MOISTE. OMADUSED

Osutub, et iga ruutmaatriksi korral saab méarata tema abil teatava
reaalarvu — tema determinandi. Materjali selgema esitamise huvides, tahis-
tame permutatsioonide hulka kasvavas jarjekorras voetud naturaalarvudest
a1, g, ..., ap niid P(ag, g, ..., ) abil. Naiteks P(4,7) koosneb permu-
tatsioonidest 4 7 ja 7 4.

Definitsioon 3.1. Me nimetame n-jarku ruutmaatriksi

11 I12 c e L1n
X = 21 T292 .. Ton
Lni Tn2 Lnn

T11  T12 T1in
L21  T22 L2
| X| = "
Tn1 ITn2 Tnn
abil ja anname valemiga
|X‘ [— ( 1)1(041,042,...,041‘,...,04,”) . 3 1
«— - m1a1x2a2 . ..xzai ...xnan. ( . )
P(1,2,...,n)
Kommenteerime viimast valemit. Siin [I(ay,a9,...,q;,...,q,) téhistab
inversioonide arvu permutatsioonis ajas...q;...a, € P(1,2,...,n).

Summas iga liidetav ilma margita 14,220, ---Tia, - - - Tna,, ON selline,
et maatriksi X igast reast ja igast veerust on voetud element, mis on
omavahel korrutatud. Naeme, et reaindeksid, x-de juures on nad esimesel
kohal, moodustavad igas liidetavas loomuliku permutatsiooni 12...7...n,
ja veeruindeksid, x-de juures on nad teisel kohal, moodustavad permu-
tatsioonidef hulga P(1,2,...,n) permutatsiooni ajas...q;...q,. Kui
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niitid moodustame summa, kasutades hulga P(1,2,...,n) koiki permutat-
sioone, siis saamegi valemi (3.1). Leiame valemi (3.1) abil esimest, teist
ja kolmandat jarku determinantide arvutamise valemid. Saame

X = (5611) — |X‘ = 211,

T i
X — < 11 12) — ‘X| — (_1)1(1,2)x11x22 + (—1)1(2,1)x12x21 —
21 X22

= (=1)%z11292 + (—1)' 212221 = 211722 — T1272;1.
Seega
| X| = 211222 — T12721.
Lopuks analoogiliselt maatriksi

11 T12 X113
X = | 221 x22 o3

r31 X322 I33
korral saame

| X | = 2112722033 + T12223%31 + T13T21 32—
—T12X21X33 — X13L22X31 — L11X23T32.

Determinandi arvutamine definitsiooni abil on tisna tiilikas, sest maatriksi
jargu kasvades kasvab valemis (3.1) jarsult liidetavate arv. Néiteks neljan-
dat, viiendat ja kuuendat jarku maatriksite korral on determinandi avaldises
teoreemi 2.1 kohaselt vastavalt 24, 120 ja 720 liidetavat. Muuseas teoreemi
2.3 kohaselt on valemis (3.1) pooled liidetavad plussmérgiga ja pooled mii-
nusmargiga. Jargnevas uurime determinantide omadusi.

1° Maatriksi ja transponeeritud maatriksi determinandid on vordsed,
S.0.

X € Mat(n,n) = |X|=|X"].

Toestus. Valemi (1.8) kohaselt transponeeritud maatriksi X ' = (y;;)
ja maatriksi X = (x;;) iildelementide korral y;; = ;. Determinanti
defineeriva valemi (3.1) kohaselt niitid saame

|XT| — Z (_1)](041,a2,...,an)y1a1y2a2 e Ynay, =
P(1,2,...,n)
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I(ay,09,...,00
= g (—1) (1,0 )xallxazg T n-
P(1,2,...,n)

Arvestades reaalarvude korrutamise kommutatiivsust, paigutame viimase
summa igas liidetavas tegurid sellises jarjekorras, et reaindeksid on kasvavas
jarjekorras. Parast seda protseduuri veeruindeksid moodustavad mingi per-
mutatsiooni T(ay@s...ap) = B152 ... B, Siin bijektiivne kujutus 7 antakse
valemiga (2.5). Valemi (2.4) kohaselt on need permutatsioonid sama paar-

susega. Seega
(_1>I(a1,a2,...,an) _ (_1)I(ﬂ1,52,-~-,ﬁn).

Me saame

XTl= 3 (D Oty g, g, = X,
P(1,2,...,n)

Siin summeerimisel me arvestasime, et 7(P(1,2,...,n)) = P(1,2,...,n). &
2° Maatriksis kahe rea (veeru) dravahetamisel tema determinant muu-
dab margz.
Toestus. Tahistame maatriksis X niitid s-nda ja t-nda rea aravaheta-
misel saadud maatriksit X, ;) abil. Meil on vaja toestada, et

| X s, = —|X].

Téahistame maatriksi X, ;) {ildelementi y;; abil, s.o. X4 = (vi5).
Seejuures
Yij = Tij, ViENn\{S,t}, VJENn
ja
Ysj = Ttj, Ytj = Tsjy, VJE Ny,

Valemi (3.1) abil saame

‘X(s,t)| _ Z (_1)I(a1,...,as,...,at,...,an)ylal e Ysa - Ytay - Yna,
P(1,2,...,n)
ehk
X (s,0)| = Z (—1)1(0‘1""’O‘S""’O‘t""’o‘")ajlal e Ttay, - Tsay -+ - Troy, -
P(1,2,...,n)
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Vahetame viimase summa igas liidetavas allakriipsutatud elemendid, mis
(1.11) tottu on lubatav. Selle tulemusena x-de esimesed indeksid moodus-
tavad loomuliku permutatsiooni. Me saame

T(a1,e ey Qlgyeeey Oty
| Xs,0)| = E (—1) (e s ¢ ")xlal e Tsay - Ttay -+ - Troy, -
P(1,2,...,n)

Siin veeruindeksite permutatsioon
Q1. Qo Q... Qly,
vorreldes lahtepermutatsiooniga
Q..o Q.. Oy,

on teoreemi 2.1 tottu erineva paarsusega, sest Tso, ja T:, aravahetamine
tekitas a; ja «g aravahetamise. Jarelikult

(_1)I(a1,...,as,...,at,...,an) _ _(_1)I(a1,...,at,...,as,...,an).
Me saame, et |X(, 4| on vordne

Z [_(_1>I(a1,...,at,...,as,...,an)xlal CTsqy - Tia, - xnan] _

P(1,2,...,n)
2 : T(aq, . yQp ey Qgyenny,Qiny _
—_ — <_1) ( 1 t )xlal...msato..xtaso-.xnan __|X‘.
P(1,2,...,n)

Saime
X (s,0] = —1X].

Toestame niitid omaduse, kui vahetame veerud s ja t. Tahistame maat-
riksist X saadud maatriksit taas X, ;) abil. Omaduse 1° ja omaduse 2°
toestatud osa alusel saame

Xl = Xl =—1X"=-IX]. &

Jareldus 3.1. Kui maatriksil kaks rida (veergu) on vordsed, siis tema
determinant on null.
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Toestus. Olgu maatriksis omavahel vordsed read (veerud) indeksitega
s ja t. Seega X = X(44. Viimase omaduse tottu

X| = —|X(op| = —|X| = 2|X| =0=|X| =0. &

3° Kui maatriksis mingit rida (veergu) korrutada arvuga, siis tema
determinant korrutub sama arvuga.

Toestus. Korrutame maatriksi X mingi rea, naiteks s-nda, arvuga
a. Uuel maatriksil, tdhistame X’ abil, on koik read samad, mis maatriksil
X, valjaarvatud rida s. Selles reas on elemendid azg1, azxs,..., aTgp.
Valemi (3.1) abil saame

X' = Z (_1)I(a1’a27“.’an)x1a1 o (aTsa,) - Tha, =
P(1,2,...,n)

=a Z (—1)fezeman)p o Tl o Tna, = alX].
P(1,2,...,n)

Omadus ridade jaoks on toestatud.

Korrutame niiiid maatriksi X veergu s arvuga a. Tahistame saadud
maatriksit taas X’ abil. Omaduse 1° ja omaduse 3° toestatud osa abil
saame

X' =[(X)"=alX"|=aX| = |X'| = a|X]|. &

4° Kui maatriksi mingile reale (veerule) liita mistahes arvuga korru-
tatud mistahes teine rida (veerq), siis uue maatriksi determinant on vordne
lahtemaatriksi determinandiga.

Toestus. Liidame maatriksi X reale s arvu a-kordse t-nda rea.
Saadud maatriksil, mida téhistame X’ abil, on koik read samad, mis
maatriksil X, valja arvatud rida s. Seal on elemendid

Ts1 +ATt1;,  Ts2 T AT12,. .., Tsp T ALtn.

Valemi (3.1) abil saame

X' = Z (=1)fevazan) g (Zen. + ATta.) - Tray - - - T,
P(1,2,...,n)
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Summa margi > omadusi silmas pidades, saame

! T(a1,002,. . sy, Qg st
| X'| = E (—1) (Q1,0250 50,000 ")$1a1~-~$sas---ﬂ3tat---$nan+
P(1,2,...,n)
1 T, Qg gy Qg Oy )
—I_ (_ ) xlal...mtas...xtat...xnan.
P(1,2,...,n)

Viimane summa on sellise maatriksi determinant, mille read s ja ¢t on
tithesugused. Jarelduse 3.1 pohjal on ta vordne nulliga. Esimene summa on
aga maatriksi X determinant. Saime |X'| = |X].
Omaduse toestuse veergude jaoks jatame lugejale. Ta tugineb omadu-
sele 1°. Kaks analoogilist toestust on toodud omaduste 2° ja 3° juures.
5° Kolmnurksete maatriksite

/ 11 0 0 e 0 0
I21 22 0 “en 0 0
x31 32 33 0 0
X1 = ’
Tp-1,1 Tp-12 Tp_1,3 Tp-1n-1 0O
Tni Tn2 In3 Tn,n-1 Tnn
11 T12 T13 T1,n-1 Tin
0 222 w3 T2 n—1 Ton
0 0 33 T3n—1 Z3n
Xy = ’ ;
0 0 0 Tpn—1n—1 Tn—-1,n
0 0 0 0 Tnn
0 0 0 0 Tin
0 0 0 T2p—1 Ton
X, — 0 0 T3,n—2 T3,n—1 T3n
0 Tn—-1,2 ITn—1n—-2 ITn—-1n—-1 ILTn—1,n
Tnl Ln2 Ln,n—2 LTn,n—1 Lnn
ja
11 T2  X13 ... Tip—1 Tin
21 To2 T3 Top—1 O
T T T 0 0
X, = 31 32 33
Tp-11 Tp—12 O 0 0
Tnl 0 0 0 0



korral

|X1‘ = |X2| = L1122 ... Tpn (32)
Jja
n(n—1)
|X3| = |X4| = (—1) 2 T1nT2n—1---Tnl- (33)

Toestus. Léhtume determinandi |X;| leidmisel definitsiooni valemist
(3.1), s.o.

‘Xl‘ = Z (_1)](041,@27...,0471)331061x2a2 e Tng-
P(l,Q,...,’I’L)

Maatriksis X7 esinevate nullide tottu on viimases summas paljud liidetavad
vordsed nulliga. Korrutistes

T10, L2004 - - - Tnay,, Q1 € Ny (3.4)

on iga tegur 1., voetud maatriksi X; esimesest reast. Seega x1,, =0,
kui a; # 1. Valemis (3.4) jaab alles n tegurist ainult iiks, nimelt

L1124 - - - Tna, -

Saame
_ 2 : I(ag,as,...,ap, _ (1)
|X1‘ = T11 (—1) ( 293 )332(12:173043 .. .{Enan = ‘Xl ‘,
P(2,3,...,n)
kus
T292 0 0 0
" 32 33 0 0
1
D
Tp—12 Tn-13 Tp—1mn—1 O
Tnl Ln2 LTnn—1 Tnn

See (n — 1)-jarku maatriks on saadud maatriksist X; esimese rea ja veeru
arajatmisel ja seejuures on sama ehitusega. Analoogiliselt samm-sammult
jatkates saame

|X1| = L1122 ... Tpn-

Kui veel arvestame, et maatriks X, on sama ehitusega kui maatriks X7,
siis omaduse 1° tottu |Xo| = | X5 |. Seega valem (3.2) on toestatud.
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Toestame niitid valemi (3.3). Determinandi |X3| leidmiseks moodus-

tame abimaatriksi X?(, ), mis saadakse maatriksist X3 tema ridade esi-
tamisel vastupidises jarjekorras. Selleks viime viimase rea esimeseks, eel-
viimase rea viime teiseks, ..., teise rea viime eelviimaseks ja lopuks

)

esimene rida on jaanud viimaseks. Maatriksi Xé saamiseks maatriksist

X3 reavahetuste arv on
1
m—1)+n—-2)+...+2+1= §n(n—1).

Maatriks X él) on samasuguse ehitusega kui maatriks X5. Tema peadia-
gonaalil on elemendid

LTin, L2n—15---5Ln-1,2, Lnl-

Omaduse 2° ja valemi (3.2) pohjal

n(n—1) n(n—1)

X3) = (1) "7 | XV = (-1)7F zintan 1. o1

Oleme saanud valemi (3.3). Analoogiliselt nditame, et |X4| = |X3|. &

Lopuks toome iihe naite determinandi arvutamise kohta. Lugejal soovi-
tame igal sammul selgitada, milliseid determinantide omadusi kasutame.
Arvutame:

12 -1  -0,002 1 2 -1 —0,002
3 8 0 —0,004| _, 013 8 0 —0,004 _
2 2 -4 —0,003| 2 2 —4 -0,003]
3000 8000 —1000  —6 3 8 —1 —0,006
12 -1 2 111 2 11 1 2
38 0 4 340 4 0 1 -3 -2
000=0,00015 5 4 31722 1 4 3]72%0 -1 2 —1|°
3 8 —1 6 3416 0 1 -2 0
11 1 2 11 1 2
0 1 -3 -2 0 1 -3 -2
“loo -1 =3]=%0 0 -1 -3/~ *
00 1 2 00 0 -1
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4. LAPLACE’I TEOREEM. DETERMINANDI
ARENDAMINE REA JA VEERU JARGI

Fikseerime n-jarku maatriksis

11 I12 ce T1in
X = 21 22 Lon
Lnl Ln2 Lnn

mingi arv ridu ja veerge. Olgu fikseeritud ridade ja veergude arv m € N,,.
Tahistame fikseeritud rea- ja veeruindekseid kasvavas jarjekorras vastavalt
Z.172.27' .- 77:m ja j17j27' .. 7jm-

Definitsioon 4.1. Determinant:

L5, Lirjo o+ Liggm,
x. . J:4 B e a;' . .

L i2jm (4.1)
Limjr  Limga -+ Lipjm

nimetatakse maatriksi X jaoks m-jarku miinoriks.

Kui m < n, siis m rida ja m veergu saab fikseerida vaga erinevalt.
Seega m-jarku miinoreid on palju. Naiteks m = 1 korral saame 1-jarku
miinorid, milleks on maatriksi X elemendid. Samas suurimat jarku miinori
saame m = n korral. Neid on ainult iiks, nimelt maatriksi X determinant
| X .

Olgu m-jarku miinori (4.1) korral m < n. Sel korral jaib fikseeri-
mata n —m rida ja samapalju veerge. Tahistame nende indeksid kasvavas
jarjekorras vastavalt

im—i—lyim—i—%---)in; jm—l—hjm—}—%---,jn-

Definitsioon 4.2. Miinorit

Limt1imt1r  Limt1dmte ++° Limt1dn
M | Tima2dms1r Limgoimiz - Limioin
n—m +—
xln]m—&—l xinjm+2 xlnﬂn



nimetatakse muinori M,, tdiendusmiinoriks.

Leides taiendusmiinorile omakorda taiendusmiinori, saame esialgse
miinori.

Definitsioon 4.3. Margiga varustatud taiendusmaiinorit

An—m L= (_1)an—ma

o () Mo, )
k':(zm+1—|—zm+2+..+Zn)+(]m—|—1+jm—{—2++.]TL)7

nimetatakse miinori (4.1) algebraliseks taiendiks.
Arvude £ ja

L= (i1 +io+...+im)+ 12+ ...+ jm)

summa k + ! on maatriksi X rea- ja veeruindeksite summa, s.o. 2(1 +
2+4+...4n) tottu paarisarv. Jarelikult k ja [ on sama paarsusega. Oeldu
pohjal voime leida algebralise téiendi (4.2) ka valemi

Ap_m = (=1)'M,_,,. (4.3)

abil. Kokkuvdottes me leiame algebralise tdiendi kas valemi (4.2) voi (4.3)
abil olenevalt sellest kas kergem on leida k£ voi |.

Lause 4.1. Miinori M,, ja tema algebralise tdaiendi A, _,, korrutis
M Ap—m  koosneb liiddetavatest, mis on osa determinandi |X| avaldise
(3.1) litdetavatest.

Toestus. Toestame lemma esmalt erijuhul, kui miinor M,, asub
maatriksis X priviligeeritud kohal, s.o. loodenurgas. Seega

il:la i2:27"'7 Zm:ma j1:17 j2:2a---7 ]m:m

11 12 Lim
21 T22 )

M, = ™=
Tmi LTm?2 LTmm

_ I(ay,a2,...,a
= E (—1)f(emetm)ay | Tony - Tmag,
2
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A xm+2,m+1 xm+2,m+2 xm—l—Z,n -
n—m — —
Tn,m+1 LTn,m+2 Tnn
_ E : T(ama1,00m42,...,0n
— (_1) ( t +2 )xm—i—l,am—l—lxm—l—lam_,_g o xnozn

P(m+1,m+2,...,n)

ja
My Ap—m = ( Z (_1)1(061’0(2"”’%1)551041x2a2 S xmam)'
P(1,2,...,m)
( Z (—l)I(am+1’am+2""’an)xm+1,am+1xm+2,am+2 . -xnan) —

P(m+1,m+2,...,n)

_ Z Z (_1)I(a1,ag,...,am)+l(am+1,am+2,...,an)_

P(1,2,....m) P(m+1,m+2,...,n)
L1l L2ag -« - - xmammm—i—l,am_H xm+2,ozm+2 o Lna, -

Paneme tahele, et
Iag,ag,...;am) + I(ama1, mao, .oy Q) =

= I(Q1,Q0, ..., Q) Ot 1y Q2 -+ -+ 5 Oy,

sest permutatsioonis

102 ... 0 Oy 1042 ... 0y

arvupaarid (a;, o), kuii € Ny, jaj € {m+1,m+2,...,n}, inversioone ei
anna. Saame, et
MmAn_m — Z Z (_1)I(a17a27'”7a7n7am+17am+27'”7an)_

P(1,2,....m) P(m+1,m4+2,...,n)

‘Tla1 L2ag - - - wmozmxm—l—l,ozm_,_l xm+2,am+2 oo Tnays

millest vordlemisel valemiga (3.1) ndeme, et M,, A,,_,, liidetavad moodus-
tavad osa determinandi |X| liidetavatest. Me voime kirjutada

X| = My Ap_m + p, (4.4)
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kus p téhistab determinandi |X| puuduvaid liikmeid. Seega vaadeldaval
erijuhul on lemma toeatatud.

Niiid taandame iildjuhu toestuse vaadeldud erijuhule. Maatriksist X
moodustame uue maatriksi tema ridade omavahelise vahetamisel ja veer-
gude omavahelisel vahetamisel nii, et miinor (4.1) on uues maatriksis pri-
viligeeritud kohal. Selleks viime maatriksis X read iq,19,...,17,, vastavalt
esimesele, teisele,..., m-ndale kohale. Analoogiliselt toimime veergudega
1,72, Jm. Selle maatriksi, tahitame X’ abil, saamiseks tehtud ridade
ja veergude vahetuste arv kokku on

(1 =)+ (i2—2)+...+ (Gm—m)]+[(1—1)+G2—2)+...+Jm —m)] =

=1 +ia+...+im)+Gr+Je+ . Fim) —21+24+...+m) =
—k—2(1+2+4...4+m).
Siit
(_1)k—2(1+2+...+m) _ (_1)k:
Determinandi omaduse 2° kohaselt |X| = (—1)*|X’|. Pidades silmas,

et maatriksi X’ miinori M,,, mis on priviligeeritud kohal, algebraliseks
taiendiks praegu on M,,_,,. Analoogiliselt valemile (4.4) saame

| X[ = (_1)k|X/| = (_1)k(MmMn—m +p) = Mm[(_l)an—m + (_1)kp] =

— MmAn—m + (_1)kp7

mis ttleb, et M,,A,_,, on osa valemi (3.1) liidetavatest. Sellega lemma
on toestatud. &

Fikseerime niiiid maatriksis X mingi arv ridu, naiteks m tikki,
kusjuures nouame, et m < n ja et reaindeksid on fikseeritud kasvavas
jarjekorras. Olgu nendeks ridadeks i1,i9,...,%,, kusjuures, nagu oeldud,
1 <ig <...<1,,. Moodustame nendele ridadele toetuvad koikvoimalikud
m-jarku miinorid. Neid on C]* tikki. Siin C]* on kombinantsioonide
arv n elemendist m kaupa.

Teoreem 4.2 (Laplace’i teoreem). Maatriksi X determinant |X|
vordub koigi selliste korrutiste, mille tiheks tequriks on fikseeritud ridadele
11,12, ...,1m toetuv m-jarku miinor ja teiseks tequriks tema algebraline
taiend, summaga, S.o.
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kus summa tuleb votta tle koigi mitnorite, mis toetuvad nendele fikseeritud
ridadele.

Toestus. Summas (4.5) iga liidetav M,,A,_,, annab lemma 4.1
kohaselt determinandi |X| valemist (3.1), milles on n! liidetavat, m!(n—
m)! liidetavat. Kuna summas (4.5) on aga

Cm:n(n—l)...(n—m+1): n!

" m! m!(n —m)!

liidetavat, siis determinanti |X| defineerivas valemis (3.1) on kétte saadud

'n—!m!(n —m)! = n!

m!(n —m)!

liidetavat. Sellega on arvuliselt katte saadud samapalju liidetavaid kui de-
terminanti |X| defineerivas valemis (3.1). Tuleb veel selgitada, et valem
(4.5) ei anna valemi (3.1) liidetavatest monda liidetavat mitu korda, aga
monda pole iildse voetud. Seda ohtu tegelikult ei ole. Valemis (4.5) mis-
tahes kahe liidetava korral nendesse kuuluvad miinorid erinevad vahemalt
iithe veeru poolest. &

Viimane teoreem toestati Laplace’i poolt 1772. aastal.

Analoogiline teoreem kehtib determinandi |X| kohta rakendatuna
tema veergudele. Pohjus on vaga lihtne tanu determinandi omadusele
1°. Selle kohaselt |X| = |X 7|, mistottu taandub Laplace’i teoreemi ra-
kendamine determinandi |X '| ridadele. Tépsemalt:

[ X| = |XT| = ZM;AZ—m - ZMmAn—m-

Praktikas determinandi arvutamise lihtsustamiseks kasutatakse Laplace’i
teoreemi, kui fikseeritakse ainult iiks rida (veerg). Meenutame, et maatriksi
esimest jarku miinoriteks on maatriksi elemendid. Kui fikseerime maatriksi
X puhul i-nda rea, siis selle rea abil saab moodustada jargmised miinorid

Tils T2y« -y Tin < Tij, V]ENn

Lepime veel kokku tahistada esimest jarku miinori x;; algebralist taiendit
X;; abil. Valem (4.5) saab niiiid kuju

X | =znXi +zi2Xia + ... + zin Xin. (4.6)

38



Vastav valem i-nda veeru fikseerimisel on
| X| =21 X1 + 22 X2 + ... + 2in Xin- (4.7)

Valemeid (4.6) ja (4.7) mnimetatakse determinandi |X| arendisteks
vastavalt i-nda rea ja 1-nda veeru jargi.

Kahe viimase valemi tahtsus seineb selles, et avaldiste paremal pool on
algebraliste taiendite jark iithe vorra vaiksem kui maatriksi X jark. Veel
meeldivam on valemite (4.6) voi (4.7) rakendamine, kui vastavalt maatriksi
X i-nda rea voi ¢-nda veeru elementide seas on voimalikult palju nulle.
Viimane on saavutatav, rakendades eelnevalt determinandi omadusi.
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5. TEOREEM MAATRIKSITE KORRUTISE
DETERMINANDIST

Teoreem 5.1. Sama jarku ruutmaatriksite korrutise determinant vor-
dub nende maatriksite determinantide korrutisega, s.o.

X,Y € Mat(n,n) = | XY| = |X||Y].

Toestus. Me moodustame n-jarku maatriksite abil 2n-jarku maat-
riksi, mille determinandi leiame kahel erineval moel, saades kord |X||Y|
ja teinekord |XY|. Kuna saadud vorduste vasakud pooled iihtuvad, siis
saamegi teoreemi 5.1. Selline on selle teoreemi toestuse idee. Asume niitid

teoreemi toestama. Maatriksite

r11 12 ... Tin Y11 Y2 .- Yin
x x x

X — 21 22 2n Y = Y21 Y22 Y2n
Tnl Ln2 Tnn Yni Yn2 Ynn

abil moodustame 2n-jarku determinandi

T11  T12 Tin, O 0 0
T21 T22 Ton 0 0 0
D— Tnl Tpo Tnn 0O 0 0
-1 0 0  yi1 Y12 Yin
0 -1 0 Y21 Y22 Yon
O 0 —1 Yni Yn2 Ynn
Arvutame selle determinandi Laplace’i teoreemi abil, rakendades seda n
esimesele reale. Oluline on margata, et ridadele 1 =1, 15 =2,...,1, =n
toetub %, = &M p_jirku miinorit, kuid Gnneks on kéik miinorid nullid

peale |X|, sest need miinorid sisaldavad nullidest koosnevat veergu. Sel
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korral determinanti defineeriva valemi (3.1) kohaselt sellised miinorid kui
determinandid on vordsed nulliga. Valemi (4.5) abil saame

11 12 ... Lin || Y11 Y12 ... Yin
_|T21 X22 ... T2n || Y21 Y22 --- Yon | _
D= = X|[Y]. (5.1
Int Tn2 -+ TunllYnl Yn2 --- Ynn

Niiiid leiame determinandi D teda eelnevalt teisendades nii, et determinant
el muutu: me rakendame determinantide omadust 3°. Nimelt reale 7 € N,
liidame esmalt x;1-kordse n + 1 rea, seejarel xz;0-kordse n + 2 rea ja
lopuks z;,-kordse 2n-nda rea. Parast seda protseduuri uus i-s rida on
jargmine

0 0...0 Ci1 €Ci2...Cin,

kus
Cij = Tit¥1j + Ti2Y2; + - .- + TinYnj, Vi,J € Ny,

See, mis me siin tegime, ei ole muutnud determinanti D. Oleme saanud

0 0 c. 0 C11 C12 ce Cin
0 0 0 C21q C22 Con
0 0 0 c¢p1 Cno c

D — n n nn 5.2
-1 0 0 vyi1 Y2 Yin (5:2)
0 -1 0 Y21 Y22 Yon
0 0 —1 Yni Yn2 Ynn

Nitid leiame determinandi D valemi (5.2) abil. Rakendame Laplace’i
teoreemi taas n esimesele reale. Analoogilisel moel nagu valemi (5.1) juures
n esimesele reale toetuvatest miinoritest nullist erinev voib olla ainult |C],
kus me tahistasime

Ci11 Ci12 Cin
C = C21 €22 Con
Cn1 Cn2 Cnn



Miinori |C| algebraliseks taiendiks on mérgiga varustatud tdiendusmiinor,
S.0.

Siin me kasutasime k leidmiseks valemit (4.2) ja determinandi leidmiseks
tema omadust 5°. Seega valemist (5.2) Laplace’i teoreemi abil saame niitid
D = |C|. Silmas pidades valemit (1.20), ndeme, et maatriks C on maa-
triksite X ja Y korrutis,s.o. C'= XY. Jéarelikult D = |XY|. Vorreldes
valemiga (5.1), saame |XY|= |X||Y|. &

Jareldus 5.1. Kehtivad valemid

XY =1X]lY], [X'Y|=[X|Y].

Toestus. Need valemid saame vahetult teoreemi 5.1 ja determinantide
esimese omaduse abil. &
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6. POORDMAATRIKS

Definitsioon 6.1. Me nimetame n-jarku maatriksi A poéordmaatrik-
stks sellist n-jarku maatriksit X, mis rahuldab kahte maatriksvorrandit

AX=E, XA=E. (6.1)

Meil on praegu taiesti selgusetu, silmas pidades viimast definitsiooni, kas
iga n-jarku maatriks A omab poordmaatriksit ja kui omab, siis mitu.
Definitsioon 6.2. Me nimetame n-jarku maatriksit Y requlaarseks

(singulaarseks), kui
Y[#0 (Y]=0).

Toestame kolm omadust, mis veidike toovad selgust maatriksi poordmaat-
riksi olemasolu kohta.

Omadus 6.1. Kut n-jarku maatriksil A leidub poordmaatriks, siis
nii maatriks A kui ka tema poordmaatriks on requlaarsed.

Toestus. Me eeldasime, et maatriksil A on olemas poordmaatriks.
Téhistame teda tdhega B. Viimane rahuldab vorrandeid (6.1), jarelikult
AB =F ja BA = FE. Niid, naiteks esimesest, teoreemi 5.1 abil saame

[AB| = |E| = |A[|B| =1,

millest |A| #0 ja |B|# 0 tottu maatriks A ja tema podrdmaatriks on
regulaarsed. &

Omadus 6.2. Maatriksi ja poordmaatriksi determinandid on teineter-
se poordarvud.

Toestus. See omadus on ilmne, sest |A||B|=1. &
Singulaarsetel maatriksitel ei ole poordmaatriksit, sest vastasel juhul oma-
duse 1 pohjal on singulaarne maatriks hoopis regulaarne.

Omadus 6.3. Kui ruutmaatriksil on olemas poordmaatriks, sits ainult
uks.

Toestus. Oletame, et maatriksil A on olemas mitmed péordmaatrik-
sid. Hakkame neid paarikaupa vordlema. Olgu B ja C' iiks maatriksi A
poordmaatriksite paar. Valemi (6.1) tottu kehtivad

AB=FE, BA=E, AC=E, CA=E. (6.2)
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Maatriksite korrutamise assotsiatiivsuse kohaselt (vt. (1.21))
(BA)C = B(AQ),
millest (6.2) abil saame
EC =BF = C =B.

Seega omadus 6.3 on toestatud. @

Enne kui lahendame poordmaatriksi probleemi loplikult, tuletame kaks
abivalemit.

Moodustame n-jarku maatriksi A abil iga 7 € N,, korral n uut
maatriksit A;;), kus i € N,,. Maatriks A;;) saadakse maatrisist A
j-nda rea muutmise teel. Nimelt j-ndasse ritta kirjutatakse ¢-nda rea
elemendid. Juhul kui 7 # j on |A4;;| =0, sest maatriksil A;;) on i-s
ja j-s rida iihesugused. Samas i = j korral [A;; | = |A|. Seega

[Ai)| = A]64;. (6.3)

Arendame determinanti |A;¢;)| niitid j-nda rea jérgi. Valemi (4.6) abil
praegu saame

|Al(j)| = CLﬂAjl + aiQAjz + ...+ ainAjn- (64)

Siin on vaja rohutada, et iga i korral on j-nda rea elementide algebralised

taiendid iihesugused, nimelt maatriksi A j-nda rea omad. Vorreldes niitid
valemeid (6.3) ja (6.4) ja kasutades (1.4), saame

ailAjl + GJZ'QAjQ + ...+ az'nAjn = |A‘5”, VZ,] eN,. (65)

Lugejal palume toestada, et kui kirjaldatud mottekaigud viime labi j-nda
veeru jaoks, me saame

aliAlj + GJQZ'AQJ' 4+ ...+ am-Anj = |A‘5”, V’L,j - Nn (66)

Valemeid (6.5) ja (6.6) nimetakse determinantide teooria pohivalemiteks.
Teoreem 6.1. Iga requlaarne maatriks omab poordmaatriksit.
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Toestus. Me konstrueerime regulaarse maatriksi A abil teatava
maatriksi, seejarel veendume, et ta rahuldab vorrandeid (6.1). See iitleb,
et konstrueeritud maatriks on maatriksi A poérdmaatriks. Tahistame
maatriksi A poordmaatriksit A~! abil. Nagu eestpoolt teada, tdhistab
A;; maatriksi A esimest jarku miinori, s.o. tema elemendi a;; algebralist
taiendit. Moodustame nende algebraliste taiendite n-jarku maatriksi
A := (A;;). Osutub, et maatriksi A poordmaatriksiks on maatriks

A—l _ LAT

a (6.7)

Nagu naeme laheb selles valemis vaja maatriksi A regulaarsust, sest muidu
el eksisteeri ﬁ. Veendume niitid, et maatriks (6.7) rahuldab vorradeid

(6.1). Selgitamise huvides tahistame AT = (b;;) ja |—1}1|14~1T = (cij), kus
bij = Aji ja Cij = ﬁbw = |%|AJZ Maatriksite korrutamise definitsiooni
kohaselt leiame maatriksi

AL = A AT) = (d)

elemendid (d;;). Saame

dij = ainC1j + @igC2j + ... + AinCnj =

1 1 1
= ail(mAjl) + Cbi2(mz4j2) + ...+ am(mz‘ljn) =
1
= W(ailAjl + ainAjo + ...+ ainAjn) =
1 o
= m(‘f”dw) :52']' :>dij :5ij7 VZ,] e N,,.

Siin me kasutasme determinantide teooria pohivalemit (6.5). Saime
AATL = (dm) = (513) —F— AA ' =FE.

Seega konstrueeritud maatriks A~! rahuldab vorranditest (6.1) esimest.
Lugeja hooleks jatame kontrollida, et maatriks A~! rahuldab ka vorrandit
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AX = E. Seega oleme toestanud, et maatriks (6.7) on maatriksi poord-
maatriks. @
Teeme niiiid veel moned jareldused poordmaatriksi kohta.
Omadus 6.4. Regulaarsete n-jarku maatriksite A ja B  korral
kehtib valem
(AB)"'=B71tA™1

Toestus. Kuna maatriksid A ja B on regulaarsed, siis leiduvad,
nagu teame, poordmaatriksid A~! ja B~!, kusjuures

b

AT =
Al

- 1 -~
AT, B'=_—_pBT.
B
Kuna |A| #0 ja |B| # 0, siis teoreemi 5.1 kohaselt ka korrutismaatriks
AB on regulaarne:

AB| = |A||B| #0.

Seega eksisteerib maatriksil AB podrdmaatriks (AB)~!. Omadus 6.4 vii-
dab, et korrutis B~'A~! on maatriksi AB poordmaatriks. Definitsiooni
6.1 kohaselt on vaja kontrollida, et B~'A~! rahuldab vorrandeid

(AB) X =FE, X(AB)=F.
Toepoolest, sest
(AB)Y(B'A™ Y)Y = ABB YA '= (AR)A™' =AA ' =FE

ja
(B'A™HYAB) =B '(A'AB=B"YEB)=B"'B=E.
Seega omadus on toestatud. &

Omadus 6.5. Maatriksi A~! péordmaatriksiks on maatriks A,
s.o. (A7t = A,

Toestus. Et maatriks A~! on maatriksi A podrdmaatriks, siis ta
rahuldab vorrandeid (6.1). Seega AA™! = E ja A™'A = E. Maat-
riksi A~! poordmaatriks peab aga rahuldama vorrandeid A= !'X = E
ja XA-! = E. TIlmselt neid vorrandeid rahuldab, tinu eelmisele reale,
maatriks A. &

Omadus 6.6. Uhikmaatriksi E poordmaatriksiks on tema ise, s.o.
E-'=E.
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Toestus. Valemi (6.1) kohaselt on vaja kontrollida, et maatriks FE
rahuldab vorrandeid EX = E ja XFE = E. Valemi (1.22) kohaselt siit
ssame X =F, so. E-'=FE. &

Omadus 6.7. Maatriksi transponeerimine ja poordmaatrikst leidmaise
operatsioon on vahetatavad ehk kommuteeruvad, s.o. (AT)™t = (AT,

Toestus. Me eeldame, et |A| # 0, mistottu ka |AT| = |A] # 0.
Seega eksisteerivad A~! ja (AT)~!. Toestatavas omaduses me viidame,
et maatriksi AT poordmaatriksiks on (A~!)T. Silmas pidades valemeid
(6.1), meil tuleb kontrollida, et (A=!)T on vorrandite ATX = E ja
XAT = E. lahendiks. Toepoolest on see nii, sest

AT(A—l)T — (A—1A>T — ET — FE
ja
(AHTAT =(4AHT =ET =E.

Siin me kasutasime valemit (1.29).
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