III. LINEAARVORRANDISUSTEEMID

11. LINEAARVORRANDISUSTEEMI MOISTE.
LINEAARVORRANDISUSTEEMI LAHENDAMINE GAUSSI
EHK TUNDMATUTE ELIMINEERIMISE MEETODIGA

Vorrandisiisteemi

a11x1 + a12T2 4+ ...+ ATy = A1,

a21x1 + a20xs + ...+ aspx, = a2,

(11.1)
a;1T1 + ai2To + ... + QinTy = A4,
Am121 + Gm2Z2 + ... + QT = Gy,
nimetatakse lineaarvorrandisisteemiks. Siin x1, xs9,..., x, on tund-

matud ehk otsitavad, mis koik, nagu naeme, on esimesel astmel. Vorrandite
arv. m ja tundmatute arv n reeglina ei ole omavahel seotud. Seega
on moeldavad juhud m >n, m <n ja m = n. Tundmatute kordajad
a;j, kus esimene indeks ¢ ja teine indeks j muutuvad vastavalt hulkades
N,, ja N,, on reaalarvud. Reaalarve ay, as,..., a, nimetatakse
lineaarvorrandisisteemi vabalitkmeteks.

Definitsioon 11.1. Lineaarvorrandisiisteemi (11.1) nimetatakse
homogeenseks, kui vabalitkmed on vordsed nulliga: a1 =as = ... = a,, =0,
ja mittehomogeenseks, kui vahemalt ks vabalizge on nullist erinev.

Lineaarvorrandisiisteemi (11.1) abil saab moodustada kaks maatriksit.
Maatrikseid

aii ai2 Ain a11 ai2 A1n ai

a1 aso as a1 aso as as
A — n ’ A/ — n

am1 am?2 Amn am1 am?2 Amn Am
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nimetatakse vastavalt lineaarvorrandisisteemi maatriksiks ja tema laien-
datud maatriksiks.
Definitsioon 11.2. Reaalarve

1 =01, T2 =02,..., T =0y

nimetatakse lineaarvorrandisiisteemi (11.1) lahendiks, kui nende arvude
asendamisel tema vorranditesse tundmatute asemele saame samasused

a1101 + a1202 + ... + a1, = ay,
A2101 + Q2002 + ... + A2, 0y = A2,

(11.2)

A1 Q1 + Qoo + ... + Qyyn Oy, = Aoy -

Igal lineaarvorrandisiisteemil ei pea kaugeltki olema lahendit (lahendeid).
Lineaarvorrandisiisteemi nimetatakse vastuoluliseks ehk vasturdaakivaks, kui
tal ei ole lahendeid. Homogeensed lineaarvorrandisiisteemid ei ole kunagi
vastuolulised, sest alati on lahendiks nn. null-lahend

Jargnevas on meie eesmargiks lineaarvorrandisiisteem ara lahendada.
Aga kuidas? Esimeseks motteks, mis pahe tuleb, on asendada lineaarvor-
randisiisteem (11.1) uuega, millel on samad lahendid ja mida on seejuures
lihtsam lahendada.

Definitsioon 11.3. Lineaarvorrandisiusteem: elementaarteisendusteks
nimetatakse

1) tema mistahes vorrandi korrutamist nullist erineva reaalarvuga,

2) tema mingile vorrandile teise mistahes reaalarvuga libikorrutatud
vorrandsi liitmast.

Teoreem 11.1. Lineaarvorrandisisteemile elementaarteisenduste ra-
kendamisel saadud uuel lineaarvorrandisiseemil on samad lahendid, mis
estalgsel ja ainult need.

Toestus. Fikseerime lineaarvorrandisiisteemis (11.1) mingi vorrandi,
naiteks i¢-nda, mida korrutame nullist erineva reaalarvuga k. Seega me
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sooritame esimest tiilipi elementaarteisenduse, saades uue lineaarvorrandi-

susteemi
a11r1 + a12T2 + ... + a1,y = ay,

a21T1 + A22T2 + ...+ agnxy = a9,

(11.3)

............................................

Am1T1 + 2T + ... + AmnTyn = Q-

Lineaarvorrandisiisteemid (11.1) ja (11.3) erinevad ¢-nda vorrandi poolest.
Veendume, et neil lineaarvorrandisiisteemidel on samad lahendid. Lineaar-
vorrandisiisteemi (11.1) mistahes lahendi

rp = aq, Tg = Q2,..., Tp = 0Qn

korral kehtib valem (11.2). Sama lahend rahuldab ka kindlasti lineaar-
vorrandisiisteemi (11.3) koiki vorrandeid esialgu véljaarvatud i-s vorrand,
sest jutuks olevad vorrandid on ju ka lineaarvorrandisiisteemis (11.1).
Osutub, et lahend rahuldab ka i-ndat vorrandit, sest

(ka;1)aq + (kagp)as + ... 4 (kain) o = k(a0 + apas + ..o+ ain) = ka.

Siin me kasutasime eelduse (11.2) i-ndat vorrandit. Seega me oleme toesta-
nud, et lineaarvorrandisiisteemi (11.1) iga lahend on ka lineaarvorrandisiis-
teemi (11.3) lahendiks.

Niiiid naitame, et lineaarvorrandisiisteemi (11.3) iga lahend on ka li-

neaarvorrandisiisteemi (11.1) lahendiks. Olgu lineaarvorrandisiisteemi
(11.3) lahendiks

r1 = o, Lo = Q2,..., Tp = O, (114)

S.0.
a1 + ajpoe + ...+ a1ty = anq,

ag1001 + Q2202 + ... + A2, 0 = A9,

............................................

A1 Q1 + Qoo + ... + Ay Oy, = Aoy -
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Naitame niiiid, et lahend (11.4) on ka lineaarvorrandisiisteemi (11.1) la-
hendiks. Kehtib (11.3). Ka niiiid on vaja kontrollida ¢-nda vorrandi
taidetust, sest teised vorrandid on iihised. Kuna k # 0, siis eksisteerib %

Tema abil saame

| =

ai10q + aipae + ...+ aipay, = (k) (a01 + appas + ... F aipay) =

1 1
E[(kaﬂ)ozl + (kaiz)Oég + ...+ (kam)an] = E(kaz) = Q;.

Sellega oleme néidanud, et lineaarvorrandisiisteemidel (11.1) ja (11.3) on
samad lahendid.

Moodustame niiiid lineaarvorrandisiisteemi (11.1) abil uue lineaarvor-
randisiisteemi teist tiilipi elementaarteisenduse abil — liidame ¢-ndale vor-
randile p-kordse k-nda vorrandi. Uueks lineaarvorrandisiisteemiks on

ai1r1 + a2 + ...+ ainx, = aq,

a21T1 + G22%2 + ...+ A2, Ty = A2,

(a1 + pag1)r1 + (a2 + pars)xs + ...+ (11.5)
+ (@in + Pagn)Tn = a; + pag,

Am1T1 + 2T + ... + ATy = Q-

Nagu néeme, lineaarvorrandisiisteemid (11.1) ja (11.5) erinevad jéillegi ai-
nult ¢-nda vorrandi poolest. Niiiid veendume, et nendel on samad lahendid.
Lineaarvorrandisiisteemi (11.1) iga lahendi

T1=Q1, To=0Q2, ..., Tp,=0, (11.6)

korral kehtib
a1101 + 120 + ...+ Q10 = a7,

A2101 + Q220 + ... + A2p 0y = G2,

....................................

A1 Q1 + Qoo + ... + Ay Oy, = Aoy -
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Veendume, et lahend (11.6) on lineaarvorrandisiisteemi (11.5) lahendiks.
Nagu oeldud, tuleb kontrollida i-nda vorrandi taidetust. See on toepoolest
nii, sest

(an +pak1)041 + (aiQ +pak:2)042 + ...+ (am +pakn)an =

= (a1 + a0 + ...+ Qg+

+p(arior + akes + . .. + agpo,) = a; + pay.

Seega lineaarvorrandisiisteemi (11.1) iga lahend on lineaarvorrandisiisteemi
(11.5) lahendiks.

Olgu niitid (11.6) lineaarvorrandisiisteemi (11.5) suvaline lahend. Jére-
likult kehtib

a1 + ap0g + ...+ apo = an,
A2101 + Q2200 + ... + A2,y = G2,

.................................................................

A1 Q1 + Qo0 + ... + Ay O, = Qo -

Vaja on néidata, et (11.6) on ka lineaarvorrandisiisteemi (11.1) lahendiks.
Nagu eespool juba 6eldud, kontrolli vaarib ainult ¢-nda vorrandi rahulda-
tus. See on toepoolest nii, sest

;101 + Q200 + ...+ Qi =

= (a1 + pag1)ag + (a2 + page)as + ... + (G + pPagp) o, —

—p(agio1 + agoe + ... + agpay,) = (a; + pax) — pag, = a;.

Sellega teoreem 1.1 on toestatud. @
Jareldus 11.1. Kui lineaarvorrandisisteem on vastuoluline, siis on
vastuoluline ka elementaarteisenduste abil saadud lineaarvorrandisisteem.
Toestus on vastuviiteline ja tugineb eelmisele teoreemile. @
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Niiiid on koik valmis, et tutvuda Gausst ehk tundmatute elimineerimaise
meetodiga lineaarvorrandisiisteemi lahendamisel. Koik jargnev tugineb teo-
reemile 11.1. Olgu meil antud mittevastuoluline lineaarvorrandisiisteem

ailxri + ajexs + ai3xs + ...+ aipnTy = aq,
a21T1 + a22%2 + a23x3 + ...+ agnTy = a2,

a31x1 + a32x2 + a33C3 + ...+ A2,y = a3, (117)

Am1T1 + Am2T2 + m3T3 + ... + ATy = Q.

Tundmatu ;7 juures koik kordajad ai1, a21, asi,..., amnm1 e€iole
korraga nullid, sest vastasel juhul langevad lineaarvorrandisiisteemist -
ga liidetavad "mangust valja” ning tundmatuid jaab alles n — 1 tikki
eeldatava n tundmatu asemel. Uldsust kitsendamata voime eeldada,
et ay; on nullist erinev, sest vastasel juhul tostame vorrandeid ringi.
Moodustame teist tiiiipi elementaarteisenduste abil samade lahenditega uue
lineaarvorranditesiisteemi jargmiselt: i-ndale vorrandile liidame (_3_11)
kordse esimese vorrandi. Siin i € {2,3,...,m}. Me saame

a11T1 + a12x2 + a13x3 + ... + a1p Ty = a1,
baoxo + bagxs + ... + bapxy = o,
b32$2 + b33$3 + ...+ bgnxn = bg, (118)

bmlg.fb'g + bmlgmg + ...+ bmlnxn = bml-

Viimases lineaarvorrandisiisteemis vorrandite arv my voib olla vaiksem,
vorreldes lahtelineaarvorrandisiisteemi vorrandite arvuga m. Pohjuseks
on asjaolu, et lineaarvorrandisiisteemis (11.8) alates teisest vorrandist voib
olla ithesuguseid vorrandeid. Taolisel juhul on kiillaldane alles jatta neist
ainult iiks. Rakendame analoogilist protseduuri vorranditele alates teisest
vorrandist otsitava o suhtes. Esmapilgul kipuvad aga voimust votma
raskused. Nimelt, nagu eespool seletatud, on tundmatu x5 kordajatest

ai2, baa,..., bm,2 vahemalt liks nullist erinev. Torge tekib siis, kui nullist
erinev on ainult aj5. Sel korral me ei saa Gelda, et iildsust kitsendamata
kordaja bgy on nullist erinev. Juhul kui bge = b3s = ... = by,2 = 0, siis

vaatleme tundmatu x3 kordajaid. Kui ka siin peaks olema a3 # 0 ja
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bos = bzg = ... = byy,3 = 0, siis vaatleme tundmatu x4 kordajaid. Voib
tekkida isegi olukord, et samm-sammult oleme joudnud tundatu x, juurde
ja ka seal on aj, # 0, bay = b3y, = ... = byyn = 0. Sel korral valemis
(11.8) iga vorrand alates teisest on kujuga

Oxo + Oz3 + ...+ Ox,, = b;, iE{Q, 3, .., ml}.

Kuna lineaarvorrandisiisteem (11.8) ei ole vastuoluline, siis viimane saab
kehtida ainult siis, kui by = b3 = ... = b,,;, = 0. Seega lineaarvorrandisiis-
teemi (11.8) jé&b ainult esimene vorrand. Niiiid laheme oma pohijuhu
vaatlemisega edasi: leidub k < n, et tundmatu x; kordajate bop, 0bsg,...,
b,k seas on vahemalt iiks nullist erinev. Uldsust kitsendamata voime eel-
dada, et by # 0. Niilid tehes tundmatute timbertahistused

Y1 =21, Y2 =Tk, Ys =2T2,..., Yk = Tk—-1,Yk+1 = Tk4+15---5 Yn = Tn,

me ildsust kitsendamata voime eeldada, et lineaarvorrandisiisteemis
(11.8) kordaja bey ei ole null. Liidame niitid i-ndale vorrandile, kus
i€ {3, 4,....,m1}, —2;2 kordse teise vorrandi. Selle tulemusena saab
lineaarvorrandisiisteem kuju

a111 + @122 + 4133 + ... + A1, Ty = a1,
b22$2 + b23$3 + ...+ bznxn = bg,
€333 + ...+ Cony = C3,

..........................................

Siin my < my. Analoogilist protseduuri samm-sammult jatkates, saame
oma lineaarvorrandisiisteemi viia jargmisele kujule

a11T1 + a12x2 + @133 + ... + 155 + A1 541+ ... + Q1pTy = a1,
baoxa + bazws + ... + basxs + ba 511+ ... + banzy = bo,
033$3+...+638£C5+C375+1 + ...+ copnxy = C3, (119)

hssxs + hs,s—f—lxs—i—l + ...+ hsnxn = hs-
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Jarele jaanud vorrandite arv s on ilmselt vaiksem voi vordne tundmatute
arvuga. Lisaks sellele on kordajad a1, b22, c33, ...,hss koik nullist eri-
nevad. Rohutamata ei saa jatta ka seda, et saadud lineaarvorrandisiisteem
on "kolmnurkse” kujuga.

Niiid jatkame lineaarvorrandisiisteemi (11.9) edasist teisendamist.
Protseduurid on analoogilised, mis me tegime lineaarvorrandisiisteemi
(11.9) saamiseks lineaarvorrandisiisteemist (11.7), rakendatuna viimasest
s-ndast vorrandist ettepoole. Esimesel sammul liidame sobiva kordsusega
viimast vorrandit eelnevatele nii, et tundmatu x; kordajad muutuvad nul-
lideks. Seejarel analoogiliselt teeme eelviimase vorrandi abil eelmiste vor-
randite kordajad tundmatu z,_; juures nullideks. Analoogiliselt jatkates,
saab meie lineaarvorrandisiisteem jargmist tiitipi kuju

C11%1 + C1,s4+1Ts+1 + ... + C1nTp = C1,
C22T2 +C2 541Ts41 + ... + ConTy = C2,
€333 + C3 5s+1Ts41 + ... + C3n,Ty = C3,

CssTs + Cs,s+1Ls+1 + ...+ CsnTy = Cs.

Viimasest avaldame tundmatud xi, xo,...,xs tundmatute rs41,..., =,
kaudu. Selleks rakendame esimest tiilipi elementaarteisendusi, korrutades
vorrandeid vastavalt teguritega ——, —— L . Me saame lineaarvorran-

. .o . . e . . Cll C22 7 T ’ Css
disiistemile jargmise kuju

T1 = d1 541541 + ... + dip®, +dy,
Tg =d2 541541 + ... + dopx, + da,
T3 :d3’3+1$5+1 —|——|—d3n33n+d3, (1110)

Ts = ds,s—l—lxs—{—l + ...t dsnTy +ds.

Lineaarvorrandististeemi viimist kujule (11.10) nimetatakse lineaarvérran-
dististeemi lahendamiseks Gaussi ehk tundmatute elimineerimise meetodiga.
Nagu naeme on osa tundmatuid, praegu =z, x9,..., x5, avaldatud
elementaarteisenduste abil tlejadanud tundmatute, praegu xsii1,...,ZTn,
kaudu. Viimaseid nimetatakse vabadeks tundmatuteks. Kui s = n, siis
vabu tundmatuid ei ole. Valemit (11.10) nimetame lineaarvorrandisisteems
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(11.7) dldlahendiks vabade tundmatute kaudu. Vabade tundmatute ole-
masolul on lineaarvorrandisiisteemil lopmatu palju lahendeid. Kui fiksee-
rime vabad tundmatud, saame valemite (11.10) abil leida iilejaénud tund-
matud. Oleme saanud oma lineaarvorrandisiisteemi konkreetse lahendi,

mida nimetame erilahendiks.
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12. LINEAARV(")RRANDISI"JSTEEM_{ ULDLAHEND
ERILAHENDI JA FUNDAMENTAALSUSTEEMI KAUDU

Selles paragrahvis laheneme lineaarvorrandisiisteemi lahendamisele vei-
di teise nurga alt, kasutades vektorruumi moisteid. Olgu antud lahenduv
lineaarvorrandisiisteem

a11r1 + a12r2 + ... + a1y, = ay,
ag1x1 + asexs + ...+ asp Ty, = ao,

(12.1)
ai1T1 + Q22 + ... + QinTy = A4,
Am1T1 + Gm2T2 + ... + Qmp Ty = Am
tundmatutega x1, x2,...,2T,. Aruteluga edasiminekuks me eeldame, et

lugeja on veendunud, et hulk R"™ = Mat(1,n) on vektorruum tehete

(1, T2,..omn) + (Y1, Y2, ¥n) == (T1 +y1, T2+Y2,...,Tn + Yn)

ja
€($17 3327"'75571) = (53317 51727"'753371)

suhtes. Edaspidi tahistame selle vektorruumi vektoreid liithidalt
T:=(r1, To,..., Tp).
Selle tahise kohaselt nullvektori ja vastandvektori tahisteks tulevad

0

0, 0,..., 0), —Zd=(—z1, —x2,...,—Ty).

P&6rdume niitid tagasi lineaarvorrandisiisteemi (12.1) juurde. Moodus-
tame viimase tundmatute abil nii-oelda tundmatute vektori

= (x1, To,..., Tn),
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mida saab tolgendada vektorruumi R" muutuva vektorina. Lineaarvorran-
dististeemi (12.1) iga lahendi

1 = a1, T2 —=Q2,..., ITp = 0Up
korral
a1 + ajpae + ...+ a0 = ag,

a21001 + Q2200 + ... + A2pn0y = G2,

(12.2)

A1 Q1 + Qoo + ... + Ay Oy, = Aoy -

Seejuures seda lahendit voime tolgendada vektorruumi R™ vektorina
a = (041, ao, ..., Oén).

Téahistame lineaarvorrandisiisteemi (12.1) lahendivektorite hulka L abil.
Tegemist on vektorruumi R™ alamhulgaga. Kui lineaarvorrandisiisteem
on vastuoluline, siis L on tiihi hulk.
Hulga L kohta saab olulist lisada, kui lineaarvorrandisiisteem on ho-
mogeenne, s.0.
111 + a12T2 + ...+ a1y = 0,

a21r1 + asexs + ... + agpx, =0,

(12.3)

Viimase lahendivektorite hulk L on mittetiihi, sest lahendiks on nullvektor

0

0, 0, ..., 0).

Teoreem 12.1. Homogeense lineaarvorrandisiisteemi (12.3) lahendi-
vektorite hulk L on vektorruumi R"™ alamruum.

Toestus. Valemi (8.5) kohaselt on vaja esiteks néidata, et hulk L on
mittetiihi. See on meil juba naidatud. Teiseks on vaja naidata, et mistahes
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kahe reaalarvu ¢ ja n ning lineaarvorrandisiisteemi (12.3) mistahes kahe
lahendivektori

—

52(517 527"'7 ‘fn)a ”7:(7717 n2y ...y nn)

korral ka vektor

EE+ i = (E6 4+, €&+ mma, ..y EEn + 1)

on lineaarvorrandisiisteemi (12.3) lahendivektoriks. Kuna eelduse kohaselt

g€ L, siis
a11&§1 + a2 + ... +ané, =0,

a21&1 + a0 + ... + aonéy =0,

amlgl + am2€2 +...+ amngn = O
ja

a1 + aianz + ...+ aipny =0,

az1m + a22m2 + ...+ az,ny =0,

A1 + Gmanz + ..« + Gpntln = 0.

Viimaste abil saame

a11(&& +nm) + a2(§& +mm2) + ..o+ a1 (EEn + 1) =

= &(an&r1+aéo+. . . +ainén)+nlaim+aienz+.. . +ainn,) = £0+n0 =0,
az1 (&€ + M) + az2(§82 +nm2) + ... + az2n(E&n + 1) =
= {(az21§1+axo+. . . +amén)+n(a2n +azene+. . .+az,n,) = £0+n0 = 0,
am1(§61 +1m) + am2(€&2 +mm2) + .. + ama(§&n + 1mn) =
=&(am1&1 + am2ba + - ..+ amnén) + N(@mim + amanz + ...+ Gmnn) =
=£0+4+ 710 =0,
so. EE+nije L. &

80



Kuna vektorruumi alamruum on vektorruum, siis saab raakida tema
mootmest. Seega saab raakida ka homogeense lineaarvorrandisiisteemi
(12.3) lahendivektorite alamruumi L mootmest. Vektorruumi R™ moode
on n, siis kindlasti dim L < n. Ilmselt ei leia siin aset ka vordus, sest
siis L =R"™. Seega dim L < n. Toestuseta mirgime, et lahendite alam-
ruumi moode on vordne vabade tundmatute arvuga. Kui jalgida valemeid
(11.10), on vabade tundmatute arv vordne (n—s)-ga. Muuseas homogeense
lineaarvorrandisiisteemi korral valemis (11.10) on dy = dy = ... = ds =
0. Seega homogeense lineaarvorrandisiisteemi (12.3) iildlahendiks leituna
Gaussi meetodiga on (11.10) tottu jargmine

T1 = d1,s+1Ts+1 + d1 s42Ts42 + ...+ dipTp,
Ty = do s41Ts+1 + A2 s42Tsq2 + ... + don Ty,
T3 = d373+1$3+1 + d3’5+2£€8+2 + ...+ d3nxy, (124)

Ts = ds,s—i—lxs—i—l + ds,s+2x3+2 + ...+ dsnxn'
Jargnevas selgitame, kuidas leida lahendivektorite alamruumi L mingit
baasi. Viimane koosneb, nagu 6eldud, (n—s) lahendivektorist. Me anname

vabadele tundmatutele zsy1, Zsy2,..., x, nilid (n—s) seeriat véartusi.
Vaartuste iga seeria

Ls+1 = Cjs4+1y LTs4+2 = Cj542y--+y In = Cin, 1 € Nn—s

korral saame valemi (12.4) abil leida tundmatute x1, xo,..., zs viartu-
sed. Tahistame neid jargmiselt

T1 = Ci1, To=2C2,..., Ts=Cis, 1€ N, _g.
Selle protseduuri tulemusena oleme saanud (n —s) lahendivektorit
5;' = (C’i17 Ci2y- -5 Cisy Cist+ly, Cist2y---, Cin); 1 GNn_S. (125)
Toestuseta margime, et vektorsiisteem
{1, Co,..., Cn_s} (12.6)
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on lahendivektorite alamruumi L baasiks, kui vabadele tundmatutele an-
tud vaartuste seeriatest moodustatud (n — s)-jarku determinant on nullist
erinev, s.o.

C1,5s+1 C1,542 e Cin

CQ,s—l—l 02,S+2 S Con
............................... # 0.

Ci,s+1 Ci,s+2 e Cin
Cn—s,5+1 Cn—s,5+2 Cn—s,n

= (x1, T2,..., T,), TEL
saame katte kujul
T =11G) + oGyt ooty oCrss Liito,... tn_s €R. (12.7)
Asendades siia vektorite &, €1, €2, ..., Ch,_s avaldised valemitest (12.6)

ja (12.5) ning vektorite vordsuse tottu peavad iithesugustel kohtadel olevad
komponendid olema vordsed. Seega

r1 =t1c11 +tacor + ...+ t—sCn—s 1,

To =t1c12 +tacoo + ...+ ty_sCpn_s 2,
x; =t1c15 +taco + ..+ lnsCnosiy (12.8)
Ty =t1C1n +1t2c2, + ...+ tn—scn—s,na
ti,t2,...,th_s € R.

Definitsioon 12.1. Homogeense lineaarvorrandisisteems (12.3) la-
hendiruumi L baasi {¢i, ¢Ca,..., Cn—s} mnimetatakse tema fundamen-
taalstisteemiks.

Valemit (12.7) nimetatakse homogeense lineaarvorrandisiisteemi dldla-
hendiks fundamentaalsiisteemi kaudu vektorkujul ja (12.8) komponentkujul.

82



Kui ¢y, to,..., t,_s muutuvad iliksteisest soltumatult reaalarvude hulgas
R, siis saame valemi (12.7) abil kéatte koik homogeense lineaarvorrandisiis-
teemi (12.3) lahendivektorid. Nende hulga L geomeetriliseks sisuks on olla
vektorruumi R"™ alamruum.

Poordume niiiid tagasi lahenduva mittehomogeense lineaarvorrandistis-
teemi (12.1) lahendivektorite hulga, mida tihistame siin L abil, uurimisele.
Kuna vaadeldav lineaarvorrandisiisteem on lahenduv, siis saame leida mingi
konkreetse lahendivektori nn. erilahendivektori

&I(Oél, ag, ..., Odn). (129)

Seejuures kehtivad samasused (12.2). Praktiliselt erilahendivektori leid-
miseks tuleb lineaarvorrandisiisteem lahendada Gaussi meetodiga, saades
tildlahendi (11.10) vabade tundmatute kaudu. Fikseerides selles, nii kuidas
tahame, vabad tundmatud, saamegi mingi erilahendivektori (12.9). Jargne-
vas moodustame antud lineaarvorrandisiisteemi (12.1) abil homogeense li-
neaarvorrandisiisteemi, vottes vabaliikmed vordseks nulliga. Saame

111 + @122 + ...+ a1pTy = 0,
a21T1 + ag2T2 + ... + azpx, = 0,

(12.10)

Am1T1 + @poxo + ... + @nx, = 0.

Definitsioon 12.2. Homogeenset lineaarvorrandisisteems (12.10) ni-
metatakse mittehomogeense lineaarvorrandisisteemi (12.1) taandatud li-
neaarvorrandisusteemiks.

Tahistame taandatud lineaarvorrandisiisteemi lahendivektorite alam-
ruumi, nii nagu eespool, L abil. Selle alamruumi koik lahendivektorid
kirjeldatakse valemi (12.7) abil.

Teoreem 12.2. Iga vektor iy := a+ X, kus & on mittehomogeense
lineaarvorrandisisteemi (12.1) erilahendivektor ja ¥ on taandatud lineaar-
vorrandistiisteemi (12.10) lahendivektor, on mittehomogeense lineaarvorran-
dististeemi (12.1) lahendivektor. Vastupidi. Mittehogeense lineaarvorrandi-
ststeemi (12.1) iga lahendivektor § on avaldatatav kujul = a + T, kus
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a on mittehomogeense lineaarvorrandisiisteemi (12.1) erilahendivektor ja
vektor & on taandatud lineaarvorrandisisteemi (12.10) lahendivektor.

Toestus. Niitame, et vektor ¥ = @+ 7, kus @ on mittehomogeense
lineaarvorrandisiisteeme (12.1) erilahend ja Z taandatud lineaarvorrandi-
siisteemi (12.10) suvaline lahendivektor, on lineaarvorrandisiisteemi (12.1)
lahend. Oeldu pohjal kehtib (12.2) ja seosed (12.10) muutuvad samasusteks.
Asendame niiiid moodustatud vektori

= (o1 +x1, as+To,..., an+xy,)

komponendid mittehomogeense vorrandisiisteemi (12.1) tundmatute aseme-
le. Me saame

a11y1+a12y2+- . .+ a10Yn = a11(1+z1)F+ar2(@e+z2)+. . . a,(ap+x,) =

= (a11a1taipas+. .. +aay)+(a111+a12z2+. . .+ a1,2,) = a1+0 = aq,
ao1y1+aseys+. . .+asnyn = a1 (a1+2x1)+as(ae+x2)+. . . tagy (,+x,) =
= (az11+age0e+. . .Fagnay)+(a2121+a2z2+. . . Fa2,Ty,) = az+0 = ag,
ai1Y1+ai2y2+- . .+ ainyn = ai1(@1+x1)Fai(ae+x2)+. . Fain(an,+x,) =
= (CLﬂOél —|—CLi2042 +... —|—am04n) + (CL@'1£C1 —|—CLZ'2$2 +... —l—amxn) = a; —|—0 = a4,
aAm1Y1 + Am2Y2 +...+ AmnYn = aml(Ofl + xl) + am2(042 + 332) + ...+
+amn(an + l'n) — (amlal + amate + ...+ amnan)+
—|—(am1x1 + amaro + ...+ amnxn) = U + 0= Qi

mis iitleb, et vektor § = @+ Z on mittehomogeense linearvorrandisiisteemi
lahendivektor. Jarelikult

kus L on mittehomogeense lineaarvorrandisiisteemi (12.1) lahendivektorite
hulk.
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Olgu niiiid vektor ¥ = (y1, ¥2,..., Y,) mittehomogeense lineaarvor-
randisiisteemi (12.1) suvaline lahendivektor. Seega kehtib

a11y1 + ays + ...+ a1nyn = aq,

as1y1 + a2y + ...+ a2,Yn = a2,

...................................

(12.11)

Osutub, et vektor

T=y—ad=(y1—o1, Y2—Q2,..., Yp— Qp),

kus & on mittehomogeense lineaarvorrandisiisteemi erilahend, on taan-
datud lineaarvorrandisiisteemi lahend. See on toepoolest nii, sest

1171+ a12T2+. . .Aa1,Ty, = a11(y1—a1)+ta12(y2—ao)+. . .4a1n (Y —ayn) =

= (a11y1+a12y2+. .. +a1,Yn) — (@111 + 1202 +. . .+ a1,0) = a1 —a; =0,
a21T1+G22T2+. . .42, Ty = a21(Y1 —a1)+ a2 (Y2 —as)+. . .4+ aon (yp—ay) =
= (ag1y1+a22y2+...+a2,Yn) — (a2101 +ag200+. . .+ ag,a,) = as—ag = 0,
a1 1+ a2+ .. .+ ainxTy, = ain(y1—o1)+ain(y2—a2)+. . .4 (Yn —an) =
= (a1 +ay2 + - . .+ @inYn) — (@101 + a2 + .. .+ ainay) = a; —a; =0,
Am1Z1 + AmaZa + - oo F G Tn = Gm1 (Y1 — Q1) + ama(y2 — a2) + ...+
+amn (Yn — o) = (@m1y1 +amay2 + . ..+ GmnYn) — (@mi1a1 +amaas + ...+
+mnQn) = G — G = 0.

Siis me arvestasime seoseid (12.2). Seega me oleme néidanud
{a+F|¥eLl}D L (12.12)
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Valemid (12.11) ja (12.12) lubavad kirjutada
L={a+%|FeL). (12.13)
Sellega teoreem on toestatud. @

Kasutades viimast teoreemi ja valemit (12.7), saame mittehomogeense
lineaarvorrandisiisteemi (12.1) lahendivektorite jaoks avaldise

37: a—+tich +taco+ ... +tn—55n—37 t1,t9,...,tn—s € R.

Viimases on mangust valjas vektor Z, siis avaneb voimalus kasutada vektori
y tahistamiseks vektorit #. Saame

T=0a+t1C1 +t2C + ...+ ty_sCns, ti,to, ..., th_s € R.
Viimase kohta titleme, et on antud mittehomogeense lineaarvorrandiststee-
mi (12.1) lahendivektor tema erilahendi ja taandatud lineaarvorrandisiistee-
mi (12.10) fundamentaalsiisteemi kaudu. Valemi (12.13) kuju komponen-
tides on jargmine

r1 = a1 ttic11 Hlacor + .. Flp—sCpns1,

To = Qo +t1c12 +loCoo + ... +lp_sCr_s2,

Tp = Qp +t1C1p + 1202, + ...+ tn—scn—s,na

t1,to, ..., th_s € R,
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13. CRAMERI PEAJUHT

Selles punktis anname valemi teatavat tiitipi lineaarvorrandisiisteemi
lahendamiseks. Taidetud peab olema kaks tingimust: lineaarvorrandisiis-
teemi vorrandite arv peab olema vordne tundmatute arvuga ja tema maat-
riks peab olema regulaarne. Oeldut arvestades, on lineaarvorrandisiisteem
kujuga

1171 + @12%2 + ... + A1pnTp = a1,
2121 + A22%2 + ... + A2pTy = a2,

(13.1)

Tema maatriks

ailp a1 A1n
A— az1 G22 a2n
an1 an2 Apn

on regulaarne, s.o. |A| # 0. Moodustame tundmatute ja vabaliikmete
iheveerulised maatriksid:

Z1 ai

) 1 as
X = . A=

'I‘n a’n

Viimaste abil saame lineaarvorrandisiisteemi (13.1) kirjutada maatriksku-
jul, saades
AX = A.

Siin me kasutasime maatriksite korrutamise ja vordsuse definitsiooni. Kuna
maatriks A on regulaarne, siis on tal olemas poordmaatriks A~!. Vii-

87



mase abil saame saadud maatriksvorrandist avaldada tundmatute maat-
riksi. Toepoolest, sest

X=EX=(A1AX=A4"1AX)=A1A
Seega oleme lineaarvorrandisiisteemi (13.1) lahendimaatriksiks saanud
X =A1A (13.2)

Et viimane kirjutada maatriksi elementide kaudu, tahistame selleks poord-
maatriksi A~! elemente jargmiselt

a1 @12 ... Q1in
A-1 — 21 Q22 ... G2y
afnl an2 ann

Maatriksite vorduste definitsiooni kohaselt valemis (13.2) iiheveeruliste
maatriksite X ja A~'A i-ndas reas elemendid on vordsed. Saame

T; = G101 + Qjoa9 + ...+ Ajnan, 1€ N,. (133)

Selle valemi kasutamine on iisna tiilikas, sest keeruline on leida p66rdmaat-
riksi A~! elemente. Valemi (13.3) saab viia sobivamale kujule, kui arves-
tame valemit (6.7). Selle kohaselt

millest maatriksite vordsuse definitsiooni kohaselt

_ 1 .
Qi = WAJ’Z', VZ,j € Nn

Viimase abil valem (13.3) saab kuju

1
xr; = W(Alial + Agiag + ...+ Aman), 1 €N, (134)
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Enne kui aruteluga edasi minna, kohendame tahiseid. Tahistame D abil
meie lineaarvorrndisiisteemi maatriksi A determinanti, s.o. D = |A|.
Lisaks votame kasutusele veel n determinanti D;, kus 7 € N,,. Selleks me
determinandis |A| asendame i-nda veeru lineaarvorrandisiisteemi (13.1)
vabaliikmetega. Seega

a1 ... Qi15—1 a1 Q14541 ... Qln
a1 oo A2.4-1 as ag;4+1 ... Qa9 .

Di = it S " , 1€ Nn
an1 Qpi—1 Qn Q1541 Ann

Arendame viimast valemi (4.7) kohaselt i-nda veeru jargi. Saame
D = a1A1; +a2Ag + ...+ anAn;.
Siin tuleb ilmtingimata juhtida tdhelepanu sellele, et Aq1;, Ao;, ..., Ap;

on maatriksi A ¢-nda veeru elementide algebralised tdiendid ja seda iga
i € N,, korral. Valemi (13.4) loppkujuks saame

i € N,. (13.5)

Crameri peajuhu korral lineaarvorrandisiisteemi (13.1) lahendamiseks
valemite (13.5) kasutamist nimetatakse Crameri reegli kasutamiseks.
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