II. VEKTORRUUM ULE REAALARVUDE
7. VEKTORRUUMI MOISTE. OMADUSED

Vaatluse all on algebra iiks olulisi moisteid. Tegemist on teatava ehi-

tusega mittetithja hulgaga. Tavaliselt tahistatakse seda hulka tahega V.
Selle hulga elemente nimetame vektoriteks. Neid tahistame vaikeste ladina
tahtedega, mis on varustatud noolega. Naiteks a,b,...,x,Z on vektorid.

Definitsioon 7.1. Mittetihja hulka V nimetame vektorruumiks tile

reaalarvude R, kui tal on jargmine ehitus.
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On antud kujutus
+: VXV —V: (&y)r—Z+7, (7.1)
mida nimetame vektorite listmiseks. Vektorite liitmine peab rahuldama

jargmasi aksioome.
Vektorite listmine on assotsiatiivne, s.o. iga T,Yy,Z € V korral kehtib

(T+9)+Z2=T+ ¥+ 2). (7.2)

Hulgas 'V leidub selline vektor, mida tahistame 0 abil, et iga ¥ €V
korral kehtib
T+0=2, 04+7=7. (7.3)

Vektorit 0 nimetatakse nullvektoriks.
Iga vektori ¥ € V  korral leidub hulgas V selline vektor, mida
tahistame —X abil, et

i+ (-2) =0, (-2)+z=0. (7.4)

Vektorit —% mnimetatakse vektori & wvastandvektoriks.
Vektorite littmine on kommutatiivne, s.o. iga Z,y € V korral

T+y=9y+72. (7.5)
On antud kujutus
2 RXxV —V; (§7)— &7, (7.6)
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mida nimetame reaalarvu ja vektori korrutamiseks. Viimane peab
rahuldama jargmaist aksioome.
5° Iga ¥ €V korral
172 = 2. (7.7)

6° Iga &, € R jaiga £ €V korral

(Ep)T = §(pud). (7.8)

III. Kehtivad distributitivsused.
7° Iga £ € R jaiga £,y €V korral

§(F+Y) =7+ &Y. (7.9)
8° Iga &,n € R jaiga £ €V korral

(€ + )T = EF + ud. (7.10)

Markusena lisame, et vektorruumi moiste on tegelikult iildisem. Loen-
gukursuses 7 Algebra I” on reaalarvude osas suvaline korpus. Meil on siin
korpuse osas konkreetne korpus — reaalarvude korpus. Kuna meil kor-
puse moistet ei ole antud, siis reaalarvude korpuse, kui 1iihe konkreetse
korpuse, kohta on oOeldud lihtsalt "reaalarvude hulk”. Teiseks. Kuna me
vaatleme vektorruumi ainult iile reaalarvude R, siis me iitleme ”vektor-
ruum iile reaalarvude R” asemel lihtsalt ”vektorruum”. Samuti juhime
lugeja tahelepanu sellele, et me tahistame reaalarvude ja vektorite liit-
mist ithtemoodi, nimelt plussmargiga eristamata omavahel erinevate tehete
tahiseid. Néiteks valemis (7.10) esimene liitmine on reaalarvude liitmine ja
teine liitmine vektorite liitmine.

Niiid teeme moningad jareldused vektorruumi definitsioonist.

Jareldus 7.1. Vektorruumis on ainult iks nullvektor.

Téestus. Aksioomi 2° kohaselt on iihe nullvektori 0 olemasolu taga-
tud. See aksioom ei vota aga enda peale vastutust, et neid rohkem ei voiks
olla. Oletame, et neid on rohkem kui iiks. Me hakkame neid vordlema ak-
sioomiga 2° antud nullvektoriga 0. Olgu teiseks nullvektoriks 0’. Aksioomi
2° kohaselt iga ¥ € V korral saame

— ~ — ~ — — — _’/ — _’/ — —
r+0=2, 0+r=2;, 2+0 =2, 04+xr=12.



Kuna vektor Z on viimases valemis suvaline, siis ta kehtib ka # = 0" ja
Z =0 korral. Viimasest teine ja kolmas annavad

0+0 =0, 0+0 =0,

millest vasakute poolde vordsuse tottu saame 0/ = 0. See niitabki, et
vektorruumis on ainult iiks nullvektor. &
Jareldus 7.2. Vektorruumais on igal vektoril ainult uks vastandvektor.
Toestus. Toestuse idee on analoogiline eelmise toestusega. Oletame,
et mingil vektoril # € V on mitu vastandvektorit. Olgu ¥,y € V {iks
selline paar. Valemi (7.4) kohaselt

F+5=0, 7+&=0, Z+y' =0 ¢ +z=0. (7.11)
Kasutades jargimooda valemeid (7.2), (7.11) ja (7.3), me saame
G+ +7 =7+ @+7) =0+7 =7+0=17¢"=4. &

Enne kui toestame jargmise omaduse, defineerime vektorruumis veel
iithe tehte — vektorite lahutamise, kasutades seejuures tuntuid moisteid —
vektorite liitmine ja vektori vastandvektor.

Definitsioon 7.2. Vektorite T,y € V wvaheks ¥ — ¢y mnimetatakse

vektorit
T —y =T+ (—y). (7.12)

Osutub, et ka vektorite lahutamine on arvuga korrutamisega seotud
distributiivselt analoogiliselt valemitega (7.9) ja (7.10).
Jareldus 7.3. Iga .,y €V jaiga &€ R korral kehtib

(7 —9) = &% — (£Y). (7.13)

Toestus. Valemite (7.9), (7.12), (7.2), (7.4) ja (7.3) samm-sammult
kasutamine annab

ET— P +ET=E(T—7) +7 = €[T+ (—v)) +7) =
= €T+ () + )] = E(F+0) = &7 =
6T = 6(F — ) + £, (7.14)



Viimase abil saame
£ — (&) = &2+ [ (&Y)] = [§(Z — 9) + &y + [ (€Y)] =

=L@+ T+ (€N =@ —§) + 0= €@ — 1),

millest poolte vahetamise teel saame valemi (7.13). Lugejal palume eel-

nenud ridadel iga vordusmargi kohale kirjutada valem, mida tuleb
rakendada. &

Jareldus 7.4. Iga &,m € R ja iga & € V korral kehtib

(& —n)Z = &8 — (nT). (7.15)

Toestus. See on analoogiline eelmise omaduse toestusele. Leiame
valemi (7.14) analoogi. Kuna

Siis
§7 = (€ = )T + .
Lahtudes valemi (7.15) paremast poolest, viimase abil saame

§7 — (nT) = &2 + (—(nT)) = [(§ — )T +nZ] + (=(nT)) =

= (=T + [T+ (D)) = (€ )T+ 0= (£ —n)Z.
Siit poolte vahetamisel saame valemi (7.15). &
Loodan, et lugeja pole unustanud iga vordusmargi kohale kirjutada
valemi numbrit, mida kasutatakse. Tehke seda ka allpool.
Jareldus 7.5. Iga ¥ €V korral
0Z = 0. (7.16)

Toestus. Mistahes fikseeritud o € R korral 0 = o« — . Valemi
(7.15) abil saame

0f=(a—a)Z=aZ+(—(aZ) =0=0Z=0. &
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Jareldus 7.6. Iga & € R korral
€0 =0. (7.17)

Toestus. Kuna mistahes fikseeritud vektori @ € V korral

—

O=d+(-d)=d—a,
siis (7.13) abil saame
E0=¢@—a)=¢&i—&a=¢Ca+(—(&@)=0. M
Jareldus 7.7. Iga © €V korral
(-1)z = —=z. (7.18)

Toestus. Omaduses viidetakse, et vektor (—1)Z on vektori & vas-
tandvektor. Valemit (7.4) ja vastandvektori ithesust silmas pidades, on vaja
kontrollida, et

Z+(-1)Z=0, (-1)Z+z=0. (7.19)

Toepoolest on see nii, sest
P+ (-1)Z=1Z2+ (-1D)Z=[1+ (-1)]# =0z = 0.

Valemi (7.19) teine seos kehtib tdnu vektorite liitmise kommutatiivsusele
(7.5). &

Lopuks toome paar valemit, mis lihtsustavad vektoritega opereerimist.
Nimelt

1
y=aZ, a#0<=7=—y, (7.20)
o
T+y=2<—=r=72—-1. (7.21)
Toodud valemid kehtivad, sest
T=17= (- a)f=—(al) =~y T=—y
Q Q Q Q

ja
T=Z+0=2+ T+ (D) =@+9+ (-9 =2+ (-9 =27

Valem (7.20) voimaldab vektorit avaldada ja valem (7.21) aga viia vorduses
vektorit teisele poole vordusmarki vastandvektorina.
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8. VEKTORRUUMI ALAMRUUM. .
LINEAARKATE — ALAMRUUMI OLULINE NAIDE

Olgu M vektorruumi V mittetithi alamhulk. Tekib kiisimus, kas
vektorruumi V' ehitus mingil moel kandub ka ta alamhulgale M iile.
Reeglina see paraku nii ei ole. Osutub, et mone alamhulga korral midagi
seesugust ka aset leiab.

Definitsioon 8.1. Me nimetame vektorruumis V mattetihja alamhul-
ka M tema alamruumiks, kut M on V tehete — liitmise ja arvuga
korrutamise — suhtes vektorruum (dle reaalarvude R).

Teeme niiiid selgeks, mida tahendab, et vektorruumi V tehted on ka
tema mittetiihja alamhulga M teheteks. Niisiis meie kasutuses on V
tehted, s.o0. (7.1) ja (7.6) kohaselt me oskame

1)iga 7,y € V korral madrata summa Z -+, mis (rohutame) kuulub
samasse vektorruumi V;

2)iga £ € R jaiga ©¥ €V korral £&X kuulub ka vektorruumi V.

Seesama liitmine ja arvuga korrutamine antuna vektorruumis V on
teheteks tema mittetiihjal alamhulgal M, kui

1) iga @,y € M korral summa &+ ¢ kuulub alamhulka M;

2)iga £ € R jaiga ¥ €M korral £F ka kuulub alamhulka M.

Oluline on ka, et M C V, sest tanu sellele saame mittetiihja alamhulga
M vektoreid liita ja arvuga korrutada. On selge, et iga alamhulga M
korral tingimused 1) ja 2) ei kehti.

Teoreem 8.1. Vektorruumi V mittetihi alamhulk M on tema
alamruum siis ja ainult sits, kui vektorruumi V tehted on alamhulga M
teheteks.

Toestus. Tarvilikkus. Oletame, et alamhulk M C V on vektorruumi
V alamruum. Seega definitsiooni 8.1 kohaselt on M vektorruumi V
tehete suhtes omakorda vektorruum. Seega M jaoks kehtib vektorruumi
definitsioon 7.1, mis praegu naeb valja nii.

I. Vektorruumi V liitmine (7.1) indutseerib liitmise tema alamhulgal
M, s.o.

+ MxM-—M,; (Z,9)—T+yeM, (8.1)
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kusjuures kehtivad neli aksioomi:
1° VEy,ZeM = (T+9)+ 2
2 30eM, VieM=7+0=
3 VZeM, I(-f)eM =i+ (-7) =0, (-&)+z=0,
4° V8 GJeEM—=TZ+y=19+72.
I1. Vektorruumi V' arvuga korrutamine (7.5) indutseerib arvuga korru-
tamise tema alamhulgal M, s.o.

T RXxM— M; (&7) — &7, (8.2)

kusjuures kehtib kaks aksioomi:

5° Ve M = 17 =7,

6° Ve, VEEM = (&n)F = E£(nd).

ITI. Kehtivad distributiivsused:

7° VEER, VETEM = T+ ) =ET+ &),

8 VENER, ViIeM = ((£+n)T =X+ .

Toestuseks on meil vaja naidata, et vektorruumi V tehted on tema
alamruumi M teheteks. See on toesti nii, sest eelduse tottu kehtivad (8.1)
ja (8.2). Muuseas tarvilikkuse toestamisel aksioomide 1° — 8° kehtivust me
ei kasutanud tildse.

Piisavus. Niid me eeldame, et vektorruumi V tehted on ka teheteks
tema mittetithjal alamhulgal M. Seega kehtivad (8.1) ja (8.2). Vaja on
veel naidata, et kehtivad aksioomid 1°—8°. Aksioomide 1°, 4° ja 5°—8°
kehtivus on ilmne, sest, vottes vektorid vektorruumi V alamhulgast M,
on need vektorid ka vektorruumi V vektorid. Need aga (7.1) ja (7.6)
tottu loetletud aksioome rahuldavad. Siin oli vaga oluline, et alamhulgal
M antud tehted on vektorruumi V tehete poolt indutseeritud. Tuleb veel
kontrollida M jaoks aksioomide 2° ja 3° kehtivust. Kuna iga © € M
korral voime oOelda, et ka Z € V, aga V on ju vektorruum, siis temas
leidub nullvektor 0, mis kuulub vektorruumi V ning

Z4+40=2 0+7Z=7

Selleks et vektorruumi V' nullvektor oleks ka alamhulga M nullvektoriks,
tuleb naidata, et 0 kuulub ka alamhulka M. See on toepoolest nii, sest
iga © € M korral ka Z € V ning (7.16) tottu 0 = 0Z. Niiiid eelduse
(8.2) tottu

0fe M= 0¢€ M.
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Seega vektorruumi V' nullvektor on ka alamhulga M nullvekor.

Lopuks tuleb veel kontrollida aksioomi 3° taidetust. Siin on sama
probleem, mis aksioomi 2° korral. Kui votame # € M, siis M C V
tottu ka ¥ € V. Kuna V on vektorruum, siis leidub vastandvektor
—r €V, et

Z+(-2)=0, (-&)+z=0.

See vektor —Z on vektori ¥ vastandvektor alamhulgas M, siis kui naitame
—Z € M. See on toepoolest nii, kuna valemi (7.18) tottu —# = (—1)Z. Et
¥ € M, siis (8.2) tottu (—1)Z € M, millest —Z € M. Sellega olemegi
niidanud, et M on alamruum. &

Nimetatud tarvilik ja piisav teoreem annab suure eelise, et kontrollida,
kas mittetiihi alamhuk M on vektorruumi V alamruum. Selleks on vaja
kontrollida ainult kahte tingimust (8.1) ja (8.2).

Jareldus 8.1. Tingimused

VE,jeM— Z+jcM, (8.3)

VEER, VZieM=¢&&reM (8.4)

on samavaarsed tingimuseqga
VENER, VEYeEM = X+ ny e M. (8.5)

Toestus. Kehtigu tingimused (8.3) ja (8.4), siis iga &,m € R ja
T, € M korral (8.4) tottu £, ny € M ning niitid (8.4) tottu EX+ny € M.
Seega (8.5) kehtib.

Vastupidi. Kehtigu tingimus (8.5), siisiga £ € R ja Z,5 € M korral
T+7=17+17eM ja £ =E(2+0=ET74+07e M. &

Toome kaks triviaalset alamruumi naidet.

Naide 1. Vektorruum V on iseenda alamruum, sest V C V ja
V # () ning alamhulk V on vektorruumi V tehete suhtes vektorruum.

Naide 2. Vektorruumi nullvektorist koosnev alamhulk {0} on tema
alamruum, sest mistahes kahe arvu &, € R ja mistahes kahe vektori
#=0 ja ¥=0 korral vaadeldavast alamhulgast kehtib (8.5), sest

£0+n0=0+0=0.
Seega {0} on vektorruumi alamruum.
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Teoreem 8.2. Vektorruumi V maistahes kahe alamruumi My ja
M, dhisosa M1 N Ms on samuti vektorruumi: 'V alamruum.
Toestus. Koigepealt me voime oelda, et 7 = 1,2 korral

MinMycM,CcV=—=M; "M, CV
ja
OGMlﬂMgﬁMlﬂMg#@.
Jaab veel kontrollida tingimust (8.5). Et M; ja My on alamruumid, siis
kehtib (8.5), s.o.
VEneR, VI yeM;, = {I+nye M,
mille abil

VEneR, VEgeM i NMy; = ¢(neR, ZyeM, =

£f+n§EMi:>£f+n§€M1ﬂM2.

Jarelikult alamruumide 16oige on alamruum. &
Lopuks anname iihe olulise votte alamruumi moodustamiseks.

Definitsioon 8.2. Olgu dy,do,...,d,, wvektorruumi V wvektorid.
Hulka

L(ﬁl,ﬁz,...,ﬁm) = {525161+£262++€m6m‘ 51,52,...,577@ ER}

nimetatakse lineaarkatteks moodustajatega dy,as, ..., apy,.
Sellest definitsioonist naeme, et lineaarkatte moodustajad kuuluvad
temasse, sest iga ¢ € N,,, korral

— —

a@IOCLl—l—+051_1+161+062+1++06m

Lineaarkatte definitsiooni kohalselt seega d; € L(d1,dz, ..., dm)-
Teoreem 8.3. Lineaarkate L(dy,ds,...,dm), kus dy,ds,...,dn €
V, on vektorruum: V alamruum.
Toestus. Lineaarkatte definitsioonist 8.2 teame, et tema moodusta-
jad dy,d2,...,4, € V. Niid valemi (7.1) ja (7.6) tottu lineaarkatte
L(dy,ds,...,dy) iga vektor T =& dy+&da+. ..+ &nd, on vektorruumi
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V vektor. Seega L(dy,ds,...,d,) C V. Lineaarkate on ka mittetiihi hulk,
sest moodustajad kuuluvad temasse. Niitid tuleb veel kontrollida tingimust
(8.5). Vaja on ndidata, et mistahes kahe reaalarvu &,m € R ja mistahes
kahe vektori &,y € L(dy,ds,...,d,) korral ka £X+ny € L(dy,ds, ..., dn).
See on toepoolest nii. Lineaarkatte vektorid & ja i on avaldatavad kujul

T=8&0d1+ ...+ &nlm, ¥=ma1+ ...+ 0.
Kuna
EX+ny=&& a1+ ...+ &nam) +n(madr + ... + mdm) = [£(&1d1)+

oo+ E(EmTm)] + N(mar) + . .+ (Ml )] = [(§€1)a1 + - - + (§€m) @m]+
+[(77771)61 +.o (7777m)67m] = [(561)61 + (?7771)51] + ...+

+[(&&m)am + (M) m)@m]| = (€61 + nm1)a@r + - .. + (E&m + NMm ) Gm,
siis (8.5) on tdidetud. &
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9. VEKTORSﬁSTEEMI LINEAARNE
SOLTUVUS JA SOLTUMATUS

Vektorstlisteemi lineaarne soltuvus ja lineaarne soltumatus on funda-
mentaalse tahtsusega moisted. Ta voimaldab meil sisse tuua sellised tahtsad
moisted nagu vektorruumi baas ja selle kaudu vektori koordinaadid.

Votame vektorruumist teatav arv vektoreid, naiteks m € N tukki.
Seejuures pole keelatud, et iihte ja sama vektorit on voetud mitu korda.
Kuid tahtis on nende vektorite andmisel jarjestus. Kui need tingimused on
taidetud, siis me iitleme, et meil on antud vektorruum: V wvektorsiusteem.
Vektorite dq,as,...,a,, € V abil moodustatud vektorsiisteemi tahistame
jargmiselt

{dy,da,...,0m} (9.1)

Vektorite arvult koige lithem vektorsiisteem on iithevektoriline. Moo-
dustame vektorsiisteemi (9.1) abil vektorvorrandi

€181 + Exdo + ...+ € =0, (9.2)

kus &1,&,...,&, on selle vorrandi otsitavad. Sellel vorrandil on alati
olemas iiks lahend. Reaalarvude komplekt

51:07 52:07°"7§m:0 (93)

valemi (7.16) tottu rahuldab vorrandit (9.2). Lahendit (9.3) nimetatakse
vorrandi (9.2) null-lahendiks. Kas null-lahend on vorrandi (9.2) ainus la-
hend, see soltub vektorsiisteemi (9.1) vektoritest.

Definitsioon 9.1. Vektorsiisteemi (9.1) nimetame lineaarselt soltu-
vaks (lineaarselt soltumatuks) kui vorrandil (9.2) on enam kui ks lahend
(ainult ks lahend).

Definitsioonis 6eldut voib sonastada ka jargmiselt. Kui vorrandil (9.2)
on lahendiks ainult null-lahend (9.3), siis vektorsiisteem (9.1) on lineaarselt
soltumatu. Kui vorrandil (9.2) lisaks null-lahendile on veel teine lahend
— null-lahendist erinev lahend —, siis on vektorsiisteem (9.1) lineaarselt
soltuv.
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Alljargnevas me leiame taiendavaid kriteeriume lineaarse soltuvuse ja
lineaarse soltumatuse hindamiseks lisaks definitsioonile 9.1. Need kriteeriu-
mid séltuvad vektorite arvust vektorsiisteemis (9.1). Uhed kriteeriumid
saame, kui vektorsiisteemis on ainult iiks vektor, ja teised kriteeriumid, kui
enam kui iiks vektor.

Teoreem 9.1. Uhevektoriline vektorsisteem {@} on lineaarselt soltuv
sits ja ainult siis, kui @ on nullvektor, s.o. a = 0.

Toestus. Tarvilikkus. Oletame, et vektorsiisteem a on lineaarselt
soltuv. Jarelikult vorrandil

—

£d =10

on enam kui liks lahend. Seetottu leidub « € R, mis on nullist erinev, et
ad = 0. Siit (7.20) ja (7.17) abil saame

=l
=1}
I

Sl

ST}
I

Qlr

mida oligi vaja naidata.
Piisavus. Eeldame, et @ = 0. Definitsiooni 9.1 kohaselt tuleb uurida
vorrandi

€0=0 (9.4)

lahendite arvu. Ténu valemile (7.17), kehtib viimane vorrand iga reaalarvu
korral. Jéarelikult vorrandil (9.4) on enam kui iiks lahend, mistottu vek-
torsiisteem {0} on lineaarselt soltuv. .

Jareldus 9.1. Uhevektoriline vektorsiisteem @ on lineaarselt séltumatu
siis ja ainult siis, kui vektor @ ei ole nullvektor, s.o. @ # 0.

Toestuse jatame lugeja hooleks. Kasutada vastuvaitelist toestust ja
teoreemi 9.1.

Jargnevas me vaatleme vektorsiisteemi, milles on enam kui iiks vektor.

Teoreem 9.2. Vektorsusteem

{ay, d2, ..., dm}, (9.5)

milles on vahemalt kaks vektorit, s.o. m > 2, on lineaarselt soltuv siis ja
ainult sits, kui selle vektorsisteemi mingi vektor on avaldatav tema tlejda-
nud vektorite kaudu.

Toestus. Piisavus. Oletame, et vektorsiisteemi (9.5) iiks vektoritest
on avaldatav tema iilejaanud vektorite kaudu. See on pohimotteliselt voi-
fmalik, sest vektorsiisteemis on vahemalt kaks vektorit. Toestust on lihtsam
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kirja panna, kui avalduvaks vektoriks on vektorsiisteemi viimane vektor
am- (Kui avalduvaks vektoriks ei ole vektorsiisteemi viimane vektor, siis
tuleb kéituda analoogiliselt jargnevaga toestusega.) Et vektor @, avaldub
iilejaanud vektorite kaudu, siis leidavad reaalarvud aq,a9,..., 0,1, €t

Ay, = O1A1 + ol + ... + Qe 1Ay —1
ehk
11 + aodo + ...+ 10m—1 = A, + 0,
millest valemi (7.21) abil saame
(04151 + oo + ...+ Oém—lc_im—l) I 6
ehk
101 + ol + ... + Q11 + (—1)&},1 =0.

Siit naeme, et reaalarvud

61:(11, 522042, ceey fm—l:ozm—l; é'm:_]_;éo

on vektorvorrandi

null-lahendist erinev lahend. Seega vektorsiisteem (9.5) on definitsiooni 9.1
kohaselt lineaarselt soltuv.

Tarvilikkus. Oletame, et vektorsiisteem (9.5) on lineaarselt soltuv.
Seega vorrandil (9.6) leidub null-lahendist erinev lahend, s.t. leiduvad
reaalarvud

S1=a1, S=oa2,..., En=0qpn,

mis ei ole korraga nullid ja mis on vektorsiisteemi (9.6) lahendiks. Viimane
tahendab, et

101 + aodo + ... + Ay = 6 (97)

Oletame, et nullist on erinev naiteks «,,, s.0. «,, # 0. Viimasest avaldisest
(9.7) saab avaldada vektori d@,,. Toepoolest, sest (7.21) kohaselt

0 — Gy = @11 + ada + ... + Qi 10m—1
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ehk
(—Qm)dm—1 = a1d1 + aods + ... + Qp—10m—1-

Siit, arvestades samm-sammult valemeid (7.20), (7.9) ja (7.8), saame

— 1 g pg a.
Am = <__> [a1@1 + ady + ...+ Qp—1G—1] =

Om

= () + (~ ) @sta) 4+ (o ) (@an) =

Om

a1 g\ Um—1)\ o
= (——1>a1+(——2>a2+.._—|—<— 1)am—1-
Om Om Om

Naemegi, et vektorsiisteemi iiks vektoritest, praegu a,,, on avaldatav vek-
torsiisteemi iilejaanud vektorite kaudu. @

Jareldus 9.2. Vektorsisteem {dy, da,...,dm}, kus m > 2, on
lineaarselt soltumatu siis arnult siis, kui sellest vektorsiisteemist el saa aval-
dada uhtegi vektorit selle vektorsisteemi ulejaanud vektorite kaudu.

Toestuse oma lihtsuse tottu jatame lugejale.

Teoreem 9.3. Vektorsiusteem, millel on lineaarselt soltuv alamsis-
teem, on lineaarselt soltuv.

Toestus. Olgu lihtsuse mottes vektorsiisteemi

{dy, da,...,ds; Ast1y---, Am}
alamsiisteem {dy, ..., ds} lineaarselt soltuv. Seega vorrandil
&Sar+ ...+ &ds =0

leidub null-lahendist erinev lahend, s.o. leiduvad arvud a7, as, ... «ag,
millede seas leidub vahemalt tiiks nullist erinev, et

al(il + ...+ OéSC_L)s = 6 (98)

Lahtevektorsiisteemi lineaarse soltuvuse uurimiseks tuleb naidata, et vor-
randil
5161 +. 5868 + 58—{-155—}—1 +. Smc_im =0 (99)

leidub null-lahendist erinev lahend. Selleks lahendiks on ilmselt
51 =1, ..., 58 = Oy; 58-1—1 :O7 ceey fm:O,
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sest, asendades niiiid vorrandi (9.9) vasakusse poolde ja kasutades valemeid
(9.8) ja (7.16), saame

— —.

(ond1 + ...+ agasls) + (0dsp1 + ...+ 08m) =0+ 0+...+0)=0. &

Jareldus 9.3. Lineaarselt soltumatu vektorsisteems kotk alamsustee-
mad on lineaarselt soltumatud.

Toestus. Kui lineaarselt soltumatul vektorsiisteemil peaks leiduma
lineaarselt soltuv alamsilisteem, siis teoreemi 9.3 pohjal on vektorsiisteem
lineaarselt soltuv. Saime vastuolu. &

Jareldus 9.4. Vektorsisteem, mis sisaldab nullvektorit, on lineaarselt
soltuw.

Toestus jareldub teoreemidest 9.1 ja 9.3. &

Jareldus 9.5. Lineaarselt soltumatu vektorsisteem ei sisalda nullvek-
torit.

Toestus. Ilmne. &
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10. VEKTORRUUMI BAAS. VEKTORI KOORDINAADID.
NENDE TEISENEMISE VALEMID
ULEMINEKUL UUELE BAASILE

Kaesolevas paragrahvis naitame, et teatavate vektorruumide korral
arvutamine vektoritega taandub arvutamisele reaalarvudega. Viimastega
arvutamine on aga meile hasti tuttav.

Definitsioon 10.1. Vektorruumi V wektoritest moodustatud vektor-
susteems

(G, @, ..., &) (10.1)

nimetatakse tema baasiks, kui see vektorsisteem on esiteks lineaarselt soltu-
matu ja teiseks vektorruumi V  iga vektor avaldub selle vektorsisteemi
vektorite kaudu.

Nagu Oeldud, avaldub iga vektor & vektorsiisteemi (10.1) vektorite
kaudu. See avaldis peab oleme selline, kus kasutatakse vektorite liitmist
ja vektori korrutamist arvuga. Muud voimalust vektorruumi definitsiooni
kohaselt ei ole. Oeldu pohjal

Juhime lugeja tahelepanu sellele, et viimases avaldises me vordusmargist
paremal pool kordajate tahistamiseks baasivektorite juures kasutame sama
pohitahte, mis on avaldataval vektoril, kuid varustatuna indeksiga: ¢-nda
baasivektori juures oleva kordaja indeks on 1.

Baasi definitsioonist ei jareldu, et iga vektorruum peab omama baasi.
Kui vektorruumil on baas, siis on iisna loomulik, et see baas ei ole ainus.
Tekib loomulik kiisimus, kas kuidagi on seotud vektorite arv erinevates baa-
sides. Jargmine teoreem, mille anname toestuseta, toob asjasse selgust.

Teoreem 10.1. Vektorruumi koikides baasides on sama palju vekto-
reid.

Definitsioon 10.2. Vektorruumsi, millel puuduvad baasid, nimetatakse
lopmatumootmeliseks ehk lopmatudimensionaalseks vektorruumiks.
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Definitsioon 10.3. Vektorruumi, millel on baas(id) olemas, nimeta-
takse loplikumootmeliseks ehk loplikudimensionaalseks vektorruumaiks. Vek-
torite arvu baasis nimetatakse vektorruumi mootmeks ehk dimensiooniks.

Teoreemi 10.1 kohaselt vektorruumi mootme definitsioon on korrektne,
sest moode ei soltu baasi valikust. Jargnevas n-mootmelise vektorruumi
V moodet tahistame dimV ja vektorruumi V ennast tapsemalt V,,
abil.

Definitsioon 10.4. Kordajaid x1, x3,...,x, avaldises (10.2) nime-
tatakse vektori T koordinaatideks baasil {€1, €a,...,€,}.

Teoreem 10.2. Vektor: koordinaadid igal baasil maaratakse uheselt.

Toestus. Toestame teoreemi vastuvéiteliselt. Olgu {€1, €2,..., €.}
vektorruumi V,, vabalt voetud baas. Oletame, et vektoril ¥ € V,, on
mitmed koordinaadid. Hakkame neid koordinaatide seeriaid paarikaupa
vordlema. Olgu vektoril & iihed koordinaadid zq, x2, ..., x, ja teised
T1, Z2,..., ITpn. Meie kdsutuses on valemi (10.2) tottu avaldised

X =x1€1+ x0€s + ...+ x,€,, XL =2T161+ To€s+ ...+ Tp€Epn. (103)

Kuna

Viimasest naeme, et
S1=21—T1, S=T2—T2, ..., £ =Tp —Tp

on vorrandi
§i€1 + &+ ..+ &, =0

lahendiks. Kuna baas kui vektorsiisteem on lineaarselt soltumatu, siis
viimasel vorrandil on ainult null-lahend. Seega,

1 —21 =0, x9—22o=0, ..., z, —Tp, =0—
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r1 = X1, T2 =2y, ..., Ty = In.

Sellega vektori koordinaatide iihesus antud baasil on toestatud. &
Naide. Kuna valemite (7.7) ja (7.16) tottu

0=08& +0& +...+08&, (10.4)

ja

e;=0e1+...+0€_1+1€e;+0€41+...+06é,,
siis koordinaatide definitsiooni 10.1 kohaselt on nullvektori koik koordinaa-
did nullid ja ka baasivektori é; koik koordinaadid on nullid, v.a. i-s, mis
on vordne iihega. Avaldisest (10.4) néeme, et see kehtib iga baasi korral.
Seega nullvektori koordinaadid on igal baasil nullid. Uldiselt voib arvata, et

vektori koordinaadid soltuvad baasi valikust. Vektorit & koordinaatidega
Tr1, To,...,T, tahistatakse lisaks valemile (10.2) ka jargmiselt

= (21, T2,...,Tp).

Viimast tahistust saame kasutada siis, kui tekstist on selge, millisel baasil
vektori koordinaadid on leitud. Selle tahise korral ei paista see ju valja.

Teoreem 10.3. Vektorite liitmisel, lahutamisel ja vektori arvuga
korrutamisel tuleb koordinaadid vastavalt liita, lahutada ja sama arvuga
korrutada.

Toestus. Olgu niitid jargnevas vektorite Z,y € V, koordinaa-
did baasil {e1, €5,..., €,} vastavalt tdhistatud =i, xzo,..., z, ja
Y1, Y2,---, Yn. Seega (10.2) kohaselt

T =x1€1 + 2262+ ...+ Tpen, Y=yi1€1 T Y22+ ...+ Yneén,

millest
Try=r+ (x)y=

= (x1€1 + 2262 + ... + xp€y) + (1) (Y161 + Yoo + ... + Yn€n) =
= (1161 + ®2€s + ... + Tp€y) + [(£y1)e1 + (£y2)é2 + ... + (£yn)én] =
= [11€1 + (£y1)é1] + [x262 + (£y2)E] + ... + [znén + (Fynén)] =
=(zr1Ly1)er + (xa L y2)éa+ ...+ (T £ yn)en.
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Oleme saanud vektori & + ¢ avaldise baasi {é€1, €a,...,é,} kaudu.
Definitsiooni 10.4 kohaselt vektori & 4+ 4 koordinaatideks on

331:|:y1, £E2:|:y2,..., l‘nzl:yn

Seega
rry=(r1ty1, x2tyo,..., TpLyYn).

Leiame ntuud vektori £ avaldise baasi kaudu. Saame
ff = f(xlé’l + x9€9 + ...+ $n€n) = (fl‘l)e_i + (5582)52 4+ ...+ (fxn)gn,

millest

gf:(gxla §$2, st f.’]ﬁn) ‘

Viimane teoreem koos teoreemiga 10.2 on fundamentaalse tahtsusega. Ni-
melt tehted, mis me teeme vektoritega tuleb teha ka koordinaatidega, s.o.
reaalarvudega.

Kahjuks sellist voimalust ei ole lopmatumootmeliste vektorruumide
korral, sest pole baase, seega ka koordinaate.

Lopuks leiame vektori koordinaatide teisenemise valemid tleminekul
iihelt baasilt teisele.

Olgu {é1, é,..., &} ja {€1, €3..., €,} vektorruumi V,
mistahes kaks baasi. Uleminekut baasilt {é€j, €,..., &,} Dbaasile
{e", €5,,..., €.} stimboolselt tdhistame

— — — —/ —/ —/
{e1, €3,..., e} —{€7, €5,..., €, }.

Nimetame kokkuleppeliselt esimest baasi vanaks baasiks ja teist baasi uueks
baasiks. Kuna iga vektori saab avaldada baasi kaudu, siis saab mistahes
vektori ¥ € V,, avaldada nii vana kui uue baasi kaudu. Meil on oigus
kirjutada

— — - - — ] =/ ! =/ A
T=uw1€) + 1265 + ...+ 2,6, T =x1€7]+a5¢5+...+x € . (10.5)

Nagu ndeme oleme vektori T koordinaate vanal ja uuel baasil vastavalt
tahistanud (x1, x2,..., xp)ja (z}], zb,..., z!) abil. Meie tahtmine

on selgitada, kuidas on seotud vektori # vanad ja uued koordinaadid
omavahel. Selleks on vaja uut baasi kirjeldada vana baasi kaudu. Nagu
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teame on iga vektor avaldatav baasi kaudu. Sellest tulenavalt on ka uue
baasi iga vektor avaldatav vana baasi kaudu. Saame kirjutada:

= ay11€1 + az1€2 + ...+ ani€n,
= a12€1 + ag2€2 + ...+ Ap2€n,

(10.6)

---------------------------------

Nendes valemites kordajad paremal pool vordusmaéarki on vaadeldava vek-

tori koordinaadid. Naiteks vektori €’ avaldises paremal poool kordajad

(2
ai;, @2,-..-, Gnp; on tema koordinaadid vanal baasil. Teine indeks, praegu
¢, naitab mitmenda vektori koordinaatidega on tegemist. Siin toimuva pare-
maks jélgimiseks moodustame valemi (10.6) abil n-jarku maatriksi (n on
vektorruumi modde): vektori €’ koordinaatidest moodustame maatriksi
i-nda veeru. Kuna 7 muutub hulgas N,,, siis saamegi selle maatriksi.
Tahistades seda maatriksit A abil, saame

aii ai2 AT ... Q1np
a1 ao9 Lo A9 ... Q9

A= i n (10.7)
an1  Ap2 Qn4 Qnn

Seda maatriksit A nimetatakse baasiteisenduse maatriksiks uleminekul va-
nalt baasilt uuele baasile. Teisendame valemis (10.5) teist avaldist nii, et
saaks seal esimesega vorrelda. Seejuures kasutame baasiteisenduse valemeid
(10.6). Me saame

= ! =/ ! =/ 1 =/ / — — —
T=1x1€] +T5€5 + ... +x,€, =x1(a11€1 + a2 €2+ ...+ ap1€p)+

—|—x'2(a12€1 + a22€2 + ...+ angé’n) 4+ ...+ x;l(alnf?l + agné'g + ...+ anné'n) =
= [(#ha11)€1 + (x1a21)2 + . .. + (2] an1)En] + [(2ha12)€1 + (Thaz0)é + ... +
+(zoan2)en] + ...+ [(2)a1n)e1 + () azn)éa + ... + (2 ann)én] =

/ / I\ = / /
= (allxl + ajory + ...+ alnxn)el + (aglxl + a2y + ...+
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!\ = / / !\ =
+aonx,,)es + ... + (an1T] + Gn2®s + ... 4+ app;, ) €n.

Oleme saanud vektori & avaldise vana baasi {é€;, €a,..., €,} kaudu.
Vektori koordinaatide ithesuse tottu (vt. teoreem 10.2) viimase vordlemine
valemi (10.5) esimesega annabki koordinaatide teisenemise valemid, milleks
on

xr, = CL11$/1 + CL12£13/2 + ...+ alnxfn,

/ / /
Ty = A21T1] + A22To5 + ... + A2p,T,,

(10.8)

.................................

Paneme téhele, et vektori ¥ vanad koordinaadid on avaldatud uute koor-
dinaatide kaudu. Neid valemeid (10.8) on lihtne meelde jatta: i-nda koor-
dinaadi x; avaldamiseks tuleb kordajad uute koordinaatide juurde votta
maatriksi A, antuna valemi (10.7) abil, i-ndast reast. Lastes indeksil i
muutuda hulgas N, saame valemi (10.8) koik read.

68



