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Peatiikk 4

Sirge tasandil

§1. Sirge tasandil

Kui tasandil on antud afiinne reeper, siis iga sirge tasandil on selle reeperi suhtes méaratud lineaarvor-
randiga
Ax+By+C =0, 4.1

kus A% + B # 0 (s.t. A ja B ei ole korraga nullid). Viimase eelduse teeme alati, kui sirge on mératud vor-
randiga (4.1)), edaspidi seda rohutamata. Nimelt sirge koosneb parajasti nendest punktidest X(x, y), mille
koordinaadid x ja y antud reeperi suhtes rahuldavad vorrandit . Umberpooratult, iga lineaarvorrand
méidrab tasandil sirge. Vorrandit nimetatakse sirge L’ildvérmndiksﬂ

Sirgeid tihistatakse tavaliselt viikeste ladina tihtedega a, b, c, . ..

Iga sirge tasandil jagab tasandi kaheks pooltasandiks. Uhes pooltasandis asetsevate kdikide punktide
korral

Ax+By+C>0 4.2)

ja teises pooltasandis asetsevate kodikide punktide korral
Ax+ By+C <0. “4.3)

Kui A > 0, siis pooltasandit, mille korral kehtib seos @]), nimetatakse positiivseks pooltasandiks
antud sirge suhtes antud reeperis. Teist pooltasandit mimetatakse negatiivseks pooltasandiks.

Sirge sihivektoriks nimetatakse suvalist nullist erinevat sirgega paralleelset vektorit. Praktiliste arvu-
tuste juures valitakse tavaliselt sirge sihivektoriks antud sirgega kollineaarsete vektorite hulgast kdige
lihtsamate koordinaatidega vektor. Sirge sihivektori sihti nimetatakse sirge sihiks. Kui sirge on méiratud
iildvorrandiga (4.1, siis sirge iiheks sihivektoriks on, nagu kohe allpool selgub, @ = (—B, A).

Sirge kanooniline vorrand. Sirge on tdielikult médratud, kui on teada tema iiks punkt ja siht. Olgu
Xo(x0, yo) sirge iiks suvaliselt fikseeritud punkt ja @ = (I, m) sirge sihivektor. Punkt X(x, y) asetseb sirgel
siis ja ainult siis (parajasti siis), kui & ja )ﬁ( on kollineaarsed (ﬁllﬁ). Seega, kui sirge on mdidratud
punktiga Xy ja sirge sihivektoriga d, saame sirge vorrandi kirjutada jargmisel kujul:

X=X _ Y=o

= (4.4)

1Sirge médramiseks tildvorrandiga ei ole vaja teada kdiki kolme kordajat A, B, C. Piisab, kui on teada kaks suhet A : B : C.
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4 PEATUKK 4. SIRGE TASANDIL

ehk

X—Xo Y—Yo

/ o =0. “4.4)

Sirge vorrandi kuju (.4) nimetatakse sirge kanooniliseks vorrandiks.

Sirge vorrand kahe punkti jirgi. Sirge kanoonilise vdrrandi erijuhuna saame sirge vorrandi, kui sirge
on midratud oma kahe erineva punktiga X;(x1,y1) ja Xo(x2,y2). Sel korral voib sirge sihivektoriks votta
vektori )TX; (voi sellega kollineaarse vektori). Punktiks X valime iihe antud punktidest (niditeks punkti
X1). Saame

X=X _y=—Nn

= 4.5)
X=X y2—N
ehk
X — X1 y—n =O (453)
X2 = X1 Y21 '
ehk
x y 1
x; yi1 1 ]|=0. 4.5”)
x oy o1
Sirge vorrandit (.3 nimetatakse sirge vérrandiks kahe punkti jéirgi.
Sirge parameetrilised vorrandid. Téhistades vorrandis (4.4) iihise suhte tihega r:
X=X _ Y~
= =1,
/ m
saame sirge parameetrilised vorrandid
x =1t + xp,
{ y =mt + yo; (4.6)

muutujat ¢+ nimetatatkse siin parameetriks. Sirge parameetrilised vorrandid vdime kirjutada iimber nn.
vektoriaalsel kujul. Téhistades sirge suvalise punkti kohavektori X, saame vorrandi esitada kujul

%= (It + xo, mt + o) 4.6")

ehk

i

X=dt+ xp. (4.6”)

Saadud vorrandit nimetatakse sirge parameetriliseks vektorvorrandiks.

Sirge tous. Kui sirge ei ole paralleelne y-teljega (ega iihti y-teljega) ja sirge sihivektoriks on @ = (I, m),
siis suurust

k=

m
7 4.7
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nimetakse sirge tousuks. E|T6us k midrab sirge sihi. Kui afiinse reeperi reeperinurk on w ja sirge sihivektor
d moodustab x-teljega nurga «, siis sirge tdusavaldub valemigalﬂ

[ @.7)
sin(w — @).

Sirge taandatud vorrand. Kasutades tdusu k, voime vorrandile (#.3) (eeldusel, et sirge ei ole paral-
leelne y-teljega) anda kuju
y—y1 =k(x—x) 4.8)

ehk, tihistades siin b = y; — kx;
y=kx+b. 4.8%)

Sirge vorrandit (&.8°) nimetatakse sirge taandatud vorrandiks. Vabaliiget b nimetatakse sirge algordinaa-
diks (ordinaatldiguks), sest sirge 1dikab ordinaattelge punktis (0, b).

Sirge vorrand telgloikudes. Kui sirge ei 14bi reeperi alguspunkti ja 16ikab reeperitelgi punktides A(a, 0)
ja B(0, b), siis vorrandist (#.5)) saame sirge vorrandi telgldikudes

X
-+=-=1 4.9
Pl 4.9)
Suurusi a ja b nimetatakse vastavalt abstsiss- ja ordinaatldiguks.

Kbik saadud vorrandid on rakendatavad mistahe afiinse reeperi korral, jirleikult siis ka ristreeperi
korral. Esitame edasi mdned tulemused, mis kehtivad ainult ristreeperi puhul.

2Kui sirge on méddratud kahe punktiga X (x1,y1)ja X2(x2,y2), siis tdus miératakse seosest

=220 4.7
X3 — X
Kui sirge on méédratud iildvorrandiga @ ja B # 0, siis sirge tdusuks on
A
k=—-—. 4.7
3 “.77)

1
3Kolmnurgast OBC leiame siinusteoreemi pdhjal, et i = ———, millest jdreldubki seos (4.7°).
sina  sin(w — @)
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Ristreeperi korral sirge a tdus on vordne x-telje ja sirge a vahelise nurga o tangensiga (nagu jireldub
valemist (4.7°), kui w = g)
k =tana. (4.10)

Sirge normaalvektor. Ristreeperi korral saame sirge iildvorrandis esinevate kordajate paarile
(A, B) anda veel iihe geomeetrilise tdlgenduse. Nullist erinevat vektorit, mis on risti sirge sihivektoriga, ni-
metatakse sirge normaalvektoriks. Kui sirge on migratud iildvorrandiga (@.1)), siis sirge normaalvektoriks
on vektor 77 = (A, B) (vdi temaga kollineaarne vektor).

Olgu sirge miiratud punktiga Xo(xo, yo) ja normaalvektoriga 7. xy-tasandi punkt X(x, y) asetseb sirgel

. . . T2 L, T . . . ~
parajasti siis, kui vektorid 77 ja XoX on risti (77 L XpX), s.t. kui nende vektorite skalaarkorrutis on vdrne
nulliga

—
n-XoX =0, “4.11)

ehk koordinaatides
A(x — xp) + B(y — yo) = 0. 4.12)

Avades sulud ja tihistades C = —(Axo + Byy), saamegi sirge vorrandi (4.I)).
Tuletame meelde juba eespool tehtud kokkulepet: kui iilesande tingimustes ei ole nimetatud reeperit,
siis tuleb kasutada ristreeperit.

Punkti asend sirge suhtes. Sirge joonestamine.

4.1. Missugune on tarvilik ja piisav tingimus, et punkt P = (xj, y;) asetseks sirgel
Ax+By+C=0?

4.2. Punktid P{(-2,y) ja P>(x,2) asetsevad sirgel 3x + 5y + 11 = 0. Leida tundmatute koordinaatide
vidrtused.

4.3. Midrata punktide M;(3, 1), M»(2, 3), M3(6, 3), My(-3,-3), M5(3,—1), M¢(-2, 1), M7(5,0) asendid
sirge a: 2x — 3y — 3 = 0 suhtes.

4.4. Milline joon on vorrandiga s = sp + v¢ méiratud iihtlase litkkumise graafikuks?

4.5. Joonestada sirged, mis on antud jargmiste vorranditega: y = 3x + 1; y = x —2; y = —5x + 3;
y=-2x-1;y=2x,y=5.

4.6. Uurida, kuidas asetsevad sirged 3x -y = 0,3x-y+1 =0,2x+5=0,4y-9 =0, 7x = 0,
2x + 3y — 6 = O reeperitelgede suhtes ja joonestada need.

Sirge taandatud vorrand.

4.7. Maédrata jirgmiste sirgete tdusud ja ordinaatldigud. 1) 2x —y+3 = 0,2) 5x +2y -8 = 0, 3)
3x+8y+16=0.

4.8. Koostada sirge vorrand ja joonestada selle graafik, kui on teada sirge tdus k ja ordinaatldik on b: 1)
2 3 1
k==,b=3;2)k=3,b=0;3)k=0,b = —2;4)k=—Z,b=3;5)k=—2,b=—5;k=—5,

b=

W W

1
4.9. Sirge moodustab x-teljega nurga 150° ning sirge ordinaatldik on -3 Leida selle sirge vorrand ning
I6ikepunkt abstsissteljega.
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4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

On antud sirge 5x + 3y — 3 = 0. Leida antud sirgega 1) paralleelse, 2) ristuva sirge tdus.

Leida sirged, mis ldbivad koordinaatide alguspunkti ning moodustavad x-teljega nurga: 1) 30°; 2)
45°;3) 60°, 4) 120°; 5) 135°; 6) 180°.

Sirge 1dbib punkti (-5, 3) ning moodustab x-teljega nurga 135°. Koostada sirge vorrand.

Valguskiir levib mooda sirget 2x — 3y — 12 = 0. Jdudnud abstsissteljeni, ta peegeldub. Leida kiire
peegeldumispunkt ning peegeldunud kiire vorrand.

Millise nurga all tuleks punktist A(5,2) suunata kiir x-teljeni, et peegeldunud kiir ldbiks punkti
B(-1,4).

Sirge vorrand telgloikudes.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

Punkti X;(x1,y1), x1y; > 0 ldbiv sirge i 16ikab reeperinurgast vélja kolmnurga pindalaga
a
S. Méirata arvude S, x; ja y; vaheline seos, kui ab > 0.

Milline peab olema ldikude a ja b suhe, et sirge L % = 1 moodustaks x-teljega nurga
a

1y

b 3n b
=32)—;3) =.

7D Y3

On antud sirged: 1) 2x+3y-6=0;2)4x-3y+24=0;3)2x+3y-9=0;4)3x-5y-2=0;5)
5x +2y — 1 = 0. Leida nende vorrandid telgldikudes.

Punkti A 1dbiva sirge telgldigud on vordsed. Koostada sirge vorrand, kui 1) A(3, —7);
2) A(2,3); 3) A(S,2).

Sirge 14bib punkti A ja 16ikab reeperitelgedest kolmnurga pindalaga S ruutiihikut. Koostada sirge
vorrand, kui

DAL, D), S =2;

2)A(5,-5), S =50;

3AB,6), S =12;

4HA(12,6), S =150.

Asetada 1dbi punkti M(3,2) sirge, nii et selle sirge reeperitelgede vaheline 16ik poolituks punktis
M.

Punkti B(0, 4) imber poorlev sirge 15ikab abstsisstelge liikuvas punktis M. Leida sirge BM vorrand,
kui

1) kolmnurga OBM pindala on 6 ruutiihikut;

2) 16ik BM =17,

3) nurk BMO = 30°;

4) BM on risti sirgega 3x — 5y + 8 = 0.

.. 1
Uhtlase liikumise graafik 16ikab abstsisstelge punktis A(_E’O) ja ordinaattelge punktis B(0, 8).

Leida kiirus, kusjuures mastaap valida nii, et pikkusiihikule x-teljel vastab 1 tund ja iihele tihikule
y-teljel 1 km.
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Sirge libi kahe antud punkti.
4.23. Todestada, et kahte punkti X;(x;,y1) ja X2(x;,y,) ldbiva sirge vorrandi saab esitada kujul
x oy

1
xp oy 1
X2 oy 1

=0.

4.24. Leida kolmnurga kiilgede vorrandid, kui kolmnurga tipud on:

DHA@4,2), B(-5,4), C(-2,-3);
2)K(2,0), L(0,0), M(-1,-2);
3)P(a,b), Q(a,a+b), R(b,a+Db).

4.25. Kolmnurga tipud on A(3,2), B(5,—-2), C(1,0). Leida kolmnurga kiilgede ja mediaanide vorrandid.
4.26. Leida sirgete AB, Kl ja PQ tousud, kui A(2, -5), B(3,2); K(-3, 1), L(7,8); P(5,-3), O(-1,6).

4.27. Todestada, et kolme punkti M;(x1,y;), Ma(x2,y2) ja M3(x3,y3) kollineaarsuse tingimuse vib esitada
kujul

xi oy 1

x y 1

x3 oyz 1

=0.

Mirkus: Punkte nimetatakse kollineaarseteks, kui nad asetsevad iihel sirgel.

4.28. Kontrollida, kas kolm antud punkti A, B, C asuvad iihel sirgel, kui
1) A(1,3), B(5,7) ja C(10, 12);
2) A(-3,-8), B(1,-2) ja C(10, 12).

4.29. Sirgel, mis labib punkte M(—12,—13) ja N(-2, —5), leida punkt, mille abstsiss on 3.
4.30. Sirge ldbib punkte M(2,-3) ja N(—6,5). leida sellel sirgel punkt, mille ordinaat on -5.

4.31. Reeperi alguspunktist ldhtuval ja punkti M(4, 3) ldbival sirgel leida punkt P, mille kaugus koordi-
naatide alguspunktist on 9.

4.32. Punkte A(4,2) ja B(0,—1) lidbival sirgel leida punkt, mille kaugus punktist C(—4, —4) on 5.

4.33. Punkte A(4,8) ja B(—1,—4) labival sirgel leida punkt, mille kaugus punktist B on 4.

4.34. Kontrollida, kas punktid A(-2, -2), B(-3, 1), C(7,7) ja D(3, 1) on trapetsi tippudeks ning koostada
trapetsi keskldigu ja diagonaalide vorrandid.

Sirge on méairatud punkti ja sihivektoriga.

4.35. Leida sirge, mis 1dbib punkti A(3, —1) ja on paralleelne: 1) abstsissteljega; 2) koorsinaatnurga poo-
litajaga; 3) sirgegay = 3x + 7.

4.36. Olgu antud sirge 2x + 3y + 4 = 0. Leida sirge, mis ldbib punkti M(2, 1) ja on 1) paralleelne antud
sirgega; 2) risti antud sirgega.

4.37. Koostada ruudu kiilgede vorrrandid, vottes kiilje pikkuskes a, kusjuures ruudu diagonaalid on ree-
peritelgedeks.
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4.38.

4.39.

4.40.

Leida sirge, mis ldbib reeperi alguspunkti ja
1) on paralleelne sirgega y = 4x — 3;
1
2) on risti sirgegay = Ex +1;
3) moodustab sirgega y = 2x + 5 nurga 45°;
4) moodustab sirgega y = x — 1 nurga 60°.
Olgu antud punktid: A(-3,1) ja B(3,-7). Leida ordinaatteljel punkt M nii, et sirged AM ja BM
oleksid teineteisega risti.

Leida koordinaatide alguspunkti lidbiva ning abstsisstelge 150°-se nurga all 15ikava sirge parameet-
rilised vorrandid.

Paralleelsed sirged.

4.41.

4.42.

4.43.

4.44.

4.45.

4.46.

4.47.

4.48.

4.49.

4.50.

4.51.

Toestada, et punkti M;(x;,y;) ldbiva ja sirgega Ax + By + C = 0 paralleelse sirge vorrandi v3ib
esitada kujul A(x — x;) + B(y —y;) = 0.

Otsida voimalikult lihtsam viis alguspunkti ldbiva ja antud sirgega Ax + By + C = 0 paralleelse
sirge vorrandi koostamiseks.

Leida sirge, mis ldbib punkti A ja on paralleelne sirgega a, kui
1)A0,0), a:d4x+y-5=0;

2)AQ2,-1),a:4x-Ty+ 12 =0;

3)A(2,-3),a:2x+3 =0;

4)AR2,-3),a:3y—-1=0.

Sirge 1dbib punkte A(1,2) ja B(—1,—5). Leida sirge, mis on paralleelne sirgega AB ja ldbib punkti
C(2,-3).

Madérata, millise a viirtuse korral sirge (a + 2)x + (a2 -9y + 36> -8a+5=0
1) on paralleelne abstsissteljega;

2) on paralleelne ordinaatteljega;

3) lidbib koordinaatide alguspunkti.

Koostada iga juhu korral sirge vorrand.

Leida, millistel m ja n véértustel sirge (m + 2n — 3)x + 2m —n + 1)y + 6m + 9 = 0 on paralleelne
abstsissteljega ning 16ikub ordinaatteljega punktis (0, —3). Koostada sirge vorrand.

Leida milliste m ja n vairtuste korral sirge (2m —n + S5)x+ (m +3n—2)y +2m+7n+ 19 = 0 on
paralleelne ordinaatteljega ja 16ikub abstsissteljega punktis (5, 0). Koostada sirge vorrand.

Koostada vorrandid sirgetele, mis ldbivad kolmnurga tippe
1) A(-1,2), B(3,-1), C(0,4);

2) K(5,-4), L(-1,3), M(-3,-2)

ja on paralleelsed vastaskiilgedega.

On antud kolmnurga kiilgede keskpunktid M;(2, 1), M>(5,3) ja M3(3,—4). Koostada kolmnurga
kiilgede vorrandid. Teha joonis.

On antud kolmnurk, mille tipud A(0, 1), B(-2,5), C(4,9). Selle kolmnurga sisse on joonestatud
romb, mille tipp A iithtib kolmnurga tipuga A ning tipust A 1dhtuvad kiiljed asuvad kolmnurga kiil-
gedel AC ja AB, kusjuures tipu A vastastipp asub kiiljel BC. Leida rombi kiilgede vorrandid.

On antud ristkiiliku kahe kiilje vorrandid 2x — 3y +5 = 0, 3x + 2y — 7 = 0 ja iiks tipp A(2, -3).
Leida ristkiiliku iilejadnud kiilgede vorrandid.



10

PEATUKK 4. SIRGE TASANDIL

Ristsirged.

4.52.

4.53.
4.54.

4.55.

4.56.

4.57.
4.58.

4.59.

Toestada, et sirgete Ajx + B1y + C; = 0, Ayx + By + C, = O ristseisu tingimuse vdib esitada kujul
A1A2 + BB, = 0.

Leida reeperi alguspunktist sirgele 6x + 5y — 19 = 0 tdmmatud ristsirge vorrand.

Leida sirge, mis ldbib punkti A ning on risti sirgega a, kui
DA(,4), a:3x-2y+4=0;
2)A(-5,2),a:4x—-y+3=0;

3)A(-2,3),a: x = =2;

4)A(=2,3),a:y = 5.

Sirge 3x+ 5y — 15 = 0 1dikepunktidest reeperitelgedega on tdmmatud ristsirged antud sirgele. Leida
nende ristsirgete vorrandid.

Leida kolmnurga korguste vorrandid, kui kolmnurga kiilgede vorrandid on x+5y—7 = 0, 3x -2y +
6=0ja2x—-y+3=0.

Kolmnurga tipud on M;(2, 1), M>(—1, —1) ja M3(3,2). Leida kolmnurga korguste vorrandid.

Kolmnurga tipud on A(1, —1), B(-2, 1) ja C(3,5). Punktist B on joonestatud mediaan. Leida punk-
tist A sellele mediaanile tdmmatud ristsirge vorrand.

Kolmnurga tipud on A(2, -2), B(3,-5) ja C(5,7). Leida punktist C tipu A juures oleva sisenurga
poolitajale tdmmatud ristsirge vorrand.

Otsitav sirge moodustab antud sirgega etteantud nurga.

4.60.

4.61.
4.62.

4.63.

4.64.

4.65.

4.66.

4.67.

4.68.

Sirge 14bib punkti A(3, 1) ning moodustab x-teljega 45°-se nurga. Leida sellel sirgel punkt, mille
ordinaat y = 4.

Leida sirge, mis 1dbib punkti (3, 1) ja moodustab sirgega 2x + 3y — 1 = 0 nurga 45°.

Leida sirge, mis ldbib punkti P(2, —1) ja moodustab x-teljega kaks korda suurema nurga kui sirge
x—=3y+4=0.

Leida sirge, mis 16ikab y-telge punktis y = —2 ja moodustab x-teljega kaka korda suurema nurga
kui sirge y = 3x + 3.

2
Leida sirge, mis ldikab y-telge punktis y = 5 ja moodustab x-teljega nurga, mille siinus on 29"

Asetada 1dbi reeperi alguspunkti sirged, mis moodustavad sirgega Sx — 6y + 2 = 0 nurgad, mille
7

t +-—.

angens on -

Punktist A(6,9) langeb nurga all g kiir sirgele y = 0,4x + 0, 8. Leida sellelt sirgelt peegeldunud
kiire vorrand.

Langev valguskiir 1abib punkti M(-2, 3), moodustab x-teljega nurga « ja peegeldub x-teljelt. Koos-
tada langeva ja peegeldunud kiire vorrandid, kui tan @ = 3.

Punktist A(2, 3) ldahtuv valguskiir peegeldub sirgelt x + y + 1 = 0. Peegeldunud kiir 14bib punkti
B(1, 1). Koostada langeva ja peegeldunud kiire vérrandid.
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4.69.

4.70.

4.71.

4.72.

4.73.

4.74.

Valguskiir levib mooda sirget x — 2y + 5 = 0 ning peegeldub sirgelt 3x — 2y + 7 = 0. Koostada
peegeldunud kiire vorrand.

Vordhaarse kolmnurga haarad on y = 3 ja x —y+4 = 0. Koostada kolmnurga aluse vorrand, teades,
et alus 14bib koordinaatide alguspunkti.

Koostada tdisnurkse vordhaarse kolmnurga kaatetite varrandid, kui hiipotenuusi vorrand on y =
3x + 5 ja tdisnurga tipp asub punktis A(4, —1).

Koostada vorrand sirgele, mis 14bib punkte A(-3,2) ja B(5, —2) iihendava 16igu keskpunkti ning
moodutab 1diguga AB kaks korda suurema nurga kui x-teljega.

On antud punktid A(3,3) ja B(0,2). Leida sirgel x + y — 4 = 0O punkt, millest 16ik AB on nihtav
nurga all 45°.

10 ja 4 tihiku pikkused rombi diagonaalid on vdetud reeperi telgedeks. Leida selle rombi kiilgede
vorrandid.

Sirge vorrandi koostamine afiinse reeperi korral.

4.75.

4.76.

4.71.

4.78.

4.79.

4.80.

4.81.

4.82.

Leida punktide Ml (O’ 0)7 MZ(Z’ 1)7 M3(_3a 1)’ M4(3’ _1)9 M5(47 2)’ M()(_l’ 1), M7(1’ _1)’ MS(_67 4)
asendid sirge 2x + 3y = 0 suhtes (afiinne reeper).

On antud punktid A(-3, 1) ja B(5, 4) ning sirge x — 2y = 0. Niidata, et antud sirge 16ikab 16igu AB
pikendit iile punkti B (afiinne reeper).

Naiidata, et sirge 5x — y — 5 = 0 I1dikab reeperitelgede vahele jddvat sirge 3x — 2y — 6 = 0 1d6iku
(afiinne reeper).

Afiinses reeperis on sirged médratud jirgmiste vorranditega. Joonestada sirged.

1 3
Hy=3x+4; 2)y=§x+2; 3)y=Zx—5;
2 1
4)y=—§x+4; S)y=4x 6)y=—§x;

N2x+3y-9=0;8)5x+3y+15=0;9) 3x + \/§y+l:O;
1) x+2=0; 11)3x-2=0; 12)y—-4=0;

13)2y+3 =0; 14)x+y=0; 15)x—y=0.
Sirged on afiinses reeperis midratud jargmiste vorranditega:
D2x—y+4=0; 4) -3x+4y-6=0;
2)2x+3y—6=0; 5)3x+ V3y+3=0.

3x+2y+1=0;
Leida nende sirgete tdusud ning telgldigud.

On antud sirge punkt A ja tous k:
2
1) AQ2,4), k = 3 3)A(-5,-2), k=3;

2) A(-2,3), k = —Z; 1) A4 —3) k = 2.

Leida sirge vorrand afiinses reeperis.
Leida afiinses reeperis sirge, mis ldbib punkti (2, 3) ja mille tus on 5.

Sirge tous on 3 ning ta ordinaatldik on 4. Koostada sirge vorrand afiinses reeperis.
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4.83.

4.84.

4.85.

4.86.

4.87.

4.88.

4.89.

4.90.

4.91.

4.92.

4.93.

4.94.

4.95.

4.96.

4.97.

4.98.

PEATUKK 4. SIRGE TASANDIL

3
Sirge ldbib punkti A(—6, —4) ja tdus on k = ~5- Leida selle sirge parameetrilised v&rrandid afiinses

reeperis.

Leida sirgete

)3x+6y+5=0, 4)x =2,
2)x-2y—-4=0, S)y=-3,
3)y=-3x+5, 6)2x+3y=0
parameetrilised vorrandid afiinses reeperis.

Leida sirgete

Dx=t, y=1-3g
2)x=2+5 y=4-Tt
tildvarrandid afiinses reeperis.

Sirge telgldigud on 3 (abstsissloik) ja -5 (ordinaatldik). Koostada sirge parameetrilised vorrandid
afiinses reeperis.

Leida parameetri ¢ vddrtused, mille korral sirge x = 5¢ + 2, y = ¢ — 1 punktid asetsevad sirgete
x+4y—-1=0, x +y = 0 vahelisel 15igul (afiinne reeper).

Koostada kahte antud punkti ldbivate sirgete vorrandid, kui punktide koordinaadid afiinses reeperis
on
]) (O, 0)7 (_]7_8)’ 2) (193)a (294)’ 3) (29 3)a (_4’ _6), 4) (1a3)9 (]5_7)9 5) (2, _3)’ (47 _3)

Sirge ldbib punkti (=5, 3) ning tema abstsisstdik on 3. Koostada sirge vorrand afiinses reeperis.

Asetada 14dbi punkti (2, —1) sirge, mille koordinaattelgede vaheline 16ik jaotuks antud punktis poo-
leks (afiinne reeper).

Kolmnurga ABC tipud afiinses reeperis on A(—2, 3), B(4, 1), C(6, —5). Leida tippu A ldbiva mediaa-
ni vorrand.

Sirge 14bib punkti A ja on paralleelne vektoriga d. Leida sirge parameetrilised vorrandid afiinses
reeperis, kui 1) A(3,-5)jad = (-2,1); 2) A(2,5) jad = (5,4).

Leida sirge vorrand afiinses reeperis, kui sirge 1dbib punkti
1) A(3, —2) ja on paralleelne reeperitelgedega;

2) B(7,4) ja on paralleelne sirgega 3x — 2y + 4 = 0;

3) C(-8,1) ja on paralleelne sirgega x + y + 7 = 0.

On antud roopkiiliku tipp C(4, —1) ja kiiljed x — 3y = 0 ning 2x + 5y + 6 = 0. Leida kahe iilejaéinud
kiilje vorrandid afiinses reeperis.

Kolmnurga tipud afiinses reeperis on A(—1,2), B(3,—-1) ja C(0,4). Asetada lébi iga tipu vastaskiil-
jega paralleelne sirge.

Leida afiinses reeperis sirge, mis on paralleelne kahe antud sirgega x+y—-1=0jax+y—-13=0
ning asub nendest vordsel kaugusel.

Teades afiinses reeperis roopkiiliku kahte kiilge x—y—1 = 0, x—2y = 0 ja diagonaalide 16ikepunkti
M3, —1), leida kahe iilejddnud kiilje vorrandid.

Roopkiiliku ABCD kiiljed AB, BC, CD ja DA libivad vastavalt punkte P(3,0), Q(6,6), R(5,9),
S (-5, 4) ning ta disgonaalid 16ikuvad punktis M(1, 6). Leida roopkiiliku kiilgede v&rrandid afiinses
reeperis.
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4.99.

On antud roopkiiliku ABCD kiiljed AB: 3x + 4y — 12 = 0 ja AD: 5x — 12y — 6 = 0 ning kiilje BC
13
keskpunkt E(-2, Z). Leida roopkiiliku teiste kiilgede vorrandid afiinses reeperis.

Sirge vorrandi koostamine kaldreeperi korral.

4.100.

4.101.

4.102.

4.103.

4.104.

4.105.

4.106.

4.107.

4.108.

4.109.

4.110.

4.111.

4.112.

4.113.

Koostada reeperi alguspunkti lidbivate ja reeperi telgedega ristuvate sirgete vorrandid kaldreeperis,
mille reeperinurk w = 150°.

Koostada ldbi antud punkti antud sirgele tdmmatud ristsirge vorrand kaldreeperis, kui

1) 0(0,0),2x— 6y + 13 =0, w = g;

2
) M(-1,4),5x-3y+11=0,w = ?ﬂ;
3)NG5,0), y =3x -4, w = 120°.

Leida kaldreeperi reeperinurk w, kui kaks antud sirget on risti:
D4x+3V2y-5=0, V2x—y+11=0;

4
2)y=2x+3,y=—§x+1.

Arvutada nurgad, mis sirge y = —2x + 5 moodustab kaldreeperi telgedega (reeperinurk w = g).

Kirjutada vorrand sirgele, mis 1dbib punkti (—1, —3) ja moodustab x-teljega nurga 1) 30°, 2) 60°, 3)
90°, tingimusel, et w = 120°.

Maidrata kaldreeperi reeperinurk w kui sirged y = —2x + 1 jay = x + 1 moodustavad nurga 120°.

Liabi punkti (2, -5) kulgev sirge moodustab sirgega 4x — 3y + 1 = 0 nurga g Leida selle sirge
. b4

vorrand, kui w = 3

Leida sirge, mis ldbib punkti M(6, —2) ja koos kaldreeperi (w = 60°) telgedega moodustab vord-
kiilgse kolmnurga.

2
Kaldreeperis (w = _7r) on antud vordkiilgse kolmnurga tipp A(3, 2) ja vastaskiilje vorrand 6x—2y —
7 = 0. Leida kolmnurga kahe iilejddnud kiilje vorrandid.

2
Kaldreeperis (v = —”) on antud sirge 3x + S5y — 15 = 0. Leida sirge selle 16igu pikkus, mis jadb
reeperitelgede vahele.

5
Leida sirge 4x + 3y — 24 = 0 ja reeperitelgede poolt moodustatud kolmnurga pindala, kui w = Fﬂ

Sirge liigub selliselt, et kaldreeperi reeperitelgedega 16ikumisel tekkivate 16ikude summa on kons-
tantne: a+b = 9. Leida selle liikuva sirge ja reeperitelgede poolt moodustatud kolmnurkade iimber

joonestatud ringjoonte keskpunktide hulk, w = %T

5
Kaldreeperis w = g on antud kolmnurk tippudega A(—1,2), B(1, 1), C(2, —5). Leida kiilje AB ja
tipust C tdommatud mediaani vaheline nurk.

Leida rombi diagonaalide vorrandid, kui kaks ldhiskiilge on vdetud reeperitelgedeks selliselt, et
kogu romb asetseb III veerandis. Rombi kiilg on a.
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§2. Punkti kaugus sirgest. Sirge normaalvorrand

4.2.1 Punkti kaugus sirgest.

Leiame punkti Xo(xo,yo) kauguse d airgest a: y = kx + b. Selleks projekteerime punkti X vaadelda-
vale sirgele a paralleelselt y-teljega. Olgu projektsioon X;(xo,y1). (joon. Téisnurksest kolmnurgast
X, X1 X, punkti X, igasuguse asendi korral saame, et d = |[XoX;| = |(yo — y1) sin(w — @)|, kus w on ree-
perinurk. Et X; on vaadeldava sirge punkt, siis y; = kxy + b. Asendades sirge tdusu avaldises
sina = sinfw — (w — a@)]
= sinw cos(w — @) — cos w sin(w — @) ning lahendades saadud vorrandi sin(w — @) suhtes, leiame, et

sin w

VI + &2+ 2kcosw

sin(w — @) =

Joon. 4.2

Nii saame valemi, mis vdimaldab arvutada punkti kaugust antud sirgest iildise afiinse reeperi korral

_ 100 — kxo — b)sinw|

. (4.13)
V1 + k2 +2kcosw

d

A C .
Kui sirge on méératud tildvorrandiga Ax + By + C = 0, siis eeldusel, et B # 0, saame k = ~5 b= ] ja

valemi kujulﬂ

d= [(Axp + Byo + C) sin w|

: (4.14)
VA? + B2 = 2ABcosw

4Kui B = 0, siis sirge vorrandiks on x = 2 ja otsitav kaugus on

d= sin w.

w0+ &
0" A

Viimane tulemus jéreldub vahetult ka seosest (.14).
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Ristreeperi puhul, mil w = g, valemid (4.134.14)) lihtsustuvad:

—kxo—b
g = Yo~ kxo— Dl @.13")
V1 + k2
Axo + Byy + C
=20 B+ Cl (4.14")
VA? + B?
4.2.2 Sirge normaalvorrand.
Sirge normaalvorrandiks nimetatakse vorrandit
xcosa +ycos(w—a)—p =0, 4.15)

kusp = Iaﬁl on reeperi alguspunkti kaugus antud sirgest ning @ on nurk x-telje positiivse suuna ja sirgele
langetatud ristldigu OP vahel ning w on reeperinurk (joon. [3).

y

0 Ja
/ x

Joon. 4.3

Ristreeperi puhul, mil w = g on sirge normaalvorrandiks
xcosa +ysina—p =0. 4.15)

Sirge normaalvorrandi saame sirge iildvorrandist (4.1)), kui jagada viimase pooli normaalvektori pik-
kusega, teisiti oeldes, kui korrutada neid nn, normeeriva teguriga
sinw
+ ’
VA2 + B2 —2ABcos w

U= (4.16)

milleks ristkoordinaatide puhul, mil w = g, on

1
VAZ+ B2
Siin valitakse teguri 4 mirk vastupidine vorrandi (@.I)) vabaliikme mirgiga (kui A > 0), Ilmselt esitab
vorrandi (@.13)) sama sirget mis vorrand (&), kuid normaalvektoriks on niiiid iihikvektor

W=+

N

np = *

=

Y
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ja kordajad arvutatakse valemist

A sin w
VAZ ¥ B2 —2ABcosw

cosa = =%

Bsinw
VA2 ¥ B2 _2ABcosw

cos(w—a) ==+ “4.17)

. Csinw
" VAZ+ B2 -2ABcosw

p:

ehk ristreeperi korral, mil w = 7_2r’

A
VAT + B2

B
sing = +——o 4.17")

VAZ+ B2

C
VAT ¥ B2
Kasutades sirge normaalvorrandit, saab kauguse valemid (4.13}{4.14) kirjutada lihtsamalt

cosa =+

I
H

p

d = |xpcosa + yycos(w — a) — p| (4.18)

ehk
d =|xgcosa + ypsina — p|, 4.18%)

. 4
kui w = 5
Punkti kaugus sirgest tasandil vordub absoluutvddrtusega sirge normaalvérrandi vasakust poolest, mil-
lesse on asetatud vaadeldava punkti koordinaadid.

4.114. Leida punkti (x',y") ldbiva ja sirgega xcos @ + ysina — p = 0 ristuva sirge vorrand.

4.115. Teha kindlaks, millised jargmistest sirgetest on antud normaalvorranditega:

3 4
) =x—=-y-3=0; 2)=x—-=-y—-1=0;
)5x 5y 3=0; )Sx Sy 0;

5 12 5 12
3)E)C—Ey+2—0, 4)—E)C+Ey—2—0,
5)—x+2=0; 6)x-2=0;
THy+2=0; 8)—y-2=0;

1 12 5
—v—3=0- 10) == ~yv—3=0.
9)x+2y 3=0; 0) 13x+13y 3=0
4.116. Teisenda antud sirgete {ildvorrandid normaalkujule
4 3
1)4x-3y-10=0; 2)§x—§y+10:0;

3) 12x -5y + 13 =0; Hx+2=0;
5)2x—y—\/§=0; 6)y—x\/§=4;

7) xcos 10° + ysin 10° + 4 = 0.
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4.117. Leida sirge 9x — 12y + 10 = 0 kaugus reeperi alguspunktist.

1
4.118. Leida sirge, mille tdus k = 5 ning mis asetseb reeperi alguspunktist V5 iihiku kaugusel.

4.119. Leida punkti A kaugus sirgest BC, kui
1) A(0,0), B(1,5), C(2,4);
2) A(2,0), B(1,1), C(5,4).

4.120. Leida antud punkti kaugus antud sirgest jargmistel juhtudel:
1) P1(4,-2),8x— 15y - 11 =0;
2) P,(2,7), 12x+5y—-7=0;
3) P3(-3,5),9x - 12y + 2 = 0;
4) Py(-3,2),4x =Ty +26 = 0;
5) Ps(8,5), 3x—-4y-15=0.

4.121. Leida punktide A(3, 1), B(2,-4), C(5,—-1), D(0,-3), E(0, 0) kaugused sirgest 3x + 4y = 0.

4.122. Leida punktist P(4, —1) sirgele 12x — 5y — 27 = 0 tdmmatud ristldigu pikkus.
1 3
4.123. Kolmnurga tipud on A(—;, _ﬁ)’ B(4,3) jaC(2,-1). Leida kolmnurga korguste pikkused.

4.124. Kolmnurga kiiljed on 3x + 4y + 390 = 0, 3x —4y -3 = 0, 5x + 12y + 2 = 0. Leida kolmnurga
korguste pikkused.

4.125. Kolmnurga tipud on A(1,2), B(3,7), C(5,—13). Leida tippu A ldbiva mediaani kaugus tipust B.

4.126. On antud kolmnurga tipud A(-10, —13), B(-2, 3) ja C(2, 1). Arvutada tipust B tippu C ldbiva me-
diaanini langetatud ristldigu pikkus.

4.127. Arvutada punkti kaugus d sirgest ja hilve jargnevatel juhtudel:
1)AQR,-1)4x+3y+ 10 =0;
2) B(0,-3)5x - 12y - 23 =0;
3) P(-2,3)3x—-4y-2=0;
4H001,-2)x-2y-5=0.

Mirkus. Punkti M hilbeks ¢ sirge a suhtes nimetatakse punkti kaugust d sirgest, kui punkt asub po-
sitiivsel pooltasandil sirge suhtes ja —d, kui punkt asetseb negatiivsel pooltasandil, vt. lk. 3. Kui punkt
kuulub sirgele, siis d = 6 = 0.

4.128. Punktide hilve sirge 8x — 15y — 25 = 0 suhtes on —2. Leida punktide hulga v&rrand.

4.129. Punkti M hilbed sirgete 5x — 12y — 13 = 0 ja 3x — 4y — 19 = 0 suhtes on vastvalt -3 ja -5. leida
punkti M koordinaadid.

Antud kaugusel asetsevad punktid.

4.130. Leida ordinaatteljel punkt, mis asetseb vordsetel kaugustel koordinaatide alguspunktist ja sirgest
3x-4y+12=0.

4.131. Leida abstsissteljel punkt M, mis asetseb sirgest T2 kaugusel a.
a

b
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4.132.

4.133.

4.134.

4.135.
4.136.

4.137.

4.138.

4.139.

4.140.

4.141.

4.142.
4.143.
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Leida sirgel a punkt, mis asetseb sirgest b kaugusel V5 iihikut
Da:x-3y+13 =0, b:x+2y+3=0;
2)a:x-2y=0, b:2x+4y+1=0.

Leida sirgel x+y—8 = 0 punktid, mis asetseksid vordsel kaugusel punktist (2, 8) ja sirgest x—3y+2 =
0.

Leida sirgel a punkt, mis asetseb punktidest P, ja P, vordsel kaugusel:
Da:5+% = 1L Pi(L4), Pa-1,-2);

2)a:2x+3y+1=0,Pi(1,3), Pr(—-1,-5).
Leida punkt, mis asetseb punktidest (4, 1) ja (8, —3) ning sirgest 5x + 12y = 0 vordsetel kaugustel.

Leida ordinaatteljel punkt P nii, et kauguste vahe punktist P punktideni M(-3,2) ja N(2,5) oleks
maksimaalne.

Leida sirgel 2x —y — 5 = 0 punkt P nii, et kauguste summa punktideni A(-7, 1), B(=5,5) oleks
minimaalne.

Leida sirgel 3x —y — 1 = 0 selline punkt P, mille kaugsute vahe punktideni A(4, 1) ja B(0,4) oleks
maksimaalne.

Leida punkt, mis asub mdlemast antud sirgest
1)4x-3y+20=0,3x+4y-60=0;
2)3x+4y-10=0,5x—-12y+26=0
kaugusel d = 5.

Leida reeperi telgedel punktid, mis on vordsetel kaugustel sirgetest Sx —y + 6 = 0,
S5x+y—-3=0.

Leida sirgel x + 2y — 12 = 0 punktid, mis astsevad vordsetel kaugustel sirgetest x + y —5 = 0 ja
Tx—y+11=0.

Leida punktid, mille kaugus sirgest 3x + 4y = O on 2 ja sirgest x + 3y — 1 =0 on V10.
Leida punkt P, mis on vdrdsel kaugusel punktidest P(2,3), P»(4,2) ja P3(—1,0).

Punkti asend sirge suhtes.

4.144.

4.145.

4.146.

Teha kindlaks, kas punkt M(1, —3) ja reeperi alguspunkt asetsevad samal v&i teine teisel pool sirget:
)2x-y+5=0;

2)x-3y-5=0;
3)3x+2y-1=0;
4)x-3y+2=0;

5)10x +24y + 15 = 0.

Nelinurga jirjestikused tipud on

1) A(-3,5), B(-1,-4), C(7,-1), D(2,9);
2) A(-1,6), B(1,-3), C(4,10), D(9,0).
Teha kindlaks, kas nelinurk on kumer.

Teha kindlaks, kas punkt A asetseb sirgete a ja b poolt moodustatud terav- voi niirinurgas, kui
1) A0,0), a:3x—-2y+5=0,b:2x+y-3=0;
2)AR2,-5),a:3x-5y-4=0,b:x+2y+3=0.



4.2. PUNKTI KAUGUS SIRGEST. SIRGE NORMAALVORRAND 19

4.147. On antud 16ikuvate sirgete paarid:

D2x-y-5=0, 2)4x+3y-10=0,
3x+y+10=0; 12x-5y-5=0;
3)x-2y-1=0,
3x-y-2=0.

Teha kindlaks, kas punkt M(1, —2) ja reeperi alguspunkt asetsevad sirgete poolt moodustatud samas
nurgas, kdrvunurkades voi tippnurkades.

4.148. On antud 16ikuvate sirgete paarid:

Hx-3y-5=0, 2)2x+T7y-5=0,
2x+9y-2=0; x+3y+7=0;
3)12x+y-1=0,
13x+2y-5=0.

Teha kindlaks, kuidas punktid M(2; 3) ja N(5, —1) asetsevad tekkinud nurkade suhtes.

4.149. Kolmnurga kiiljed on 7x — 5y — 11 = 0, 8x + 3y + 31 = 0, x + 8y — 19 = 0. Kontrollida, kas reeperi
alguspunkt asetseb kolmnurga sees vdi viljaspool seda.

4.150. Kolmnurga kiilgede vorrandidon x+y —4 = 0,3x - 7y + 8 = 0, 4x — y — 31 = 0. Teha kindlaks,
kas punkt M(-3, 2) asetseb sees- vdi viljaspool kolmnurka.

4.151. Tdestada, et sirge 2x + y + 3 = 0 16ikab punkte A(-5, 1) ja B(3,7) ithendavat 16iku.

4.152. Toestada, et sirge 2x — 3y + 6 = 0 ei 16ika punkte M (-2, —3) ja N(1,—2) iihendavat 16iku.

Paralleelsete sirgete vaheline kaugus.

4.153. Leida paralleelsete sirgete Ax + By + C; = 0 ja Ax + By + C, = 0 kaugus teineteisest.

4.154. Tdestada, et sirged 3x — 4y + 10 = 0 ja 6x — 8y + 15 = 0 on paralleelsed, ja leida nendevaheline
kaugus.

Miirkus. Otsitavat kaugust d on lihtne leida, kui teame molemate sirgete kaugust koordinaatide algus-
punktist, nimelt: d = |p + p;|; mirk soltub sellest, kas koordinaatide alguspunkt on sirgete vahel voi
astesevad sirged iihel pool koordinaatide alguspunkti.

Teine voimalus. Paralleelsete sirgete vaheline kaugus on vordne iihel paralleelsetest sirgetest asetseva
suvalise punkti kaugusega teisest sirgest.

Kolmas voimalus. Olgu antud paralleelsed sirged a ja b. Tédhistame nende sirgete iihise sihivektori
tihega d. Leiame kummalgi sirgel iihe punkti A € a, B € b. Paralleelsete sirgete vaheline kaugus d on siis

vektoritele @ ja b = AB ehitatud roopkiiliku kdrgus. Roopkiiliku pindala aga véib arvutada kahel viisil
S =|a@x bl = dal.

4.155. Niidata, et sirged 3x —7y+2 = 0, 3x— 7y + 3 = 0 on paralleelsed, ning leida nendevaheline kaugus

d.
4.156. Arvutada iga antud paralleelsete sirgete paari korral nende sirgete vaheline kaugus d.
1)3x—-4y-10=0, 2)5x—-12y+26 =0,
6x—-8y+5=0; Sx—-12y-13 =0;
3)4x-3y+15=0, 4)24x-10y+39 =0,
8x—6y+25=0; 12x -5y —-26 =0.

4.157. Leida sirge, mis on paralleelne sirgega 5x—12y+46 = 0 ning asub punktist (1, 1) 3 ithiku kaugusel.
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4.158.

4.159.
4.160.
4.161.
4.162.

4.163.

4.164.

4.165.

4.166.

PEATUKK 4. SIRGE TASANDIL

Leida sirged, mis on paralleelsed sirgega g - % = 1 ja asuvad punktist A(2, 3) 5 iihiku kaugusel.

Leida sirge, mis on paralleelne y-teljega ning asub punktist (3, 5) 7 tihiku kaugusel.
Leida sirgega 3x — 4y — 10 = 0 paralleelsete ja sellest kaugusel d = 3 olevate sirgete vorrandid.
Leida sirgega 5x + 12y — 1 = 0 paralleelsete ning 5 iihiku kaugusel asuvate sirgete vorrandid.

Niidata, et sirge 5x — 2y — 1 = 0 on paralleelne sirgetega 5Sx —2y+ 7 = 0, 5x — 2y — 9 = 0 ja asub
sirgetest vordsel kaugusel.

Leida kahest antud paralleelsest sirgest vordsel kaugusel asetseva paralleelse sirge vorrand:

1)3x-2y-1=0, 2)5x+y+3=0,
3x-2y-13=0; Sx+y—-17=0;
3)2x+3y-6=0, 4H5x+Ty+15=0,
4x+6y+17=0; Sx+Ty+3=0;
5)3x—-15y-1=0,
x—=5-2=0.

On antud kolm paralleelset sirget: 10x+15y—3 = 0, 2x+3y+5 = 0, 2x+3y—9 = 0. Kontrollida, kas
esimene asub teiste vahel. Arvutada suhe, milles jaotab esimene sirge teise ja kolmanda vahelise
kauguse.

Uks paralleelne sirge libib reeperi alguspunkti ja teine punkti M(1, 3). Leida nende siregte vorran-
did, kui on teada, et nende sirgete vaheline kaugus on V5.

4
Kahe paralleelse sirge vaheline kaugus on % ning nad eraldavad x-teljel vastavalt 16igud -3 ja

—7. Leida nende paralleelsete sirgete vorrandid.

Antud kaugustel asetsevad sirged.

4.167.

4.168.
4.169.

4.170.

4.171.

Selgitada, mitu punktist Q kaugusel d asetsevat sirget on voimalik tdmmata l4bi piiunkti P. Lahen-
dada iilesanne iildjuhul ning koostada erijuhtudel sirgete vorrandid, kui

D PQ2,7), Q(1,2), d=35;

2) P(2,5), Q(5,1), d=3;

3) P(7,-2), Q(4,-6),d = 5;

4) P(4,-5), 0(-2,3),d = 12.

Leida antud kahest punktist A(2, 1) ja B(—1, 4) vordsel kaugusel olevate punktide hulk.

Koostada punkti litkumise trajektoori vorrand, kui punkt igal liikkumise momendil on vérdsel kau-
gusel punktidest 1) A(3,2) ja B(2,3); 2) A(5,—1) ja B(1,-5); 3) A(5,-2) ja B(-3,-2); 4) A(3,-1)
ja B@3,5).

Leida liikuva punkti trajektoor, kui selle punkti kaugus reeperi alguspunktist on kogu aeg kaks
korda suurem kui kaugus sirgest y = iy

V3
Leida punkti P labiva ning punktidest A ja B vordsel akugusel oleva sirge vorrand, kui
1) P(1,2), AQ3,3), B(5,2);
2) P(_29 3)5 A(S, _1)9 B(3, 7)
3) P(15 2)7 A(z’ 3)5 B(4, _5)
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4.172.

4.173.
4.174.

4.175.
4.176.

4.1717.
4.178.

4.179.
4.180.
4.181.

4.182.

On antud punktid A(2, -3) ja B(5,—1). Leida sirge, mis asetseks punktist A 6 ja punktist B 4 iithiku
kaugusel.

Leida sirge, mis asetseks punktist (1, 1) kahe iihiku ja punktist (2, 3) nelja ithiku kaugusel.

Leida sirge, mis 1dbib punkti A ning asetseb punktist B d tihiku kaugusel, kui
1) A@©0,0), BG,-2), d=1;
2) A(0,0), B2V2,5V2),d =3;

9
3)AG3,-1), B2,-3), d=——.
)AG, 1), B(2,-3) Vi

Leida sirge, mis asub punktist C(4, 3) kaugusel 5 iithikut ja mille telgldigud on vordsed.
Leida sirge, mis ldbib reeperi alguspunkti ning mille korral punktide (1, 1) ja (2,-3) kauguste
summa sirgest on —.
V5
Punkti P(-2, 1) ldbiva sirge kaugus punktist C(3, 1) on 4 iihikut. Leida selle sirge tdus.

Leida sirge, mis asetseb reeperi alguspunktist 5 ithiku kaugusel ja 16ikab sirget
8x + 5y — 39 = 0 punktis, mille abstsiss x = —2.

Leida sirged, mis on risti sirgega 2x + 6y — 3 = 0 ja asetsevad punktist (5, 4) kaugusel V10 iihikut.
Koostada punkti M(5, 1) suhtes sirgega 3x — 2y + 1 = 0 siimmeetrilise sirge vorrand.

Leida sirged, mis asetseksid punktist A(1,9) 5 tihiku kaugusel ning moodustaksid sirgega b: x—7y =
0 nurga 45°. Leida nendest sirgetest moodustatud ruudu tipud.

Leida sirged, mis moodustaksid y-teljega nurgad, mille tangensid on +2 ja mis asetseksid koordi-

4
naatide alguspunktist — tihiku kaugusel.
V5

Nurgapoolitaja.

4.183.

4.184.

4.185.
4.186.

4.187.

Niidata, et sirgete Ajx + Bjy + C; = 0ja Ayx + Byy + C, = 0 vaheliste nurkade nurgapoolitajate
vorrandid on

Aix+ Biy+C _ +A2)C+ By + C,

AT + B} \JAS + B

Leida nurgapoolitajate vorrandid, kui nurga moodustavad sirged 3x + 4y —9 =0 ja
12x+9y-8=0.

Leida reeperi telgedest vordsel kaugusel asetsevate punktide hulga vérrand.

Leida sirgete 2x—9y+ 18 = 0ja 6x+7y—21 = 0 poolt moodustatud nurkade poolitajate vorrandid.
Kontrollida, kas need nurgapoolitajad on teineteisega risti.

On antud sirged:

D3x-y+5=0, 3x+y—-4=0;
2)3x—4y+2=0,5x+12y -3 =0;

3)x—y=0, x+y=0;

4)x+2y=0, 3x+4y=0.

Leida nende sirgete vaheliste nurkade poolitajate vorrandid.
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4.188.

4.189.

4.190.

4.191.

4.192.
4.193.

4.194.

4.195.

4.196.

4.197.

4.198.

4.199.

PEATUKK 4. SIRGE TASANDIL

Leida sirgete 3x + 4y — 5 = 0, 5x — 12y + 3 = 0 vahelise teravnurga poolitaja.
Leida sirgete x — 3y = 0, 3x — y + 5 = 0 vahelise teravnurga poolitaja vorrand.
Leida sirgete x — 3y + 5 = 0, 3x — y + 15 = 0 poolt moodustatud niirinurga poolitaja vorrand.

Leida sirgete 3x —y — 4 = 0 ja 2x + 6y + 3 = 0 vahelise nurga poolitaja, millel asub koordinaatide
alguspunkt.

Leida sirgete x+2y—11 = 0ja 3x—6y—5 = 0 vahelise nurga poolitaja, millel asub punkt M(1, —3).
Leida sirgete x + y —3 = 0ja 7x — y + 4 = 0 vahelise nurga poolitaja, milles asub punkt M(-1,5).

Leida sirgete x—7y+5 = 0, Sx+5y—3 = 0 vahelise nurga poolitaja, kui reeperi alguspunkt asetseb
antud nurga kérvunurgas.

Leida sirgete 2x — 3y — 5 = 0, 6x — 4y + 7 = 0 vahelise nurga poolitaja, kui punkt C(2, —1) asub
antud nurga kérvunurgas.

Kolmnurga kiiljed on 3x —4y = 0, 4x — 3y = 0, 5x + 12y — 10 = 0. Leida kolmnurga sisenurkade
poolitajate vorrandid.

Arvutada kolmnurga vilisnurkade poolitajate poolt moodustatud kolmnurga pindala, kui antud
kolmnurga kiiljed on: 3x+3y-5=0,x-y—-1=0,7x+y+1=0.

Leida reeperinurga poolitajatel punktid, mille kaugus punktist M(-2,0) on 10.

Leida punktid, mis asetseksid vordsel kaugusel reeperinurkade poolitajatest ja punktist (1, V2).

Ruut.Ristkiilik. Kolmnurk.

4.200.

4.201.
4.202.
4.203.

4.204.

4.205.

4.206.

Taastada ruudukujulise maatiiki piirid, kui on séilinud kolm tulpa: iks maatiiki keskpunktis ja kaks
vastaskiilgedel. Tulpade koordinaadid on: keskpunktil M(1, 6) ja kiilgede punktidel A(5,9) ning
B(3,0). Koostada piirideks olevate sirgete vorrandid.

Mirkus. Et taastada piirid, tuleb 1dbi punktide A ja B panna paralleelsed sirged, mis oleksid
vordsel kaugusel keskpunktist M. Ulejiznud kaks piiri on nendega risti ning asuvad samal kaugusel
keskpunktist M.

Ruudu tipp on A(2, -5) ja iiks kiilg asub sirgel x — 2y — 7 = 0. Arvutada selle ruudu pindala.
Ruudu kaks kiilge asetsevad sirgetel Sx— 12y — 65 = 0, 5x — 12y + 26 = 0. Arvutada ruudu pindala.
On antud ruudu kaks ldhistippu A(2,0) ja B(—1, 4). Leida ruudu kiilgede vorrandid.

Ruudu tipp on A(S5, —1), iiks kiilgedest asub sirgel 4x — 3y — 7 = 0. Leida ruudu teiste kiilgede
vorrandid.

On antud ruudu kahe kiilje vorrandid 4x — 3y + 3 = 0, 4x — 3y — 17 = 0 ja iiks tipp A(2, —3). Leida
selle ruudu kahe iilejainud kiilje vorrandid.

Ruudu kahe kiilje vorrandid on 5x + 12y — 10 = 0, 5x + 12y + 29 = 0. Leida kahe iilejdéinud kiilje
vorrandid, kui punkt M(-3, 5) asub selle ruudu kiiljel.
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4.207.

4.208.

4.209.

4.210.

4.211.

4.212.

4.213.

*4.214.

Ruudu siimmeetria keskpunkt asub punktis (—1,0). Uhe kiilje vorrand on x + 3y — 5 = 0. Leida
ruudu kolme iilejddnud kiilje vorrandid.

Ruudu kaks paraleelset kiilge ldbivad punkte (2, 1) ja (3, 5) ning kaks iilejdsinud kiilge 1dbivad punk-
te (0, 1) ja (=3, —1). Leida ruudu kiilgede vorrandid.

Ristkiiliku kahe kiilje vorrandid on: 3x — 2y — 5 = 0, 2x + 3y + 7 = 0 ja tipp A(-2, 1). Arvutada
selle ristkiiliku pindala.

Kolmnurga ABC kiilgede AB, BC ja CA vorrandid on vastavalt x + 21y — 22 = 0,
5x—12y+7=0,4x —33y + 146 = 0. Leida selles kolmnurga raskuskeskme kaugus kiiljest BC.

Sirged 7x+y—-2=0,5x+5y—-4 =0ja2x—-2y+5 = 0 moodustavad kolmnurga. Leida kolmnurga
sees punkt, mis asetseb killgedest 7x+y—2 = 0ja 5x + 5y —4 = 0 vordsel kaugusel ning ta kaugus

3V2
kolmandast kiiljest on B

On antud vdrdhaarse kolmnurga haarad 7x —y + 4 = 0, x + y — 2 = 0 ning punkt (3, 5), mis asub
alusel. Leida kolmnurga aluse vorrand.

Sirged ldabivad punkti P(2, —1) ja moodustavad sirgetega 2x—y+5 = 0, 3x+6y—1 = 0 vOrdhaarsed
kolmnurgad. Leida nende sirgete vorrandid.

On antud rombi kahe paralleelse kiilje vorrandid x +y — 5 V2=0 ja x+y = 0 ning punktid A(3, 5)
ja B(1,0), mis asuvad kahel iilejadnud kiiljel. Leida rombi kahe puuduva kiilje vorrandid.

Ringjoone puutuja.

4.215.

4.216.
4.217.

4.218.

4.219.

4.220.

4.221.

Kontrollida, kas sirged 2x + \/gy -15=0ja Vilx - 5y + 30 = 0 puutuvad iiht ja sama ringjoont,
mille keskpunkt asetseb koordinaatide alguspunktis, ning arvutada selle ringi raadius.

Mirkus. Koik puutujad on ringjoone keskpunktist raadiuse kaugusel. Kui antud sirged puutuvad
selle ringjoonega, siis nad peavad olema vordsetel kaugustel koordinaatide alguspunktist.
Tommata libi punkti P(5,0) puutuja ringjoonele x> + y* = 9.

Leida punkti P(7, -3) libivad puutujad ringjoonele x* + y* = 29.

Leida sirgeid 3x — 4y + 10 = 0 ja 3x + 4y = 0 puutuva ringjoone keskpunkt, kui ringjoone raadius
r=38.

92
Kolmnurga tipud on A(g, 5), B(0,4) ja C(-3,-2). Leida kolmnurga ABC sisse joonestatud ring-
joone keskpunkt.

Leida reeperitelgede ja sirge 3x—4y—5 = 0 poolt moodustatud kolmnurga siseringjoone keskpunkt.
Mirkus. Kolmnurga siseringjoone keskpunkt asetseb kolmnurga sisenurkade poolitajate 16ike-
punktis.

Kolmnurga kiiljed on x+y+12 = 0, 7x+y = 0, 7x—y+28 = 0. Leida selle kolmnurga siseringjoone
keskpunkt.
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Punkti kaugus sirgest ja sirge normaalvorrand kald- ja afiinse reeperi korral.

4.222. Teisendada sirgete vorrandid normaalkujule, kui kaldreeperi reeperinurk on w.

Dx+5y-4=0, kuiw:g;
2)2x+5V3y—7=0, kuiwzg;

. 2n
3)5x+2y+13=0, kulw:;.

5
4.223. Leida punkti P(0, 5) kaugus sirgest y = V3x+ 7, kuiw = g
4.224. On antud sirge 6x+3 \/Ey— 1 = O kaldreeperis w = ;_r Leida reeperi alguspunktist sirgele tommatud
ristldigu pikkus ja nurgad, mis ristldik moodustab telgedega.
4.225. Leida reeperinurk, kui punkti P(—1,2) kaugus sirgest x + 2y —6 =0 on 1,5.

4.226. Rombi diagonaalid, mille pikkused on 30 ja 16 iihikut, on véetud reeperitelgedeks. Arvutada selle
rombi paralleelsete kiilgede vaheline kaugus.

4.227. Leida sirge 10x + 56y — 39 = 0 vodrrandi normaalkuju afiinses reeperis, kui g;; = 4, g2 = 8§,
g» =125.

4.228. Leida punkti P(2, 1) ja sirge 10x + 56y — 37 = 0 vaheline kaugus, kui g;; =4, g1» = 8, g2 = 25.

§3. Kahe sirge vastastikune asend tasandil

Olgu iildises afiinses reeperis sirge a méaratud iildvorrandiga

a: Ax+By+C=0. 2.1
Sirgeteks tasandil on ka reeperi teljed. Sirge asendit reeperitelgede suhtes niitab jirgmine tabel.

Cc=0 C+0

Sirge ldbib reeperi alguspunkti Sirge ei ldbi reeperi alguspunkti
A=0 y=0 By+C=0
B#0 Sirge iihtib x-teljega Sirge on paralleelne x-teljega ja 15i-

C
kab y-telge punktis (0, —E)

A#£0 x=0 Ax+C=0
B=0 Sirge iihtib y-teljega Sirge on paralleelne y-teljega ja 10i-

C
kab x-telge punktis (_K’ 0)

A=B=0 Vorrand on vastuoluline

Olgu tasandil antud kaks sirget a ja b. Olgu sirge a sihivektor @ = (I;,m;) ja sirge b sihivektor b=
(I, my). Sirged a ja b on paralleelsed)’| kui sirgete sihivektorid on kollineaarsed, s.t. kui

L bh
my  nyp

I my

ehk ' =0. (4.20)

L m

STeine terminoloogia. Kollineaarsed (a||b): 1) paralleelsed (kollineaarsed ja mitteiihtivad) 2) iihtivad.
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Paralleelsete sirgete erijuhuks on sirgete iithtimine. Selleks, et konrollida, kas kaks paralleelset sirget iih-
tivad, piisab kui kontrollida, kas neil sirgeil on iiks ithine punkt.
Sirged a ja b 16ikuvad, kui nende sihivektorid ei ole kollineaarsed, s.t. kui @ }f b ehk

l
LM enk ' b by, 4.21)
12 ny mp  ny
Olgu sirged a ja b antud iildvorranditega
a: Aix+Biy+C; =0,
b: Arx + Bzy +C, =0. (4.22)

Sel juhul vdime sirge a sihivektoriks votta vektori (By, —A;) (vOi temaga kollineaarse vektori) ja eelnevate
tulemuste pohjal saame, et
a) sirged a ja b on paralleelsed, kui sirgete vorrandites vastavate tundmatute kordajad on vordelised

A B
22 4.23
4 B (4.23)
ehk tundmatute kordajatest moodustatud determinant on vordne nulliga
A By | _ ,
A By | T 0. (4.23%)

Kahe sirge vaheline nurk. Nurka kahe sirge vahel tasandil mdddab nurk nende sirgete sihivektorite
vahel. Olgu sirge a sihivektor d = (I;, m;) ja sirge b sihivektor b= (I, my), siislﬂ

L. d-b
cos £(d,b) = Ci —.
|al|bl

Vastavalt sihivektorite suundadele méadrab see valem iihe kahest kdrvunurgast ¢; ja ¢,, mille moodustavad
sirged (joon. [d.4). Kahe sirge vahelise nurga iiheseks méidramiseks tuleb sirgete paar jirjestada: ndidata,
milline loetakse esimeseks ja milline teiseks. Nurgaks sirgest a sirgeni b nimetatakse nurka, mille vorra
tuleb poorata esimest sirget a positiivses suuna tihtimiseni teise sirgega b.

(4.26)

y b

@W

Joon. 4.4

Ortonormeeritud reeperis kahe sirge vahelise nurga arvutamise valemil (4.26) on kuju

Ll +
Cos @y = £ ——t2 T M 4.27)

[12 2 n 2
L +my G +m;

Valem kehtib afiinses reeperis.
Vastu kellaosuti suunda.
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ehk kui sirged a ja b on esitatud iildvorrandiga [@.22), siis
A1A2 + BB,
YA+ B4+ B

Viimasest valemist (#.28)) jreldub pirast lihtsat teisendust, et

A1B, — A>B
sing = /1 —cos?gip = 418, ~ A:B)] (4.29)

2 2 2 2
\/A] + B; \/Az + B

cosp1p ==+ (4.28)

A1By — AyB
t =4 o 4.30
a2 A]A2+B]Bz ( )
Nurk sirgest a sirgeni b arvutatakse valemist
A1B, - AyB
tan /(a,b) = 2271 4.31)
A1A> + B1B>
Kui sirged a ja b on risti, siis sirgetevahelised nurgad on tdisnurgad, s.t. cos @, = g, ning valemist
#28) saame
AA+ BB =0 (0= ’—Zr) (4.32)
ehk
A1 32 T
— === =2). 4.32
B, ™ (=72) (4.32)
Olgu sirged a ja b médratud taandatud vorranditega
a: y=kix+by,
b: y= kox + by, (4.33)
siis kaldreeperi korral nurk ¢ sirgest a sirgeni b arvutatakse valemist
(ky — k1) sinw
t = , 4.34
ang 1 +(k1 +k2)cosa)+k1k2 ( )
mis ristreeperi korral on
ky — ky
t = . 4.34°
N Tk (4349
Valemitest (4.344.34’) jireldub, et paralleelsete sirgete tdusud on vordsed: ki = k.
Sirgete ristseisu tingimusel kaldreeperi korral sirgete tdusude kaudu on kuju (vt. (#.34))
1+ (ki +ky)cosw +kiky =0 (4.35)
ning ristreeperi korral (vt. #.347))
1
1+kiky=0 ehk ky = —— (4.35")

s.t. ristuvate sirgete tdusud on teineteise vastandpoordarvud.
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Kaks ristuvat voi paralleelset sirget tasandil.

4.229.

4.230.

4.231.
4.232.
4.233.

4.234.

4.235.

4.236.

4.237.

4.238.

4.239.

Tdestada kahe antud sirge paralleelsus:
D3x+5y-4=0, 6x+10y+7=0;
2)2x—-4y+3=0, x-2y=0;
3)2x-1=0, x+3=0;
4)y+3=0, S5y-7=0.

Toestada, et jirgmised kaks antud sirget iithtivad:
D3x+5y-4=0, 6x+10y-8=0;
2)x—y\/§=0, x\/§—2y=0;
3)xV3-1=0, 3x- V3=0.

Koostada x-teljest kaugusel b asetsevate punktide hulga vorrand.
Koostada y-teljest kaugusel a asetsevate punktide hulga vorrand.

Teha kindlaks, millised sirgepaarid on ristuvad sirged:
Dx-2y+3=0, 2x+y-5=0;
2)2x+3y-6=0, 2x-3y+4=0;
3N3x+7y+4=0, Tx-3y+2=0;
4)5x+6y—-8=0, O6x+5y+2=0;

5)x-y=0, x+y=0;

6)x+3=0, y-2=0.

Kas jiargmiste sirgete hulgas on paralleelseid voi ristuvaid sirgeid?
a:3x—-2y+7=0; b:6x—4y-9=0;

c:bx+4y—-5=0; d:2x+3y-6=0;

eex—y+8=0; fix+y—-12=0;

g —-x+y-3=0.

Milliste kordaja a véirtuste korral vorranditega 3ax — 8y + 13 = 0ja(a+ D)x —2ay—21 = 0
méidratud sirged on paralleelsed?

Leida, milliste a ja b viirtuste korral kaks sirgetax -2y — 1 =0ja6bx—-4y—-b =0
1) 16ikuvad iihes punktis; 2) on paralleelsed; 3) iihtivad.

Leida, missuguste m ja n viirtuste korral kaks sirget mx + 8y +n = 0,2x+my -1 = 0 1) on
paralleelsed; 2) iihtivad; 3) on risti.

Milliste kordaja a védrtsute puhul on sirged (3a + 2)x + (1 —4a)y + 8 =0 ja
Sa—-2)x+ (a+4)y—7=0risti?

Kolmnurga tipud on A(2, 3), B(0,-3) ja C(5,—-2). Leida kolmnurga kiilgede keskristsirgete 1dike-
punkt.

Kabhe sirge loikepunkt.

4.240.
4.241.

4.242.

Leida sirge AB 1dikepunkt abstsissteljega, kui 1) A(4, 1), B(—=2,4); 2) A(7,-3), B(23, -6).
Leida sirge AB 16ikepunkt ordinaatteljega, kui 1) A(S,2), B(—4,-7); 2) A(3,4), B(2,—1).

Leida punkte P;(—1,2) ja P»(2, 3) ldbiva sirge 1dikepunktid reeperitelgedega.
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4.243.

4.244.

4.245.

4.246.

4.247.
4.248.

4.249.

4.250.

4.251.

4.252.

4.253.

4.254.

4.255.

4.256.

4.257.
4.258.

PEATUKK 4. SIRGE TASANDIL

Leida sirge 1) 3x — 4y — 12 = 0; 2) x + 2y — 6 = 0 ja reeperitelgedega piiratud kolmnurga pindala.

Miirata, millise m viirtuse korral sirged (m — 1)x+my—35 = 0jamx+ (2m— 1)y +7 = 0 16ikuvad
abstsissteljel asetsevas punktis.

Madirata, milliste m véartuste korral sirged mx + Cm +3)y+m+6 =0ja
2m + 1)x + (m — 1)y + m — 2 = 0 16ikuvad ordinaatteljel.

Leida sirgete 16ikepunktid:
D8x—-3y—-1=0, 2)3x+Ty-15=0,

4x+y-13=0; Ix+21y-32=0;
3)5x-2y+13=0, 4)3x-4y-29=0,

x+3y—-11=0; 2x+5y+19=0;
5)x+5y-35=0, 6)3x+5=0,

3x+2y-27=0; y—2=0.

Kontrollida, kas sirged y = 3x — 1; x — 7y = 7 jax+ y — 7 = 0 on vordhaarse kolmnurga kiilgedeks.

Leida kolmnurga tipud, kui kolmnurga kiilgede Vénandi(ﬂ on:
DS5x-3y-15=0,x+5y-3=0,3x+y+5=0;
2)4x+3y-5=0,x-3y+10=0,x-2=0;
3)y=0,5x+2y-10=0,5x+3y - 15 =0;
Hx—-2y-2=0,3x—-y-6=0,x+y—-2=0.

Kolmnurga kiiljed asuvad sirgetel x + 5y —7 = 0,3x -2y -4 = 0ja7x+y + 19 = 0. Arvutada
kolmnurga pindala S .

Kolmnurga pindala on § = 1, 5 ruutithikut, tema kaks tippu asuvad punktides A(2, -3) ja B(3, -2).
Maiirata kolmanda tipu C koordinaadid, kui kolmnurga raskuskese asuval sirgel 3x —y — 8 = 0.

Kolmnurga kiilgede vorrandid on 4x —y -7 = 0, x + 3y — 31 = 0, x + 5y — 7 = 0. Leida tema
korguste 16ikepunkt.

Leida nelinurga tipud, kui nelinurga kiilgede vrrandid on x+y+8 = 0, x+y—4 = 0,2x-3y+6 =0
ja2x—-3y—-18=0.

Leida nelinurga diagonaalide 16ikepunkt, kui nelinugra kiilgede vorrandid on
2x-5y+20=0,3x+2y-27=0,2x-5y-18 =0ja3x+2y+ 11 = 0.

On antud ristkiiliku kahe kiilje vorrandid x — 2y = 0 ja x — 2y + 15 = 0 ja iihe diagonaali vérrand
7x +y— 15 = 0. Leida ristkiiliku tipud.

Arvutada rombi tippude koodinaadid, kui on teada kahe kiilje 2x — 5y — 1 =0,
2x — 5y — 34 = 0 ning iihe diagonaali x + 3y — 6 = 0 vorrandid.

Roopkiiliku kahe kiilje vorrandid on 8x + 3y + 1 = 0, 2x + y — 1 = 0 ning iihe diagonaali vorrand
on 3x + 2y + 3 = 0. Leida selle roopkiiliku tippude koordinaadid.

Leida sirge, mis labib sirgete 3x—y—3 = 0 ja4x+3y—4 = 0 16ikepunkti ja on risti esimese sirgega.

Leida sirge, mis ldbib sirgete x — y — 3 = 0 ja 2x + 3y — 11 = 0 Idikepunkti ja on risti sirgega
Sx—-4y-17=0.

8Siin ja edaspidi nimetatakse kolmnurga kiiljeks sirget, millel asetsevad kolmnurga kaks tippu.
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4.259.
4.260.

4.261.

4.262.

4.263.

4.264.

4.265.

Leida sirge, mis ldbib sirgete 3x—y = 0, x+4y—2 = 0 16ikepunkti ning on risti sirgega 2x+7y = 0.

Leida sirge, mis labib sirgete 2x —3y — 8 = 0 ja x — 2y — 5 = 0 16ikepunkti ja on paralleelne sirgega
3x-2y+2=0.

Punkte A(1,-2) ja B(0,—7) ldbivale sirgele on tdmmatud ristsirge punktist D(-3,4). Leida suhe,
milleks ristldigu alguspunkt jagab 16igu AB.

Leida antud punkti projektsioon antud sirgel, kui punkt ja sirge on jirgmised:
1) A(-5,6), a:7x—13y—-105 = 0;

2) B(—6,4), b:4x-5y+3=0;

3) P(-8,12),  sirge AB: A(2,-3), B(-5,1).

Leida sirge vorrand, kui punkt P(2, 3) on otsitavale sirgele reeperi alguspunktist tommatud ristsirge
ja antud sirge 16ikepunkt.

Leida punkt, mis on siimmeetriline antud punktiga antud sirge suhtes.
1) P(-5,13), p:2x-3y-3=0;

2) 0(-2,-9), q:2x+5y—-38=0;

3) R(-2,9), r:2x—-3y+ 18 =0;

4)S(@8,-9), s =AB,AQ3,-4), B(-1,-2).

Leida abstsissteljel punkt P nii, et punkti P ja punktide M(1, 2) ja N(3,4) vaheliste kauguste summa
oleks minimaalne.

Kabhe sirge vaheline nurk.

4.266.

4.267.

4.268.

Toestada, et sirgete A1 x + Biy + C; = 0, Ayx + By + C, = 0 vahelist nurka ¢ vdib arvutada valemi

¢ A]Bz —A2B|
anp= ———
¥~ AA, + BB,
jérgi.
Arvutada nurk kahe sirge vahel.
1)y =3x, 2)y=4x-1,
1

y=-2x+35; y:—zx+2;
3)y=5x-3 4)y= V3x-5,

y=5x+38; y=—‘/§x+l;

5)7x-y-2=0, 6)5x-y+7=0,
x—y—\/§=0; 3x+2y=0;

T x— \/gy—SzO,
X+ \/§y+2=0.

On antud sirgepaarid:

)2x+3y=0, xX—-y+5=0;

2)x-3y+2=0, 2x+y=0;

3)2x+5y-3=0, 5S5x+2y-6=0;

4)3x+4y—-12=0, S5Sx-12y+60=0.

Leida nende paaride esimese ja teise sirge vahelise nurga tangens.
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4.269.

4.270.
4.271.

4.272.
4.273.

4.274.

4.275.
4.276.

4.277.

4.278.

4.279.

4.280.

4.281.

§4.

PEATUKK 4. SIRGE TASANDIL

1 1
Leida sirgetevahelised nurgad, kui tdusud on k| = 3 ky = ~5-
Millise nurga moodustab x-teljega punkte M(0, 2) ja N(-2,4) ldbiv sirge?

Sirgjooneliselt liikuv punkt liigub punktist A(—1, —3) punkti B(4,2). Kui pikk on ldbitud tee ning
millise nurga moodustab punkti trajektoor abstsissteljega?

Leida sirge, mis 1dbib sirgete 2x —y — 3 = 0 ja x + y — 6 = 0 Idikepunkti ja moodustab sirgega
3x -5 =0nurga @ = 45°.

Arvutada kolmnurga nurgad, kui selle kiiljed on 18x+6y—17 = 0, 14x—7y+15 = 0jaS5x+10y-9 =
0.

Leida kolmnurga nurgad, kui kolmnurga tipud on:
1) Pi(3,3), P>(2,2), P3(3,0);

2) Pi(—4,-2), P2(-1,2), P3(3,5,3,5);

3) Pi(1,5,1,5), Po(-2,5), P5(1, 1).

Kolmnurga kiilgede vorrandid on 3x +4y — 1 =0, x =7y - 17 = 0, 7x + y + 31 = 0. Toestada, et
kolmnurk on vérdhaarne. Ulesanne lahendada kolmnurga nurkade vordlemise teel.

Nelinurga tipud on A(-9, 0), B(-3,6), C(3,4) ja D(6, —3). Leida diagonaalide AC ja BD ldikepunkt
ning nendevaheline nurk.

Kaks antud sirget moodustavad nurga. Teha kindlaks, kas antud punktid asetsevad samas nurgas,
korvunurkades voi tippnurkades, kui punktid ja sirged on:

1) @3,5), (-2,1), 3x-y+8=0, 2x+5y-6=0;

2) (6,-2), (5,2), x+y-3=0, 2x+ 3y =0;

3)(2,-2), (3,6), x-2y+1=0, 2x+6y—-9=0.

Sirged 2x — y + 3 = 0 ja x — 4y = 0 moodustavad nurga. Teha kindlaks, kas punkt (2, —1) asetseb
tervanurgas voi niirinurgas.

1
Kaldreeperis w = g on antud sirgedy = —x + S5jay = —Ex — 7. Arvutada sirgetevaheline nurk.

Tdusu leidmata arvutada jargmiste sirgete vahelised nurgad kaldreeperis:
1)2x+y-5=0jabx—2y+7=0,kuiw = ’—Zr;

2)dx—5y+7=0ja9x+4y—11 =0, kui w = g;

2
3)x—2y+5=0ja3x—8=0,kuiw=?ﬂ;
4)4x+3y—13=0ja22x+(19\/§—7)y+15=O,kuiw=%.

Niidata, et afiinses reeperis tingimus Ax; + By, + C = Ax, + By, + C on tarvilik ja piisav selleks, et
sirge Ax + By + C = 0 oleks kollineaarne (s.t. paralleelne voi iihtiv) punkte M;(x1,y;), M2(x2,¥2)
labiva sirgega.

Sirgete kimp ja ebakimp tasandil

Fikseeritud punkti M, ldbivate sirgete hulka tasandil nimetatakse punktiga M, médratud sirgete kimbuks
ja punkti M — selle kimbu keskpunktiks (ehk tsentriks).
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Olgu antud kimbu keskpunkti koordinaadid x¢ ja yo. Kimbu vorrandiks on

X — X0 :y_)’O

) 4.36
X % (4.36)
kus X ja Y on suvalised reaalmuutujad, mis ei ole korraga nullid (s.t. X> + Y2 # 0).
Kui X # 0, saab vorrandi (4.36) kirjutada taandatud kujul
Y = Yo = k(x — xp). (4.37)

Juhul X = 0 on kimbu sirge paralleelne ordinaatteljega, siis loetakse k = co. Muutuja k igale viirtusele
(kaasa arvatud co) vastab sirge kimbus ja vastupidi. Jarelikult sdltub kimbu sirgete hulk tihest parameetrist.
Uldjuhul v&ib kimbu keskpunkt olla mézratud mitte oma koordinaatidega, vaid kimbu kahe sirge abil,

s.o0. vorrandisiisteemiga
A1X+Bly+C1 =0,

Ayx + Byy+ Cy = 0. (4.38)
Sel juhul saab kimbu vorrandi koostada keskpunkti koordinaate leidmata jargmiselt:
ki(A1x+ B1y + C1) + ka(Axx + By + C2) = 0, (4.39)
kus k% + k% # 0. Kimbu vorrandi voib kirjutada
Aix+Biy+Cy +k(Ayx + Boy+Cy) =0, (4.40)

k
kus k = ~2 on kimbu ainus oluline parameeter. Juhul k; = 0, loetakse k = co.

Antud 1sirgega paralleelsete sirgete hulka tasandil nimetatakse sirge ebakimbuks, nende sirgete iihist
sihti ebakimbu sihiks. Sirgete ebakimpu voib vaadelda kui 16pmata kauge keskpunktiga sirgete kimpu.
Iga siht tasandil on {ihe ja ainult ithe ebakimbu sihiks.

Kolm sirget A;x+B;y+C; = 0,i = 1,2, 3 kuuluvad iihte kimpu v&i ebakimpu siis, kui sirgete vorrandite
kordajatest moodustatud determinant on vdrdne nulliga

Ay B C
Ay B, C, |=0. 4.41)
As B3 Ci

Sirgete kimp ja ebakimp.

4.282. Toestada, et kui kolm sirget A;x + B;y + C; = 0,i = 1, 2, 3 1dikuvad iihes punktis, s.t. moodustavad
kimbu, siis kehtib valem (@4T).

4.283. Niidata, et kui kehtib valem (#.41), siis kolm erinevat sirget A;x + Bjy + C; = 0, i = 1,2,3 moodus-
tavad sirgete kimbu vdi ebakimbu.

4.284. Kontrollida, kas kolmel antud sirgel on ithine punkt:
D3x-y-1=0,2x—y+3=0,x—y+7=0;
2)x+3y—-1=0,5x+y-10=0,3x-5y -8 =0;
3)3x—-y+6=0,4x+3y-5=0,2x—y+5=0;
4)5x-3y-15=0,x+5y-3=0,3x+y+5=0;
5)2x+3y-1=0,4x-5y+5=0,3x—y+2=0;
6)3x—y+3=0,5x+3y-7=0,x-2y—-4=0;
N2x-y+1=0,x+2y—-17=0,x+2y—-3=0.
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4.285.

4.286.

4.287.

4.288.
4.289.

4.290.

4.201.

4.292.

4.293.

4.294.
4.295.

4.296.

4.297.
4.298.

4.299.

4.300.

4.301.

PEATUKK 4. SIRGE TASANDIL

Leida, millistel a vadrtustel kolm sirget 2x —y+3 =0, x+y+3 =0, ax+y — 13 = 0 kuuluvad
tihte kimpu.

Milliste a ja b véirtuste korral sirged ax + by + 1 = 0, 2x — 3y + 5 = 0 ja x — 1 = 0 16ikuvad iihes
punktis?

Kolmnurga kiilgede vorrandid on x + 2y +3 = 0,3x - 7y + 9 = 0, 5x — 3y — 11 = 0. Kontrollida,
kas kolmnurga koérgused kuuluvad iihte kimpu.

Leida sigete kimbu a@(2x + 3y — 1) + B(x — 2y — 4) = 0 keskpunkt.

Sirgete kimbu voérrand on a(3x+y —1) + 8(2x —y—9) = 0. Niidata, et sirge x + 3y + 13 = 0 kuulub
antud kimpu.

Sirgete kimbu vorrand on a(5x + 3y + 6) + S(3x — 4y — 37) = 0. Niidata, et sirge
7x + 2y — 15 = 0 ei kuulu antud kimpu.

Sirgete kimbu vorrand on @(3x + 2y —9) + S(2x + 5y +5) = 0. Leida, millise C véartuse korral sirge
4x — 3y + 3 = 0 kuulub antud kimpu.

Sirgete kimbu vorrand on a(5x + 3y — 7) + B(3x + 10y + 4) = 0. Leida, milliste a véartuste korral
sirge ax + 5y + 9 = 0 ei kuulu antud kimpu.

Leida sirgete kimpu a(x + 2y — 5) + B(3x — 2y + 1) = 0 kuuluva sirge vorrand, kui ta
1) 1dbib punkti A(3, —1);

2) 14bib reeperi alguspunkti;

3) on paralleelne x-teljega;

4) on paralleelne y-teljega;

5) on paralleelne sirgega 4x + 3y +5 = 0;

6) on risti sirgega 2x + 3y + 7 = 0.

Leida sirgete 7x—y+3 = 0 ja 3x+5y—4 = 0 16ikepunkti ning punkti A(2, —1) ldbiva sirge vorrand.

Asetada 14bi sirgete 2x + 5y — 8 = 0 ja x — 3y + 4 = 0 16ikepunkti sirge, mis
1) 14bib koordinaatide alguspunkti;

2) on paralleelne abstsissteljega;

3) on paralleelne ordinaatteljega;

4) 1abib punkti (4, 3).

Leida kimpu a(x + 2y —7) + f(3x —y + 5) = 0 kuuluvate ning kimbu baassirgetega ristuvate sirgete
vorrandid.

Leida sirge, mis labib sirgete 3x —y = 0, x + 4y — 2 = 0 15ikepunkti ja on risti sirgega 2x + 7y = 0.

Sirgete kimbu vorrand on a(2x +y + 1) + S(x — 3y — 10) = 0. Leida kimbu sirged, mille telgldigud
on vordsed.

Sirgete kimbu vorrand on a(21x + 8y — 18) + B(11x + 3y + 12) = 0. Leida selle kimbu sirged, mis
koos reeperitelgedega moodustavad kolmnurga, mille pindala on 9 ruutiihikut.

Leida sirge, mis ldbib sirgete 3x — 2y + 5 = 0, 4x + 3y — 1 = 0 16ikepunkti ning mille ordinaatl&ik
b = -3. Ulesanne lahendada antud sirgete 15ikepunkti leidmata

Leida sirge, mis ldbib sirgete 2x + 7y — 8 = 0, 3x + 2y + 5 = 0 1d6ikepunkti ning moodustab sirgega
2x + 3y — 7 = 0 nurga 45°. Ulesanne lahendada antud sirgete 15ikepunkti leidmata.
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4.302.

4.303.

4.304.

4.305.

4.306.

4.307.

4.308.

4.309.

4.310.

4.311.

4.312.

4.313.

4.314.

4.315.

4.316.

4.317.

4.318.

Leida sirged, mis ldbivad sirgete x + y —4 = 0, 2x + 3y — 9 = 0 1dikepunkti ning moodustavad
teisega antud sirgetest nurga @ = 45°.

Leida sirged, mis lidbivad sirgete 2x + y = 0, 3x + 7y — 11 = 0 16ikepunkti ning moodustab sirgega
x + 4y = 0 nurgad, mille tangensid on +2.

Leida sirge, mis labib sirgete 3x + y + 10 = 0, 4x + 5y + 6 = 0 ldikepunkti ning asetseb reeperi
alguspunktist 4 iihiku kaugusel.

Leida sirge, mis ldbib sirgete 3x+y—5 = 0, x—2y+10 = 0 16ikepunkti, mis asub punktist C(—1, -2)
kaugusel d = 5. Ulesanne lahendada antud sirgete 18ikepunkti koordinaate leidmata.

Sirgete kimbu vorrand on a(2x +y+4) +B(x — 2y — 3) = 0. Niidata, et sellesse kimpu kuulub ainult
iiks sirge, mis asetseb punktist P(2, —3) kaugusel d = V10. Leida selle sirge vorrand.

Sirgete kimbu v&rrand on a(2x —y — 6) + B(x — y —4) = 0. Niidata, et selle kimbu sirgete hulgas ei
ole sirget, mille kaugus punktist P(3, —1) oleks d = 3.

Leida sirge, mis ldbib sirgete 11x + 3y —7 = 0, 12x + y — 19 = 0 1dikepunkti ja asetseb punk-
tidest A(3,-2) ning B(-1, 6) vordsetel kaugustel. Ulesanne lahendada antud sirgete 16ikepunkti
koordinaate leidmata.

Leida sirge, mis ldbib sirgete 2x+y—2 = 0, x—5y—23 = 0 16ikepunkti ning jaotab punkte M(5, —6)
ja N(=1,—4) iihendava 16igu pooleks. Ulesanne lahendada antud sirgete 18ikepunkti koordinaate
leidmata.

Sirgete kimbu voérrand on a(3x — 2y — 1) + B(4x — 5y + 8) = 0. Leida selle kimbu sirge, mis ldbib
sirgete 2x + 3y + 5 = 0, x + 7y — 1 = 0 vahele jdiva sirge x + 2y + 4 = 0 16igu keskpunkti.

Sirge kuulub kimpu tsentriga P(3,0) ja tema 156ik, mis jddb sirgete 2x —y -2 =0, x+y+3 =0
vahele, poolitub punktis P. Koostada sirge vorrand.

Asetada 14bi sirgete 2x — 5y — 1 = 0 ja x + 4y — 7 = 0 1dikepunkti sirge, mis jaotab punkte A(4, —3)
ja B(—1,2) iihendava 16igu suhtes 4 = 2 : 3.

Sirgete kimbu vorrand on a(2x+y+8)+8(x+y+3) = 0. Leida kimbu sirge, mille sirgete x—y—5 = 0,
x —y —2 = 0 vahelise 16igu pikkus on V5.

Leida sirge, mis ldbib punkti C ja ta 16ik pikkusega d jdéb sirgete a ja b vahele, kui
1) C(0,0),d = V10,a: 2x—y+5=0,b: 2x—y+ 10 = 0;
2)C(-5,4),d=5,a:x+2y+1=0,b:x+2y—1=0.

Sirgete kimbu a(2x — 3y + 20) + S(3x + 5y — 27) = 0 keskpunkt on ruudu tipuks. Ruudu diagonaal
asetseb sirgel x + 7y — 16 = 0. Leida selle ruudu kiilgede ja teise diagonaali vorrandid.

Sirgete kimbu vorrand on a(3x — 4y — 3) + B(2x + 3y — 1) = 0. Leida selle kimbu sirge, mis ldbib
homogeense kolmnurkse plaadi raskuskeset, mille tipud on A(—1,2), B(4,—4) ja C(6,—1).

Sirgete kimbu vorrand on a(5x + 2y +4) + B(x + 9y — 25) = 0. Leida selle kimbu sirged, mis koos
sirgetega 2x — 3y + 5 = 0, 12x + 8y — 7 = 0 moodustavad vordhaarsed kolmnurgad.

Nurga iihe haara ning nurgapoolitaja vorrandid on vastavalt 3x -2y +6 = 0 jax—3y+5 = 0. Leida
nurga teise haara vorrand.



34

4.319.

4.320.

4.321.

4.322.

4.323.

4.324.

4.325.

4.326.

4.327.

4.328.

4.329.

PEATUKK 4. SIRGE TASANDIL

On antud kaks sirget: x + 3y = 0 ja x —y + 8 = 0. Leida kolmas sirge nii, et teine antud sirgetest
oleks esimese ja otsitava sirge vahelise nurga poolitaja.

Kolmnurga iiheks tipuks on sirgete kimbu a(2x + 3y + 5) + B(3x — y + 2) = 0 keskpunkt, kdrguste
vorrandid on x —4y + 1 = 0, 2x + y + 1 = 0. Leida selle kolmnurga kiilgede vorrandid.

Kolmnurga kiiljed on:
D2x—-y+3=0,x+5y-7=0,3x-2y+6 =0;
2)x+2y-1=0,5x+4y-17=0,x-4y+ 11 =0.

Koostada kolmnurga kdrguste vorrandid tippude koordinaate leidmata.

Kolmnurga ABC iihe kiilje ja kahe kodrguse vorrandid on:

DAB:x+3y—-1=0,AM: x+5y-3=0,BN:x+y—-1=0;
2)AB:4x+y—-12=0,AH:2x+2y-9=0,Bl: 5x -4y - 15 =0.

Koostada kahe kiilje ja kolmanda kdrguse vorrandid tippude ja korguste 1dikepunkti koordinaate
leidmata.

Kolmnurga kiilgede vorrandid on 5Sx—2y+6 = 0,4x—y+3 = 0jax+3y—7 = 0. Kolmnurga tippude
koordinaate arvutamata leida neid tippe ldbivate ja vastaskiilgedega paralleelsete sirgete vorrandid.

On antud kolmnurga ABC tipp A(2,—1) ja samast tipust ldhtuvad korgus 7x — 10y + 1 = O ning
nurgapoolitaja 3x — 2y + 5 = 0. Leida kolmnurga kiiljed. Ulesanne lahendada tippude B ja C
koordinaate leidmata.

Nelinurga ABCD kiiljed on:

1)AB: x-y=0,BC: x+3y=0,CD: x—y—-4=0,DA:3x+y—-12=0;
2)AB:5x+y+13=0,BC:2x-7y—-17=0,CD:3x+2y—-13 =0, DA: 3x —4y+ 17 = 0. Leida
nelinurga diagonaalide vorrandid tippude koordinaate arvutamata.

On antud sirgete kimp keskpunktiga P(—3, —1). Toestada, et sirgete x —2y—3 =0jax—-2y+5=0
vahele jadvad kimbu sirgete 16igud poolituvad punktis P.

On antud sirgete kimp keskpunktiga P(0, 1). Tdestada, et ei leidu iihtegi kimbu sirget, mille 16ik
asetseks sirgete x — 2y — 3 = 0 ja x — 2y + 17 = 0 vahel ning poolituks punktis P.

Leida sirge, mis kuulub samaaegselt kahte kimpu: (x + y—1) + g(x— 1) =0 ja
2x-3)+4 @y +1)=0.

On antud kaks sirgete kimpu a;(5x +3y -2) + 51Bx—y—-4) =0,
ar(x—y+1)+£2(2x—y-2) = 0. Kimpude keskpunkte arvutamata leida sirge, mis kuulub mdlemasse
kimpu.

Sirgete kimp ja ebakimp afiinse reeperi korral.

4.330.

Afiinses reeperis on antud kolm sirget:

D2x+y-3=0,3x-2y+5=0,5x—-y+2=0;
2)x-2y+3=0,2x-4y+7=0,3x—-6y+4 =0;

Nx+4y-5=0,x-2y+7=0, x+3=0;

4)y-5=0, y+2=0, y=0;

5)x—y+3=0, 2x-2y+7=0,4x-4y+1=0;

6)2x+3y+5=0,x-y+1=0, 3x-4y-12=0;
N3x+2y+6=0,9%+6y—-5=0,5x—-y+3=0.

Maidrata sirgete vastastikune asend. Millistel juhtudel on tegemist sirgete kimbu vdi ebakimbuga?
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4.331.

4.332.

4.333.

4.334.

4.335.

4.336.

Afiinses reeperis leida sirge, mis ldbib reeperi alguspunkti ning sirgete 2x+y—3 = 0ja7x—4y+2 =0
16ikepunkti.

Afiinses reeperis leida sirge, mis ldbib punkti A(2, —1) ning sirgete 7x—y+3 =0ja3x+5y—-4 =0
16ikepunkti.

Leida sirge, mis ldbib sirgete 3x — Sy +2 = 0, 5x — 2y + 4 = 0 1dikepunkti ja on paralleelne sirgega
2x —y +4 = 0. Reeper on afiinne.

Afiinses reeperis leida sirged, mis libivad sirgete 2x — 6y + 3 = 0 ja 5Sx + y — 2 = 0 lIdikepunkti ning
on paralleelsed reeperitelgedega.

On antud kaks 16ikuvate sirgete paari 2x —y = 0, x + 4y —2 = 0 ja x + 2y
Leida 16ikepunkte ldbiva sirge vorrand afiinses reeperis.

0,3x—-7y+4=0.

On antud kaks paralleelset sirget a: AX + By + C = 0jab: Ax+ By+ D = 0 (C # D) afiinses
C+ 4D

1+4

reeperis. Leida sirge c¢: Ax + By + = 0 asend nende sirgete suhtes.



36 PEATUKK 4. SIRGE TASANDIL

§5. Sirge polaarvorrand

Ristreeper ja polaarreeper.

Olgu tasandil antud ristreeper ja polaarreeper (vt. I osa lk 46) nii, et poolus ja alguspunkt iihtivad ning
polaartelg asub x-telje positiivsel osal (joon.[4.3]). Kahe reeperi tottu on igal punktil M kahed koordinaadid
(x,y) ja (p, ¢). Reeperite vastastikuse asendi tottu on kerge leida nende koordinaatide vahelisi seoseid:

X =pcose,

y = psing, (4.42)
voi imberpodrdult
x
0= X+, COS§ = ——es,
Vxr+y
tang = X, sing = . @49
y M
Q y
¥
o X M’ X
Joon. 4.5

Sirge polaarvorrand.

Koostame sirge a vorrandi polaarreeperis, kui on teada sirge kaugus poolusest p ja polaartelje ja sirge
normaali vaheline nurk ¢o (joon. [4.6). Tasandi suvaline punkt M(p, ¢) asetseb sirgel a parajasti siis, kui
tema ristprojektsioon sirgele OM, iihtib punktiga My, s.t. kui

pcos(po —¢) =p (4.44)
ehk p
= (4.45)
P cos(¢o — ¢).

Saadud vorrandit nimetatakse sirge polaarvérrandiks.
Erijuhud. Kui sirge 14bib poolust, siis p = 0 ning vorrandist (4.44) saame

Vg . 3r
=@y— = voi =@y— —.
¥ = 9o 3 ¥ = %o 3

3
Kui sirge on paralleelne polaarteljega, siis ¢ = g vl ¢y = ; Tiahendab, polaarteljega paralleelse sirge

vorrand on
)4

sing’

o= (4.46)
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Joon. 4.6

Kui sirge on risti polaarteljega, siis ¢y = 0 vOi 7 ning polaarteljega ristuva sirge vorrand on

14
cosg

o=+ (4.47)

Vaatame veel erijuhuna sirget, mis on risti polaarteljega ja 1dbib iihikpunkti E. (p = 1, ¢y = 0). Selle sirge
vorrand on

p = secy.

Jérelikult on vaadeldud sirge seekansfunktsiooni graafikuks polaarkoordinaatides.

4.337.

4.338.

4.339.

4.340.

4.341.
4.342.

4.343.

4.344.

Leida sirge polaarvdrrand ldhtudes sirge vorrandist ristkoordinaatides y = kx + b, vottes nullpunkti
pooluseks ja x-telje polaarteljeks.

3
Leida vorrandiga p = —— méératud joonel punktid, mille polaarnurgad on: 1) %T 2) —g, 3)0,4)
cos ¢

o L
3 Millise joone midrab antud vorrand? Teha joonis.

1
Leida vorrandiga p = —— méératud joonel punktid, mille polaarraadiused on: 1) 1, 2) 2, 3) V2.
sing

Millise joone midrab antud vorrand? Teha joonis.

Sirge 1dbib poolust ja moodustab polaarteljega nurga 1) g, 2) g, 3) 45°, 4) 20°. Koostada sirge
polaarvdrrand.

Koostada sirge polaarvorrand, kui sirge kaugus poolusest on p ja normaali polaarnurk on a.
Leida punkti Xo(p, o) ldbiva sirge polaarvorrand, kui normaali polaarnurk on a.

Leida punkti Xo(po, o) ldbiva ja polaarteljega nurga S moodustava sirge polaarvdrrand. Koostada
sirge vorrand juhul, kui M(3, %), B = T

Koostada sirge polaarvorrand, kui

1) sirge polaarnutk on 3 ja sirge kaugus poolusest on p. Koostada sirge vorrand juhul, kui 8 =
p=3

2) sirgg normaali polaarnurk on « ja sirge polaarldik on a. Leida selle sirge vorrand, kui a = 2,

bl

WX

a=—-=m
3
3) sirge polaarnurk on g ja polaarldik on a. Koostada sirge vorrand, kui 8 = al

6,a=6.
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4.345.
4.346.

4.347.
4.348.

4.349.

4.350.

4.351.

4.352.

4.353.

4.354.

4.355.

§6.
4356,
4357.
4358,
4359,

4.360.
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Sirge polaarldik on 10 ja polaarnurk 8 = 120°. Koostada sirge vorrand.

Leida punkte X; (o1, ¢1) ja Xo(02, ¢») ldbiva sirge polaarvérrand. Koostada sirge vorrand juhul, kui
X5, 25, X8, 75,

Koostada sirge polaarvorrand, kui sirge on risti polaarteljega ja ldbib punkti 1) A(S, %), 2) B(8,110°).
Polaarteljega ristuva sirge polaarldik on 3. Koostada sirge polaarvorrand.

Sirge on paralleelne polaarteljega ja ldbib punkti 1) P(1,30°), 2) B(2, g). Koostada sirge polaar-

vorrand.
Leida sirge, mis ldbib punkti My(pg, ¢o) ja on paralleelne sirgega p = S
cos(a — )
Leida sirge, mis 1dbib punkti Py(pg, ¢o) ja on risti sirgega p = S —
cos(a — )

Leida polaarteljest 5 ithiku kaugusel oleva punktihulga polaarvérrand.

_r
cos(a — @)’

On antud sirgete vorrandid: 1) x—2=0;2)x+2=0;3)y-3=0;4)y+3 =0;
55xV3+y-6=0;6)x—y+2=0;7)x+yV3+2=0;

8) xcosB —ysinS — g =0, g > 0; 8 on tervanurk;

9) xcosB +ysinB+ g =0, g > 0; 8 on tervanurk.

Leida koikide antud sirgete normaali polaarnurk « ja 16ik p ning saadud « ja p véirtuste jérgi teha
joonis (kahel viimasel juhul votta 8 = 30° ja g = 2).

Leida punkti Xo(09, ¢o) kaugus sirgest p =

Leida punktis A rakendatud ning keskpunkti O suhtes momenti M omavaid joude kujutavate vek-
torite otspunktide hulk. Keskpunkti O kaugus joudude rakenduspunktist OA = a.

Mirkus. Jou momendiks keskpunkti O suhtes nimetatakse jou suuruse korrutist jousuunalise
sirge kaugsusega keskpunktist. Lahendada iilesanne eelnevalt polaarkoordinaatides.

Segaiilesandeid

3x+2 2y-5

On antud esimese astme vorrand = 4. Leida vastava sirge 1) tildvorrand, 2) nor-

maalvdrrand, 3) taandatud vorrand, 4) vorrand telgldikudes, 5) kanooniline vorrand.

Leida punkte A(x;,y;) ja B(x,,y,) ldbiva sirge suhtes punktiga C(x3,y3) simmeetrilise punkti D
koordinaadid.

Leida punkte A(1,0) ja B(—1,—-2) lidbiva sirge suhtes punktiga M;(1,2) siimmeetrilise punkti M,
koordinaadid.

Stimmeetriateljeks on sirge, mis 14bib reeperi alguspunkti ja moodustab x-teljega nurga 60°. Leida
punktiga A(4,2 \/5) siimmeetriline punkt B.

Liikuva sirge telgldikude suhe on konstantne. Leida selle sirge reeperitelgede vahel asetsevat 16iku
suhtes A jagava punkti trajektoor.
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4.361.

4.362.

4.363.

4.364.

4.365.

4.366.

4.367.

4.368.

4.369.

4.370.

4.371.

4.372.

4.373.

4.374.

4.375.

4.376.

On antud kaks 16ikuvat mitteeristuvat sirget Agx + Byy + Cx = 0, k = 1,2 ning sirge x = xo + lu,
y = yo+mu. Milline on tarvilik ja piisav tingimus selleks, et kahe esimese sirge vahele jadv viimase
sirge 10ik asetseks tervanurgas?

Reeperi alguspunkti ldbib kolm sirget Axx + Byy = 0 (k = 1,2,3). Milline on tarvilik ja piisav
tingimus selleks, et kolmas sirge asetseks kahe esimese sirge vahelises teravnurgas?

AB ja CD on kaks 1dikuvat sirget. Punktist P, mis ei ole kummagi sirge punktiks, on tdmmatud
fikseeritud sirge PMN (M ja N on selle sirge 16ikepunktid vastavalt sirgetega AB ja CD). Peale
selle on punktist P vabalt tommatud sirged, mis Idikavad sirgeid AB ja CD vastvalt punktides S ja
T. Punkt K olgu sirgete SN ja MT 1dikepunkt. Koostada punktide K hulga vorrand.

Reeperi alguspunktist viljuv punkt peab samaaegselt lilkuma x-telje suhtes iihtlase kiirusega v; ja
ordinaattelje suhtes iihtlase kiirusega v,. Leida selle punkti trajektoori vorrand.

Kuidas muutub eelmise iilesande tulemus, kui punkti M liikumine mdlema telje suhtes on iihtlaselt
kiirenev, kusjuures kiirendused on vastavalt g; ja g»? (Algkiirus on mdlemal liikumisel null.)

On antud sirge Yo ning reeperi alguspunkti iimber poorlev kiir; nende 16ikepunkti tahistame
tahega P. Kiirel voetakse reeperi alguspunktist alates 16ik OM nii, et 16ikude OM ja OP suhe oleks

M
konstantne, s.0. P - A. Koostada punktide M hulga voérrand.

Koostada vordhaarse kolmnurga aluse vorrand, kui haarad on 2x + 3y — 12 =0
ja3x+ 2y — 12 = 0 ning alus lidbib punkti (5, —1).

Sirge telgldigud on vastavalt 4 ja 7. Leida reeperi alguspunktist antud sirgele tdmmatud ristsirge
16ikepunkt antud sirgega.

Sirge AB telgldigud on vastavalt 8 ja 4 ning sirge punktid A ja B ausvad reeperitelgedel. Leida suhe,
milles reeperi alguspunkti projektsioon sirgel AB jagab 15igu AB.

On antud kaks punkti A(-3,1) ja B(2,-3). Sirgel AB leida punkt M nii, et ta asuks punktiga B
samal pool sirgel punkti A suhtes ja 16ik AM oleks kaks korda pikem kui 16ik BM.

On antud punkt A(2,4). Leida punkt B tingimustel, et sirge AB ja ordinaattelje 1dikepunkt C jagab
3
16igu AB suhtes 2:3 ja sirge AB ja abstsisstelje 16ikepunkt D jagab 16igu AB suhtes I

On antud 2 punkti A(9, —1) ja B(-2, 6). Millises suhtes jagab sirge AB ja teise ning neljanda reepe-
rinurga poolitjata 16ikepunkt C 16igu AB?

On antud kaks punkti M(—1,3) ja N(5,-3). Leida 16iguga MN ristuva ja seda suhtes A = 2 jagava
sirge vorrand.

Leida punktide hulk, mille kauguste ruutude vahe punktidest A(—a, 0) ja B(a,0) on c.

Punktist P(6,—8) on tdommatud kdik voimalikud kiired 16ikumiseni abstsissteljega. Leida nende
16ikude keskpunktide hulk.

Punktist C(10, —3) on tdmmatud kdik voimalikud kiired 1dikumiseni ordinaatteljega. Leida nende
16ikude keskpunktide hulk.
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Kolmnurk.

4.377. Koostada tidisnurkse kolmnurga kaatetite vorrandid, kui kolmnurga pindala on 20 ruutiihikut, hii-
potenuus asub abstsissteljel ning tdisnurga tipp on punktis C(—1,4).

4.378. Vordhaarse tdisnurkse kolmnurga teravnurga tipp asetseb punktis A(5,7) ja tipu A vastaskaateti
vorrand on 6x + 4y — 9 = 0. Koostada kolmnurga kahe iilejdéinud kiilje vorrandid.

4.379. On antud kolmnurga tipud A(4, 6), B(—4,0) ja C(—1, —4). Leida kolmnurga 1) kolme kiilje; 2) tippu
C ldbiva mediaani; 3) nurga B poolitaja; 4) tipust A kiiljele BC tdmmatud kdrguse vorrandid.

4.380. Vordhaarse kolmnurga vordsete nurkade tipud on A(-7,2) ja B(3,0) ning tema pindala on 26.
Koostada kolmnurga kiilgede vorrandid.

4.381. On antud vordhaarse kolmnurga tipp (3,5), alus x — 2y + 12 = 0 ja pindala § = 15. Leida haarade
vorrandid.

4.382. Vordhaarse kolmnurga haaradele tdmmatud korguste vorrandid on 7x +y = 0, x —y = 0 ning
kolmnurga pindla S = 80. Leida kolmnurga tipud.

4.383. Leida vordhaarse kolmnurga sisse joonestatud ringjoone keskpunkt ning raskuskese, kui kolmnurga
kiilljedon 7x —y — 9 = 0, 5x + 5y — 35 = 0 ja punkt M (3, —8) asetseb alusel.

4.384. On antud vordhaarse kolmnurga alus x + y — 1 = 0, haar x — 2y — 2 = 0 ja teisel haaral asuv punkt
(=2, 0). Leida kolmnurga kolmanda kiilje vdrrand.

4.385. Vordhaarse kolmnurga alus on x — 2y + 3 = 0, iihe haara vorrand on 4x — y + 5 = 0 ning punkt
P(1,2,5,6) asetseb teisel haaral. Leida:
a) haara kaugus vastastipust,
b) raskuskeskme koordinaadid,
¢) kolmnurga pindala.

4.386. On antud vordhaarse kolmnurga aluse juures asuvad tipud (-2, 1) ja (4, 5) ning tipu A juures oleva
nurga koosinus: cos A = T Leida tipu A koordinaadid.

4.387. On antud neli punkti M;(0, 0), M»(0, 1), M3(—2, 1) ja M4(1, 1). Leida punkt M, mis oleks vordhaar-
sete kolmnurkade MMM, ja MMsM, tipuks, kusjuures nende haarad on MM, MM, ja M M3,
MM,.

4.388. Kolmnurga kiilgede vorrandid on 2x + 3y — 13 = 0, x +2y -7 = 0, x + y — 5 = 0. Leida selle
kolmnurga pindala.

4.389. Sirge ldbib reeperi alguspunkti nind moodustab sirgetega x—y+12 = 0ja2x+y+9 = 0 kolmnurga,
mille pidnala on 1,5 ruutiihikut. Leida selle sirge vdrrand.

4.390. Kolmnurga kiilejd on 2x =5y -2 =0,x+y—8 =0, 5x — 2y — 5 = 0. leida kolmnurga sees punkt,
mille tthendamisel tippudega tekiks kolm pindvordset kolmnurka.

4.391. Kolmnugra pindala on 5 ruutiihikut ja kiilgedeks on reeperiteljed ning sirgega 2x + 5y = 0 paral-
leelne sirge. Leida selle sirge vorrand.

4.392. Asetada ldbi punkti M (4, —3) sirge nii, et selle sirgega ja reeperitelgedega piiratud kolmnurga pind-

ala oleks 3 ruutiihikut.
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4.393.

4.394.

4.395.

4.396.

4.397.

4.398.

4.399.

4.400.

4.401.
4.402.

4.403.
4.404.

4.405.

4.406.

4.407.

4.408.

4.409.

On antud punktid A(3,5) ja B(—1, -2). Leida sirgel 7x — 6y + 1 = 0 punkt C nii, et kolmnurga ABC
pindala oleks 1 ruutiihik.

On antud neli punkti A(3,0), B(—1,-2), C(-3,1) ja D(7,2). Leida sirgel 5x — 2y — 95 = 0 punkt M
nii, et kolmnurgad MAB ja MCD oleksid vordsed.

1
On antud kolmnurga tipp (-2, 3), selle tipu vastaskiilje tdus k = 3 ja kolmnurga pindala § = 5.
Leida kaks iilejddnud tippu, mis asetsevad sirgetel x + 4y —9 =0jax+4y—-21 =0.

On antud kolmnurga kaks tippu (0, 7) ja (=2, 3), pindala S = 3 ning sirge x — 7 = 0, millel asetseb
kolmas tipp. Leida kolmnurga kiilgede vorrandid.

On antud sirged 5x — 2y — 5 = 0, 2x + 5y — 2 = 0. Leida sirge, mis ldbib punkti P(15, 6) ja 16ikab
antud sirgeid, moodustades kolmnurga pindalaga 29 ruutiihikut.

Leida sirged, mis on parallelesed sirgega x—3y = 0 ja ldikavad sirgeid 3x—2y—1 = 0, 4x—-5y+1 = 0,
moodustades kolmnurga pindalaga 3,5 ruutiihikut.

Sirge a ja reeperitelgede poolt moodustatud kolmnurga pindala on 4,5 ruutithikut. Koostada sirge
a vorrand, kui reeperitelgede vahele jddv sirge 16ik on kaks korda pikem sirge kaugusest reeperi
alguspunktist.

Kolmnurga kiiljed on Agx + Byy + Cy = 0 (k = 1,2, 3). Leida kolmnurga kérguste vorrandid.
Leida kolmnurga kérguste vorrandid, kui kolmnurga tipud on P (2, -2), P>(1, —1) ja P3(—4,—4).

Kolmnurga tipud on A(4,6), B(—4,0), C(—1,—4). Leida tipust A kiiljele BC tdmmatud koérguse
vorrand.

Leida kolmnurga koérguste pikkused, kui kolmnurga tipud on P (-4, -5), P>(-2,6) ja P3(5, 1).

Kolmnurga kahe kiilje vorrandid on x + 3y — 1 = 0, 3x + 5y — 6 = 0 ning korguste 16ikepunkt asub
reeperi alguspunktis. Leida kolmnurga kolmanda kiilje vorrand.

On antud kolmnurga tipud A ja B ning korguste 16ikepunkt H. Leida kolmnurga kolmas tipp, kui
1) A(_69 2)9 B(zv —2), H(ls 2)7
2) A(_IO» 2)’ B(6’ 4)9 H(S’ 2)

On antud kolmnurga ABC tipud A ja B ning korguste 16ikepunkt H. Koostada kolmnurga kiilgede
vorrandid, kui

1) A(2,1), B(4,9), H(3,4);

2)A(3,-1), B(5,7), H(4,-1)).

Teades kolmnurga ABC iihel kiilje ja kahe kdrguse vorrandeid, koostada iilejdénud kiilgede ja kol-
manda korguse vorrandid, kui

1)AB:4x+y—-12=0,AM:2x+2y—-9=0,BN: 5x -4y - 15=0;

2)AB: 5x-3y+2=0,AM:4x-3y+1=0,BN: 7x+2y-22=0.

Koostada kolmnurga ABC kiilgede vorrandid, kui antud on kolmnurga tipp A ja kahe kdrguse vor-
randid

DAQB,-4),7x-2y-1=0,2x-Ty-6 =0;

2) A(-4,-5),5x+3y—-4=0,3x+8y+ 13 =0.

Kolmnurga tipud on A(3, -2), B(1, 5) ja C(—4, 3). Arvutada uue kolmnurga pindala, mille tippudeks
on antud kolmnurga tippude projektsioonid vastaskiilgedel.
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4.410.

4.411.

4.412.

4.413.

4.414.

4.415.

4.416.

4.417.

4.418.

4.419.

4.420.

4.421.

4.422.

4.423.

4.424.

4.425.
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Koostada kolmnurga kiilgede vorrandid, kui kolmnurga tipp on B(2, —7), kdrgus
3x+y+ 11 = 0jamediaan x + 2y + 7 = 0, kusjuures kdrgus ja mediaan on tdommatud erinevatest
tippudest.

Leida kolmnurga kiilgede voérrandid, kui on teada tipp C(4, —1) ja samast tipust tdommatud koérgus
2x — 3y + 12 = 0 ning mediaan 2x + 3y = 0.

Kontrollida, kas kolmnurga kdrguste ja mediaanide 16ikepunkt ning {imberjoonestatud ringjoone
keskpunkt asuvad iihel sirgel. Naitena vaadelda kolmnurka tippudega A(5, 8), B(-2,9), C(-4,5).

Koostada kolmnurga kiilgede vorrandid, kui on teada kolmnurga tipp B(2, —1) ja erinevatest tippu-
dest tdmmatud korgus 3x — 4y + 27 = 0 ning nurgapoolitja x + 2y — 5 = 0.

Kolmnurga tipud on A(2, —3) ja B(5, 1), kiilg BC: x+2y—7 = 0 ning mediaan AM: 5x—y—13 = 0.
Leida tipust C kiiljele AB tdommatud kdrguse vorrand ning pikkus.

Kolmnurga tipud on A(3, 1), B(5, 4), C(1, 3). Leida kdrgusel BH punkt P, mis jaotab korguse suhtes
A = -3, ja arvutada nelinurga ABCP pindala.

Leida kolmnurga mediaanide vorrandid, kui kolmnurga tipud on
2) A(_67 _3)7 B(47 _7)7 C(_la 5)

Kolmnurga mediaanid on 4x +y — 6 = 0, 2x +y —2 = 0, x — 2 = 0 ning pindala § = 3. Leida
kolmnurga tipud.

Kolmnurga kaks tippu on P(2,2) ja P»(3, 0) ning mediaanide 16ikepunkt M (3, 1). Leida kolmnurga
kolmas tipp Ps.

Koostada kolmnurga kiilgede vorrandid, kui antud on tipp A ja kahe mediaani vorrandid:
1) A(-4,2),3x—2y+2=0,3x+5y-12=0;
2)A(1,3),x-2y+1=0,y—1=0.

Leida kolmnurga kiilgede vorrandid, kui on teada kaks tippu A(3,5) ja B(6, 1) ning mediaanide
16ikepunkt M (4, 0).

Kolmnurga kahe kiilje vorrandid on x+y—1 = 0jay+ 1 = 0 ning mediaanide 1d6ikepunkt M(—1, 0).
Leida kolmnurga kolmanda kiilje vorrand.

Kolmnurga A(-3,-1), B(1,-5), C(9,3) kiiljed AB ja AC on jaotatud suhtes A = 3 alates iihisest
tipust A. Kontrollida, et mediaan AM ja sirged, mis ithendavad vastavaid jaotuspunkte vastastippu-
dega, 16ikuvad iihes punktis.

Kolmnurga tipud on A(—4, 2), B(-2,-2), C(6, 8). Mediaani AM 1dikepunktidest kolmnurga kiilge-
dega on tdmmatud sirged AP ja M P, mis on vastavalt paralleelsed teiste mediaanidega. Kontrollida,
et kolmnurga AM P kiiljed on pikkuselt vordsed kolmnurga ABC mediaanidega. Leida kolmnurka-
des ABC ja AM P pindalade suhe.

Kolmnurga iiks kiilg 16ikab x-telge punktis x = 5 ja y-telge punktis y = 3; teised kiiljed ldbivad
punkti P(2, —4) ning neid punkte, milles esimene kiilg 1dikab x- ja y-telge. Leida kolmnurga kiilgede
ja mediaanide vorrandid.

Koostada kolmnurga ABC kiilgede vorrandid, kui on antud kolmnurga tipp A ja kahe nurgapoolitaja
vorrandid

HDAR,-4),x+y-2=0,x-3y—-6=0;

2)A4,-1),x-1=0,x-y—-1=0.
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4.426.

4.427.

4.428.

*4.429.

4.430.

4.431.

4.432.

4.433.

4.434.

4.435.

4.436.

4.437.

4.438.

4.439.

4.440.

Kolmnurga ABC tipud on A(4,4), B(—6,—1), C(-2,—4). Leida tipu C juures oleva sisenurga pooli-
taja vorrand.

On antud kolmnurga tipud A(1, —2), B(5,4) ja C(-2,0). Leida tipu A juures oleva sise- ja vilisnurga
poolitaja.

On antud kolmnurga kahe sisenurga poolitajad x +4 = 0, 4x + 7y + 5 = 0 ning nende nurkade tippe
ithendav kolmnurga kiilg 3x + 4y = 0. Koostada kolmnurga teiste kiilgede vorrandid.

On antud kolmnurga kiiljed 3x + y — 3 = 0, 3x + 4y = 0 ning iihe sisenurga poolitaja x —y +5 = 0.
Koostada kolmnurga kolmanda kiilje vorrand.

Leida kolmnurga ABC nurga A sisenurga poolitaja, kui kolmnurga kiilgede vérrandid on AB: 2x +
y—7=0,BC:3x-4y-5=0,CA:5x-3y—-1=0.

Kolmnurga tipp on C(4, 3) ja samast tipust on tdmmatud nurgapoolitaja x + 2y — 5 = 0 ja mediaan
4x + 13y — 10 = 0. Koostada kolmnurga kiilgede vorrandid.

Kolmnurga tipp on A(3, —1), erinevatest tippudest on tdmmatud nurgapoolitaja
x —4y + 10 = 0 ja mediaan 6x + 10y — 59 = 0. Koostada kolmnurga kiilgede vorrandid.

On antud kolmnurga tipud A(-6, -3), B(—4,3), C(9,2). Leida nurga A sisenurga poolitajal punkt
M nii, et nelinurk ABMC oleks trapets.

On antud kolmnurga tipud A(1,2) ja B(3,4) ning nende tippude juures olevate sisenurkade koo-

simused cos A = 7, cosB = —0 Leida kolmnurga kiilgede vorrandid ning kolmanda tipu
5 1

koordinaadid.

On antud kolmnurga tipp C(-3, 2) ja tippude A ja B juures olevate sisenurkade koosinused cos A =

2 3
—,cosB = 3 ning kiilje AB vorrand 2x — y — 2 = 0. Leida kolmnurga kiilgede vorrandid.

V5

Kolmnurga kiiljed on x + 2y = 0,3x —y = 0, x + y — 1 = 0. Leida selle kolmnurga sisenurkade
tangensid.

Kolmnurga sisse on joonestatud ristkiilik, nii et kaks tippu asetsevad kolmnurga alusel ning kaks
iilejadnud tippu kolmnurga haaradel. Leida selliste ristkiilikute diagonaalide 16ikepunktide hulk.

1 .1
On antud kolmnurkade ABC ja A’B’C’ tipud A(3, 0), B(0,3), C(-2,—1) ning A’(6§, 25), B'(5,4),

C’(4,2). Niidata, et vastavad kiiljed on paralleelsed ning vastavaid tippe lihendavad sirged 16ikuvad
ithes punktis.

Kahe sarnase ja sarnaselt asetseva kolmnurga sarnasuskeskpunkt on M(—4,—1) ning viiksema
kolmnurga tipud on A(-3,-2), B(2,0), C(-1,1). Leida teise kolmnurga kiilgede vorrandid, kui
sarnasustegur on 3.

Mirkus. Sarnaste ja sarnaselt asetsevate kolmnurkade vastavad kiiljed on paralleelsed ning vas-
tavaid tippe ithendavad sirged 16ikuvad sarnasuskeskpunktis.

Punkti kauguste summa kolmnurga kahest kiiljest on vordne kolmanda kiilje kaugusega. Leida
nende punktide hulk, kui need punktid asetsevad kolmnurga sees.
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Ruut, ristkiilik, romb, roopkiilik, trapets.

4.441.

4.442.

4.443,
4.444.

4.445.

4.446.

4.447.

4.448.

4.449.

4.450.

4.451.

4.452.

4.453.

4.454.

4.455.

4.456.

4.457.

4.458.

4.459.

Koostada ruudu kiilgede vorrandid, kui on antud iiks tipp A(2,—4) ja diagonaalide 1dikepunkt
M@, 2).

On antud ruudu tipp A(—4, 5) ja diagonaal 7x—y+8 = 0. Koostada ruudu kiilgede ja teise diagonaali
vorrandid.

On antud ruudu kaks vastastippu A(—1, 3) ja C(6, 2). Koostada kiilgede vorrandid.

Punkt E(1,—1) on ruudu keskpunkt. Ruudu iiks kiilg on x — 2y + 12 = 0. Koostada ruudu teiste
kiilgede vorrandid.

Ristkiiliku kahe kiilje vorrandid on 5x + 2y — 7 = 0 ja 5x + 2y — 36 = 0 ning diagonaali v&rrand on
3x + 7y — 10 = 0. Koostada ristkiiliku iilejaéinud kiilgede ning teise diagonaali vorrandid.

Leida rombi kiilgede vorrandid, kui rombi kaks vastastippu on A(-3, 1) ja B(5,7) ning pidnala
S = 25 ruutiihikut.

On teada rombi tipp A(0, —1), diagonaalide 16ikepunkt M(4,4) ning punkt (2, 0) kiiljel AB. Leida
rombi pindala.

Roopkiiliku ABCD kaks ldhistippu on A(—=3, —1) ja B(2, 2) ning diagonaalide 16ikepunkt on Q(3, 0).
Koostada roopkiiliku kiilgede vorrandid.

On antud roopkiiliku kaks ldhiskiilge: x —y — 1 = 0, x — 2y = 0 ning diagonaalide 16ikepunkt
M(3, —1). Koostada roopkiiliku teiste kiilgede vorrandid.

On antud kaks paari paralleelseid sirgeid:

Ax+By+C=0,Ax+By+ D=0 (C # D);

Ax+By+C =0,Ax+By+D =0(C" #D’).

Leida nende sirgete poolt moodustatud roopkiiliku pindala.

Roopkiiliku kahe kiilje vorrandid on x +y — 1 = 0 ja 3x — y + 4 = 0 ning diagonaalide 16ikepunkt
M(3, 3). Leida iilejdanud kiilgede vorrandid.

Rombi diagonaalid on valitud reeperitelgedeks ja pikkuselt vordsed 8 ja 6 ithikuga. Koostada rombi
kiilgede vorrandid.

Nelinurga tipud on A(3, -3), B4, 3), C(-5,2) ja D(-3,-5). Leida nelinurga kiilgede ja diagonaa-
lide vorrandid.

Sirged 3x + 4y — 30 = 0 ja 3x — 4y + 12 = 0 puutuvad ringjoont, mille raadius R = 5. Leida nende
puutujate ja puutepunktidesse tdmmatud raadiuste poolt moodustatud nelinurga pindala.

On antud kumera nelinurga tipud: A(-3,1), B(3,9), C(7,6) ja D(-2,—-6). Leida ta diagonaalide
16ikepunkt.

Kolmnurga tipud on A(0, 5), B(2,2), C(4,6). Mediaanil AM leida punkt D nii, et nelinurga ABCD
pindala oleks 14 ruutiihikut.

Leida korrapirase kuusnurga ABCDEF (joon. [4.7) koigi kiilgede vorrandid, kui reeperi telgedeks
on kiilg AB ja diagonaal AC ning kuusnurga kiilje pikkus on a.

Vordhaarse trapetsi alused on vastavalt 10 ja 6, haarad moodustavad alusega nurga 60°. Koostada
trapetsi kiillgede vorrandid, kui reeperi telgedeks on pikem alus ja trapetsi siimmeetriatelg.

Trapetsi aluste vorrandid on 2x +y — 5 = 0 ja4x + 2y — 7 = 0. Leida trapetsi kdrguse pikkus.
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E D
a
y
F C
A B X
Joon. 4.7
Kaugused. Nurgad.
4.460. Leida sirgel x — 3y + 1 = 0 punkt, mis oleks vordsetel kaugustel punktidest (=3, 1) ja (5,4).
4.461. Leida sirgel 7x + 3y — 14 = 0 punktid, mille kauguste summa punktidest (2, 3) ja (-1, 4) oleks 8.
4.462. On antud punktid A(-3,8) ja B(2,2). Leida punkt M abstsissteljel nii, et murdjoon AMB oleks
lithim.
4.463. Leida sirge, mis ldbib punkti (2, —1) nii, et paralleelsete sirgete x —y+5 = 0 jax—y —2 = 0 vahele
jéab selle sirge 5 ithiku pikkune 16ik.
4.464. Leida punkti P(3,5) ldbiva ning punktidest A(-7,3) ja B(11,—15) vordsel kaugusel asuva sirge
vorrand.
4.465. On antud punktid M, (5, 6), M»(2,1), M5(7,3) ja M4(3, 11). Leida punktid, millest 16igud M; M, ja
M3M, on nihtavad tdisnurga all.
4.466. Leida sirgel x +y — 3 = 0 punkt M nii, et sellest punktist vdljuvad ja punkte A(-2, —1) ning B(1, 3)
labivad kiired MA ning M B moodustaksid antud sirgega vordsed nurgad.
4.467. Sirgetevahelise nurga poolitaja on 2x — 2y + 1 = 0. Leida need sirged, kui nad ldbivad vastavalt
punkte (0,4) ja (5,0).
4.468. Leida sirged, mis ldbivad punkti (1, 1) ning moodustavad nurga, mille tangens on TR ja eraldavad
sirgel x —y + 1 = 0 16igu pikkusega 2 V2.
4.469. On antud punktid M (5, 3), M»(1,2), M3(3,0) ja M4(2,4). Nididata, et sirged MM, ja M3M4 on
risti ning 16ikuvad punktis, mis asetseb nii punktide M ja M, kui ka punktide M3 ja M, vahel.
4.470. Leida punkti P(2, 1) peegelduspunkt sirgelt x + 2y — 1 = 0.
4.471. Valguskiir levib mooda sirget y = —x — 4; joudes abstsissteljeni, peegeldub sellelt. Leida kiire
peegeldumispunkt ja peegeldunud kiire vorrand.
4.472. Nurga haarasid, mille vorrandid on 2x — 3y + 1 = 0 ja x + 4y — 5 = 0, on 16igatud rea paralleel-

sete sirgetega: y = 2x + b. Leida nurga haarade vahel asetsevate paralleelsete sirgete 16ikude a)
keskpunktide ja b) suhtes A = 3 jagavate punktide hulgad.
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Raskuskese.

4.473.

4.474.

4.475.

4.476.
4.471.
4.478.
4.479.

4.480.
4.481.

4.482.

4.483.
4.484.

4.485.

Punktidesse A(xy,y1), B(x2,y2) ja C(x3,y3) on asetatud massid m, n ja p. Midrata siisteemi raskus-
kese.

1
Punktides A(7, 15), B(6,7), C(2,4) asetsevad vastavalt raskused 60, 100, 40 g. Médrata stisteemi
raskuskese.

Tdestada: kui materiaalne siisteem koosneb n punktist A(xy,y1), A2(x2,¥2), ..., Ap(Xn, ¥y), milles
asetsevad massid my, my, ..., m,, siis siisteemi raskuskeskme koordinaadid on
_Xumy + xomy + .+ Xy
T o omp+my+...+m,
_yimy +yamp + .+ Yl
m+m+...+m,
Punktides A(x1,y1), B(x2,¥2) ja C(x3,y3) astsevad iihtlased massid. Leida siisteemi raskuskese.

Uhtlane traat on painutatud tiisnurgaks kiilgedega a ja b. Leida raskuskese.
Leida tdisnurgaks painutatud iihtlase varda raskuskese, kui tdisnurga haarad on 2 ja 5.

Maidrata iihtlasest traadist valmistatud kolmnurga raskuskese tippude A(xy, y1), B(x2,¥2), C(x3,¥3)
koordinaatide ja kiilgede pikkuste BC = a, AC = b, AB = ¢ kaudu.

Uhtlasest traadist valmistatud kolmnurga tipud on A(4, 2), B(7,-2) ja C(1, 6). Miirata raskuskese.
Leida iihtlasest traadist valmistatud kolmnurga raskukskese, kui kolmnurga kiiljed on 3, 4 ja 5.

Maidrata iihtlasest traadist siimmeetrilise raami ABCD (joon. @) raskuskese, kui AB=6m, CD =
3mjaDE =1m.

C

Joon. 4.8

Avaldada iihtlase kolmnurkse plaadi raskuskeskme koordinaadid tippude koordinaatide kaudu.

Uhtlase kolmnurkse plaadi tipud on A(xy,y;), B(x2,y2), C(x3,y3). Uhendades plaadi kiilgede kesk-
punktid, saame uue iihtlase plaadi. Toestada, et mdlema plaadi raskuskeskmed iihtivad.

Kolmnurkse {iihtlase plaadi raskuskese asetseb reeperi alguspunktis, iiks tipp asetseb abstsisstel-
jel a tihiku kaugusel reeperi alguspunktist ja teine tipp on ordinaatteljel b ithiku kaugusel reeperi
alguspunktist. Midrata kolmanda tipu koordinaadid.
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4.486.

4.487.

4.488.

4.489.

4.490.

4.491.

| <

o 12 1 x

Joon. 4.9

Kolmnurksete iihtlaste plaatide kaks iihist tippu on A(1, 0) ja B(5, 0) ning kolmandad tipud asetse-
vad reeperinurga poolitajal. Koostada plaatide raskuskeskmete hulga vorrand.

Koostada kolmnurkse iihtlase plaadi ABC raskuskeset reeperi alguspunktiga ithendava sirge vor-
rand, kui tippude koordinaadid on A(2, —-1), B(4,5), C(-3,2).

Leida tippudega A(3, 1), B(4,5), C(2,0) kolmnurkse iihtlase plaadi raskuskeset ja punkte O(0,0)
ning N(6,4) tihendavat 16iku suhtes A jagava sirge vorrand. Selgitada, miks vastus ei sdltu A arvu-
lisest védrtusest.

Madérata iihtlase nelinurkse plaadi raskuskese, kui plaadi tipud on A(4,4), B(5,7), C(10,10) ja
D(12,4).

On antud iihtlase nelinurkse plaadi jarjestikused tipud A(2, 1), B(5,3), C(—1,7) ja D(-7,5). Maa-
rata raskuskese.

On antud iihtlase viisnurkse plaadi jdrjestikused tipud A(2, 3), B(0,6), C(-1,5), D(0, 1) ja E(1, 1).
Maiirata raskuskese.

| <

0 2a { x

Joon. 4.10
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I 24

=
O feof Iy

Joon. 4.11

4.492. Uhtlase ruudukujulise plaadi nurgast on vilja Idigatud ruut. Laikesirged on paralleelsed plaadi
servadega ja libivad ruudu tsentrit (vt. joon[4.9). Miérata saadud plaadi raskuskese, kui lihteruudu
kiilg on 12 cm.

4.493. Ristkiilikukujulise iihtlase plaadi kiiljed on a ja b. Plaadi nurgast on vilja I1digatud ristkiilik. Loi-
kesirged ldbivad ristkiiliku keskpunkti ja on paralleelsed kiilgedega (vt. joon. 4.9). Miirata kuus-
nurkse plaadi raskuskese.

4.494. Uhtlasel plaadil oli ruudu kuju kiiljega 2a. Plaadi nurgast 16igati vilja kolmnurk, kusjuures 16ikesir-
geks oli ruudu lahiskiilgede keskpunkte ithendav sirge. (vt. joon. f.10). Méirata tekkinud plaadi
raskuskese.

4.495. Madrata joonisel 4. TT|ndidatud iihtlase plaadi raskuskese. (Mddtmed on antud joonisel 4.11.)

Afiinne reeper.

4.496. Teha kindlaks, kas toodud paarides on sirged paralleelsed, iihtivad voi 16ikuvad. Viimasel juhul
leida ka 16ikepunkt. (Reeper afiinne.)
Dx+y-3=0,2x+3y-8=0;

D) x—-2y+4=0,-2x+4y-8=0;
Nx+y+5=0,2x+3y+10=0;
Hx+2=0,2x+3=0;
S)x—y\/§=0,x\/§—3y=0;
6)x=3+t,y=2—-t; x=73t,y=-2t
Nx=5+4,y=-2-2t;x=1-2t,y=T7+1,
) x=4-8t,y=2+6t; x=—-4+4t,y=8-3t
N3x+4y+5=0,x=-3+4t,y=1-3¢
10)2x-5y—-7=0,x=2+t,y=-9-1,
11)6x-3y+5=0,x=5+¢ty=-3+21
12)3x+9y+5=0,x=2+3t,y = -1;
13)4x+5y-6=0,x=-6+ 51,y = 6 — 4t.

4.497. Tuletada iildine valem punkti kauguse arvutamiseks sirgest afiinse reeperi korral. vaadelda erijuhte,
kui sirge on miératud a) kanoonilise vorrandiga, b) iildvorrandiga.

4.498. Leida afiinses reeperis tarvilik ja piisav tingimus, et punkt (xo, yo) asetseks paralleelsete sirgete
Ax+By+C=0jaAx+ By+ D =0(C # D) vahel.

4.499. Afiinses reeperis on antud kolm sirget Ax+ By+C = 0, Ax+ By+D = 0, Ax+ By + E = 0. Niidata,
et teine sirge asetseb esimese ja kolmanda vahel siis ja ainult siis, kui C < D < Evéi C > D > E.
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4.500.

4.501.

4.502.

4.503.

4.504.

4.505.

4.506.

4.507.

4.508.

4.509.

4.510.

4.511.

4.512.

4.513.

4.514.

4.515.

Asetada labi punkti M(2,5) sirge, mis oleks vdrdsetel kaugustel punktidest P(—1,2) ja Q(5,4).
Ulesanne lahendada afiinses reeperis.

Kolmnurga kiilgede keskpunktid on M (2,3), M»(—1,2) ja M3(4,5). Koostada kiigede vorrandid
afiinses reeperis.

On antud kolm punkti (1,2), (3,0), (-4, -5). Leida nendest punktidest vordsel kaugusel olevate
sirgete vorrandid afiinses reeperis.

Afiinses reeperis on antud punktid: 1) M{(2,3), M2(0,-1); 2) M;(1,1), M»(3,5); 3) M(4,3),
M,(-2,2); 4) M(0,2), M»(5,0); 5) Mi(-6,4), M>(-2,4). Méirata 16igu MM, asend sirge [:
2x —y + 5 = 0 suhtes, teha joonis ning kontrollida tulemust joonisel.

Kaks paralleelset sirget 2x — 5y + 6 = 0 ja 2x — 5y — 7 = 0 jagavad tasandi kolmeks piirkonnaks.
Teha kindlaks, millisesse piirkonda kuuluvad jargmised punktid: A(2, 1), B(3,2), C(1, 1), D(2,8),
E(7,1) F(—4,6). Reeper afiinne.

Kolmnurga kiiljed on: AB: 2x—y+2 =0, BC: x+y—4 = 0, CA: 2x+y = 0. Teha kindlaks punktide
K@3,1), L(7,-6), M(—1,1) ja N(3,2) asend kolmnurga suhtes afiinses reeperis.

Kolmnurga tipud afiinse reeperi suhtes on A(3, 1), B(—2,4), C(1,0). Teha kindlaks sirge x—7y+5 =
0 asend selle kolmnurga suhtes.

Kolmnurga kiiljedon 3x—y+4 =0,2x—y+ 1 = 0, x — 2y = 0. Teha kindlaks sirge 2x—y+3 =0
asend kolmnurga suhtes afiinses reeperis.

On antud kaks sirget y = kjx + b; jay = kox + by. Leida nende sirgete poolt ordinaatteljega
paralleelsetel sirgetel eraldatud 16ikude keskpunktide hulk afiinses reeperis.

Punkt liigub nii, et ta kauguste suhe kahest 16ikuvast sirgest on konstantne. Leida selle punkti
trajektoori vorrand.

Nelinurga sisse on joonestatud roopkiilikud, mille kiiljed on paralleelsed nelinurga diagonaalidega.
Leida roopkiilikute diagonaalide 16ikepunktide hulk. Ulesanne lahendada afiinses reeperis.

Kolmnurga kiilgede vorrandid on Axx + Bry + Cr = 0, k = 1,2, 3. Leida kolmnurga mediaanide
vorrandid afiinses reeperis.

Kolmnurga mediaanide 16ikepunkt asetseb punktis A ja kaks kiilge on a ja b. Leida kolmnurga tipud
ja kolmanda kiilje vorrand afiinses reeperis, kui

) AW0,0),a:x+y—-4=0, b:2x+y—-1=0;
2)A(0,2),a:5x—4y+15=0,b:4x-y-9=0.

Antud on kolmnurga kahe kiilje ja iihe mediaani vorrandid afiinses reeperis
D2x-y=0,5x-y=0,3x-y=0;

2)3x-2y+1=0,x—y+1=0,2x-y—-1=0.

Leida kolmnurga tipud ja koostada kolmanda kiilje vorrand. Esimesel juhul on teada tdiendavalt, et
kolmandal kiiljel asetseb punkt B(3,9).

On antud kolmnurga mediaanid 4x + 5y = 0, x — 3y = 0 ning tipp (2, —5). Leida kolmnurga kiiljed
ja tipud afiinses reeperis.

On antud kolmnurga kaks mediaani x + y —5 = 0, 2x + y — 11 = O ning iiks kiilg x — 2y + 7 = 0.
Leida kolmnurga kahe iilejadanud kiilje vorrandid ning tipud, kui reeper on afiinne.
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4.516.

4.517.

4.518.

PEATUKK 4. SIRGE TASANDIL

Sirge / 16ikab kolmnurga ABC kiilgi BC, CA, AB vastavalt punktides P, O ja R. Need kiiljed poorle-
vad punktide P, Q ja R iimber, kusjuures A ja B libisevad mooda sirgeid p ja g. Koostada kolmanda
tipu litkumise jilje vorrand. Reeper on afiinne.

Kolmnurga ABC kiiljel BC on vdetud punkt O, mis ei iihti punktiga B ega punktiga C. Libi punkti
O on tdommatud sirged. Loigaku iiks neist sirgetest kiilgi AB ja AC punktides P ja Q. Leida kolm-
nurkade OBP ja OQC iimber joonestatud ringjoonte 16ikepunktide hulk. Reeper on afiinne.

Olgu tasandil antud n punkti M, M,, ..., M,. Loigaku sirge [ sirgeid M| M,, MyMs, ..., M- M,
vastavalt punktides Py, Py, ..., P,. Poorame sirgeid M\ M,, MM, ..., M,_1 M, vastavalt punk-
tide Py, P,, ..., P, Umber, nii et punktid M, M,, ..., M,_; moodustavad sirged. Millise joone
moodustab punkt M, ? Reeper on afiinne.



Peatukk 5

Tasand

§1. Tasandi vorrand

5.1.1 Tasandi iildvorrand.

Iga tasand iildises afiinses reepris (erijuhul ristreeperis) miiratakse lineaarse vorrandiga
Ax+By+Cz+D=0 5.1

koordinaatide x, y, z suhtes, kus kordajad A, B, C ei ole korraga nullid (s.t. A2+ B +C* # 0). Umber-
poordult, iga lineaarne vorrand méérab samal eeldusel tasandi. Vorrandit nimetatakse tasandi
iildvorrandiks.

Tasandeid tihistatakse tavaliselt kas véikeste kreeka tihtedega a, 3, 7, ... v0i tasandit médravate and-
metega loogelistes sulgudes. Niiteks {ABC}, {A, d, 5}, {A, 72}, ... ]jne.

Kui tasandi vorrandis (5.1)) vabaliige on null, siis tasand 14bib reeperi alguspunkti. Kui vorrandis (5.1))
puudub iiks koordinaatidest (s.t. iiks kordajatest A voi B vdi C on vordne nulliga), siis on tasand paral-
leelne puuduva koordinaadi teljega. (Nditeks vorrandiga Ax + By + D = 0 antud tasand on paralleelne
z-teljega.) Kui vorrandis puudub iiks koordinaatidest ja vabaliige on vordne nulliga, 14bib tasand
vastavat reeperitelge. (Niiteks vorrandi Ax + By = 0 puhul 14bib tasand z-telge.) Kui vorrandis puuduvad
kaks koordinaati (s.t. kaks kordajatest A, B, C on vordsed nulliga), on tasand paralleelne puuduvate-
le koordinaatidele vastava reeperitasandiga. (Niiteks vorrandi Ax + D = 0 puhul on tasand paralleelne
yz-tasandiga.) Kui vorrandis (5.1) puuduvad kaks koordinaati ja vabaliige on vordne nulliga, siis tasand
langeb iihte puuduvatele koordinaatidele vastava reeperitasandiga. (Nditeks Ax = O puhul tasand iihtib
yz-tasandiga.)

5.1.2 Tasandi vorrand telgloikudes.

Kui tasandi vorrandis @ kordajad A, B, C, D on koik nullist erinevad, siis vdib tasandi teisendada
kujule

+=-+-=1, (5.2)

Q| =
S <
oI ™

D D D
kusa = ——,b=-—,c = C midravad 16igud, mida tasand 16ikab vilja reeperitelgedest (reeperi

alguspunktist arvates). Suurusi a, b, ¢ nimetatakse felgléikudeks ja vorrandit (5.2) tasandi vorrandiks
telgldikudes.
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5.1.3 Tasandi vorrandi erikujud.

Olgu tasand mésratud punktiga Xo(xo, Yo, Z0) ja kahe mittekollineaarse vektoriga @ = (I1,my,n;) ja
b= (l,, my, ny), mis on komplanaarsed tasandiga. Punkt X(x, y,z) asub antud tasandil parajasti siis (s.t.
siis ja ainult siis), kui

(- )b =0, (5.3)

kus X on tasandi fikseeritud punkti kohavektor ja ¥ tasandi suvalise punkti X kohavektor, ehk koordinaa-
tides

X=X Y—Yo Z—20
11 mi ny =0. (53’)
12 ny ny

Kui tasand on médratud kahe erineva punktiga X;(x;,y1,2z1) ja X>(x2,y2,22) ning sellise tasandiga
komplanaarse vektoriga @ = (I, m, n), et @ }f X;X», siis tasandi vérrandil on kuju

(X=X - X)d =0, 54

kus vektorid X, X, ¥, on vastavalt punktide X, X;, X» kohavektorid. Koordinaatides voime sama vorrandi

kirjutada kujul

X — X1 y—=W Z— 12

X2 —=X1 Y2—=Y1 2212
l m n

=0. (5.4)

Kui tasand ldbib kolme mitte iihel sirgel asetsevat punkti X;(x1,y1,21), Xo(x2,¥2,22), X3(X3,¥3,23)
vastavalt kohavektoritega ¥, X, %5, on tasandi vorrandil kuju

(X = ¥3)(¥) — ¥3)(% — ¥3) = 0 (5.5)
ehk koordinaatides
X—=X3 y—Yy3 2723
X1—x3 y1—ys 21—z [=0 (5.5%)
X2—X3 Y2—)y3 22123
ehk veel erineval teisendatud kujul
x y z 1
xn o u 1 ”
=0. 5.5
X2 2 2 1 (557
X3 y3 zz 1
5.1.4 Tasandi parameetriline vorrand.
Parameetrilisel kujul v&ib tasandi vorrandi esitada jargmiselt:
R= % +ud+vb (5.6)

ehk koordinaatides
X =xo+ ul; +vi,
Y = Yo +umy +vmy, 5.6")
Z =2z +un; +vno,

kus u ja v on tasandi punkti X(x, y, z) afiinsed koordinaadid reeperis alguspunktiga Xo(xo, yo, z0) ja baasi-
vektoritega d = (I1,my,n;) ja b= (L, my, ny).
Koik esitatud valemid (5.1)-(5.6) kehtivad afiinses reeperis ning jérelikult ka ristreeperis.
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5.1.5 Tasandi normaalvektor.

Iga nullist erinevat vektorit, mis on risti tasangiga, nimetatakse tasandi normaalvektoriks. Ristreeperis
tasan, mis 1dbib punkti Xo(xo, yozo) ja mille normaalvektor on 72 = (A, B, C), méiratakse v()rrandigzﬂ

i@ —%) =0 (5.7)

ehk koordinaatides
A(x — x9) + By — yg) + C(z — z9) = 0. 5.7)

Avades vorrandis sulud ja tihistades D = —Axy — By — Cz, saame tasandi iildvérrandi (5.1). Uhtlasi
selgub siit ristreeperi korral tundmatute kordajate A, B, C geomeetriline tihendus — need on tasandi nor-
maalvektori 77 koordinaadid.

Tasandi iildvorrand. Mittetiielik illdvorrand. Parameetrilised vorrandid.
5.1. Toestada, et iga esimese astme vOrrand Ax + By + Cz + D = (0 méirab tasandi.

5.2. Kas tasand 4x—y+3z+ 1 = 0 ldbib jargmisi punkte: A(—-1, 6, 3), B(3,-2,-5), C(0,4,1), D(2,0,5),
EQ2,7,0), F(0,1,0)?

5.3. Leida kuubi serva pikkus, kui kuubi kolm tahku asuvad reeperitasanditel, iiks tipp on nullpunktis
ja selle vastastipp asub tasandil 3x +y — 2z -9 V42 = 0.

5.4. Leida tasandi iildvorrand, kui ta parameetrilised vorrandid on:
Dx=2+3u-4v,y=4-v,z=2+3u,
Dx=u+v,y=u—-v,z=5+6u—4v.

5.5. Niidata antud tasandite
D3x—=5z+1=0;2)9y-2=0;3)x+y—-5=0;4)2x+3y-7z=0;58y-3z=0
asendite isedrasused reeperitelgede suhtes.

5.6. Leida tasandi vorrand, kui ta labib
1) x-telge ja punkti A(4, —1,2);
2) y-telge ja punkti B(1,4,-3);
3) z-telge ja punkti C(3, -4, 7).

5.7. Koostada tasandi vorrand, kui tasand
1) 1abib punkte M;(7,2, -3) ja M>(5, 6, —4) ning on paralleelne x-teljega;
2) ldbib punkte P;(2,—-1,1) ja P»(3, 1,2) ning on paralleelne y-teljega;
3) ldbib punkte Q;(3,-2,5) ja 0»(2, 3, 1) ning on paralleelne z-teljega.

5.8. Leida tasand, mis lidbib reeperitelge ning on paralleelne vektoriga @ = (2, 1, —4).
5.9. Leida tasand, mis ldbib reeperitelge ja punkti A(3, -5, 1).

5.10. Koostada tasandi vorrand, kui tasand 1abib punkti P(3,2, —7) ja on paralleelne
1) xy-tasandiga, 2) xz-tasanidga, 3) yz-tasandiga.

5.11. Koostada tasandi vorrand, kui ta ldbib
1) punkti M;(2, -3, 3) ning on paralleelne xy-tasandiga;
2) punkti M>(1,—-2,4) ning on paralleelne xz-tasandiga;
3) punkti M3(-5,2, —1) ning on paralleelne yz-tasandiga.

'Ka afiinse reeperi korral saab tasandi mirata v6rrandigac. Uleminek vérrandilt (5.7) vorrandile l) on aga vdimalik
ainult ristreeperi korral.
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5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

PEATUKK 5. TASAND

Joonestada tasandid, mis afiinses reeperis on méératud jargmiste vorranditega:
DDx—2y+4z-12=0; 2)3x-5z+4=0;

3)2x—-2y+3z=0; Hx+2y-7=0;
5)3x+5y=0; 6)2y—-3z=0;
NHx+z-3=0 8)6x—1=0;
Ny+4=0.

Leida tasand, mis ldbib y-telge ning punkti A(2, -5, 1). (Reeper afiinne.)

Leida tasandid, mis ldbivad punkti (2, 6, —3) ning on paralleelsed reeperitasanditega. (Reeper afiin-
ne.)

Leida tasand, mis ldbib punkti (3, -5, 1) ning on paralleelne tasandiga x — 2y + 4z = 0. (Reeper
afiinne.)

Leida tasand, mis ldbib punkte A(3,5,2) ja B(6,2,4) ja on paralleelne vektoriga
d = (1,2,1). (Reeper afiinne.)

Milline on tarvilik ja piisav tingimus, et punkt My(xo, yo, 20) asetseks paralleelsete tasandite Ax +
By +Cz+ D =0,Ax+ By + Cz+ E = 0 vahel? (Reeper afiinne.)

Milline on tarvilik ja piisav tingimus, et tasand Ax + By + Cz + D = 0 asetseks kahe temaga
paralleelse tasandi Ax + By + Cz + E = 0, Ax + By + Cz + F = 0 vahel? (Reeper afiinne.)

Leida tasand, mis ldbib punkti (-3, 1,0) ja sirget x + 2y —z+4 =0, 3x —y + 2z — 1 = 0. (Reeper
afiinne.)

Tasandi vorrand telgloikudes.

5.20.

5.21.
5.22.

5.23.
5.24.
5.25.

5.26.

Leida tingimused, millal tasand Ax + By + Cz + D = 0 1dikab 1) x-telje positiivset pooltelge; 2) x-
ja y-telgede positiivseid pooltelgi; 3) kdigi telgede positiivseid pooltelgi.

Tasandi vorrand on x + 2y — 3z — 6 = 0. Leida vorrand telgldikudes.

Leida 16igud, mis tasand
)2x-3y—-z+12=0; 4)x-4z+6=0;
2)5x+y—-3z—-15=0; 5)5x-2y+z=0;
Nx-—y+z-1=0; 6)x—7=0;
T3x—4y-24z+12=0

16ikab vélja reeperitelgedelt.

Leida tasandid, mis ldbivad punkti A(4, 3,2) ning mille telgldigud on vdrdsed ja erinevad nullist.
Leida tasandi vorrand, kui tasand 1dbib punkti P(5, —7,4) ja moodustab vordsed telgloigud.

Leida tasand, mis ldbib kahte antud punkti ning telgldigud a, b, ¢ vastavalt x-, y- ja z-teljel rahulda-
vad tingimusi

1) L(-1,4,-1), M(—13,2,-10),a = c # 0;

2) A(3,5,1), B(7,7,8),a=b + 0;

3) P(1,2,-1), 0(-3,2,1), b = 3.

Leida tasandi vorrand, kui tasand 14bib punkti P(1,2, 1) ja moodustab x- ja y-teljega telgldigud 2 ja
-3.



5.1. TASANDI VORRAND 55

5.27.

5.28.

5.29.

5.30.

5.31.

5.32.

5.33.

5.34.

5.35.

5.36.

Leida tasand, mis on paralleelne vektoriga / = (2, 1, —1), telgldigud x- ja y-teljel on vastavalt a = 3,
b=-2.

Leida tasand, mis on risti tasandiga 2x — 2y + 4z — 5 = 0 ning telgldigud x- ja y-teljel on vastavalt

2
=-2,b=-.
a s 3

Kolmnurga tippudeks on O(0, 0, 0) ja tasandi 5x — 6y + 3z + 120 = O Idikepunktid x- ja y-teljega.
Leida pindala.

Leida tasandi normaali sihikoosinused, kui tasandi telgldigud ona = 11, b = 55 ja ¢ = 10.

Leida reeperitasanditega ja antud tasandiga 1) 2x — 3y + 6z - 12 = 0;2) 2x + 3y + 6z - 18 = 0
piiratud piiramiidi ruumala.

Tasand 3x + y — 2z — 18 = 0 ja reeperitasandid moodutavad tetraeedri. Kuup asetseb tetraeedris
nii, et tema kolm tahku asetevad reeperitasanditel ja reeperi alguspunkti vastas olev tipp asub antud
tasandil. Leida kuubi serv.

Reeperitasandite ja tasandi 2x — 3y + 4z + 18 = 0 poolt moodustatud tetracedris asetseb kuup, mille
tiks tipp asetseb reeperi alguspunktis. Sellest tipust 1dhtuvad kolm kiilge on reeperitelgedel. Reeperi
alguspunkti vastas olev kuubi tipp asetseb antud tasandil. Leida kuubi serva pikkus.

Teises oktandis asuva tetraeedri kolm tahku asuvad reeperitasanditel. Leida neljanda tahu vorrand,
kui tahu selrvade pikkused on: AB = 6, BC = @, CA =5.

Leida tasandi x —y + 7z — 4 = 0 telgldigud. (Reeper afiinne.)

Leida tasand, mille telgldigud afiinse reeperi korral on 3, 5 ja -7.

Tasand libi kolme punkti.

5.37.

5.38.

5.39.

5.40.

541.

5.42.

5.43.

Leida tasandi vorrand, kui ta libib punkte A(d), B(l;) ja C(@). Kirjutada tasandi vorrand koordinaa-
tides, kui a= (xl,yl,zl), b= (XQ,yz,Zz), ¢ = (X3,y3,Z3).

Naiidata, et punkte A(xi,y1,21), B(x2,¥2,22) ja C(x3,Yy3,z3) ldbiva tasandi vorrandi voib esitada
kujul (5.57).
Koostada tasandi vorrand, kui tasand 14dbib kolme antud punkti:

1) A(0,0,0), B(1,4,0), C(3,-2,1); 2) K(3,-2,1), L(1,4,0), M(0, 2,0);
3) P(3,-1,2), 0(4,-1,-1),R(2,0,2); 4) S(1,2,1), T(-2,1,2), U(-2, -1, 3).

Kontrollida, kas 1dbi nelja punkti: 1) (3,1,0), (0,7,2), (-1,0,-5)ja (4,1,5); 2) (1,-1, 1), (0,2, 4),
(1,3,3) ja(4,0,-3) saab panna tasandi.

Tetraeedri tippude koordinaadid on: A(0,0,2), B(3,0,5), C(1,1,0) ja D(4,1,2). Leida tetraeedri
tahkude vorrandid. Arvutada tetraeedri ruumala.

Leida tetraeedri tahkude vorrandid, kui tetraeedri tipud on P(1,1, 1), P,(-1,1,1), P3(1,-1,1) ja
Ps(1,1,-1).

Koostada reeperi alguspunkti ja punkte A(2, 1, 1) ning B(-3,0,4) ldbiva tasandi vdrrand. (Reeper
afiinne.)
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5.44.
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Leida tasand, mis ldbib kolme antud punkti
1)A2,3,1), B(3,1,4), C(2,1,5);

2) P(2,0,-1), Q(-2,4,1), R(0,2,-1).
(Reeper afiinne.)

Punktiga ja rihivektoripaariga mairatud tasand.

5.45.

5.46.

547.

5.48.

5.49.

5.50.

5.51.

5.52.

5.53.

Leida punktiga A(xp) ja rihivektoripaariga dj ja d; médratud tasandi vorrand. Kirjutada selle tasandi
vorrand reeperis, kus % = (xo, y0,20), di = (l1,m1,m1), d = (o, ma, ny).

Miirkus. Tasandi rihivektoripaariks nimetatakse tasandiga komplanaarsete omvahel mittekolli-
neaarsete vektorite paari.

Niidata, et punkti Xo(xo, yo,2o) ldbiva ning vektoritega a1 = (I, my,n;) ja a3 = (I, my, ny) paral-
leelse tasandi vorrandi voib esitada kujul (5.3°) (a1 X @3).

Koostada tasandi vorrand, kui tasand 14dbib reeperi alguspunkti ja on paralleelne vektoritega d =
47 - f+ 2k jab= 37+ 2]_"— 5k (Z ]_: K — vastastikku ristuvad tthikvektorid).

Koostada tasandi vorrand, kui tasand 1dbib punkti A(2,4,—-3) ja on paralleelne vektoritega K ja
a=5i+3j-2k

Leida tasand, mis 1dbib punkti M (3,4, —5) ning on paralleelne vektoritega a1 = (3,1,—-1) jads =
(1,-2,1).

Tdestada, et punkte X;(x1,y1,21) ja Xa(x2,¥2,22) ja vektoriga @ = (I, m, n) paralleelse tasandi vor-
randi voib kirjutada kujul (5.47).

Koostada tasandi vorrand, kui tasand 14bib kahte antud punkti ja on paralleelne antud vektoriga
1) AQ,-1,3), B3,1,2),d = (3,-1,4);

2 >
2) M(%, 3, _5)’ N@4,5,1),b=(6,0,-1).

Tetraeedri tipud on A(S, 1, 3), B(1, 6, 2), C(5,0,4), D(4, 0, 6). Leida tasand, mis ldbib kiilge AB ning
on paralleelne kiiljega CD.

Koostada afiinse reeperi korral punkti A ldbiva ja vektoritega d ja b paralleelse tasandi parameetri-
lised vorrandid, kui
1) A(2’ 3a _5)9 d) = (_59 69 4)’ b = (4, _2’ O)a

=5

2)AB,7,2),d=4,1,2),b=(53,1).

Punkti ja normaaliga méiratud tasand.

5.54.
5.55.

5.56.

5.57.

Leida tasandi « vorrand, kui ta libib punkti A(d@) ning ta normaalvektor on 7.

Tdestada, et vorrand X - # + D = 0 méérab tasandi, mis on risti vektoriga 7i. Kirjutada selle tasandi
vorrand koordinaatides juhul, kui 77 = {A; B; C}.

Koostada tasandi vorrand, kui tasand 1dbib punkti A(2, -7, 3) ja on risti 1) vektoriga 2) vektoriga
j+ k:3) vektoriga d = 47457 - k.

Tasand on risti vektoriga 77 = (=2, 1, 3) ja tasandi aplikaatldik ¢ = —5. Koostada tasandi vorrand.
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5.58.

5.59.

5.60.

5.61.
5.62.

5.63.

5.64.

5.65.

5.66.

5.67.

§2.

Leida tasand, mis libib
1) reeperi alguspunkti ja ta normaalvektor on 77 = (5,0, —3);
2) punkti M(2, 1, 1) ja ta normaalvektor on 77 = (1, -2, 3).

On antud kaks punkti X;(xX7) ja X»(%3). Leida punkti X; ldbiva ja vektoriga X; X, ristuva tasandi
vorrand. Kirjutada selle tasandi vorrand koordinaatides, kui X1 = (x, y1,21),
X = (x2,¥2,22).

On antud kaks punkti A(3,-1,2) ja B(4,—2,—1). Leida tasand, mis 1dbib punkti A ning on risti
vektoriga AB.

On antud kaks punkti A(1, 3, -2) ja B(7,—4,4). Panna lébi punkti B tasand, mis on risti 1diguga AB.

On antud kaks punkti A(3, -2, 1), B(6,0,5). Leida tasand, mis 1dbib punkti B ning on risti sirgega
AB.

Punktide A ja B kohavektorid on vastavalt @ = (5,2, -3) ja b= (3,—4,1). Leida tasand, mis on risti
16iguga AB ja labib antud 16igu keskpunkti.

Leida punktide hulk, mille iga punkti kohavektori projektsioon x-teljele on vdrdne viie ithikuga.
Uurida, kuidas asetsevad antud hulga punktid ruumis.

Teades reeperi alguspunktist tasandile langetatud ristsirge alguspunkti A(d) tasandil, koostada ta-
sandi vorrand.

Koostada tasandi vorrand, kui reeperi alguspunkti projektsioon otsitavale tasandile on punkt 1)
A(2,-1,-1);2) B(3,-6,2); 3) C(2,6,-4).

On antud tasandid

D2x—-y—-2z+5=0;

2)x+5y—-2z=0;

3)3x-2y-7=0;

4)5y—-3z=0;

5)x+2=0;

6)y-3=0.

Leida iga tasandi mingi normaalvektori koordinaadid. Kirjutada kdikidel juhtudel suvalise nor-
maalvektori koordinaatide iildvalem.

Tasandipaar

Tasandipaar. Kahe tasandi vaheline nurk.

Kahel tasandil

a: Ax+By+Cz+D=0

. A1X+Bly+CIZ+Dl =0 (58)

on kolm vastastikust asendit ruumis:
1) tasandid 16ikuvad;

2) tasandid on paralleelsed;

3) tasandid iihtivad [

2Tasandite iihtimist voib vaadelda tasandite paralleelsuse erijuhuna. Paralleelseid ja iihtivaid tasandeid nimetatakse ka sama
sihiga tasanditeks.
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Kahe tasandi vaheliseks nurgaks ¢ nimetatakse tasandite normaalide vahelist nurka. Ristreeperi kor-
ral on tasandite @ ja @; normaalvekroriteks vastavalt 7 = (A, B,C) ja i = (A;, By, C1) ning tasandite
normaalide (normaalvektorite) vaheline nurk avaldub kujul

3

1 _ AA] +BB] + CC] (5 9)

1
Il varp e 2B

= -

Jarelikult on kaks tasandit risti parajasti siis, kui nende normaalid on risti, s.t. /7] = 0 ehk koordinaatides

S

cosp =

Sy

AA; + BB, + CC; = 0. (5.10)

Tasandid on paralleelsed parajasti siis, kui tasandite normaalvektorid on kollineaarsed 7|} ehk koordi-

naatides
A B C

AT B G

Kui tasandid iihtivad, siis tasandite vorrandid vdivad erineda ainult kordaja poolest, s.t.

(5.11)

A B C D
== = 5.12
A1 B] C] D] ( )

Siin (5.11) ja (5.12)) on rakendatavad ka afiinse reeperi korral.

Paralleelsed voi ristuvad tasandid.
5.68. Tdestada, et tasandid Ax + By + Cz+ Dy =0, Ax + By + Cz + D, = 0, D| # D, on paralleelsed.

5.69. Leida tasandi vorrand, kui tasand 1dbib punkti Xy (xo, yo, 20) ja on paralleelne tasandiga Ax + By +
Cz+D=0.

5.70. Leida tasand, mis ldbib reeperi alguspunkti ning on paralleelne tasandiga
Sx-3y+2z-3=0.

5.71. Leida tasand, mis ldbib punkti A ja on paralleelne tasandiga a:
1)AQG3,-2,-7), a 2x-3z+5=0;
2)A@4,-7,1), a: 3x-Ty+5z-12=0;
3)A(2,1,-5), a: 3x-8y+z=13.

5.72. Rooptahuka kolme tahu vorrandid on 2x + 3y +4z - 12 =0, x+ 3y — 6 = 0, z+ 5 = 0 ning iiks
tippe on (6, =5, 1). Leida rooptahuka iilejasinud kolme tahu vorrandid.

5.73. Tdestada, et punkte X;(x1,y1,21) ja Xa(x2,¥2,22) ldbiva ja tasandiga Ax + By + Cz + D = 0 risti
oleva tasandi vorrand on esitatav jargmiselt:

X — X y—=¥i Z— 171
Xo=x1 y2—-y1 2-z |=0.
A B C

5.74. Leida tasand, mis l4bib kahte antud punkti ja on risti tasandiga a:
1) 0(0,0,0), 0(1,2,3),a: x—y+2z—-4 =0;
2) A(5,-4,3), B(-2, 1, 8), a: a) xy-tasand, b) yz-tasand, c) xz-tasand;
3)K(1,-1,-2),L3,1,1),a: x =2y -3z-5=0;
4) M(8,-3,1), N(4,7,2), a: 3x + 5y -7z -21 = 0.
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5.75.

5.76.
5.77.

5.78.

5.79.

5.80.

5.81.

5.82.

5.83.

Tdestada, et punkti Xo(xo, yo, 20) ldbiva ja tasanditega A|x + B;y + C;z + D; = O ning Ayx + By +
Cyz + D, = O ristuva tasandi vOrrand on esitatav jargmiselt:

X=Xo Y—=Yo Z2—20
Aq B Cy
As B, (0

I
e

Koostada punkti Xo(x) ldbiva ja tasanditega %, + Dy = 0, X3 + D, = 0 ristuva tasandi vorrand.

Leida tasand, mis ldbib antud punkti ja on risti kahe antud tasandiga
1) 0(0,0,0),2x—y+3z-1=0,x+2y+2z=0;
2D)yM2,-1,1),2x-z+1=0,y=0;

3) N(0,-3,0), x + 2y + 3z =5,3x - 5y + 4z = 12.

Teha kindlaks, millised jargmistest tasandipaaridest
1)2x+3y+4z-12=0,3x-6y+1=0;
2)3x—-4y+6z+9=0, 6x—8y—10z+15=0;
3)3x-2y-3z+5=0, 9x—6y—-9z-5=0;
Hx+y+z—-1=0, 2x+2y—-2z+3=0;
5)2x—-y—-z-3=0, 10x-5y-5z-15=0
I6ikuvad, on paralleelsed voi iihtivad.

Teha kindlaks, millistel juhtudel vorrandipaaridega méiratud tasandid on paralleelsed:
D2x-3y+5z-7=0,2x-3y+5z+3 =0;
2)4x+2y-4z+5=0,2x+y+2z-1=0;

3)x-3z+2=0, 2x—-6z-7=0.

Millistel / ja m vidrtustel antud tasandid on paralleelsed:
D2x+ly+3z-5=0, mx—-6y—6z+2=0;
2)3x—-y+1z-9=0, 2x+my+2z-3=0;
3mx+3y—-2z-1=0, 2x-5y-1z=0.

Teha kindlaks, millistel juhtudel vorrandipaaridega méiratud tasandid on risti:
D3x—-y-2z-5=0,x+9y-3z+2=0;
2)2x+3y—-2z-3=0,x—-y—-z+5=0;

3)2x-5y+z=0, x+2z-3=0.

Madérata kordaja [ nii, et antud tasandid oleksid risti:
D3x-5y+1z-3=0,x+3y+2z+5=0;
2)5x+y—-3z-3=0, 2x+1ly-3z+1=0;
3)Tx-2y-z=0, Ix+y-3z-1=0.

Koostada tasandi vorrand, kui tasand 1dbib reeperi alguspunkti, on paralleelne vektoriga d ja risti
tasandiga - b = &.

Kahe tasandi vaheline nurk.

5.84.
5.85.

5.86.

Leida tasandi Ax + By + Cz + D = 0 ja reeperitasandite vahelised nurgad.
Leida tasandi z = px + gy + [ ja xy-tasandi vaheline nurk.

Leida yz-tasandi ja tasandi x —y + V2z - 5 = 0 vaheline nurk.



60 PEATUKK 5. TASAND

5.87. Missugused nurgad moodustab tasand x + 2y — z + 1 = 0 reeperitasanditega.

5.88. Arvutada jargmiste tasandite vahelised nurgad
D4x—-5y+3z-1=0 jax—-4y-z+9=0;
2)3x—y+2z+15=0 ja 5x+9y-3z-1=0;
3)6x+2y—-4z+17=0 ja 9x+3y—-67-4=0;
4)2x—-3y+6z—12=0 ja x+2y+2z-7=0.

5.89. Leida kahe tasandi
D2x—-y+3z=0, 2)x+3y-4z+5=0,
x+4y—-6z=0; 2x+2y+2z-7=0
vahelise nurga koosinus.

5.90. Leida tasandite x + 2y —z+ 1 = 0 ja x — 2y — z — 1 = 0 normaalide vaheline nurk.
5.91. Panna ldbi x-telje tasand, mis moodustab tasandiga 4x + 3z — 7 = 0 nurga %T

5.92. Panna lébi reeperi alguspunkti tasand, mis on risti tasandiga Sx — 2y + 5z — 10 = 0 ning moodustab
tasandiga x — 4y — 8z + 12 = 0 nurga 45°.

5.93. Leida tasandi vorrand, kui tasand ldbib punkte A(2,0,0) ja B(0,2,0) ja moodustab tasandiga x +
y+z+1=0nurgaa = 45°.

5.94. Leida tasand, mis libib z-telge ning moodustab tasandiga 2x +y — V5.2-7=0 nurga g

5.95. Punkti M(-5, 16, 12) ldbib kaks tasandit, kusjuures iiks neist libib ka x-telge, teine aga y-telge.
Leida nende tasandite vaheline nurk.

5.96. Leida Idikuvate tasandite paari
l)x—y-\/§+z—1:0, x+y\/§—z+3=0;
2)3y—-z=0, 2y +z=0;
3)6x+3y—-2z=0, x+2y+6z-12=0;
4)x+2y+2z-3=0, 16x+ 12y —-152-1=0
vaheline kahetahuline nurk.

§3. Tasandi normaalvorrand. Punkti kaugus tasandist

Kisitleme probleemi ristreeperis. Tasandi normaalvéorrandiks nimetatakse vorrandit kujul
xcosa +ycosf+zcosy—p=0, (5.13)
kus cos @, cos 3, cos y on tasandi normaali sihikoosinused, s.t. kehtib seos
2 2 2., _
cos“a@+cos“B+cos"y=1 (5.14)

ja p on koordinaatide alguspunkti kaugus tasandist. Tasandi normaali positiivseks suunaks loetakse suun-
da koordinaatide alguspunkti poolt tasandi poole. Kui tasand ldbib koordinaatide alguspunkti, on normaali
suund vaba.
Et teisendada tasandi iildvorrandit normaalkujule, tuleb vorrandit korrutada nn. normeeriva te-
guriga
1
e 5.15
SRy e G
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kus normeeriva teguri mirk valitakse vastupidine iildvrrandi (5.1)) vabaliikme mirgiga (eeldusel A > Oﬂ
Reeperi alguspunkti kaugus tasandist ja tasandi normaali sihikoosinused avalduvad tasandi iildvorrandi
kordajate kaudu jargmiselt:

D A
p=t——, cosa = t——-o—,
VA? + B + C? VA? + B> + C? 516
B c (.16
Cosf=t———o——", COSYy=t——"——.
VA? + B2 + C? VA? + B2 + C?

Kui tasand on méératud normaalvorrandiga @I) siis punkti My(xo, Yo, 20) kaugus d tasandist midratak-
se valemiga
d =|xpcosa + ypcosB +zpcosy — pl. (5.17)

Kui tasand on méiratud iildvorrandiga (5.1)), mératakse punkti kaugus tasandist valemiga

_ |Axg + Byo + Czo + D|
VAT ¥ B +C

Jarelikult, punkti kauguse tasandist saame, kui asetame antud punkti koordinaadid tasandi normaalvor-
randi vasakusse poolde ja votame tulemusest absoluutviirtuse.

d

(5.18)

Tasandi normaalvorrand.

5.97. On antud iihikvektor rij ja arv p > 0. Tdestada, et vorrand X1y — p = 0 méirab vektoriga rig ristuva
tasandi, kus p on tasandi kaugus reeperi alguspunktist. Leida selle tasandi vorrand koordinaatides,
kui vektor ny moodustab reeperitelegedega nurgad «, B ja y.

5.98. Esitada tasandi normaalvorrand x cos a+y cos 8+z cos y—p = 0 vektorite abil ja selgitada kasutatud
vektorite geomeetrilist sisu.

5.99. Konstrueerida tasandid ¥- 7 =4; X i =0; X-ii+ 3 = 0.
5.100. Teha kindlaks, millised tasandite vorrandeist omavad normaalkuju:
1) %x— %y— %z—S =0; 2) §x+ %y— %z—S =0;
3) éx—§y+%z+5 =0; 4)—gx+§y_%z_5 = 0:

77 77

5
5)§x—§z—3—0, 6)_By+EZ+1 0;
)l%y %Z—l 0; 8)%x——y+3 0;
Nx—-1=0; 10)y+2=0;
11)-y-2=0; 12)z-5=0.

5.101. On antud tasandid

3KuiA = 0, siis eeldatakse, et B > 0.
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5.102.

5.103.

5.104.
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25 15 25
4))?}71)—25:0,172 §l+ §]+ §k
Millised antud tasanditest on esitatud normaalvdrrandiga?

Teisendada jargmiste tasandite vorrandid normaalkujule

6 2
D2x-2y+z-18=0; 2) gx__y+_z+3=0;

7 7
3)4x—-6y—-12z-11=0; 4) -4x—-4y+2z+1=0;
5)5y—12z+26 = 0; 6)3x—4y—-1=0;
TNHy+2=0, 8) —x+5=0;
9)—-z+3=0, 10)02z—-1=0.

On antud tasand ¥ - d = b. Leida reeperi alguspunkti ristprojektsioon antud tasandile. Lahendada
sama iilesanne, kui tasand on méiratud normaalvdrrandiga.

4 12
. . . 13713° .
poole) ja alguspunkti kaugust tasandist p = 4, koostada tasandi normaalvdrrand.

. oo N 3 . . .
Teades tasandi normaali sihivektorit 77y = ( _E) (suunaga reeperi alguspunktist tasandi

Punkti kaugus tasandist.

5.105.

5.106.

5.107.

5.108.

5.109.

5.110.

5.111.

Avaldada punkti X(x1) kaugus d tasandist 7 - 7 — p = 0. Leida kaugus d koordinaatides, kui
X1 = (x1,y1,21), I = (cos @, cos 3, cos y).

S i(d—b
Niidata, et punkti A(@) kaugus tasandist 7(¥ — b) =0 ond = W.
i
Leida tasandite kaugused reeperi alguspunktist:

1) 6x — 7y — 6z = 33;
2)2x+3y—-62-7=0;
3) 15x— 10y + 6z — 190 = 0.

Leida punkti A kaugus tasandist «, kui
1)A(1,2,1), a:x+2y+2z-10=0;
2)A3,1,-1), a:22x+4y—-20z-45=0;
3)A4,3,-2), a:3x—-y+5z+1=0;

1
4)A(2,0,—§), @ dx—4y+2z+17=0;
SHYA(T,-1,2), arx+2y—-2z+5=0.

On antud tasandid

Dx+yV2+z-10=0;2)x—y—-zV2+16=0;

Nx+z-6=0;4)y—-2+2=0;

55xV3+y+10=0,6)z-2=0;7)2x+1=0;

8)2y+1=0;9)x-2y+2z—-6=0;

10)2x+3y—-6z+4=0.

Leida iga tasandi normaali ja reeperitelgede vahelised nurgad «, B, v ning kaugus reeperi algus-
punktist.

Tuletada valem punkti A(xo, ¥o, 20) kauguse arvutamiseks kolme punktiga B(x,yi, z21), C(x2,¥2,22)
ja D(x3,y3,73) mddratud tasandist.

Tasand 1dbib punkte A(1,-1,1), B(-2,1,3) ja C(4,-5,-2). Leida punkti P(-1, 1,-2) kaugus d
sellest tasandist.
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5.112. Tetraeedri tipud on 1) A(3, 5, 3), B(-2, 11, -5), C(1,-1,4), D(0, 6,4); 2) A(0,0,2), B(3,0,5),C(1,1,0),
D(4,1,2). Arvutada tipust D tahule ABC tdmmatud korguse pikkus.
5.113. Leida tetraeedri ruumala, kui tetraeedri tipud on A(1, 1, 1), B(1,1,-1), C(1,-1,1) ja D(-1, 1, 1).

5.114. Leida tasandi vorrand, kui tasand 1dbib punkte M(2,0,0) ja N(0,2,0) ning asub nullpunktist ithe
thiku kaugusel.

5.115. Tasandi telgldikude suhe ona : b : ¢ = 1 : 2 : 3 ja tasand asetseb 1) reeperi alguspunktist kuue
tthiku 2) punktist A(3, 5, 7) nelja iihiku kaugusel.

5.116. Kolmnurk on tekkinud xy-tasandi ldikamisel tasanditega 3x + 2y + 4z —7 = 0,2x -5y + 1 = 0,

Sx+y-— V3z+6 = 0. Leida selles kolmnurgas punkt, mis asub antud tasanditest vordsetel kaugustel.

Paralleelsete tasandite vaheline kaugus.

5.117. Leida tasandite Ax + By + Cz+ D; = 0 ja Ax + By + Cz + D, = 0 vaheline kaugus d.
5.118. Leida tasandite 11x — 2y — 10z + 15 = 0 ja 11x — 2y — 10z — 45 = 0 vaheline kaugus.

5.119. Leida paralleelsete tasandite vaheline kaugus, kui tasandite vérrandid on:

Dx-2y-2z-12=0, 2)2x-3y+6z—-14 =0,
x—2y-2z-6=0; 4x —6y+ 122+ 21 =0;
3)2x—-y+2z+9=0, 4)16x+ 12y — 152+ 50 = 0,
4x -2y +4z-21=0; 16x + 12y — 152+ 25 = 0;

5)30x—-32y+24z7-75=0, 6)6x—18y—9z—-28 =0,
15x - 16y + 127 - 25 = 0; 4x-12y-6z-7=0.

5.120. Leida tasandiga AX + By + Cz + D = 0 paralleelse ja sellest kaugusel d oleva tasandi vorrand.

5.121. Leida tasand, mis on paralleelne antud tasandiga « ja asetseb viimasest d tihiku kaugusel
Da:3x-6y—-2z+14=0, d=3;
a:2x-2y—-z-3=0, d=25;
3)a:20x—-4y-5z+7=0, d=6.

5.122. Koostada tasandi vorrand, kui tasand asetseb vordsel kaugusel tasanditest
Ax+By+Cz+Dy=0jaAx+By+Cz+ D, =0.

5.123. Koostada tasandi vorrand, kui tasand asetseb kahe paralleelse tasandi
x=2y+z-1=0ja
2x—4y+2z+1=0
vahel ja jaotab nendevahelise kauguse suhtes 1:3.

5.124. Kuubi kaks tahku asetsevad tasanditel 2x — 2y +z — 1 = 0, 2x — 2y + z + 5 = 0. Leida selle kuubi
ruumala.

5.125. Leida tasand, mis on risti vektoriga m = (I, m, n) ning asub punktist My (xy, yo, 20) kaugusel d iihikut.

5.126. Leida tasandiga x + 2y — 2z + 7 = 0 paralleelse ja punktist M (4,3, -2) seitsme iihiku kaugusel
asetseva tasandi vorrand.

5.127. Leida tasand, mis on paralleelne tasandiga 2x +y — 4z + 5 = 0 ja asetseb punktist (1, 2, 0) kaugusel
V21 iihikut.
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Teatud kaugustel asetsevad tasandid ja punktid.

5.128.

5.129.
5.130.

5.131.
5.132.

5.133.

5.134.
5.135.
5.136.

5.137.

5.138.

5.139.

Leida tasand, mis 1dbib punkti A(5, 2, 0) ning ta kaugus punktist B(6, 1, —1) on 1 ja punktist C(0, 5, 4)
on 3.

Leida tasand, mis lidbib y-telge ning on vordsel kaugusel punktidest (2,7, 3) ja (-1, 1, 0).

On antud paralleelsete tasaandite paarid
1)4x-y—-2z-3=0, 2)3x+2y-z+3=0,
4x—-y—-2z-5=0; 3x+2y—-z—-1=0;
3)5x-3y+z+3=0,
10x-6y+2z+7=0.
Leida nendest tasanditest vordsel kaugusel olevate punktide hulga vérrand.

Leida y-teljel punkt, mis asub tasandist x + 2y — 2z — 2 = 0 kaugusel d = 4.

Leida z-teljel punkt, mis on vordsel kaugusel punktist (2, 3, 4) ja tasandist
2x+3y+z-17=0.

Leida x-teljel punkt, mis asub tasanditest 12x — 16y + 15z + 1 = 0ja2x + 2y —z — 1 = 0 vdrdsel
kaugusel.

Leida y-teljel punkt, mis on vordsel kaugusel tasanditest x + y—z+ 1 =0jax—-y+z—-5=0.
Leida z-teljel punkt, mis on vordsel kaugusel tasanditest x + 4y -3z -2 =0jaSx+z+ 8 =0.

Tasandi kaugused kolmest punktist A(6, 1,—1), B(0,5,4) ja C(5,2,0) on vastavaltd; = 1, d» = 3,
d; = 0. Leida selle tasandi vorrand.

Tetraeedrit piiravad reeperitasandid ja tasand 2x + 3y — 6z — 4 = 0. Leida selle tetraeedri sees oleva
sfadri keskpunkt.

Tetraeedri tahkudeks on reeperitasandid ja tasand 11x — 10y — 2z — 57 = 0. Leida selle tetraeedri
sisse joonestatud sfidri keskpunkt ja raadius.

On antud tetraeedri neli tippu: A(3,5,-1), B(7,5,3), C(9,—-1,5), D(5, 3, -3). Leida tetraeedri koi-
kidest tippudest vordsel kaugusel asuvate tasandite vorrandid.

Punktid iihel voi teisel pool antud tasandit.

5.140.

5.141.

5.142.
5.143.
5.144.

On antud tasandid:

1)5x-3y+z-18=0; 2)2x+T7y+3z+1=0;

3 x+5y+12z—-1=0; 4H2x—-y+z+11=0;

5)2x+3y—-6z+2=0; 6)3x—-2y+2z-7=0.

Teha kindlaks, kas punkt Q(2, —1, 1) ja reeperi alguspunkt asuvad samal pool vdi teine teisel pool
antud tasandit.

Leida punktide A(-3,3,5), B(0,-7,-4), C(6,5,1), D(-3,-5,2), E(4,-7,10), F(2,6,1) asendid
tasandi 2x — 3y + 4z — 5 = O suhtes.

Toestada, et tasand 3x — 4y — 2z + 5 = 0 16ikab punkte A(3, -2, 1) ja B(-2, 5, 2) iihendavat 15iku.
Toestada, et tasand 5x — 2y + z — 1 = 0 ei 1dika punkte A(1,4, -3) ja B(2, 5, 0) tihendavat 16iku.

Leida punkt, mis on stimmeetriline reeperi alguspunktiga tasandi 6x + 2y — 9z + 121 = O suhtes.
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5.145.

5.146.

5.147.

5.148.

5.149.

5.150.

5.151.

5.152.

5.153.
5.154.

5.155.

5.156.

5.157.

5.158.

5.159.
5.160.

Vorrand 2x — 6y + 3z — 42 = 0 médrab peegli asendi. Millise punktiga iihtib punkti A(3,-7,5)
peegelkujutis?

Milline on tarvilik ja piisav tingimus, et punkt Xo(xo, yo, 20) asuks kahe, kuid mitte ristuva tasandi
Arx + Byy + Crz + Dy = 0, k = 1,2 vahelises tervanurgas?

Kas reeperi alguspunkt ja punkt M(2, —1, 3) asuvad jargmiste tasandite poolt moodustatud kaheta-
huliste nurkade suhtes samas, kdrvunurkades v6i tippnurkades:
D2x-y+3z-5=0, 2)2x+3y—-5z-15=0,
3x+2y-z+3=0; Sx-y—-3z-T7=0;
3)x+5y—-z+1=0,
2x+17y+2z+2=0.

Kas punktid M(2, -1, 1) ja N(1, 2, -3) asuvad jargmiste tasandite poolt moodustatud kahetahuliste
nurkade suhtes samas, kdrvunurkades voi tippnurkades:
1)3x-y+2z-3=0, 2)2x—-y+5z—-1=0,

x=2y-z+4=0; 3x-2y+6z—1=0.

Teha kindlaks, kas reeperi alguspunkt asub tasandite x — 2y + 3z =5 =0, 2x —y —z+ 3 = 0 poolt
moodustatud kahetahulises teravnurgas voi niirinurgas.

Teha kindlaks, kas punkt M(3,2, —1) asub tasandite Sx —y+z+3 =0,4x -3y +2z+ 5 = 0 poolt
moodustatud kahetahulises teravnurgas voi niirinurgas.

Leida tasandid, mis poolitavad 1dikuvate tasandite A;x + B;y + Ciz + D; = 0, i = 1,2 vahelised
kahetahulised nurgad. Néidata, et otsitavad tasandid on risti.

Leida tasandid, mis poolitavad antud tasandite X - 7y = p; ja X - n3 = p, vahelised kahetahulised
nurgad.

Leida tasandid, mis poolitavad tasandite 7x + y — 6 = 0 ja 3x + 5y — 4z + 1 = 0 vahelised nurgad.

On antud 16ikuvate tasandite paarid
HNx-3y+2z-5=0, 2)5x—-5y—-2z-3=0,
3x-2y-z+3=0; x+T7y—-2z+1=0;
3)2x—-y+5z+3=0,
2x—-10y+4z-2=0.
Leida tasandite paaride poolt moodustatud kahetahulisi nurki poolitavate tasandite vorrandid.

Leida tasand, mis poolitab tasandite 2x — 14y + 6z — 1 = 0, 3x + 5y — 5z + 3 = 0 poolt moodustatud
kahetahulise nurga, milles asub reeperi alguspunkt.

Tasandite 3x + 5y —4z+ 1 = 0, x — z— 5 = 0 vahelises nurgaas asub reeperi alguspunkt. Leida selle
nurgapoolitaja tasandi vdrrand.

Kahe tasandi 3x + y — 27+ 4 = 0, x — 7y + 2z = 0 vahelises nurgas asub punkt E(1, 1, 1). Leida
nende tasandite vahelise nurga koosinus.

Leida tasand, mis poolitab tasandite 2x — y+ 2z —3 = 0, 3x + 2y — 6z — 1 = 0 vahelise kahetahulise
nurga, milles asetseb punkt M(1,2, -3).

Leida yz-tasandi ja tasandi 3x — 4y + 6z — 2 = 0 vahelist kahetahulist teravnurka poolitav tasand.

Leida tasand, mis poolitab tasandite 2x — 3y —4z — 3 = 0, 4x — 3y — 2z — 3 = 0 poolt moodustatud
kahetahulise teravnurga.
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5.161. Leida tasand, mis poolitab tasandite 3x —4y —z+ 5 = 0, 4x — 3y + z + 5 = 0 poolt moodustatud
kahetahulise niirinurga.

5.162. Kolm tasandit Ayx + Byy + Cxz + Dy = 0, k = 1,2, 3, moodustavad prisma. Milline on tarvilik ja
piisav tingimus, et punkt M(xo, Yo, z0) asuks selle prisma sees?

5.163. On antud tetraeedri tahkude vorrandid ja punkt M oma koordinaatidega. Kuidas méérata, kas punkt
M asub tetraeedri sees voi mitte?

5.164. On antud viis punkti: A(3,5, 1), B2,7,4), C(1,0,-2), D(5, 10, 10), E(0, 0, —5). Millised kaks punk-
ti antud viiest tuleks tihendada 16iguga, et see 10ik 1dikaks iilejdédnud kolmest punktist moodustatud
kolmnurka?

§4. Tasandite vastastikused asendid. Tasandite kimp ja
sidum

Tasandikimp. Tasandite ebakimp. Tasandikimbuks nimetatakse kdigi iiht sirget — kimbu telge — lébi-
vate tasandite hulka ruumis. Vdrrand

AMAx+ By + Cz+ D)+ u(A1x + Biy + Ciz+ Dy) = 0, (5.19)

kus A ja 4 on muutuvad parameetrid, mis ei ole korraga nullid (s.t. A2 + > # 0), mérab tasandikimbu,
mille teljeks on vorranditega

Ax+ By+Cz+ D =0,

Aix+Biy+Ciz+D; =0

miiratud tasandite 16ikesirge (eeldusel, et tasandid 16ikuvad, s.t. @]) ei kehti). Vorrandit @]) nime-
tatakse tasandikimbu tildvorrandiks. Tasandeid Ax + By + Cz+ D = 0jaAjix + By + Ciz+ D; = 0
nimetatakse vorrandiga (5.19) antud tasandikimbu baasitasanditeks. Tasandikimbu miéravad iga kaks
kimpu kuuluvat erinevat tasandit. Vorrandile (5.19) voib eeldusel A # 0 anda kuju

Ax+By+Cz+ D+ k(A x+By+Ciz+ D) =0,

kus k = £ Sel puhul jddb kimbus saamata viirtusele A = 0 vastav tasand vorrandiga

Ax+B1y+Ciz+D; = 0. Kdik iilejadnud tasandid saadakse k viidrtuse fikseerimisel. Seega tasand kimbus
soltub iihest parameetrist.

Kui vorrandi (5.19) puhul baasitasandid on paralleelsed (s.t. kehtib (5.11)), kuid (5.12) ei kehti), siis
midrab vorrand kdigi baasitasanditega paralleelsete tasandite hulga, mida nimetatakse tasandite eba-
kimbuks.

Kolme tasandi vastikune asend.

5.165. Leida tarvilik ja piisav tingimus, et tasandid A;x + B;y+ Ciz+ D; =0,i =1,2,3
1) 16ikuksid iihes punktis;
2) l@biksid iihte sirget;
3) oleksid paralleelsed;
4) moodustaksid prisma, s.t. kahe tasandi 16ikesirge oleks paralleelne kolmanda tasandiga;
5) kaks tasandit oleksid paralleelsed, kolmas aga Idikaks neid.
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5.166. Toestada, et kolm tasandit, mis on médratud vorranditega Ax + By + Cz+ D = 0,
A1x+B1y+Ciz+Dy = 0, W(Ax+By+Cz+D)+u(A1x+B1y+Ciz+ D)+ D, = 0,kui Dy # AD # uD;
ei oma iihiseid punkte.

5.167. Leida tasandikolmiku
1)2x—-4y+5z-21=0,x-3z+18=0,6x+y+2z-30=0;
2)x+2y—3z=0,3x+6y-9z+10=0,2x+4y—-6z—1=0;
3N)3x—y+2z+1=0,7x+2y+2z=0,15x+8y—-2z-2=0;
4H5x-2y+4=0,3x+z-5=0,8x-2y+2z+7=0;
5)6x+2y+12z-3=0,5y-7z—-10=0,3x+y+6z+12=0
vastastikune asend.

5.168. Teha kindlaks, kas kolmel tasandil x -2y +z -7 =0,2x+y—-2z+2=0,x-3y+2z-11 =0o0n
ithine punkt ning arvutada selle punkti koordinaadid.

5.169. Leida tasandite 1dikepunkt
Dx+3y+5z=-8,2x—-4y+7z=-27,5x+y -3z = 16;
2)3x+4y-3z+37=0,6x—Ty+2z-95=0,5x+2y—-8z+53 =0.

5.170. Leida kolme tasandi:
D5x+8y—-2z-7=0,x+2y+3z-1=0,2x-3y+2z-9=0;
D)x—-4y-2z+3=0,3x+y+z-5=0,-3x+ 12y +62-7 =0;
3)2x—y+52-4=0,5x+2y—13z+23=0,3x-z+5=0
16ikepunkt.

5.171. Teha kindlaks, millistel a ja b véirtustel tasandid 2x —y+3z -1 =0, x+2y—z+b = 0,
X +ay—6z+ 10 = 0 1) omavad iihist punkti; 2) ldbivad iiht sirget; 3) moodustavad prisma.

5.172. On antud kolm tasandit: Ayx + Bry + Cyz + Dy = 0, k = 1,2, 3. Leida nende tasandite 16ikepunkti
kaugus tasandist Agx + B4y + C4z+ D4y = 0.

5.173. Leida tasand, mis ldbib kolme tasandi x —y = 0, x +y —2z+ 1 = 0, 2x + z — 4 = 0 1dikepunkti ning
1) 1dbib y-telge;
2) on paralleelne xz-tasandiga;
3) ldbib reeperi alguspunkti ja punkti (2, 1, 7).

5.174. On antud kolm tasandit: 2x + 3y —4z+5 =0,2x—z+3 = 0, x + y — z = 0. Panna tasand ldbi
kahe tasandi 16ikejoone nii, et selle tasandi ldikejoon kolmanda tasandiga oleks risti esimese ja
teise tasandi 10ikejoonega.

Tasandite kimp.

5.175. Teha kindlaks, kas tasand 4x — 8y + 17z — 8 = 0 kuulub tasandite
a5x—y+4z—-1)+BR2x+ 2y —3z+2) = 0 kimpu.

5.176. Teha kindlaks, kas tasand 5x — 9y — 2z + 12 = 0 kuulub tasandite
ax—-3y+z-5)+p(x—-2y—-z-T7) =0kimpu.

5.177. Teha kindlaks, milline reeperitasanditest kuulub tasandite kimpu
4x—y+2z—6+k(6x+5y+3z-9)=0.

5.178. Teha kindlaks, millistel / ja m véirtustel tasand Sx + Iy + 4z + m = 0 kuulub tasandite a(3x — 7y +
z—3)+B(x -9y —2z+5) = 0 kimpu.
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5.179.

5.180.

5.181.

5.182.
5.183.

5.184.

5.185.
5.186.

5.187.

5.188.

5.189.

5.190.

5.191.

5.192.

5.193.

5.194.

PEATUKK 5. TASAND

Millistel parameetrite A ja D védrtustel tasandid 2x+y—z+3 = 0, x=3y+5 = 0jaAx+y—-2z+D =0
kuuluvad iihte ja samasse kimpu?

Kontrollida, kas tasandid 3x -4y +5 =0, x —2z+ 1 = 0 ja 2y — 3z — 1 = 0 kuuluvad samasse
tasandite kimpu.

Leida tasand, mis ldbib reeperi alguspunkti ning tasandite 1) 2x+5y—6z+4 = 0ja3y+2z+6 = 0;
2)4x—y+3z—1=0jax+5y—z+2 =0 ldikesirget.

Asetada 1dbi tasandite ¥- d = kja X - b=1 16ikesirge tasand, mis on risti tasandiga ¥ - ¢ = m.

Panna lébi tasandite 4x —y + 3z — 1 = 0, x + 5y — z + 2 = 0 Idikesirge tasand, mis
1) 1abib reeperi alguspunkti;

2) 1abib punkti (1, 1, 1);

3) on paralleelne y-teljega;

4) on risti tasandiga 2x —y + 5z -3 = 0.

Leida tasand, mis ldbib tasandite 3x —y + 2z + 9 = 0, x + z — 3 = 0 16ikesirget ning
1) punkti A(4, -2, -3);

2) on paralleelne x-teljega;

3) on paralleelne y-teljega;

4) on paralleelne z-teljega.

Panna 14bi tasandite 6x —y +z = 0, 5x + 3z — 10 = 0 Idikesirge tasand, mis on paralleelne x-teljega.

Leida tasand, mis 14bib tasandite 2x—y+3z—5 = 0, x+2y—z+2 = 0 10ikesirget ning on paralleelne
vektoriga I= 2,-1,-2).

Leida tasand, mis ldbib tasandite 5x — 2y —z -3 = 0, x + 3y — 2z + 5 = 0 Idikesirget ning on
paralleelne vektoriga I'= (7,9,17).

Leida tasand, mis 1dbib tasandite 2x+y—z+1 = 0, x+ y+2z+ 1 = 0 Idikesirget ning on paralleelne
punkte A(2,5, -3) ja B(3, -2, 2) iihendava 15iguga.

Leida tasand, mis ldbib tasandite 2x —z = 0, x + y — z + 5 = 0 15ikesirget ning on risti tasandiga
Tx—-y+4z-3=0.

Leida tasand, mis ldbib tasandite 3x — 2y + z — 3 = 0, x — 2z = 0 16ikesirget ning on risti tasandiga
x—2y+z+5=0.

Leida tasand, mis lédbib sirget
Sx-y-2z-3=0
3x-2y-5z+2=0

ning on risti tasandiga x + 19y — 7z — 11 = 0.

Leida tasanditega 3x + y — 2z — 6 = 0, x — 2y + 5z — 1 = 0 méaératud kimbus tasandid, mis on risti
antud tasanditega.

Leida tasanditega 2x + y — 3z + 2 = 0, 5x + 5y — 4z + 3 = 0 maéiratud kimbust kaks teineteisega
ristuvat tasandit, kusjuures iiks 1dbib punkti (4, -3, 1).

Leida tasand, mis on risti tasandiga Sx—y+3z—2 = 0 ning 16ikub sellega moédda xy-tasandil asuvat
sirget.
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5.195.

5.196.

5.197.

5.198.

5.199.

5.200.

5.201.

5.202.

Leida kimbust x + 3y — 5 + k(x —y — 2z +4) = 0 tasand, mille telgldigud x- ja y-telgedel on vordsed.

Leida tasand, mis ldbib tasandite x + 2y +3z—4 = 0, 3x+z—5 = 0 Idikesirget ning mille telgldigud
y- ja z-telgedel on vordsed.

Panna ldbi tasandite x + 5y + z = 0 ja x — z + 4 = 0 1dikesirge tasand, mis moodustaks tasandiga
x —4y —8z+ 12 = 0 nurga g

Leida tasandite kimpu a(x — 3y + 7z + 36) + B(2x + y — z — 15) = 0 kuuluv tasand, mis on reeperi
alguspunktist kaugusel p = 3.

Leida tasandite kimpu a(3x —4y + z+6) +B8(2x — 3y +z+2) = 0 kuuluv tasand, mis asub punktidest
A(3,-4,-6), B(1,2,2) vordsel kaugusel.

Leida tasandite kimpu a@(10x — 8y — 15z + 56) + S(4x + y + 3z — 1) = 0 kuuluv tasand, mis asetseb
punktist C(3, -2, —3) kaugusel d = 7.

Leida tasandite kimpu a(4x + 13y — 2z — 60) + B(4x + 3y + 3z — 30) = 0 kuuluv tasand, mis eraldab
reeperinurgast Oxy kolmnurga, mille pindala on 6 ruutiihikut.

Leida punkti A(1, 3, 5) projektsioon tasandite 2x + y+z — 1 = 0ja3x +y + 2z — 3 = 0 16ikesirgel.

Neli tasandit. Tasandite sidum.

5.203. Milline on tarvilik ja piisav tingimus, et neli tasandit Ayx + By + Cyz + Dy = 0,

k = 1,2,3,4 kuuluksid iihte sidumisse? Millistel tingimustel on tegemist sidumiga ja millistel
ebasidumiga?

5.204. Leida tasandite x +y—z+2=0,4x-3y+z—-1=0,2x+ y—5 = 0 sidumist tasand, mis
1) 14bib abstsisstelge;

2) on paralleelne xz-tasandiga;
3) ldbib reeperi alguspunkti ning antud punkti P(1, 3, 2).

5.205. Kontrollida, kas neljal tasandil
N5x-—z+3=0,2x-y—-4z+5=0,3y+2z-1=0,3x+4y+5z-3=0;
2)5x+2y-6=0,x+y-3z=0,2x-3y+z+8=0,3x+2z—-1=0
on ithine punkt.

Segaiilesandeid.

5.206. Koostada reeperitasandite vektorvorrandid.

5.207. Selgitada vorrandite 1) 7+ j = —5; 2) 7+ k = 6 geomeetriline tihendus.

5.208. Toestada, et ruumi punktid, mis rahuldavad vorratust |[Ax + By + Cz + D| < d2, asuvad paraleelsete
tasandite Ax + By + Cz + D + d = 0 vahel.

5.209. Todestada, et ruumi punktid, mis rahuldavad vérratust |x| + [y| + |z| < a, asuvad oktaeedris, mille
keskpunkt on reeperi alguspunktis ja tipud asuvad reeperitelgedel.

5.210. Leida tasandi 2x—3y+4z—5 = 0 ja xz-tasandi 1ikesirgel punktid, mis asuvad tasandist 2x+y—z+3 =

0 kaugusel V6 iihikut.
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5.211.

5.212.

5.213.

5.214.

5.215.

5.216.

5.217.

5.218.

5.219.

5.220.

5.221.

5.222.

5.223.

5.224.

5.225.

PEATUKK 5. TASAND

Koostada tasandi vorrand, kui tasand 1dbib punkti P(1, 1, 1) ja on risti tasanditega
x+y+z—-1=0,2x-y—-z+1=0.

Leida reeperitasandite ja tasandiga Ax+ By+Cz+D = 0 piiratud tetraeedri ruumala, kui A-B-C-D #
0.

Niidata, et tetraeedri tippude Pi(x1,y1,21), Pa(x2,¥2,22), P3(x3,¥3,23) ja P4(x4, Y4, 24) kaudu tet-
raeedri ruumala avaldub valemiga

1 X1 —=X2 Y1—=Y2 21—22
V=—|x1—-x3 y1—ys 2123
X1 —X4 Y1I—Y4 2124

Tetraeedri tipud on A(2, 1,0), B(1,3,5), C(6,3,4), D(0,-7,8). Leida kiilgserva AB ning kiilgserva
CD keskpunkti ldbiva tasandi vorrand.

Arvutada reeperitasandite ja tasandi 2x + 3y + 6z — 12 = 0 poolt moodustatud tetracedri sisemiste
kahetahuliste nurkade koosinused.

Tetraeedri tahud on: 1) 2x—2y+z+2 =0,2) x+y+z-5=0,3) 8x+4y+z-16 =0,4) 4x+3y = 0.
Leida selle tetraeedri sisemise kahetahulise nurga koosinus, mille servaks on kahe esimese tasandi
16ikejoon.

Tetraeedri tahkude vorrandid on: 1) x +2y -3z -6 =0,2)2y+5z-4=0,3)3x+z+ 1 =0,
4) x + 2y = 0. Leida tasand, mis ldbib kahe esimese tahuga méiératud serva ning on paralleelne
tetraeedri vastasservaga.

Tetraeedri tahkude vorrandid on: 1) x + 2y +z+2 =0,2) x+y-1=0,3) x -y -z = 0,
4) 3x + z+ 1 = 0. Leida tasand, mis ldbib kahe esimese tahuga méiratud kiilgserva ning kahe
illejdinud tahuga midratud kiilgserva keskpunkti.

Kolm tasandit Ayx + Byy + Cxz + Dy = 0, k = 1,2,3 moodustavad prisma. Milline on tarvilik ja
piisav tingimus, et selle prisma sisemised kahetahulised nurgad oleksid teravnurgad?

Kontrollida, kas kolm tasandit 11x + 10y + 2z = 0, 3x + 4y = 0, x — y + z — 1 = 0 moodustavad
prisma ja arvutada kahe esimese tasandi poolt moodustatud sisemise kahetahulise nurga koosinus.

Niidata, et kolm tasandit x + 2y —z—4 = 0,3x — 2y + 3z — 6 = 0, 4y — 3z + 3 = 0 moodustavad
prisma. Leida tasand, mis 14bib prisma kahe esimese tahu 15ikejoont ning on paralleelne kolmanda
tahuga.

Toestada, et rodptahukas, mille tahud asuvad tasanditel 7x — 11y + 9z — 14 = 0,
4x+5y+3z+6=0,78x— 15y — 79z + 3 = 0, on risttahukas.

Tasand on médratud vorrandiga Ax + By + Cz + D = 0. Koostada antud tasandiga siimmeetrilise
tasandi vorrand xy-tasandi suhtes.

Tdestada, et tasandil z = ax + by + ¢ asuva kujundi F pindala ja tema projektsiooni F pindala

xy-tasandil on seotud vordusega
S(F) = /1 +a*+b2S(F).

L= — — . IR . .
On antud kohavektorid OA = rj, OB = r3, OC = 73, kusjuures 73 ja 73 on mittekollineaarsed.
Punktist A on tdmmatud ristsirge AM tasandile OBC. Leida punkti M kohavektor OM = %.
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5.226.

5.227.
5.228.

5.229.

5.230.

5.231.

Selgitada antud tasandite asendite isedrasused:
1) %(Ai + Bj + CK) = 0;

2) X(Ai + B)) = D;

3) ¥(BJ + Ck) = 0;

4) ¥(CKk) = D;

5) %(AD = 0.

Kirjutada antud tasandi 11x — 7y — 9z + 15 = 0 vektorvorrand.

Maiirata antud tasandi
1) AT+ Bj + Ck) = D;
2)%-d=D

telgldoigud.

Koostada tasandi vektorvdrrand, kui tasand ldbib punkti A5T + 2]_')+ 31?) ja tasandi telg-
16igud on vdrdsed ja positiivsed.

Koostada antud kolme punkti ldbiva tasandi vektorvorrand
1) 0(0,0,0), A(57+ k), BG + 2j— 75); )
2) A(i — 3j + 2k), B(5i + j — 4k), C(2i + 3k).

Koostada tasandi vektorvdrrand, kui tasand ldbib punkti A(57 - 3f+ 2]?) ja
1) on paralleelne xy-tasandiga;

2) on paralleelne tasandiga X3i-8]+ B =3;

3) ldbib x-telge.
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Peatiikk 6

Sirge ja tasand ruumis

§1. Sirge ruumis

6.1.1 Sirge vorrandid.

P X, s
ST
14 X 5
X0 X
0
Joon. 6.1

Sirge on ruumis tiielikult méératud, kui on teada tema iiks punkt Xo(xp) ja sihivektor §. Ruumi punkt
X (%) asub siregl parajasti siis, kui (vt. joon. mllsf s.t. ¥ — xp||5 ehk

-

X=Xy +15. 6.1)

Vorrand (6.1) on sirge vektorvorrand. Téhistame vaadeldud vektorite koordinaadid jﬁrgmiseltﬂ § =
(L,m,n), Xy = (x0,Y0,20)» £ = (x,y,2). Vektorite kollineaarsuse tingimusest saame vorrandid koordi-
naatides, nn. sirge kanoonilised v[)“rrandidE]

X—=Xo _Y—Yo _2—20

— (6.2)
[ m n
Vorrandist (6.1) saame sirge parameetrilised vorrandid
X =Xxp+tl,
y=yo+tm, (6.3)
Z=20t1In

!Praktiliste arvutuste jaoks valitakse sirge sihivektoriks sirgega kollineaarsete vektorite hulgast kdige lihtsamate koordinaatidega
vektor. Sihivektori suund ja pikkus on ebaolulised.

’Tasandilisel juhul vorrandites 1i - li viimane seos on méidramata ja saame juba varem tuntud kujud.
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mis tekivad ka kanoonilistest vorranditest, kui neis ithine suhe tihistada tihega r. Kui esimesest vorrandist
(6.3) avaldada 7 (seda saab teha, kui / # 0) ja asendada iilejadnutesse, saame sirge taandatud vorrandid

y=ax+p,
{ Y= brag, (6.4)

mis tekivad ka y ja z avaldamisel vorrandeist (6.2).
Sirge vdib ruumis miérata ka kahe erineva punktiga X (x1, vy, z1) ja X2(x2,¥2,22), X1 + X». Sel korral

on vektor X; X, kollineaarne sirge sihivektoriga §. Tekivad sirge vorrandid kahe punkti kaudu:

X=X _ y—) -2

= . 6.5)
X=X -y 24
Sirge voib esitada ka kahe tasandi 16ikejoonena
A1x+Bly+C1z+D1 =0, (66)
A2x+Bzy+sz+D2=0. )

Vorrandeid (6.6) nimetatakse sirge iildvorrandeiks ruumis. Uleminekuks vorranditelt (6.6)) kanoonilistele
vorranditele arutleme jiargmiselt. Sirge s asetseb esimesel tasandil, jérelikult sirge sihivektor § on risti
esimese tasandi normaalvektoriga ] = (Aj, By, C1). Sirge asetseb ka teisel tasandil, ja jirelikult ta sihi-
vektor § on risti teise tasandi normaalvektoriga 5 = (A,, By, C,). Jérelikult 5]jn] X 3. Seega on leitud
sirge sihivektori koordinaadid ja kanoonilise vorrandi 16plikuks viljakirjutamiseks piisab ainult iihe sir-
ge suvalise punkti (siisteemi iihe erilahendi) leidmisest. Sirge sihivektori leidmiseks piisab ka sirge kahe
erineva punkti leidmisest.

Nurki «, B, v, mis sirge sihivektor § moodustab reeperitelgedega, nimetatakse sirge sihinurkadeks.
Kui § asemele vdtta sihivektor —§, siis @, 8, y asemele tulevad 7 — @, 7 — 8, ® — y. Suurusi cos «, cos S,
cosy nimetatakse vektori § abil suunatud sirge suunakoosinusteks, kui nad aga on miératud kordaja +1
tiapsusega, siis ka sirge sihikoosinusteks. Nad on sirge sihiithikvektori koordinaatideks:

5o = (cos @, cos B, cos y) 6.7)

ning on seetdttu vordelised sirge suvalise sihivektori koordinaatidega:

cos@ _ cosf _ cosy' ©.8)
l m n
Seega kehtivad seosed

cosa = ul, cosfB = um, cosy = un,

kus tegurit
1
= (6.9)
VP + m? + n?
nimetatakse normeerivaks teguriks. Normeeriv tegur on vdrdne sirge sihivektori mooduli poordviairtuse-
ga.

6.1.2 Sirge normaalvorrand.

Olgu sirge s ruumis méératud punktiga My(xXp) ja sihivektoriga § (vt. joon. 6.1). Sel korral omab sirge
vorrand kuju (¥ — xp) X §= 0 ehk
Xx5=p, (6.10)
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kus 7 = xj x §. Siin vektor j on risti tasandiga, mis 1dbib antud sirget ja reeperi alguspunkti (poolust).
Kui g = 0, siis sirge 14bib poolust. Vastupidi, iga vorrand , kus muutuva vektori ¥ vektorkorrutis
antud vektoriga 5 # 0 on vordne teise antud vektoriga g ja § L p, midrab sirge ruumis. Erijuhul, kui sirge
sihivektor on iihikvektor |sp| = 1, saame vorrandi

X5 - =0, 6.11)

kus vabaliitkme moodul p on vordne sirge kaugusega p reeperi alguspunktist. Vorrandit (6.11)) nimeta-
takse sirge normaalvorrandiks ruumis. Selleks, et teisendada vorrandit (6.10) normaalkujule, on piisav
korrutada vorrandit normeeriva teguriga (6.9) ja viia vabaliige vasakule

X —%:0. (6.10°)

Koordinaatides annab sirge normaalvorrand ruumis jargmised vorrandid:

X=X _Y—Yo _Z—20
cosa  cosB  cosy’

(6.12)

kus x, o, zo on sellise vektori xy koordinaadid, nii et 7 = xj X sp. Seega sirge normaalvorrandist ruumis
tulenevad sirge kanoonilised vOrrandid, kus nimetajaks on ithikvektori koordinaadid.

“y

Xo

Joon. 6.2

6.1.3 Punkti kaugus sirgest.
Olgu sirge s mégratud punktiga Xo(xo, o, zo) ja sihivektoriga § = (I, m, n). Punkti X, (x1, y1, z;) kauguse

. . . . . > > . . .
d antud sirgest § voib leida kui vektoritele §ja XX ehitatud roopkiiliku kdrguse (vt. joon. . Seega

L =
_I8X XX

= 6.13
E (©.13)

6.1.4 Kahe sirge vaheline nurk.

Kahe sirge vaheliseks nurgaks nimetatakse sirgete sihivektorite vahelist nurka. Olgu sirged médratud
kanooniliste vorranditega

5 | - oY =1,2), (6.14)
) o
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siis sirgetevaheline nurk ¢ avaldub valemiga:

N3

=
172

2
l13]

cosp = . (6.15)

i<t}

Kui s; = (I;, m;, n;), siis ristreeperi korral voib kahe sirge vahelise nurga arvutamise valemi (6.15) esitada
kujul
lllz +mymy + niny

cosp = . (6.15%)
B+ B+

Kaks sirget s ja s, on paralleelsed, kui si||s5 ehk koordinaatides

% _ anl - Z_l (6.16)
Kaks sirget on risti, kui sihivektorid on risti: 57 L 3, s.t.
5155 =0. (6.17)
Viimane seos ristreeperi korral omab kujuE]

Ll +mimy +niny = 0. (6.17°)

6.1.5 Kahe sirge vastastikused asendid ruumis.

Kahel sirgel on ruumis jirgmised vastastikused asendid:
1) sirged asetsevad iihel tasandil;
a) sirged ldikuvad,;
b) sirged on paralleelsed;
2) sirged ei asetse iihel tasandil — kiivsirged.

Joon. 6.3

Olgu sirged s; ja s, méiratud kanooniliste vorranditega (6.14). Kanoonilistest vorranditest on vahetult
teada sirgete sihivektorid si ja 5 ning kummalgi sirgel iiks punkt X; € s1 ja X, € s, (vt. joon. [6.3).
. . I I e .
1) Kui sirged s ja s, asetsevad iihel tasandil, siis vektorid s7, 53, X; X, on komplanaarsed (s.t. segakorrutis
on vordne nulliga)

(51,82, X1X) =0 (6.18)

3Seosed |l - li kehtivad afiinse reeperi korral, seos 1) ja 1| aga ainult ristreeperi korral.
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a) sirged 16ikuvad, kui s1 }f $2;
b) sirged on paralleelsed, kui s7||s3;
. . . N - . —_
2) Kiivsirgete korral vektorid 57, s> ja M| M, ei ole komplanaarsed, s.t.

(51, $2, X1X3) # 0. (6.19)

Kahe kiivsirge sy ja s, vahelise kauguse d vdib arvutada vektoritele 7, 3 ja MM, ehitatud rooptahuka
korguse, kui rodptahuka pdhjaks votta vektoritele §) ja § ehitatud réopkiilik (vt. joon. . Seega

74
d= V11, 92, X1 Xo)|

= 6.20
S |s1 % 83| ( )

Kahe kiivsirge iihise ristsirge sihivektor 7 on risti antud sirgete sihivektoritega s7 ja s3. Jarelikult 7|5 X s3.
Uhise ristsirge vorrandeid on lihtne leida kahe tasandi 7, ja m, 16ikejoonena (vt. joon. [6.3), kusjuures 7
on tasand, mis 1dbib sirget s; ja on kollineaarne vektoriga 7

—_—
my X1 X, 1,7 =0, (6.21)
ja my on tasand, mis 1ébib sirget s, ja on kollineaarne vektoriga 7
—_—
Ty L (XzX, Sz, ?) =0.
Seega kahe kiivsirge iihise ristsirge r vorrandiks on
XX, 51,7 =0,
r: N
(X2X, 53,7 = 0.
Sirge libi kahe punkti.
6.1. Koostada sirge vorrand, kui sirge 14bib reeperi alguspunkti ja punkti A(xo, yo, 20)-

6.2. Koostada sirge vorrand, kui sirge 1dbib kahte antud punkti A(x7) ja B(x3).

6.3. On antud kolmnurga tipud A(0, 2, 1), B(5,—1,4), C(3,0, —1). Koostada kolmnurga kiilgede vorran-
did.

6.4. Koostada tetraeedri servade vorrandid, kui tetraeedri tipud on A(0, 0, 2), B(4,0,5), C(5, 3,0), D(-1,4, -2).

1
6.5. Kontrollida, kas kolm antud punkti A(3,0, 1), B(0,2,4), C(1, 15, 3) asetsevad iihel sirgel.

6.6. Toestada, et kolme punkti A(x1), B(x3), C(x3) kollineaarsuse tingimuse v3ib esitada kujul

— — — — — —

X1 XX+ X% X553 +x3xx =0.

6.7. Sirge ldbib punkte A(-6,6,-5) ja B(12, -6, 1). Leida sirgejéiljedE]
6.8. Sirge kaks jilge on A(xy,y;,0) ja B(x,,0,2,). Leida sirge kolmas jilg.

6.9. Sirge labib punkte A(1,2,—1) ja B(—1,2, 1). Leida sellel sirgel punkt P ndnda, et
AP : BP =2.

4Sirgc: jélgedeks nimetatakse sirge 1d6ikepunkte reeperitasanditega.
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Sirge eriasendid reeperitelgede suhtes.

6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

Milliseid tingimusi peavad rahuldama sirge vorrandite

Ax+By+Cz+ D=0,
Aix+Biy+Ciz+D; =0

kordajad, selleks et sirge

1) oleks paralleelne x-teljega;

2) 1dikaks y-telge;

3) iihtiks z-teljega;

4) oleks paralleelne yz-tasandiga;
5) asetuks xz-tasandil;

6) ldbiks koordinaatide alguspunkti.

Niidata jiargmsite sirgete asendite isedrasused reeperitelgede suhtes.
1){ Ax+By+Cz=0, ){ Ax+Cz=0,

Aix+By+Ciz=0; Aix+Ciz=0;
) Ax+D =0, 6) 3y+2z=0,
Byy+ D, =0; S5x—-1=0;

3) Ax+ By+Cz+ D =0, 7 Sx+y-3z-7=0,
Bix+ Dy =0; 2x+y—-3z-7=0.

) By+Cz+ D =0,
Bly+CIZ+D1 =0;

Millise vabaliikme viértuse D korral sirge

3x-y+2z-6=0,
x+4y-z+D=0

16ikab z-telge?
Milliste B ja D viirtuste korral sirge

x-2y+z-9=0,
3x+By+z+D=0

asetseb xy-tasandil?

Anda sirge vektorvorrandi tildkuju, kui sirge 16ikab 1) x-telge; 2) x- ja y-telge; 3) kdiki kolme telge.

Sirge sihivektor. Sirge kanooniline vorrand.

6.15.

6.16.

Koostada sirge vorrand, kui sirge 1dbib punkti A(1, -5, 3) ja moodustab reeperitelgedega vastavalt
nurgad 60°, 45° ja 120°.

Maidirata jargmiste sirgete sihikoosinused:
0 x—-1 y-5 z+2

4 3127
x y-T z+3

DHp = 20

3) Sx—-6y+2z+21 =0,
x—z+3=0.
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6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

Koostada kahe antud punkti ldbiva sirge kanooniline vorrand: 1) (1,-2,1), (3,1,-1); 2) (3,-1,0),
(17 O’ _3); 3) (07 _25 3)’ (3» _2" 1); 4) (15 25 _4)» (_15 2’ _4)'
Koostada sirge kanooniline vorrand, kui sirge 1dbib punkti M(2, 0, —3) ja on paralleelne 1) vektoriga

. x—1 y+2 z+
_}= 2’—375;2 = =
a=( ); 2) sirgega 5 > 1

1
; 3) x-teljega; 4) y-teljega; 5) z-teljega.

Kolmnurga tipud on

1)A@G3,-1,-1), B(1,2,-7), C(-5,14 - 3);

2) A(5,2,-7), B(2,-1,-3),C(-7,11,6).

Koostada kolmnurga tipust B tdommatud sisenurga poolitaja kanooniline vorrand.

Tdestada, et vorrand (¥ — xp) X § = 0 méérab sirge, mis 1dbib punkti X((xp) paralleelselt vektoriga

-

5.
Teisendada iildine vektorvorrand X X (l?+ mf+ nl?) =ai + bf+ ck kanoonilisse kujju li
Anda iileminek sirge kanoonilistelt vorranditelt (6.2) vektorvorrandile (6.1T]).

x-2 'y z+5

Sirge ki ilised vorrandid ==
irge kanoonilised vrrandid on — 5 >

. Koostada sirge vektorvorrand.

Sirge on méadratud vektorvorrandiga
1) X (40 + 5] - 6k) = 0;

2) (% =3+ 2K)(Q27 + 7k) = 0;

3) ¥x (20 + 6] — 3k) = 37 + 2F.
Leida sirge kanoonilised vorrandid.

Sirge parameetrilised vorrandid.

6.25.

6.26.

6.27.

6.28.

Koostada sirge parameetrilised vorrandid, kui sirge 14bib kahte antud punkti: 1) (3,-1,2), (2, 1, 1);
2) (1’ 1’ _2)5 (37 _1’ 0)7 3) (0, 0, 1)’ (07 17 _2)

Koostada sirge parameetrilised vorrandid, kui sirge 14bib punkti M(1, -1, —-3) ja on paralleelne:
1) vektoriga d = (2, -3, 4);

2 si x—1 y+2 z-1
sirgega = = ;
gegd — 4

0
3)sirgegax=3t—1,y=-2t+3,z=5t+2.

On antud kolmnurga tipud A(3, 6, -7), B(-5,2,3), C(4, -7, -2). Koostada tippu C ldbiva mediaani
parameetrilsed vorrandid.

On antud kolmnurga tipud A(1, -2, —4), B(3,1,-3) ja C(5, 1, 7). Koostada tippu B ldbiva korguse
parameetrilised vorrandid.

Sirge kahe tasandi 16ikejoonena.

6.29.

Miirata sirge
1 2x—-5y+z-3=0,
x+2y-z+2=0;

2) { 2x—y+3z+1=0, sihivektor.

3x+y—-2z-2=0
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6.30.

6.31.

6.32.

6.33.
6.34.

6.35.

6.36.

6.37.

6.38.

6.39.

6.40.

PEATUKK 6. SIRGE JA TASAND RUUMIS

Teisendada antud sirgete vorrandid kanoonilisse kujju:
) x—2y+3z-4=0, ) S5x+y+z=0,
3x+2y—-5z2-4=0; 2x+3y—-2z+5=0;

3) x=2y+3z+1=0, 4 2x-3y-3z-9=0,
2x+y—-4z-8=0; x=2y+z+3=0;

5) x+2y—-z+1=0,
2x-y-2z-3=0.

Koostada jargmiste sirgete parameetrilised vorrandid.
1 2x+3y-z-4=0, ) xX+2y-z-6=0,
3x-5y+2z+1=0; 2x—-y+z+1=0.

6x+2y-2z-9=0,

3x+2y+22—12=0 jéljed. Teha joonis.

Leida sirge {

Koostada vorrandid sirgetele, mis tekivad tasandi 5Sx—7y+2z—3 = 0 1dikumisel reeperitasanditega.

Koostada tasandi 3x —y — 7z + 9 = 0 ja x-telge ning punkti E£(3,2,—5) ldbiva tasandi 1dikesirge
vorrandid.

Leida seosed, mida peavad rahuldama sirge vorrandite

A1X+Bly+C1Z+D1 =0,
A2x+Bzy+C2z+D2=0

kordajad, et sirge 15ikaks 1) abstsisstelge, 2) ordinaattelge, 3) aplikaattelge; iihtiks 4) abstsisstelje-
ga, 5) ordinaatteljega, 6) aplikaatteljega; oleks paralleelne 7) abstsissteljega, 8) ordinaatteljega, 9)
aplikaatteljega.

2x+3y-z+D =0,

Maidrata, millise D véértuse korral sirge { 3x—2y+22—6=0

loikab 1) x-telge; 2) y-telge; 3)
z-telge.

2x-3y+5z-6=0,

Tdestada, et sirge { x+5y—-7z+10=0

I16ikab y-telge.

Koostada sirge kanooniline vorrand, kui sirge 1dbib punkti M(2, 3, —5) ja on paralleelne sirgega
3x-y+2z-7=0,
x+3y—-2z+3=0.

Sirge on madratud kahe tasandi 16ikejoonena

1 )?(?j 373 =5, 2 f(§7+ 3j— %/?) =1,
X(j—-2k)=2; X(i—2j+3k) =4.
Koostada sirge vektorvorrand.

On antud sirge vektorvorrandiga X = 20+ f+ 3k + A4i - f+ 2]?). Leida sirge 1) iildine vektorvorrand
(6.TT); 2) parameetrilised vorrandid; 3) kanoonilised vorrandid.

Punkti kaugus sirgest.

6.41.

Veenduda, et punkti X;(¥7) kauguse sirgest (¥ — xp) X & = 0 voib arvutada jirgmise valemi abil:

_ (6] — Xo) % 8

d B
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6.42. Avaldada punkti X;(x7) kaugus d sirgest ¥ = Xy + dt. Anda valem d jaoks koordinaatides, kui
X1 = (x1,y1,21), X0 = (X0, ¥0,20) jad = (I, m, n).

6.43. Tuletada valem punkti A(xy,y1, z1) kauguse arvutamiseks sirgest
X — X0 _ Y—>Yo _Z"%

[ m n

6.44. Arvutada punkti kaugus sirgest:
-2 -1
DRI, pt ==

4 3 2’
2x+y+z-1=0,
3x+y+2z-3=0;

2) 0(1,3,5), q: {

3)R(1,2,5), rx=ty=-2t+1,z=1t+3;

] o x+y-z+2=0,
4)5(1,2,5), s'{4x—21+3=0;
x—y—-z=1,
2x+z=23.

5)T(1,2,3), 1 {

6.45. Leida pooluse (reeperi alguspunkti) kaugus sirgest:
25 45 - -2 -
l)fx(gi— §k) =4i+ 125+ 3k;

D) RXQi+3/+k) =i+ ]-5k
3) XX (7i-5]+8k) = 0.

6.46. Arvutada punkti kaugus sirgest:
1) A4,3,10), #x (2 + 47+ 58) = —2i + |
2) B(5, -6, 8), x-teljest;
3) C(12,5,0), ¥ (f + 2K) = 0.

L x y+7 z-3
6.47. Leid |- =——=
eida sirgel 5 |

punkt, mis on lihim punktile P(3, 2, 6).

-1 -2 -3
6.48. Leida punktiga P(4, 3, 10) sirge al 7 = J =z 5 suhtes siimmeetriline punkt.

Kahe sirge vastastikune asend ruumis.

6.49. Miirata antud sirgete X @ = b ja X @ = —b vastastikune asend ja kirjeldada sirgete asendeid
pooluse suhtes.

6.50. Tdestada, et kui sirged a ja b, mis on antud vorranditega

a. A,-x+B,-y+C,-z+D,- = O, i= 1,2,

b: Akx+Bky+CkZ+Dk = O,k = 3,4,

16ikuvad, siis
A] Bl C] D]
A2 B, C2 D,
As Bz Ci3 Ds
Ay By Cs Dy

6.51. Milliseid tingimusi peavad rahuldama eelmises iilesandes antud sirgete a ja b vorrandite kordajad
selleks, et sirged oleksid 1) paralleelsed, 2) ristuvad?
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6.52. Maidrata kahe antud sirge vastastikune asend:

1 x=5z-2, . x=4z+7,
y=-z+3, Ja y=027-24;
2))c—l_y+1_z o x+1 _ Y- 2 z+1
. 3 0 ] 3 0 1
x=3y+57-5=0, Ja Tx—2y—8z+6=0;
2x—-y—-5=0, . 2x—y+1=0,
4){3x—z—6:0, . {3y—2z—13=0;
Sx—3y+2=0, . x—3z-14=0,
5) ja
x—37-14=0, y—57-24=0.

6.53. Kirjeldada sirgete asendite isedrasusi reeperitelgede suhtes:

1) xai=b; 5) ¥X (Bj+vk) = b
2))Z’><,8];=l1; 6) XX (ai +vk)=b
3) XX yk = b; XX d=ai;

4)Rx (@i+B))=b;, 8)¥xd=ai+p]

6.54. Kontrollida, kas antud sirged loikuvad

1x—l_y—7_z— —6_y+1_z

e T 2 U
4x+z-1=0, 3x+y—-z+4=0,

){x—2y+3=0 {y+2z—8 0;
x=2t-3, x=A1+5,

3! y=3t-2, {y——4/l—1
z=-4t+6 z=41-4

6.55. Kontrollida, kas sirged 1dikuvad, ja kui 16ikuvad, siis leida ldikepunkt:
B EX i+ j+4k) = -8 — 4]+ Tk,
EX Q27 +5]-k) =2+ ]+9%k;

2 BX (27 + J+4k) =237+ 6] — 13k,
X Bi-27+k) =-i-6]-9%.
3x-y+2z-6=0

- ) 9
X+dy—z+D=0 16ikab z-telge?

6.56. Missuguse D véirtuse puhul sirge {

s . x+2 y z—1 x-3 y-1 z-7__.
aa -_——— = = = 0O ‘7
6.57. Millise [ viartuse korral antud sirged 5 3 T ] 7 5 16ikuvad?
6.58. Tdestada, et antud sirged on paralleelsed:
x+2 y—l_z . x+y—-2z=0,
D 2 1 J {x—y—Sz—SzO;

y=-i+2 x-y-3z-2=0;

x=2t+5, _
2) ia {x+3y+z+2—0,
z=t-17
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6.59.

6.60.

6.61.

6.62.

6.63.

6.64.

6.65.

6.66.

6.67.

6.68.

6.69.

x+y—-3z+1=0, . x+2y-5z-1=0,
3) ja
x—y+z+3=0 x—=2y+3z-9=0.

Tdestada, et antud sirged on risti:
-1 _ -
1)%:)) _z ia {3x+y 5z+1=0,

-2 3 2x+3y-8z+3=0;
x=2+1, . 2x+y—dz+2=0,
2){ y=3t-2, ja Ax—y—5z+4=0:
7=-6t+1 ’

) x+y—-3z-1=0, " 2x+y+2z+5=0,
2x-y-97-2=0 2x—2y—z+2=0.

Kas antud sirged
Sx-Ty+2z-1=0 . 3x+y-5z-1=0
Tx+3y-4z+6=0 I 4x+2y+2+7=0
on risti, paralleelsed voi 16ikuvad?

Leida antud sirgete X X (L + mi7+ nilg) = a;, i = 1,2 paralleelsuse ja ristumise tingimused.

Leida sirge, mis ldbib punkti A ja on paralleelne
1) z-teljega;

. x-1 y-2 z+3
2) sirgega T - 6 " 9
. 2x-y+3z-1=0,
3)51rgega{ 5x+21]y—z—7=0.
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Koostada punkti Q(2, 1, —3) libiva ja sirgega ¥x 4i+ 3f+ I?) =7i- 9;— K paralleelse sirge vorrand.

Kontrollida, kas antud sirged on paralleelsed, ja kui on, siis leida sirgetevaheline kaugus:

x=2 y+1 z x=-7 y-1 z-3

1)3 4 2 3 7 4 2 7

2) ;Cf;:l’ {Zx—y+1=o,
2= 211, 2x+z+2=0;

EX (27 +6]—4k) =37+ j+ 3K,

3 > 2> =, 2> 2> =
) XX (5i+155-10k) =5 - j + k.
Leida punktist P(0,—1, 1) sirgele y-1=0
164 pURKISE A, =L D SUEEE \ x4 2:-7=0

rand, millel ristloik asetseb.

tommatud ristldigu pikkus ja selle sirge vor-

Koostada punktist A(2, 3, 1) antud sirgele x'x (2i- f+ 31?) =27+ 7]_"+ K langetatud ristsirge vorrand.

Leida reeperi alguspunkti projektsioon sirgel & x (f— 31?) =5+ 6f+ 2K.

Koostada punkti A(xp) ldbiva sirge vorrand, kui sirge on risti vektoritega dj ja d.

Leida sirge, mis ldbib punkti M(—1,2, —3), on risti vektoriga @ = (6, —2, —3) ja 15ikab sirget

y+1 z-3
2 =5
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6.70. Vektor viib alguspunktist vorrandiga ¥ X d = b antud sirge punkti, olles risti sirgega. Leida see
vektor. Vaadelda lisaks iildjuhule ka juhtu, kui @ = 117 — 2] + 10k, b = 2 + 16 + k.

6.71. Leida alguspunktist antud sirgele ¥ X d = b langetatud ristsirge vorrand. Lahendada iilesanne ka
erijuhul, kui @ = (2, 1,-3), b = (5,2, 4).

6.72. Tasandi 3x—y+4z—12 = 0 Idikumisel reeperitasanditega tekib kolmnurk. Koostada z-teljel asetsevat
tippu ldbiva kdrguse vorrandid ja leida korgusldigu pikkus.

6.73. Leida kolmnurga korguste vorrandid, kui kolmnurga tipud on A(2, 0, 0), B(4, 1,-2) ja C(-2, 3, -5).

6.74. xz-tasandil leida sirge, mis ldbib reeperi alguspunkti ja on risti sirgega
x=2 y+1 z-1

3 -2 1

6.75. Koostada sirge vorrand, kui sirge 1dbib punkti A(1,2, 5) ja on risti kahe antud sirgega: ¥ X (3 + f+
20) =27 +2] -3k #x 2+ j+K) =1+3]-5k.

6.76. Koostada sirge vorrand, kui sirge ldbib punkti P(1, 2, 3) ja 1dikab z-telge ning on risti sirgega x =
y=z

6.77. Koostada sirge vorrand, kui sirge 1dbib punkti A, on risti sirgega a ja 16ikab sirget b.

-1 -2 -3
I)A(l,l,l),a:x =Y _Z Xy oz

0 2 3 . .T—E—g’
_ fy-1=0 [ x=1=0,
2) A(0, 1,1),61-{ x+27-7=0, { z+1=0

6.78. Leida antud punkti ldbiv antud sirget ortogonaalselt 16ikav sirge.

x+1 y -2
1) A(2,3,1), TR

x-5 y-2 z+1
2) 0(0,0,0), = = ;
) O( ) 4 3 -2

x+2y—-z+1=0,
3 PAL LD, {2x—y+z—1=0.

6.79. Tdestada, et iga sirge, mis 16ikab antud sirgeid

aix+biy+ciz+d; =0,
ax+by+ciz+d =0, i=1,2,

vOib médrata vorrandisiisteemiga

Adilaix +by+ciz+d) + A(ax+by+ciz+d) =0, i=12

+3 -5 -10 +7

6.80. Antud sirgeid al 7= yT = % ja al 5 = yT = % loikavate sirgete hulgast valida vilja
. . . x+2 y-1 z-3

sirge, mis on paralleelne sirgega s - 7 1
x=3+t,
L . . x=3y+z=0, o .
6.81. Leida sirge, mis on paralleelne sirgega jaldikab kahte antud sirgety y = —1 +2¢,
x+y-z+4=0 =4t

x=-2+3t,
ning{ y=-1,

z=4-1
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X =t, x=2+2t,
6.82. Leida sirge, mis ldbib reeperi alguspunkti ja 1dikab kahte antud sirgetq y =1 —1¢, ningq y =3 -1,
z=3+1, z=4+3t.

6.83. Koostada sirge vorrandid, kui sirge 1ibib antud punkti ja 16ikab kahte antud sirget:
x+1 y+3 z-2 x-2 y+1 z-1

DAES.=3.3). = 2 -1 2 3 =57
1 y-2 z-3
2)3(1,1,1),){:%:%,’62 =y1 =Z4 :

-1 3 z-5 2 1
3)C(4,0,—1),x2 =yZ =Z3 ,%“:y_l ZZ; :
ooesso (2230 220
e (T8 (1125050

_47= 1 y-3 z-9
6)F(O,—1,8),{;:ff 47 =0, x; :ylo :Z—l'

6.84. Koostada sirge vorrandid, kui sirge 1dbib punkti My(xp) ja 16ikab kahte antud sirget:

-

)% = (0.0,0), ¥x i = bi.i = 1,2; L
2) 5% = (4,0,—1), ¥x (20 + 4] + 3k) = =297 + 7] + 10k, ®x (57 — ]+ 2k) = 31— 5] — 10k.

6.85. Koostada kahe antud sirge iihise ristsirge vorrandid:
x-7 y-3 z-9 x-3 y-1 z-1

1) ’ - )
1 2 -1 =7 2 3
x=0, z=0,

2){y=z, {x+y+1=0;

3) x=3z-1, y=2x-5
y=27-3, z=Tx+2;

" EX (20 +4]+3k) = —297 + 7] + 10k,

FX (51— j+2k) =3i—5] - 10k.
6.86. Koostada kahe antud sirge
x=3t-17, x=t+1,
{y=2t+4, {y:Zt—S,
z=3t+4, z=-1t—12
ithise ristsirge parameetrilised vorrandid.

6.87. Avaldada kiivsirgete ¥ = x] + dif ja ¥ = X3 + ayt vaheline kaugus d. Avaldada kaugus d ka
koordinaatide kaudu, kui X; = (x;, y;, z;) ja a@; = (L;, m;, n;).

6.88. Toestada, et kahe sirge (¥ — ;) X §; = 0, i = 1,2 vahelise kauguse vdib arvutada jirgmise valemi
abil:
_ 16 - B)sis3l

d , SixX$H#0.

57 X 83

Tuletada valem ka koordinaatides, kui sirged on mératud kanooniliste vorranditega (6.14).
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6.89. Leida kahe antud sirge vaheline kaugus:

x=3+1, x=-t,

Dy y=1-t y=2+3t,
z7=2+2t, z =13t
x=2t+3, X—4t+5
y==-2t+17,
z=3t+1, =—6t+2

3) xX+y-z+1=0, x=2y+3z-6=0,
x+y=0, 2x—-y+3z-6=0;

4 X+2y—-z+1=0, x+y+Z—9 0,
2x—-3y+z-4= 0 2x-y—2z=0

5) x=y=z-1=0, x+y—z_1
y—-3z+3=0, 2x+z=3

x y-1 =z X — _y+1 z+1
110 20 1

7)x—9_y+2 z X y+7=z—2

5 3T 279 T2
RX (27 +47+3k) = —297+ 7] + 10k,

®X(5i— j+2k) =3i—5] - 10%.
ExXG+2]-8) =21i+16]+ 11k,

9 - 2 - 2> 2> -
) XX (=71+2j+3k)y=1-16j + 13k.

6.90. Leida ithikkuubi diagonaali ja temaga mitteldikuva tahu diagonaali vaheline kaugus.

6.91.

Leida risttahuka diagonaali kaugus temaga kiivatest servadest, kui risttahuka mddtmed on 1, 2 ja 3.

Kahe sirge vaheline nurk.

6.92.

6.93.

6.94.

6.95.

6.96.

X — X Y =i 27

Méirata kanooniliste vorranditega 7 = = , 1 = 1,2 miidratud sirgete vaheline
i m; n;

nurk.

Leida nurgad, mis sirge moodustab reeperitelgedega:

1 x—2y+z-1=0, ) x+y—-z—-1=0,
x+2y+z+1=0; x+y+2z+1=0.

-3 2 2 -3 5
al =2 +1 = %’ ler =2 I =1 - vaheline teravnurk.

Leida antud sirgete

x=3t- x=2t-1
Leida antud sirgete { y =0, jasd y=0, vaheline niirinurk.
z=-1t+3 z=1-13,

Leida sirgetevahelise nurga koosinus:
x—y—-4z-5=0, x—6y—-62+2=0,
2x+y—-27-4=0; 2x+2y+9z—-1=0.
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6.97.

6.98.

6.99.

6.100.

6.101.

6.102.

6.103.

6.104.

6.105.

6.106.

Arvutada antud sirgete vaheline nurk:
1)x—l_y+2_z—5 x y-3

3 6 27 29

2 3x-4y-2z=0, 4x+y—-6z-2=0,
2x+y—-2z=0, y—-3z+2=0;

3) 2x-2y-7z+8=0, 4x+y+3z-21=0,
x+2y-2z+1=0, 2x+2y—-3z+15=0.

z+1
6

>

Arvutada tetraeedri vastaskiilgede vaheline nurk, kui tetraeedri tipud on A(3,-1,0), B(0,-7,3),
C(-2,1,-1), D(3,2,6).

x+2y-z-2=0

X+y-3-7=0 sihikoosinused.

Leida sirge {

Sirge sihinurgad @ = 8 = 60°. Leida y.
Leida sirge sihikoosinused, kui @ = 8 = .

Leida sirge sihikoosinused, kui sirge 14bib kahte antud punkti: 1) O(0, 0, 0), P(2,2,-1);2) A(-2,2,5),
B(2,-1,5).

Kolmnurga ABC tipud on A(1,3,-2), B(4,1,5), C(6,3,1). Koostada mediaani AM vdrrandid ja
arvutada mediaani ja kiilje BC vaheline nurk.

Arvutada sirgetevaheline nurk:
DX G+57-k) =0, 2x (21 - 3] — 4k) = 61 + 3k;
2)¥xd=b,%xb=ad.

) . X=X - 2—21 . X—X - -2z .

Naiidata, et kahe sirge Lo Xmn ! ja LS b i R ! nurgapoolitajate
A ny np L ny np

—X _ Y-y _Z—-Z1 . X—X Y- Y1 _ I—1Z

~ . X
vorrandid on = = .
11+12 mp; +mp ny +np ll—lz my — ny ny —np

Niidata, et sirged { y =2t jas y=06+4¢s, loikuvad. Leida nendevahelise niirinurga poo-
z=2+t,

x=1+2t, x=11+ 8¢,
z=1

litaja.

Segaiilesandeid.

6.107.

6.108.

6.109.

6.110.

Konstrueerida sirged:
DRxk=i-472)x (G+Kk) =30 +2]-2k.

Tdestada, et vorrand X @ = b méirab sirge, mis on paralleelne vektoriga d@. Kas antud vektorid @

ja b v&ivad olla suvalised v&i peavad nad rahuldama teatud tingimusi?

Leida punkti M;(x]) projektsioon M,(x3) sirgel ¥ = X + dt. Avaldada projektsiooni koordinaadid
% = (x2,¥2,22), kui X1 = (x1,y1,21), X0 = (%0, y0,20) ja d = (I, m, n).

Kolmnurga tipud on A(x]), B(x3), C(x3). Tdestada, et kolmnurga pindala voib arvutada valemi

S = Elx'i X X5 + X5 X X3 + X3 X x1| abil.
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6.111. Teades sirge iihte punkti A(1,4,-2) ja sihivektorit § = (2, -3, 6), koostada sirge vorrandi kdik
tuntud kujud.

6.112. Toestada, et kolmnurga tippudest vordsetel kaugustel asetsevate punktide hulk on sirge. Koostada
selle sirge vorrandid, kui on antud kolmnurga tipud.

§2. Sirge ja tasand ruumis

Sirge ja tasandi vastastikuseid asendeid ruumis on kaks:
1) Sirge ja tasand ldikuvad
a) sirge ei ole risti tasandiga;
b) sirge on risti tasandiga.
2) Sirge ja tasand on paralleelsed
a) sirge ei asu tasandil;
b) sirge asub tasandil.
Nurgaks sirge ja tasandi vahel nimetatakse viiksemat nurka sirge ja tema ristprojektsiooni vahel.

>
n

s
7
0 © e
7580
/
0
/ |
’ I
, !
, v
Joon. 6.4

Olgu vaadeldud sirge s sihivektor § = (I, m, n) ja antud tasandi & normaalvektor
i = (A, B, C). Vastavalt vektorite §ja 7 suundadele kas sin ¢ = cos § voi

sing = sin(¢’ — 5) = cos ¢’. Seega sirge ja tasandi vaheline nurk arvutatakse alati valemist

Sing = cos (F7) = 111 (6.22)
I3117]
ehk ristreeperi korral
Al+Bm+Cn

(6.22°)

sing = .
VA2 + B2+ C2 VP + m? + n?
Sirge on risti tasandiga, kui sigre sihivektor § on kollineaarne tasandi normaalvektoriga 7, s.t. §]|7i ehk
koordinaatides A B C
A_L_¢ (6.23)
I m n

Sirge on paralleelne tasandiga, kui sirge sihivektor on risti tasandi normaalvektoriga § L 7, s.t.

§-i=0 (6.24)
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ehk ristreeperi korral

Al+ Bm+Cn=0.

89

(6.24")

Sirge s asetseb tasandil @ parajasti siis, kui sirge on paralleelne tasandiga, s.t. § L 7 ja sirge s mingi

punkt Mo(xo, Yo, 20) asetseb tasandil a, s.t. punkt M, rahuldab tasandi vorrandit

Axg+ Byg+ Czo+ D = 0.

(6.25)

Sirge s ja tasandi « vastastikuseid asendeid méiravad tingimused voib esitada tabelina.

Sirge ja tasand ldikuvad

Sirge ja tasand on paralleelsed

§-i#0

§-1=0

Sirge ei ole risti tasan-
diga

Sirge on risti tasandiga || Sirge ei asu tasandil

Sirge asub tasandil

Shienk §xi+0

slliiehk §x =0 Axo+Byg+Cz0+D # 0

Axp+Byy+Czo+D = 0

Olgu sirge s madratud

kahe tasandi 16ikejoonena ja tasand « tildvorrandiga

S A,-x+B,-y+C,-z+D,~=0,i:1,2

a: Aszx+B3y+Csz+D;=0. (6.26)
Uldise afiinse reeperi korral on sirge s sihivektoriks
ﬁ:(|31 G| |A G IAl Bl)
B, G|’ |A Gy || Ay By |)®
Ristreeperi korral on tasandi @ normaalvektoriks 77 = (A, B, C)
Ax+Bry+Crz+ D=0, k=1,2,3. (6.27)

Olgu vorrandisiisteemi maatriksi A ja vorrandisiisteemi laiendatud maatriksi B

A1 Bl C1 Al Bl Cl _Dl
A=| 4 B, G B=| A, B C -D,
A3 By G; A3 By C3 -D;

astakud vastavalt r ja r’.
1. Sirge ja tasand ldikuvad (lineaarsel mittehomogeensel vorrandisiisteemil on parajasti iiks la-
hend), kui

r=r =3 (6.28)

2. Sirge ja tasand on paralleelsed (vorrandisiisteemil (6.27) puudub lahend), kui
r=2 ja r =3 (6.29)

3. Sirge asub tasandil (vorrandisiisteemil on 16pmata palju lahendeid), kui
r=r =2. (6.30)

Sirge ja tasandi 1oikepunkt.

HhX=xy+at,#-i=7C,

Q) X=Xy +adt, X=X +eju+ ey

3y Rxd=be-i=2ada+0,bLld

4) ¥ = Xy + dt, tasand 14dbib kolme antud punkti My (%), k = 1,2, 3.
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6.114. Leida antud sirge jiljed reeperitasanditel:

x=6+2t
6x+2y—z—9:0, _ ’
1){3x+2y+2z—12=0; 2){§:_§I+4t’

6.115. On antud sirge jiljed A(0, y;, z1) ja B(x2,0, z2). Leida sirge jéilg kolmandal reeperitasandil.

6.116. Leida antud sirge s ja tasandi « 16ikepunkt:
x+2 y-2 z+1

1) s: 3 - - 3 a:2x+3y+3z-8=0;
] y=-2x+9, Cae A
Z)S'{Z=9x—43, a:3x—-4y+7z-33=0;
-7 -4 -5
3)s:x5 =7 =Z4 , a:3x-y+2z-5=0;

4)six=2t,y=—-t+1,z=1t+3,
a:x+y+z-10=0.

Sirge ja tasandi vastastikune asend.

S5x-3y+2z-5=0

6.117. Toestada, et sirge { dx—y—z7-1=0

asub tasandil 4x — 3y + 7z -7 = 0.

x—2y+z-9=0,

_ 19
3x+By+z+D=0 asub xy-tasandil?

6.118. Missugustel kordajate B ja D viirtustel sirge {

6.119. Tasandil 2x + y — 2z = 0 leida sirge, mis asetseb reeperi alguspunktist kolme tihiku kaugusel ja on
paralleelne vektoriga §= (3,-2,2).

6.120. On antud kaks sirget ¥ = @ + b, i = 1,2. Millistel tingimustel sirged astsevad iihel ja samal
tasandil?

6.121. Leida tarvilik ja piisav tingimus, et kaks sirget
A1X+B|y+C]Z+D1=0 . A3X+B3y+C3Z+D3=0
{ A2x+Bzy+sz+D2 =0 ‘]a{ A4x+B4y+C4Z+D4=O
asetseksid iihel ja samal tasandil.

6.122. Kas antud sirged asetsevad iihel ja samal tasandil?

1){x=7z—17, {x=4z—11,
y=3z-1, y =—-10z+25;
2){4x+y+3z=O, {3x—2y+z+5:0,
2x+3y+2z-9=0, x—3y-2z-3=0;
3){x+2y—z—2=0, {2x—y+3z—4=0,
x=3y+z-1=0, 3x+y-2z-3=0;
x—-1 y+2 z+1 x+2 y-2 z-1

4)

3 4 1’ 5 3 4

6.123. On antud sirge ¥ = X{ + dt ja tasand ¥ - 7 = D. Milline on tarvilik ja piisav tingimus, et sirge ja
tasand: 1) 16ikuksid, 2) oleksid kollineaarsed, 3) oleksid paralleelsed vdi et 4) asetseks tasandil?

6.124. Milline on tarvilik ja piisav tingimus, et tasand - i = ¢ ja sirge ¥xd = b (@ # 0,d - b = 0):
1) 16ikuksid, 2) oleksid kollineaarsed, 3) oleksid paralleelsed, vdi et 4) sirge asetseks tasandil?
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6.125.

6.126.

6.127.

6.128.

6.129.

6.130.

Madrata sirge ja tasandi vastastikune asend. Kui sirge ja tasand ldikuvad, leida 16ikepunkt:
-12 -9 -1
[ el Ak 3x+5y—2-2=0;

2)xﬁl =y;33:§ I enson

3)x%13:y4—1:3;—4 s _4“120.’
x_87 y—24 z—35’ ’ ’

V=7 =3  xy+2-5=0

5 { ;iii};—;}gi%’: O sp 4= 0;

6){ ix++y3+yz++6§_=lo(?=0’ y+dz+17=0;

){x+2y+3z+8=0, dx—y—dz—24=0.

Sx+3y+z-16=0,

Koostada sirge vorrand, kui sirge 1dbib punkti A(xo, yo,20) ja on paralleelne kahe antud tasandiga
Ax+By+Ciz+D;=0,i=1,2.

Tdestada, et sirge x = 3t — 2, y = -4t + 1, z = 4t — 5 on paralleelne tasandiga 4x — 3y — 6z = 0.

Millistel m viértusel sirge s on paralleelne tasandiga a:
3 x+1 y=-2 z+3
st = =

a:x—3y+6z+7=0;

S0 A
— + —
et YT RT3k 4y +T77-33=0.
1 -8 m
X=—t+l, x=_t+2’
Koostada tasandil y + 2z = 0 asuva ja sirgeid{ y =1, jas y=2t+4, Ilodikava sirge vor-
z7=4¢ z=1
rand.

A1x+ Bly+ C1Z+ Dl = 0,
A2x+Bzy+ng+D2 =0
ristseisu tingimused.

Madérata sirge { jatasandi Ax + By + Cz + D = 0 1) paralleelsuse, 2)

Sirge ja tasandi vaheline nurk. Ristsirge.

6.131.

6.132.

6.133.

Koostada sirge vektorvorrand, parameetrilised ja kanoonilised vorrandid, kui sirge 1dbib punkti
Xo(xX0) ja on risti tasandiga X - 77 = ¢, kui X = (X9, 0, 20), 2 = (A, B, C).

Leida antud sirge ja antud tasandi vaheline nurk:

x=6t+5,
DI y=-3t+1, Tx+2y—-3z+5=0;
z=1+2,
y=2x-1, A S
2){Z=5—3X, x—=3y—-2z+5=0;
3x—2y =24, _
3){3x—z=—4, 6x+ 15y —10z-31=0.

Maiérata tasandi X’(S?Jr Sf— 41?) + 8 = 0 normaali sihikoosinused.
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6.134.

6.135.

6.136.

6.137.

6.138.

6.139.

6.140.
6.141.

PEATUKK 6. SIRGE JA TASAND RUUMIS

Koostada antud punktist A antud tasandile tdmmatud ristsirge vorrand.
1) A(x0,¥0,20), @:Ax+ By+Cz+ D =0;

2) A(1,2,3), a:4x—-5y-8z+21=0;

3)A(1,2,3), a:3x+11y=0;

4)A1,2,3), a:z=0;

5)AB,-2,4), a:5x+3y—-Tz+1=0;

6)AR2,-3,-5),a: 6x—-3y—-5z+2=0.

Kolmnurga tipud on A(4, 1, -2), B(2,0,0), C(-2, 3, -5). Koostada tippu B ldbiva korguse vorrand.
Koostada punkti Xo(xo.y0.20) ldbivate ja sirgega ; =YXz ristuvate sirgete hulga vorrandid.

m n
Koostada tasandi vorrand, kui tasand 1dbib antud punkti ja on risti antud sirgega:

1) Mo(x%p), X=X +dr
2) 0(0,0,0), xX=y=z;

3)A(3,-2,-1),

- 11 - 18 -4

Leida punkti P(1, 1, 1) kaugus sirgest al 5 =7 5 == 7

Leida punkti (1, 3, 5) kaugus sirgest, mida modda 1dikuvad tasandid 2x + y+z—1=0ja3x+y +
2z-3=0.

Leida tasand, mis 1dbib punkti Xo(xp) ja on risti kahe tasandi - ; = ¢;, i = 1, 2 1dikesirgega.

Punktist A(-3,2,5) on tdmmatud ristsirged tasanditele 4x + y —3z+ 13 =0 ja
x =2y +z—11=0. Leida nende sirgetega méiratud tasand.

Punktide ja sirgetega miératud tasandid.

6.142.

6.143.

6.144.

6.145.

Koostada poolust ja sirget ¥ x @ = b libiva tasandi vorrand.

Koostada tasandi vorrand, kui tasand 1dbib punkti Xo(x3) ja on paralleelne sirgetega
XX d; = b;, i = 1,2. Lahendada sama iilesanne koordinaatides, kui Xo(xo, Yo, z0) ja sirgete sihivek-
toridon @; = (;,m;,n;), i = 1,2.

Koostada antud punkti lébiva ja antud sirgetega paralleelse tasandi v&rrand, kui
x-2 y z-5 x y+2 z-3

1) A(-1,-2,3), -2 i r _ 273,

) A( ) 3 -4 6 1 2 -8

x _y _z=4 [ 2x-29+2z-7=0,

2) B(=3,-8,0), 2 -3 0 { x+9y—11z=0;

3)C(5,1,4), RX (2T +3]-K) =i+ 5]+ 17k, X (- J+8k) =3 + 11+ k.

Koostada tasandi vorrand, kui tasand 1dbib antud punkti ja antud sirget:
1) Mo(xo), (X=x) xd=0;
2) Mo(x0), Xxad=b;

X=X _Y—Yo _<—20,

3) Mo(x0, Yo, 20), ST ST

x=3-2t,
4) 0(0,0,0), y=1+1¢,
Z=1
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x=1,
5)A(-2,3,0), y=t+2,
z=—-t+2;

x+2y—-z+4=0,
6) B(=3,1,0), {3x—y+2z—1:0;
-1
nea-3n,  Aloyrd_z

5 1 2

6.146. Koostada kaht antud paralleelset sirget ldbiva tasandi vorrand:
X-X _ YTy 2T

1) = ,i=1,2;
l m n
2)x—l_y+1_z—2 x _y-1 z+3
1 =2 3’1 -2 37

3)R+21 - X (Ti+3]+5k) =0, (R—7—3]+2k) x (7Ti + 3]+ 5k) = 0.

6.147. Koostada tasandi vorrand, kui tasand 14bib sirget a ja on paralleelne sirgega b:

1) a: X = xp + at, b: ¥ = x| + bt;
2 a: Ax+By+Cz+D =0, XY _ .
) A1X+B]y+C]Z+D|=0, .l_m_n’
3)a:x—a:y—b:z—c’ b:x—alzy—blzz—cl;
l m n A my m

A)ya: (R=3T+4]-20)x 2+ -3k =0,b: (R+ 51— 2] — k) x (47 + 7] + 2k) = 0.

6.148. Koostada tasandi vorrand, kui tasand 14bib sirget a ja on paralleelne sirgega b:

x oy z—1 x-1 y z
Dagy=3="3" T R
x=3t+2, x=2t-1,

2)a:{ y=6—-1, b:{y=3t,
{z=4t, ="K
3)a:{x+y=0, b:x=y=gz
x-y+z-2=0, ’

{ x+4y-2z+7=0,

4) a y-telg, 3x+ Ty -2z =0.

6.149. Leida tasand, mis ldbib antud sirget ja on paralleelne antud tasandiga:

1) ¥ =xp +at, X =X] +ud+vb;
xX+5 y-2 z
) — ="— ==, +y—z+15=0.
)3 1 Ty TYTE
Projektsioonid.

6.150. Leida antud sirge
1){ Sx+8y-3z+9=0, 2) x—3 _ y—4 _ z—06
2x=4y+z-1=0;
projektsioon xy-tasandil.

2x+y—-3z+4=0

x+y=0 projekstioon xz-tasandil.

6.151. Leida sirge {

3x+2y—-4z-5=0

6x—y—2:+4=0 projektsioon reeperitasanditel.

6.152. Mairata sirge {
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6.153.
6.154.

6.155.

6.156.

6.157.

6.158.

6.159.

6.160.

6.161.

6.162.

6.163.

6.164.
6.165.
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Leida sirge (¥ — 4] + K) X (47 + 3] — 2k) = 0 projektsioon tasandil Z7 — j + 3k) + 8 = 0.

Maidrata antud sirge projektsioon antud tasandil:
x-1 y-4 z+2

1 = = , 2x-=5 -2=0;

i roovEe
x=5t+3,

2)S y=t-1, 2x -2y +3z-5=0;
z=1t+4,

x+y—-z—-1=0,
x—y+z+1=0,

{ 3x-2y-z+4=0,

3) x+y+z=0;

4) Sx+2y+2z-7=0;

x—4y-3z-2=0,
2x+3y+4z+5=0,

M\ x—6y+3z-7=0,

2x+2y+z-15=0.
2x—-3y+4z-12=0,

x+dy—27-10=0. Leida tasandid, mis projekteerivad selle sirge koordi-

On antud sirge {

naattasanditele.

Leida tasand, mis 1dbib antud sirget ja on risti antud tasandiga:
1) ¥ = xy +at, X-id=c

2) ¥xd=b, Rid=c,d#0,db=0;
Nin=c(i=12), X-ii=c.

Koostada tasandi vorrand, kui tasand 14dbib antud sirget ja on risti antud tasandiga:

x—1 y+2 z-2 )
1) B R e 3x+2y-z-5=0;
x—=10 y+11 z
= =7 10x—18y—5z—1=0;
3) 4x-2y+z—-8=0,

3x+y+2z-15=0,

2)

3x+4y+z+5=0.

Kolmnurga tipud on A(4, 1,-2), B(2,0,0), C(-2,3,-5). Koostada kiilge AB ldbiva ja kolmnurga
tasandiga ristuva tasandi vorrand.

Koostada punkti X;(x7) lébiva ja sirgega ¥ = x( + dr ristuva tasandi vorrand. Koostada tasandi
vorrand ka koordinaatides, kui x| = (x1,y1,21), @ = (I, m, n).

Leida punkti P(2, —1, 3) projektsioon sirgel x = 3¢,y =5t -7,z = 2t + 2.

. . X y + 7 z-3
Leid 12 =2 =
eida sirgel 5 1

Leida punkti Q projektsioon tasandil a:
1) O(1,2,-3), a:6x—-y+3z-41=0;
2) 0(5,2,-1), a:2x—-y+3z+23=0.

punkt, mis oleks ldhim punktile M(3,2, 6).

Leida punkti C(3, —4, —2) projektsioon tasandil, mis lidbib paralleelseid sirgeid
x-5 y-6 z+3 x-2 y-3 z+3

13 1~ -4 13 1 -4

Leida poolusega siimmeetriline punkt tasandi A+ Zf— 2K) = 5 = 0 suhtes.

Leida punktiga P(2,7, 1) siimmeetriline punkt tasandi x — 4y + z + 7 = 0 suhtes.
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6.166.

6.167.

Leida punkt Q, mis on siimmeetriline punktiga P(3, -4, —6) punkte A(-6, 1,-5), B(7,-2,-1) ja
C(10,-7, 1) labiva tasandi suhtes.

Antud tasand 1ibib sirgeid
x—2y+3z-5=0, 3x+y+3z+7=0,
x—-2y—-4z+3=0; Sx-3y+2z+5=0.
Leida punkt Q, mis on siimmeetriline punktiga P(-3,2,5) antud tasandi suhtes.

Kindlaid tingimusi rahuldavad punktid ja sirged.

6.168.
6.169.

6.170.

6.171.

6.172.

Leida sirgel ¥ = x; + dt punkt, mis asetseb tasandist ¥- 7 = ¢ kaugusel d.

Leida xy-tasandil punkt P, mille kauguste summa punktidest A(—1,2,5) ja B(11,-16, 10) oleks
minimaalne.

Leida tasandil 2x — 3y + 3z — 17 = 0 selline punkt P, mille kauguste summa punktidest A(3, —4,7)
ja B(-5,—14,17) oleks minimaalne.

Leida tasandil 2x + 3y — 4z — 15 = 0 punkt P, mille kauguste vahe punktidest M(5,2,-7) ja
N(7,-25,10) oleks suurim.

Leida xz-tasandil punkt P, mille kauguste vahe punktidest P(3,2,-5) ja O(8, -4, —13) on maksi-
maalne.

6.173. Leida sirge parameetrilised vorrandid, kui sirge on paralleelne tasanditega
L . ..ox+5 y-3 z+1 x-3
3x+ 12y -3z-5=0,3x -4y + 9z + 7 = 0 ja ldikab sirgeid > = 7 = 3 ; 5 =
y+1 z-2
3 4
6.174. Leida sirge, mis on risti xz-tasandiga ja 16ikab kaht sirget x =,y = -4 +f,z =3 -t; x = 1 - 21,
y=-3+t,z=4-"5¢
6.175. Koostada punkti A ldbiva tasandiga « paralleelse ja sirget a 16ikava sirge vorrandid, kui
a: 3x-2y-3z-7=0,
1) A(3,-2,-4), x-2 y+4 z-1
a: = = ;
3 -2 2
a: 3x-y+2z-15=0,
2)A(1,0,7), x—-1 y-3 z
a: = ==
4 2 1’
a: 3x+4y+z-10=0,
3) A(-1,0,4), x+1 y=-3 z
a: =— =
3 1 2
L a: y+2z=0,
4 AG, -1, -4, a: y-—telg.
Segaiilesandeid.
6.176. Midirata jargnevate sirgepaaride vastastikune asend ruumis. Kui sirged on paralleelsed voi loikuvad,

koostada sirgeid lébiva tasandi vorrand. Loikuvate sirgete korral méirata ka 16ikepunkt:
x =9, x=-9r+27,
<{ y=5t, y=-=5t+15,

z=t-3, z=-f
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x=t x+y—-z=0
2) y=-4t+8, { - N
2= 313 2x—-y+2z=0;

3) 2x+3y=0, x+z—-8=0,
x—4=0, 2x+3z2-2=0;
4 x+z-1=0, 3x+y—-z+13 =0,
x—2y+3=0, y+2z-8=0.

6.177. Millistel tingimustel 16ikab kanoonilise vorrandiga (6.2)) midratud sirge 1) x-telge; 2) y-telge; 3)
z-telge? Millistel tingimustel asub sirge 4) xy-tasandil; 5) xz-tasandil; 6) yz-tasandil?

6.178. Leida sirge, mis asub tasandil X - 7# = D ja moodustab sirgega X = x{ + dr 16ikumisel tdisnurga.

6.179. Kolmnurga tipud on X;(%%), k = 1,2, 3. Missugune on tarvilik ja piisav tingimus, et sirge X = X +dt
Idikaks kolmnurka.

X = xo+1t,
6.180. Leida tarvilik ja piisav tingimus, et sirge § y = yo + mt, 1dikaks kolmnurka, mille tipud on M (xx, Yk, 2x)
z=2z9+nt
k=1,2,3.
X =xo+1It,
6.181. Leida tarvilik ja piisav tingimus, et sirge 4 y = yo + mt, 108ik, mis asub kahe ldikuva tasandi A;x +
z=2z0tnt

Byy + Crz+ Dy = 0 k = 1,2 vahel, oleks nende tasandite poolt moodustatud teravnurgas.

6.182. Toestada, et vorrand ¥(11] + Ai3) = ¢ + Aca, Kus A on muutuv parameeter, méérab tasandite kimbu,
mille teljeks on sirge X-n; = ¢;, i = 1,2.

6.183. Midrata tasandite kimbu A(A1x + B1y + C1z + D) + u(Ax + Byy + Crz + D) = 0 tasand, mis on
risti tasandiga Ax + By + Cz+ D = 0.

6.184. Leida tarvilik ja piisav tingimus kolme tasandi X - 71y = ¢, k = 1,2, 3 kuulumiseks iihte ja samasse
Idikuvate tasandite kimpu.

6.185. Olgu Ajx + Biy + Ciz+ D; = 0, i = 1,2,3 kolme tasandi vorrandid, mis ei ole paralleelsed iihe
sirgega. Toestada, et iga tasandite 16ikepunkti ldbiva tasandi vorrandi vaib esitada kujul A;(A;x +
Bly + Clz + Dl) + /12(A2x + Bzy + CQZ + Dz) + /l3(A3x + B3y + C3Z + D3) =0.

-7 y-5 z-1
4 3 7 6

6.186. Kontrollida, kas leidub tasand, mis ldbib sirget al
2x+y-T7z+1=0.

ja on paralleelne tasandiga

6.187. Kontrollida, et tasand, mis on risti kuubi diagonaaliga ja 14bib selle keskpunkti, 1dikab kuupi nii, et
I1dikejoon on korrapédrane kuusnurk.

6.188. Labi sirge 2x = y = 2z panna tasand « nii, et antud sirge oleks tasandite @ ja y = 0 ning « ja
x +y = 0 ldikesirgete poolt moodustatud nurga poolitaja.

6.189. Koostada kahest antud punktist A(1, 5, —2) ja B(2, -3, 1) vordsetel kaugustel asuvate punktide hulga
vorrand.

6.190. Toestada, et kolmest paarikaupa mitteparalleelsest tasandist vordsetel kaugustel olevate punktide
hulk on sirge.
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6.191. Koostada punkte A(1,7,8) ja B(2,—6,—6) lidbiva ja z-teljega paralleelse tasandi vorrand. Reeper on
afiinne.

6.192. Madrata tasandi 2x + y — 7z + 4 = 0 ja reeperitasandite 16ikesirgete sihivektorid. Reeper on afiinne.

6.193. Tasandil, mis ldbib kolme punkti A(2, 1, 3), B(2,4,0), C(-3,0,4), on valitud afiinne reeper, mille
alguspunkt on punktis A ning iihikvektoriteks on AB = €l ja AC = &. Leida 1) punkti M ruumilised
koordinaadid, kui tasandilised koordinaadid on u = 5, v = 3; 2) antud tasandi ja z-telje 16ikepunkti
tasandilised koordinaadid u ja v.

6.194. Milline on tarvilik ja piisav tingimus, et neli tasandit Ayx + Byy + Cyz + Dy = 0, k = 1,2,3,4
moodustaksid tetraeedri? Reeper on afiinne.



98

PEATUKK 6. SIRGE JA TASAND RUUMIS



Peatilkk 7

Teisendused

§1. Teisendused sirgel

Reeperiteisendused (ehk koordinaaditeisendused) ei muuda geomeetrilisi objekte, vaid ainult nende
analiilitilist esitust. Vastavalt reeperi valiku suvalisusele saab geomeetrilisi kujundeid esitada analiititiliselt
ldpmata paljudel einevatel viisidel. Siit tuleneb praktiline vajadus valida reeper nii, et uuritavat objekti
kirjeldav vorrand voi vorrandisiisteem oleks voimalikult lihtne. Reeperi paremaks valikuks on tarvis tunda
seaduspirasusi, millele alluvad reeperiteisendused.

Afiinne reeper R = {0, &} sirgel koosneb iihest punktist O — reeperi alguspunktist (poolusest), ja iihest
vektorist € — baasivektorist. R

Reeperi R = {0, &} iihikpunktiks nimetatakse punkti £, mille kohavektoriks on vektor OF = é.

Sirge suvalise punkti X afiinse koordinaadi x antud reeperi R korral médrab vektorvordus 5)( = xé,
sel puhul kasutatakse siimbolit M(x). Reeper korraldab iiksiihese vastavuse sirge punktide hulga ja koigi
reaalarvude hulga vahel.

0 0’ M

N

Joon. 7.1

Olgu sirgel antud veel teine reeper R’ = {O’, ¢’} (vt. joonis . Siis igal punktil X on teatud koordi-
—

naadid moélema reeperi suhtes. Olgu punkti X koordinaat reeperi R suhtes x’, s.t. O'X = x’é.
Nimetame kokkuleppeliselt esimest reeperit R = {0, €} ja sellega seotud koordinaati x “vanaks” ja teist
reeperit R' = {O’, ¢’} koordinaati x’ "uueks”.

Ulesanne. Miirata seosed iihe ja sama punkti koordinaatide vahel erinevates reeperites.

N

A -
Olgu vanas reeperis R antud uue reeperi alguspukt O’ ja baasivektor ¢’: 00" = b'é, ¢’ = a’é, a’ # 0.
Teiselt poolt (vt. joonis[7.1)

Y

—_— A —_—>
OX =00 +0'X=bé+xe =@x +b)e.
Jarelikult saame avaldada punkti X vana koordinaadi uue kaudu

x=dx +Vb. (7.1)

99
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Viimasest vordusest saame avaldada punkti X uue koordinaadi vana kaudu

X =ax+b, (7.2)

kusa=—,b=——.
a a

1 b

Afiinne teisendus sirgel. Kui suurusi x ja x” seostes (7. 1) vaadelda kahe (iildiselt erineva) punkti X ja X’
koordinaatidena iihes ja samas reeperis, siis seos (7.I) médirab sirge kdikide punktide teisenduse, milles
punktile X(x) vastab (7.2) jirgi punkt X’(ax + b). Sellist teisendust nimetatakse afiinseks teisenduseks.
Afiinsel teisendusel sirgel sdilib kolme punkti lihtsuhe. Teisendusi tdhistatakse sageli @, y, ..., ¢, ¥, ...,
A B, C,...

Teisenduste rithm. Olgu meil antud 16plik voi 16pmatu teisenduste hulk Mt = {«, 5,7, . ..}. Kui teisen-
dus B seab punktile X(X) vastavusse punkti X' (xX) ja teisendus «a seab punktile X'(x) vastavusse punkti
X" (x™), siis teisenduste « ja B korrutiseks a8 nimetatakse teisendust, mis seab punktile M(Z) vastavusse
punkti X" (x7"), s.t. (vt. joon.

a: X(®) »X' (),

B: X'(x) = X" (x),

ap: X(®) »X"(x).

MN a MI
Joon. 7.2

Teisenduse S korral vastupidist teisendust, mis viib punktid tagasi lihteasendisse, nimetatakse teisen-
duse g poordteisenduseks ja tihistatakse !
Bl X () -X ().
Hulka Mt nimetatakse teisenduste rﬁhmaksﬂ kui hulk 9 sisaldab
1° koos iga oma teisendusega ka selle poordteisenduse;
2° koos iga oma kahe teisendusega ka nende korrutise.
Teiste sdnadega teisenduste hulk, mis on kinnine korrutamise ja podrdoperatsiooni suhtes, on rithm. K&igi
afiinsete teisenduste hulk sirgel on rithm.

7.1. Leida uue reeperi alguspunkti ning uue iihikpunkti vanad koordinaadid, kui reeperi teisendusvalem
onx =ax(a#0).

7.2. Koordinaatide teisendusvalem sirgel x' = ax + b (a # 0). Leida uue reeperi alguspunkti ning
ithikpunkti vanad koordinaadid ja vana reeperi alguspunkti ning iithikpunkti uued koordinaadid.

7.3. Milline reeperiteisendus on tehtud, kui vana alguspunkti uue koordinaadi ja uue alguspunkti vana
koordinaadi summa on null.

G. Kangro "Korgem algebra”, 1962, 1k. 132 vai U. Lumiste, K. Ariva, ”Analiiitiline geomeetria”, 1973, 1k. 277.
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7.4.

7.5.

7.6.

7.7.
7.8.

7.9.

7.10.
7.11.
7.12.

7.13.

7.14.

7.15.

7.16.

7.17.

7.18.
7.19.

7.20.

7.21.

Leida reeperi teisendusvalem sirgel, kui reeperi alguspunkt jadb muutmata ning uueks ithikpunktiks
on vdetud punkt E’(a) (a # 0).

Kas koordinaatide teisenduste hulk x’ = —x+a moodustab rithma, kus a vdib olla mistahes reaalarv.
Milline on teisenduse x" = —x + a geomeetriline tdhendus?

Kas teisenduste hulk moodustab riihma, kui teisendus on méiratud seostega: 1) x’ = x + a, 2)
x" = ax? Milline on antud teisenduste geomeetriline sisu (a suvaline reaalarv, teisel juhul a # 0)?

Leida teisenduse x' = ax + b poordteisendus (a # 0).

Leida reeperi teisendusvalemid, kui uueks reeperi alguspunktiks ja tihikpunktiks on vdetud vasta-
valt punktid O’'(-2) ja E’(4).

Koordinaatide teisendusvalem on x" = —2x + 3. Leida uue reeperi alguspunkti O’ ning ithikpunkti
E’ vanad koordinaadid.

Reeperi alguspunkt on paigutatud tihikpunkti. Milline on vana alguspunkti uus koordinaat?
Leida uue iihikpunkti vana koordinaat, kui reeperi alguspunkt on paigutatud punkti O’ (4).

Leida punktide A(6), B(2), C(0), D(-2), E(=7) ja M(x) koordinaadid, kui reeperi alguspunkt on
paigutatud 1) punkti O;(3); 2) punkti O,(-5).

Leida punktide A(3), B(-2), C(7), O(0) ja E(1) uued koordinaadid, kui uueks reeperi alguspunktiks
on 0’(-2) ja iihikpunktiks E’(5).

Millisesse punkti peab paigutama reeperi alguspunkti, et punkti A(7) uueks koordinaadiks oleks
punkt x" = —1?

Punkti A koordinaadid vanas ja uues reeperis, mis on saadud teineteisest nihke teel, on vastavalt 3
ja 7. Leida uue alguspunkti vana koordinaat ja vana alguspunkti uus koordinaat.

Teisendada reeper selliselt, et kdikide punktide korral, mille koordinaadid on x < —7, uued koordi-
naadid oleksid positiivsed ning punktide puhul, mille koordinaadid on x > —7, uued koordinaadid
oleksid negatiivsed.

Teisendada reeper nii, et punkti A(5) koordinaat ei muutuks ning selle punktiga siimmeetriliste
punktide koordinaadid vahetuksid.

Teisendada reeper selliselt, et punktide koordinaadid 3 ja 7 oleksid uues reeperis vastavalt 2 ja -6.

Kuidas on teisendatud reeper, kui esialgse koordinaadi x ning uue koordnaadi x” vahel kehtib jirg-
mine seos:

1) x = 5x 5)x=-x/2+5;
2) x = -3x 6) x = nx’;
HNx=2x"-1; Dx=x +n;
$Hx=-x"+3; 8) x =nx"+n?

Termomeetri kontrollimisel selgus, et vee keemisel néitab termomeeter +96° C ja jdd sulamisel +1°
C. Kuidas leida dige temperatuur Celsiuse skaala jargi, kui kasutame mootmisel saadud tulemusi?

Kepi modtmisel joonlaua jaotus 57 cm iihtib nooniuse 4 jaotusega. Leida kepi pikkus (vt. joonis
7.3).

Mirkus. Kui moddetava eseme pikkus ei ole véljendatav tdisiihikutes, siis kasutame abijoonlauda —
nooniust. Noonius asetatakse mdddetava eseme jatkuks. Nooniuse pikkus on 9 pohijoonlaua iihikut,
mis on jaotatud 10 vdrdseks osaks.
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Joon. 7.3

On antud punktid A(9), B(5), C(-3), D(—8) ja M(x). Leida nende punktide koordinaadid, kui pik-
kusiihik on 1) kolm korda pikem esialgsest; 2) kaks korda liihem esialgsest; 3)
e e=5:2.

Leida valem iileminekuks Réaumuri temperatuuri skaalalt Celsiuse skaalale.
Mirkus. Réaumuri skaalal on 0° jdd sulamistemperatuur ning 80° vee keemistemperatuur.

Uhes kilomeetris on 468,7 siilda. Leida valem, mille abil saame raudtee dires asuvatele verstapos-
tidele (1 verst on 500 siilda) kanda peale meetermdddustiku vastavad andmed.

Leida afiinse teisenduse x" = ax + b piisipunkt.

Afiinset teisendust, mille puhul kas voi iiks punkt jadb liikkumatuks, nimetatakse tsentroafiinseks
teisenduseks. Kas sirge kdikide tsentroafiinsete teisenduste hulk moodustab rithma?

Kas afiinsete teisenduste x’ = ax + b hulk moodustab rithma, kui

1) a véartuseks vdivad olla kdik positiivsed reaalarvud, b véirtuseks kdik reaalarvud,;
2) a vaidrtuseks voivad olla kdik negatiivsed reaalarvud, b viidrtuseks koik reaalarvud;
3) a ja b vairtuseks voivad olla kdik ratsionaalarvud?

Kas tsentroafiinsete teisenduste x' = 2x hulk moodustab riihma, kui
1) k véidrtuseks on koik tdisarvud,

2) k vaartuseks on koik positiivsed tdisarvud,

3) k vidrtuseks on kdik negatiivsed tdisarvud?

Tdestada, et afiinsel teisendamisel x' = ax + b, a # 0 15igu orientatsiooni (suuna) séilimise tarvi-
likuks ja piisavaks tingimuseks on a > 0.

Leida afiinne teisendus, mille puhul A(2) ja B(4) teisenduvad punktideks A’(-2) ja B'(3).

Leida afiinne teisendus, mille puhul kaks erinevat punkti A(x;) ja B(x,) teisenduvad kaheks erine-
vaks punktiks A’(x}) ja B'(x}).

Leida sirge kdik afiinsed teisendused, mille puhul
1) sdilib vektori pikkus ja suund;
2) sdilib suvalise 16igu pikkus.

Milline on afiinse teisenduse x" = ax + b kuju sirgel, kui uueks alguspunktiks ja iihikpunktiks on
vastavalt O* (@) ja E*(B), kui a # 8?

On antud teisendused A ja B, mida méiravad seosed x” = 2x + 3, x" = —x + 8. Leida teisendused 1)
AB,2) BA,3) A™'B, 4) B''A, 5) A?B.
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§2. Teisendused tasandil

Reeperiteisendus tasandil tdhendab iileminekut iihelt afiinselt reeperilt R = {0, €1, &3} teisele R’ =
{0,,6—';,6_/;}. Tasandi igal punktil M on teatud koordinaadid mdlema reeperi suhtes. Nimetame kokku-
leppeliselt esimest reeperit R ja sellega médratud koordinaate “vanadeks”, teisi “uuteks”. Tuleb koostada
valemid, mis vdimaldavad arvutada tasandi iga punkti M uusi koordinaate punkti M vanade koordinaatide
jargi.

Lahendame selle iilesande jérk-jargult.

1. Reeperilitke. Erinegu reeperid R = {0, €7, 63} jaR' = {0, e_’;, e_';} ainult alguspunkti poolest. Konel-
dakse, et uus on saadud vanast likkke (ehk roopliikke) teel. Niisiis litkke kannab vana reeperi R alguspunkti
uude punkti O’, kusjuures reeperivektorid jadvad muutmata. Tasandi punkti X koordinaatideks antud ree-
peris on tema kohavektori koordinaadid. Seega:

=3 - Y
R: X(x,y) ehk OX = xé1 + yés,
—
R X(',y) ehk O'X=xel+ye,
aga (vt. joon.
—

— —
0X =00 + 0'X.
Tihistame uue reeperi alguspunkti O koordinaadid vanas reeperis (a, b), s.t. olgu

_3 - -
00’ = aej + bés.

Sel korral
x=x"+a,
y=y +b, (73
ehk
X =x-a
/ ' 7.4
Y =y-b. 74

Mirgime, et reeperi likkke korral ei ole oluline, kas ldhtereeper on afiinne vdi ristreeper.

€
é» X
0 ’
S
/ é,
o0 2,
Joon. 7.4

Vaadeldes valemeid (7.3) punktide X(x,y) ja X’(x’,y’) vahelise seosena iihe ja sama reeperi korral,
—

saame valemid liikke (ehk roopliikke) jaoks vektori XX’ = @ vorra. Viimast vektorit @ nimetatakse liikke-
vektoriks. Selleks, et leida punkti X’, kuhu vektoriga @ = (a, b) méiratud tasandi liike kannab punkti X,
tuleb vektor @ rakendada punktis X. Vektori d 16pp-punkt osutubki siis punktile X vastavaks punktiks X’.

2. Ristreeperi poore. (Ortogonaalteisendus tasandil.) Olgu tasandil antud kaks ristreeperit R’ =

{0',7.]} ja R” = {0, 7, J'}. Et siin reeperi alguspunkt jidb paigale, on siin tegemist ristbaasi teisen-
damisega ristbaasiks. Kui reeperi R” voib saada reeperist R’, poorates viimast iimber alguspunkti nurga
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. .23 >3 g n >3 m I
¢ vorra (vt. joon. , s.t. kui (i, 17) = (f, f) = o, (7, 17) =5 ®, (?, f) =3 + ¢, siis koneldakse, et
reeperid R’ ja R” on sama orientatsiooniga ning et teine on saadud esimesest pddrde teel. Baasivektorite
teisendusvalemid on siis jargmised:

7 =1icos Y+ fsin ©, (7.5)
7 = —ising+ jcos . '
Fo
X
‘4 2
[ ?
o’ l

Joon. 7.5

Arvestades, et
/. ’ o ) x4 ’?
R X(x',y") ehk OX=xi+y],
- > >
R”: X(x",y") ehk OX=Xx"""+y"J
. 2. o ~ . . . . ~
ja asendades i’ ja j* nendega vordsete avaldistega seostest li saame baasivektorite lineaarse sdltuma-
tuse tottu seosed
x =x"cosg—y"sing,

’ "o 7 (76)
Y =x"sinp+y" cosg

ithe ja sama punkti koordinaatide vahel erinevates ristreeperites. Avaldades uued koordinaadid x” ja y”
vanade kaudu (seosed on alati podratavad, sest voib alati teostada poorde nurga — ¢ vorra), saame

X" =x'cosp +y sing,
/

, ‘o , (71.7)
Y’ =—-x"sing+y cose.

Ristreeperi R voib saada ristreeperist R” ka sel teel, et esmalt sooritatakse poore iimber reeperi algus-

punkti nurga ¢ vorra ja seejdrel muudetakse teise baasivektori suund vastupidiseks. Sel korral (vt. joon.
> 2 52 N E . . . S

(i, 17) =, (7, 7 ) = (Z f;) =—-—0, (f', f;) = 1 — . Teise baasivektori suuna muutmist nimetatakse pee-

gelduseks x-telje suhtes. Kdnesoleval juhul kdneldakse, et reeperid R’ ja R” on erineva orientatsiooniga.
Vaadeldud iileminek on poorde ja peegelduse jérjestrakendamise (korrutamise) tulemus. Baasivektorite
teisendusvalemid on siin jargmised:

yd

7 =icosg+ Jsi
= @+ jsmo,

2P 2 (7.8)
J =ising— jcosy;
seejuures koordinaatide teisendusvalemitel on kuju
X =x"cosg+y”’ singp, (7.9)

y = x"sing -y’ cosp
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2
J
h
\
\
N
\ <1
\ 1
\ (p 5
9] l

]7’/
Joon. 7.6
ehk ’7 ’ A
=y cos g +)i sin ¢, (7.10)
Y =x"sing —y cose.
Erijuhul, kui ¢ = 0, saame seostest (7.8) baasivektorite vahelised seosed peegelduse korral
7=i j=-] (7.11)

Kordame sama mottekdiku, kasutades maatrikssiimboolikat. Maatriksit, mille veerud koosnevad uute
baasivektorite koordinaatidest vana baasi suhtes, nimetatakse teisendusmaatriksiks. Teisendusmaatriks
on alati regulaarne. Kahe ristreeperi puhul teisendusmaatriks on sama orientatsiooniga reeperite korral
maatriks
( cosg —sing )
C = .
sing  cosg

ja erinevate orientatsioonidega reeperite korral maatriks

( cose  sing )
C, = . .
sing —cosg

Et |Cy| = 1ja|C,| = —1, siis ndeme, et reeperid on sama vdi erineva orientatsiooniga vastavalt sellele,
kas teisendusmaatriksi determinant on positiivne voi negatiivne. Uldiselt kahe ristreeperi korral tesisen-
dusmaatriksi C (s.t. C = C; vdi C = C;) determinant |C| = +1. Tdhistades baasivektoritest moodustatud
iiherealised maatriksid vastavalt

e=@)) ja &=, (7.12)
voime baasivektorite vahelised seosed (7.5) ja (7.8) esitada kujul
&g =&C. (7.13)
Tihistades veel ) .
X' =( N ) X" =( X ) (7.14)
y y

vdime punkti M koordinaatide vahelised seosed (7.6) — (7.7) ja (7.9) — (7.10) reeperite R’ ja R” korral
esitada kujul

X =CXx” (7.15)
ja siit
X" =Cc'x. (7.16)
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-

0,1, j} koordinaadid x ja y. Tuleb leida punkti M koordinaadid x” ja y” ristreeperis R” = {O', 7, J'}.
Teostame noutud reeperiteisenduse kahes etapis R—R’ = {O, 7, f'} —R"”. Toome sisse jirgmised
ristreeperi teisendused
u: R >R ehk uR = R’ (pdore voi podre koos peegeldusega),
v:R" —>R"” ehk vyR' = R” (liike).
Seega iilemineku reeperilt R reeperile R saame teisenduste u ja v jirjest rakendamise teel, s.t. rakendades
reeperile R teisenduste v ja u korrutist vu:

3. Uldine ristreeperi teisendus. Vaatleme jirgmist iilesannet. Olgu tasandi punktil M ristreeperis R =
J

(vi)R = v(uR) = vR' = R".

Arvestades deldut ja seoseid (7.6), (7.9) ja (7.3)), saame iildised ristreeperi teisendusvalemid sama orien-
tatsiooniga reeperite korral kujul

x=x"cosgp—y"sing+a,

y=x"sing+y" cosp+b, (7.17)
ja eineva orientatsiooniga reeperite korral kujul
x=x"cosg+y'sing +a, (7.18)

y=x"sing —y"” cos + b.

Vaadeldes valemeid - kui teisendusvalemeid, s.t. seades nende abil antud ristreeperi kor-
ral tasandi suvalisele punktile M”(x”,y"”) vastavusse punkti M(x, y), saame tasandi teatava isomeetrilise
teisenduse — teisenduse, milles iga kahe punkti vaheline kaugus jadb muutumatuks.

Valemitega madratud teisendust tasandil nimetatakse liikumiseks. Iga litkkumine osutub liikkke ja
poorde korrutiseks. Valemitega (7.9) méiratud teisendus tasandil on liikumise ja peegelduse korrutis.

é.
2 2
@
=/
€1
.4 2
0 1
Joon. 7.7

4. Afiinse reeperi baasi teisendus tasandil. Olgu antud tasandil kaks afiinset reeperit R = {0, €1, €3}
jaR = {0, e_';, e_’;}, millel on sama alguspunkt. Kdneldakse, et uus reeper R’ on saadud vanast R baasi
teisendamise teel. Uue reeperi R’ baasivektorid ejf (i = 1,2) avalduvad vana reeperi R baasivektorite
lineaarkombinatsioonidena: .

el = cjjé; (7.19)
ehk iiksikasjalikult
_’; =c11€] + 2163 (7.19°)
€, = C12€] + €.
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Maatriksit

c =( e ) (7.20)
€1 (22

mille veerud koosnevad uute baasivektroite koordinaatidest vana baasi suhtes, nimetatakse siin feisendus-
maatriksiks. Punkti koordinaatide teisendusvalemeil on kuju

X=CX, (7.21)

kus X = ( zl )ja X = ( i,l )ning R: M(xy, x2), R": M(x}, x}) ehk iiksikasjalikumalt
2

2
Xi = ijx;-. (72] ’)
j=1
Teisendusmaatriks C on regulaarne ja seosed (7.21)) on alati pooratavad.

Afiinse reeperi erijuhuks on kaldreeper, mille korral reeperivektorid on ithikvektorid. Punkti koor-
dinaatide teisendusvalemid (7.21°) iileminekul iihelt kaldreeperilt R = {0, €], &3} teisele kaldreeperile

Y
7

R =1{0,¢], e_’;} reeperi alguspunkti muutmata omavad kuju

/

xsin(w — @) + ysin(w — )

sin w
xsina + ysinf (7.22)

/ —_—
y = -
sin w

kus w on reeperi R baasivektorite vaheline nurk ja « ja 8 on nurgad, mis uued reeperiteljed moodustavad
vana abstsissteljega.

5. Uldise afiinse reeperi teisendus tasandil. Olgu tasandil antud kaks afiinset reeperit R = {0, €1, &3}
jaR ={0, e_’l, e_’;}. Sel korral punkti M koordinaatide teisendusvalemeil on kuju

2
xi= Y epxte,  (j=1,2), (7.23)
j=1

kus maatriks C = (c;;) on reeperi teisendusmaatriks (méairab poorde) ja ci, ¢, on uue reeperi R” algus-
. . . . - c - . . . .
punkti O’ koordinaadid vanas reeperis R. Téhistades Cy = ( Cl ), voime afiinsete koordinaatide teisen-
2
dusvalemid esitada ka maatriksstimboolikas

X =CX' + Cy. (7.24)
Mirkus: Tuletame meelde kdesolevas iilesannete kogus kasutatavat kokkulepet: kui iilesandes ei ole ree-
peri tiilip margitud, siis eeldatakse, et reeper on ristreeper.
Liike. (Roopliike.)

7.35. Reeperi alguspunkt on liikkkega kantud punkti 1) A(3,4), 2) B(-2, 1), 3) C(-3,5). Leida koordinaa-
tide teisendusvalemid.

7.36. Reeperi alguspunkt on liikkega kantud punkti O’(3, —4). Uues reeperis on antud punktid A(1,3),
B(-3,0) ja C(—1,4). Leida nende punktide vanad koordinaadid.
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On antud punktid A(2, 1), B(—1, 3), C(-2,5). Miérata nende punktide uued koordinaadid, kui ree-
peri alguspunkt on kantud liikkega punkti 1) A, 2) B, 3) C.

Leida punkti A(-2, 3) koordinaadid uues reeperis, kui reeperi alguspunkt on likkkega viidud punkti
1) (4,5);2) (4,-5); 3) (-4, 5).

Leida punktide A(2, 3), B(-5,4), C(0, 2) uued koordinaadid afiinses reeperis, mis on saadud vanast,
kasutades liiket, mis viib vana reeperi alguspunkti punkti O’(7, —1).

Punkti A koordinaadid mingis afiinses reeperis on x = 7, y = —5. Méérata selle punkti uued koor-
dinaadid, kui reeperi alguspunkt on viidud liikkkega punkti 1) 0;(2,3); 2) 0,(—4,7); 3) 03(3,-9);
4) 04(=1,-2);5) Os5(3, -5).

On antud punkt M(2,5) afiinses reeperis. Selle punkti koordinaadid pérast reeperi nihet on vasta-
valt -4 ja 7. Leida vana alguspunkti O ja vanade iithikpunktide E;(1,0), E»(0, 1) ja E(1,1) uued
koordinaadid ning uue alguspunkti O’ ja uute iihikpunktide E7, E7, E’ vanad koordinaadid.

Miirata uue reeperi alguspunkti O’ koordinaadid vanas reeperis, kui koordinaatide teisendusvale-
midon: ) x=x"+3,y=y+52)x=x"-2,y=y+1;3)x=x,y=y -14)x=x" -3,
y=y.

Miirata uue reeperi alguspunkti O” koordinaadid, kui punkt A(3,—4) asetseb uue reeperi abst-

sissteljel ja punkt B(2,3) uue reeperi ordinaatteljel, kusjuures uus reeper on saadud vanast liikkke
teel.

Leida koordinaatide teisendusvalemid, kui punkt P(2, —3) asetseb uue reeperi abstsissteljel, punkt
QO(1, —7) uue reeperi ordinaatteljel, kusjuures uus reeper on saadud vanast liikke teel.

Uhe ja sama punkti koordinaadid kahes paralleelsete telgedega reeperis on: 1) (9, —5) ja (0, 12); 2)
(2,5) ja (-3, 6). Miirata esimese reeperi alguspunkti koordinaadid teise suhtes ja iimberp6ordult.

Kahes reeperis, milledest iiks on saadud teisest liikkke teel, on punkti A koordinaadid (8, —3) ja
(=2, -T). Maérata reeperite alguspunkte iihendava 16igu keskpunkti koordinaadid mdlemas reepe-
ris.

Joone punktide koordinaadid rahuldavad vorrandit 1) x*+y?+2x—10y+22 = 0; 2) xy+3x—2y—6 = 0.
Millist vorrandit rahuldavad joone punktide koordinaadid, kui reeperi alguspunkt kanda liikkkega
punkti 1) O'(-1,5); 2) 0’(2,-3).

Joone punktide koordinaadid rahuldavad vorrandit x* +2xy — y* + 4x+ 8y — 5 = 0. Millisesse punkti
tuleb paigutada uue reeperi alguspunkt, et sama joone punktide uued koordinaadid rahuldaksid
vorrandit, mis ei sisalda uute muutujate esimese astme liikmeid.

On antud funktsioon f(x,y) = x> + y*> — 6x + 8y. Leida selle funktsiooni avaldis uues reeperis, kui
reeperi alguspunkt on viidud likkkega punkti O’(3, —4).

Millisesse alguspunkti tuleb paigutada uue reeperi alguspunkt, et funktsiooni
D) f(x,y) = x* —4y> — 6x+ 8y + 3;

2) fx,y) = x> —dxy+4y* +2x+y -7

avaldis pérast teisendamist ei sisalda uute muutujate esimese astme litkmeid.

On antud kaks punkti A ja B vordsete koordinaatidega x = 1 ja y = 2 erinevates ristreeperites, kus-
juures teine reeper on saadud esimesest liikke teel, mis kannab reeperi alguspunkti punkti O’(3, 4).
Leida punktide A ja B vaheline kaugus.
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7.52.

7.53.

7.54.

7.55.

7.56.

7.57.

7.58.

Leida punktide A(1, 2) ja B(2, —1) vaheline kaugus, kusjuures punkti B koordinaadid on antud uues
reeperis, mis on saadud endisest reeperist liikkke teel, mis viib alguspunkti punkti O’(-1, 3).

Tdestada, et punktid A ja B vdib tasandi nihke abil kanda punktideks C ja D siis ja ainult siis, kui
AB = CD.

Kolmnurk A’B’C’ on saadud kolmnurgast ABC liikke teel. Tdestada, et kolmnurkade ABC ja
A’B’C’ vastavad mediaanid on paralleelsed (v&i kuuluvad samale sirgele).

Kolmnurk A’B’C’ on saadud kolmnurgast ABC tasandi liikke teel. Kolmnurkade ABC ja A’B'C’
sissejoonestatud ringjoonte keskpunktid on vastavalt Q ja Q’ ja iimberjoonestatud ringjoonte kesk-

_— -
punktid O ja O'. Testada, et 00" = QQ'.

Kolmnurga ABC kiilgede AB, BC ja CA keskpunktid on vastavalt ', D ja E. Kolmnurkade AEF,
BDF, CDE timberjoonestatud ringjoonte keskpunktid on Oy, O,, O3 ja sissejoonestatud ringjoonte
keskpunktid on vastavalt Q;, Q», Q3. Tdestada, et kolmnurgad O;0,03 ja Q; 0,03 on vordsed.

Kolmnurga ABC kiiljed on AB = ¢, BC = a, AC = b; kiilgede AB, BC ja AC keskpunktid on
vastavalt D, E ja F, kolmnurkade ADF, BDE, CEF iimberjoonestatud ringjoonte keskpunktid on
O, P, Q. Leida kolmnurga OPQ kiilgede pikkused.

Ruut A’B’C’D’ on saadud ruudust ABCD liikke teel. Ruutude ABCD ja A’B’C’D’ 15ige on ruut.
Maéérata liikkkevektori siht.

Ristreeperi poore.

7.59.

7.60.

7.61.

7.62.

7.63.

7.64.

7.65.

7.66.

7.67.

Avaldada siisteemidest (7.3) ja vanad baasivektorid uute baasivektorite kaudu.

Esitada valemitega 1) peegeldus x-telje suhtes, 2) peegeldus y-telje suhtes; leida teisendusmaatrik-
sid ja seosed uute ja vanade baasivektorite vahel. Teha vastavad joonised.

Niidata, et valemitega (7.9) mairatud teisenduse saab teostada kahe teisenduse jérjestrakendamise
teel: sooritades enne podrde valemitega (7.6)) ja seejirel peegelduse x-telje suhtes.

Ristreeperis on antud punkt A(2 V2, - \/E/ 2). Leida sama punkti koordinaadid uues reeperis, mis
on saadud vanast poordega 45° vorra.

Maidrata punkti 1) M(x,y), 2) A", —(27%%)) koordinaatide teisendusvalemid, kui uue reeperi tel-
gedeks on vana ristreeperi telgede vaheliste nurkade poolitajad.

Leida koordinaatide teisendusvalemid, kui ristreeperit on pooratud jargmise nurga vorra: 1) 60°; 2)
—45°;3) 90°; 4) —90°; 5) 180°.

On antud punktid M(3, 1), N(—1,5), P(-3, —1). Leida nende punktide koordinaadid uues ristreepe-
ris, kui reeperit on pooratud nurga 1) —45°; 2) 90°; 3) —90°; 4) 180° vorra.

Reeperit on pooratud nurga ¢ = 60° vorra. Punktide koordinaadid uues reeperis on A(2 V3, -4),
B( V3, 0), C(0,2 \/5). Leida nende punktide koordinaadid vanas reeperis.

Millised on punktide A(2,-3), B(—1,5) ja X(x, y) uued koordinaadid, kui seda ristreeperit, milles
need punktid on miédratud, poorata alguspunkti imber: 1) tdisnurga vorra vastu kellaosuti suunda;
2) tdisnurga vorra kellaosuti suunas; 3) kahe tdisnurga vorra?
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7.68.

7.69.
7.70.

7.71.

7.72.

7.73.

7.74.

7.75.

PEATUKK 7. TEISENDUSED

V3

1
Leida ristreeperi poordenurk ¢, kui koordinaatide teisendusvalemid on 1) x = Ex’ - Ty’, y =

Missuguse kuju omandab varrand x> + y* — xy = 9, kui ristreeperit pddrata 90° vorra?

Joone punktide ristkoordinaadid rahuldavad vérrandit y* — x* = @*. Milline on joone punktide koor-
dinaatide vaheline séltuvus, kui uue ristreeperi telgedeks votta vana ristreeperi telegede vaheliste
nurkade poolitajad.

On antud funktsioon f(x,y) = x*> — y* — 16. Leida selle funkstiooni avaldis uues ristreeperis, kui
reeperit on pddratud —45° vorra.

On antud funktisoon f(x,y) = x> +y*. Leida selle funktsiooni avaldis uues ristreeperis, kui reeperit
on pooratud nurga ¢ vorra.

Millise nurga varra tuleb poorata ristreeperit, et vorrand 2x> — 5xy + 2y + 3x — 4 = 0 ei sisaldaks
koordinaatide korrutist.

Millise nurga vorra tuleb podrata ristreeperit, et funktsiooni

D f(x,y) = x* = 2xy +y> — 6x + 3;

2) f(x,y) =3x* +2 \/§xy +y°

avaldis pérast teisendamist ei sisaldaks uute tundmatute korrutist.

On antud punkt A(3,—-4). Leida punkti A koordinaatide teisendusvalemid, kui uus ristreeper on

—
saadud vanast poorde teel mingi nurga vdrra, kusjuures x’-teljeks on sirge OA. (Vektor OA miirab
x'-telje positiivse suuna.)

Uldine ristreeperi teisendamine.

7.76.
1.77.

7.78.

7.79.

7.80.

7.81.

Avaldada siisteemidest (7.17) ja (7.18) uued koordinaadid vanade koordinaatide kaudu.

Reeperiteisendused v ja u on midratud vastavalt valemitega (7.3) ja (7.6). Miirata teisendusvalemid
teisenduse © = pv korral.

Uue ristreeperi R© = {0, #, '} alguspunkti O’ koordinaadid vanas ristreeperis R = {0, 1, j} on
(-3, -2), kusjuures cos(?, 7y = ~3 sin(z i )= -3 Reeperid on erineva orientatsiooniga. Avaldada
vanad koordinaadid x ja y uute koordinaatide x" ja y" kaudu.

On antud kaks ristreeperit. Uue reeperi alguspunkt asetseb punktis O’(—4, 2) ning reeperivektorite
i ja i’ vaheline nurk on 27r/3. Mdlemad reeperid on sama orientatsiooniga. Avaldada vanad koordi-
naadid uute koordinaatide kaudu.

Uus reeper on saadud alguspunkti iilekandmisel liikkkega punkti O’(3, —4) ning telgede p66ramisel

5
nurga vorra, kusjuures cosa = —, sina = R Punkt A(6,—-2) on antud vanas reeperis. Leida

13
punkti A uued koordinaadid.

5
Reeperi alguspunkt on kantud liikkkega punkti O’(—1, 2), reeperitelgi on pdératud nurga o = arctan D

vorra. Punktide M;(3,2), M>(2,-3) ja M3(13,—13) koordinaadid on antud uues reeperis. Leida
nende punktide koordinaadid vanas reeperis.
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7.82.

7.83.

7.84.

7.85.

7.86.

7.87.

7.88.

7.89.

7.90.

7.91.

7.92.

7.93.

7.94.

7.95.

7.96.

On antud kaks ristreeperit R = {0, 7, /} jaR' = {0, 7, j'}. Uue reeperi R’ alguspunkt vanas reeperis
Ron O'(2,3). x'-telg 15ikab x-telge punktis A(6,0) ja y’-telg 16ikab y-telge punktis B. Eeldades, et

N —_— o —_
i’ 17 O’A ja j/ 1T O'B, leida suvalise punkti koordinaatide vahelised seosed antud reeperites.

On antud kolm punkti: A(5,5), B(2,1) ja C(12,-6). Leida nende punktide koordinaadid uues ree-
peris, kui reeperi alguspunkt on kantud punkti B, reeperit on seejdrel pooratud @ = arctan 0.75
vorra.

Leida reeperi alguspunkti vanad koordinaadid ja telgede poordenurk, kui teisendusvalemid on: 1)
x= Y +3,y=x-22)x=-x-1y=—=+3:3)x=05V2¢ +0,5V2y +5,y =
-0,5V2x' +0,5V2y - 3.

On antud kaks punkti: A(9, —3) ja B(—6, 5). Reeperi alguspunkt on paigutatud liikkega punkti A ning
seejdrel on reeperit pooratud sellise nurga vorra, et tthikvektor i on kollineaarne ja samasuunaline

q
vektoriga AB. Leida koordinaatide teisendusvalemid.

On antud tdisnukrne kolmnurk OAB, mille kaatetid on OA = 3, OB = 1 ning kdrgus OC. Vot-
—
tes esimese reeperi alguspunktiks punkti O, x- ja y-telje positiivseteks suundadeks vektorite OA

ja Ee’ suunad, teise reeperi alguspunktiks punkti C, x’-telje positiivseks suunaks vektori O—C>‘ suu-
na ning valides y’-telje selliselt, et mdlemad reeperid oleksid samast klassist, leida koordinaatide
teisendusvalemid.

On antud ruut ABCD, mille kiilg a = 1. Reeperitelgedeks on valitud kord kiiljed AB ja AD, kord
diagonaalid AC ja BD. Leida koordinaatide teisendusvalemid iileminekul iihelt reeperilt teisele.

Reeperiteljed iihtivad algul tdisnurkse kolmnurga ABC kaatetitega AC ja CB (CA = 3, CB =
4). Seejdrel on reeperitelgedeks voetud hiipotenuus ja tdisnurga tipust hiipotenuusile tdmmatud
ristsirge. Leida tippude koordinaadid uues reeperis ning vastavad teisendusvalemid. Teha joonis.

Leida varrandi x> — y? = 4(x — y + 2) kuju teisendatud reeperis, kui reeperi alguspunkt on viidud
punkti O'(2,2) ja telgi poératud 45° vorra.

Tasandit pooratakse iimber reeperi alguspunkti nurga o vorra. Milliseks sirgeks teiseneb sirge x =
p?

Tasandit pooratakse iimber punkti O(—1, 3) 45° vorra. Millisteks sirgeteks teisenevad koordinaat-
teljed?

3 4
Tasandit podratakse timber punkti O(2, 3) nurga o vorra, kusjuures cos @ = 5 sina = ~3 Milli-

seks sirgeks teiseneb sirge x + 2y — 3 = 0?

Leida nurga tangens, mille vorra on vaja poorata tasandit iimber tema mingi punkti, et sirge 2x +
5y — 3 = 0 teiseneks ordinaatteljega paralleelseks sirgeks.

Tasand p6ordub timber punkti A(—3, 4) positiivses suunas tdisnurga vorra. Millisteks sirgeteks kan-
duvad koordinaattelgede vaheliste nurkade poolitajad?

Vordhaarse kolmnurga iihe kiilje vorrand on 2x —y = 0 ja punkt A(5, 1) on mediaanide 16ikepunkt.
Koostada kolmnurga kiilgede vorrandid (poorates selleks tasandit iimber punkti A nurkade 120° ja
—120° vorra).

Leida vordhaarse kolmnurga kaks tippu, teades, et nad asetsevad reeperi telgedel ja et kolmnurga
kolmas tipp asetseb punktis E(1, 1).
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7.97.

7.98.

7.99.

7.100.

7.101.
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Vordhaarse tdisnurkse kolmnurga teravnurkade tipud A ja B asetsevad sirgetel a:
8x—y+20=0jab: 7x +4y—41 = 0 ning kolmas tipp asetseb punktis C(1,2). Leida tipud A ja B.

On antud kolm paralleelset sirget: y = 0,y —2 = 0, y — 3 = 0. Midrata vordkiilgse kolmnurga
kiilgede tdusud, kui kolmnurga tipud asetsevad vastavalt antud sirgetel.

Ristkiiliku ABCD kaks kiilge on koordinaattelgedel AB = 5 ja AD = 2. Seejirel paigutatakse
ristkiilik timber nii, et tipp A, mis enne iihtis reeperi alguspunktiga, satub punkti A;(4,—1) ning
kiillg AB, mis iihtis x-teljega, on poordunud nurga @ = 30° vorra. Midrata kolme iilejddnud tipu
uued asendid. Teha joonis.

Korrapérse kuusnurga iiks kiilg on 4x + 2y — 1 = 0. Koostada tilejdidnud kiilgede vorrandid, teades,
et reeperi alguspunkt asetseb kuusnurga siimmeetriakeskpunktis.

Korrapérase n-nurga tipp asetseb punktis My(x, yo) ja tihe kiilje vorrand on
Ax + By + C = 0. Koostada iilejdanud n — 1 kiilje vorrandid.

Afiinse reeperi teisendamine tasandil.

7.102.

7.103.

7.104.

7.105.

7.106.

7.107.

7.108.

Kuidas muutuvad suvalise punkti M(x,y) koordinaadid, kui afiinse reeperi abstsisstelg jaab endi-
seks ning muutub ainult ordinaattelje suund; abstsissteljeks votta endine ordinaattelg ning ordinaat-
teljeks endine abstsisstelg?

Kaldreeperis (w = 60°) on antud punkt M(—1,4). Méirata selle punkti koordinaadid uue reeperi
suhtes, mille telgedeks on endiste telgede vaheliste nurkade poolitajad.

On antud tdisnurkne vordhaarne kolmnurk kaatetitega a, koordinaattelgedeks on voetud kaatetid
CA ja CB. Seejirel jietakse abstsisstelg muutmata, ordinaatteljeks vdetakse hiipotenuusi AB sirge.
Leida koordinaatide teisendusvalemid.

Leida koordinaatide teisendusvalemid iileminekul kaldreeperilt R = {O, €}, é;} (reeperinurgaga w)
ristreeperile R’ = {0, &, j}, kusjuures ristreeperi telgedeks on kaldreeperi telgede vaheliste nurkade
poolitajad.

Leida koordinaatide teisendusvglemid iileminekul kaldreeperilt R = {O, ¢;}, i = 1,2 (reeperinurga-
ga w) kaldreeperile R = {O’, ¢/} (sama nurgaga w), kui nende reeperite samanimelised teljed on
teineteisega risti, erinimelised teljed aga moodustavad teravnurga.

Kuidas tuleb muuta reeperit, et 1) kdikide punktide abstsissid suureneksid viie ithiku vorra; 2) koi-
kide punktide ordinaadid vdheneksid kahe iihiku vorra; 3) kdikide punktide abstsissid viheneksid
samaaegselt kolme iihiku vorra ning ordinaadid suureneksid kolme iithiku vorra?

Leida afiinsete koordinaatide teisendusvalemid, kui on antud uute tihikvektorite ja uue alguspunkti
vanad koordinaadid:

—_— —

D) O'E} =(2,5),0E,=(1,9), O'(3,1);
—_— —

2)O'E} =(5,0), O'E; = (0,4), O'(3,5);
— —

3) O'E} =(0,2), O'E; = (-7,0), 0'(0,2);

—

—_—

4) O'E| = (a,0), O'E}, = (0,b), 0'(0,0);
— —

5) 0'E| = (0,a), O'E, = (b,0), 0'(0,0).
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7.109.

7.110.

7.111.

7.112.

7.113.

7.114.

7.115.

7.116.

7.117.

7.118.

Leida afiinsete koordinaatide teisendusvalemid, kui on antud uute iithikpunktide ja uue alguspunkti
vanad koordinaadid:

1) E|(2,5), E(-3,7), 0'(5,4);

2) E{(0,0), E5(0,1), 0'(1,0);

3) E{(a,0), E5(0,D), O'(a,b).

Tasandi suvalise punkti M afiinsed koordinaadid reeperi R suhtes on (x,y) ning reeperi R’ suhtes
(x’,y"), kusjuures koordinaatide teisendusvalemid on

x=2x"-5+3, y=-x+2y -2
Miirata reeperi R’ alguspunkti ja telgede iihikvektorite koordinaadid reeperi R suhtes.

On antud punktid A(2,1), B(3,0), C(1,4) afiinse reeperi suhtes. Uue afiinse reeperi suhtes on
A(1,6), B(1,9), C(3,1). Leida afiinsete koordinaatide teisendusvalemid. Leida uue reeperi algus-
punkti ja tihikspunktide vanad koordinaadid ning vana reeperi alguspunkti ja ithikpunktide uued
koordinaadid.

On antud kaks reeperit R = {0, ¢é1,é} jaR’ = {0/, e_’l, e_’z}. Uue reeperi R’ alguspunkt vana suhtes

on O'(—4,2), x’'-telg 15ikab x-telge punktis A(2,0) ja y'-telg 16ikab y-telge punktis B(0, 8). Vottes
— —

teise reeperi iihikvektoriteks O’A ja O’B, avaldada suvalise punkti M vanad koordinaadid uute

koordinaatide kaudu.

Uue afiinse reeperi telgedeks on sirged 2x+y—4 = 0 (x'-telg), x — y + 2 = 0 (’-telg) ja uue reeperi
alguspunkt asetseb punktis O’(3, 7). Leida koordinaatide teisendusvalemid (lihtereeper on afiinne).

Sirge s on afiinse reeperi suhtes médratud vorrandiga x —y + 6 = 0. Leida sirge s vorrand uue
reeperi suhtes, kui uue reeperi telgedeks on sirged

x+y—4=0("-telg)

2x—y+7=0("telg)

ning uueks ithikpunktiks on vana reeperi alguspunkt.

On antud roopkiilik OACB. Vaatleme kaht reeperit, kusjuures mdlema reeperi alguspunktiks on
roopkiiliku tipp O, x- ja y-telgede iihisvektoriteks on esimeses reeperis roopkiiliku kiiljed ﬁ ja

OB, x'- ja y'-telgede iihisvektoriteks teises reeperis on vastavalt W( ja &i kus K ja L on kiilgede
AC ja BC keskpunktid. Leida roopkiiliku tippude koordinaadid teise reeperi suhtes.

Kolmnurga OAB mediaanid AD ja BE 15ikuvad punktis O’. Vaatleme kaht reeperit R = {0, ¢} ja

, ;3 . - G- S Al S . .
R ={0¢},i = 1,2, kus e = OA, é&; = OB, e} = O'A, ¢, = O'B. Miirata suvalise punkti M

i

koordinaatide teisendusvalemid iileminekul reeperilt R reeperile R’.

Kolmnurga iiks tipp asetseb ristreeperi alguspunktis, kahe iilejaénud tipu koordinaadid on A(x,y;)
ja B(x,,y7). Sel korral kolmnurga pindalaks on teatavasti

S = E(xlyz — y1x2). Avaldada selle kolmnurga pindala tippude uute koordinaatide kaudu, kui 1)

reeperi alguspunkt on ro6pliikkega viidud punkti O’(a, b), 2) reeperi alguspunkt ja abstsisstelg on
endised, kuid ristreeperi asemel on kaldreeper reepeerinurgaga w.

On antud romb kiiljega a = 2. Reeperi teljed iihtivad algul rombi kahe kiiljega, mille vahel on nurk
w = 120°, seejirel aga rombi diagonaalidega. Avaldada rombi tippude koordinaadid teise reeperi
suhtes ning anda vastavad teisendusvalemid.
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7.119.

7.120.

PEATUKK 7. TEISENDUSED

On antud korrapédrane kuusnurk ABCDEF. Vottes esimese reeperi alguspunktiks punkti A ning

x- ja y-telgede iihikvektoriteks vektorid AB ja AF ; teise reeperi alguspunktiks punkti D ning x'- ja
— . —

y'-telgede iihikvektoriteks DB ja DF', leida kuusnurga tippude koordinaadid mdlema reeperi suhtes.

Trapetsi ABCD alus AD on kaks korda suurem alusest BC. Esimese reeperi alguspunktiks O valime
trapetsi haarade AB ja DC 16ikepunkti, x- ja y-telgede iihikvektoriteks on vastavalt vektorid OB ja
OC. Teise reeperi alguspunktiks O’ valime diagonaalide AC ja BD ldikepunkti, x’- ja y'-telgede

—_— =
iihikvektoriteks aga vektorid O’B ja O’C. Avaldada suvalise punkti vanad koordinaadid uute koor-
dinaatide kaudu.

Afiinsed teisendused tasandil.

7.121.

7.122.

7.123.

7.124.

7.125.

7.126.

7.127.

7.128.

7.129.

7.130.

On antud afiinne teisendus
X =2x+3y+5,
y =4x-3y-2.

Millisteks punktideks teisenevad antud teisenduse korral punktid O(0, 0), A(5, 2), B(—1,4)?
On antud afiinne teisendus

X =3x+y-6,
y=x+y+l.

Milliseks punktiks teiseneb antud teisenduse korral punkt A(9, 8)?
On antud afiinne teisendus

X =3x+4y-12,
Yy =4x-3y+0.

Sirgel 7x—2y—24 = 0 leida selline punkt, mis antud teisenduse korral teiseneb sama sirge punktiks.

Afiinne teisendus « viib punktid A(2,1), B(3,0), C(1,4) vastavalt punktideks A’(1,6), B'(1,9),
C’(3, 1). Kuhu teiseneb antud teisenduse korral punkt M(5,7)? Leida antud teisenduse piisipunktid.

Leida afiinne teisendus, mis antud kolm punkti A;(1,0), A»(0,2), A3(—3,0) teisendab vastavalt
punktideks A1(2, 3), A5 (-1,4), A}(-2,-1).

Leida antud afiinse teisenduse x” = 4x + 5y — 11, y’ = 2x + 4y — 7 = 0 piisipunkt.
Leida antud afiinse teisenduse x” = 3x + 4y — 8, y" = x + 3y — 4 piisipunktid.

On antud afiinne teisendus x” = 2x + 3y + 5, y’ = 4x — 3y — 2. Millised sirged teisenevad antud
teisenduse korral
1) x-teljeks ja y-teljeks,
2) sirgeks 2x + 3y +5 =0,
4x-3y-2=0,
3) sirgeks 2x — 6y —7 = 0.

On antud afiinne teisendus x" = 2x +y—2,y = x —y — 1 ja punkt A(1, 1). Leida sirge, mis l&bib
punkti A ja mis antud teisenduse korral teiseneb punkti A ldbivaks sirgeks.

Leida tildjuhul tasandi afiinne teisendus, mis teisendab reeperiteljed sirgeteks ax + by + ¢ = 0,
aix+byy+c =0.
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7.131.

7.132.
7.133.

7.134.

7.135.

7.136.

7.137.
7.138.

7.139.

7.140.

7.141.

7.142.

7.143.

7.144.

7.145.

7.146.

7.147.

Leida afiinse teisenduse
X =anx+apy+a,
7
y =axx+tapyta

piisisirged.
Mirkus: Sirget nimetatakse afiinse teisenduse piisisirgeks (invariantseks sirgeks), kui afiinne tei-
sendus teisendab sirge iseeneseks. (Sirge punktid ei pea olema piisipunktid.)

Leida afiinse teisenduse x’ = 7x —y + 1, y’ = 4x + 2y + 4 piisisirged.
Tdestada, et afiinsel teisendusel x' = ax — bg, y = bx + ay, a* + b* # 0 ei ole piisisirgeid.

On antud afiinne teisendus x” = 5x+5,y" = 4x+8y. Leida vektorid, mille kujutised on kollineaarsed
originaalidega. Leida selle afiinse teisenduse valemid, kui uue reeperi ithikvektoriteks votta leitud
vektorid.

On antud afiinsed teisendused

Dx'=3x-y,y =x+y,

2) x" =2x—5y,y =2x+3y.

Leida vektorid, mille kujutised on kollineaarsed originaalidega.

On antud afiinne teisendus
X =10x+ 11y, y" = 10x + 9y.
Leida vektor, mille kujutis on risti originaaliga.

Leida iildkujul afiinsed teisendused, mille korral x-telje iga punkt on ptisipunkt.
Leida iildkujul afiinsed teisendused, mille korral koordinaatteljed on piisisirgeteks.

Leida iildkujul afiinsed teisendused, mille korral x-telg on piisisirge ja kdik y-telje punktid on pii-
sipunktid.

Leida afiinne teisendus, mille korral koordinaatteljed on piisisirgeteks ja punktid A(2,0) ja B(0,4)
teisenevad vastavalt punktideks A’(—6, 0) ja B'(0, 8).

Leida afiinne teisendus, mille korral kdik x-telje punktid on piisipunktid ja punkt A(2, 6) teiseneb
punktiks A’(—1, —4).

Leida afiinne teisendus, mille korral ristkiilik OACB teiseneb roopkiilikuks OAC’ B samade kiilje-
pikkustega ja nurgaga ZAOB’ = w. Ristreeperi alguspunktiks valida punkt O ning baasivektoriteks

— . —
OA ja OB.
Leida iildkujul afiinsed teisendused, mille korral sirge Ax + By + C = 0 iga punkt on piisipunkt.

Leida afiinne teisendus, mille korral sirge x + 2y — 1 = 0 iga punkt on piisipunkt ja punktid M(1,2)
ja M’(2,2) on vastavad punktid.

Leida iildkujul afiinsed teisendused, mille korral sirge Ax+ By +C = 0 kdik punktid on piisipunktid
ja punkt O(0, 0) teiseneb punktiks S ¢(xg, o).

Leida teisendus, mille korral iga punkt teiseneb antud punktiga simmeetriliseks punktiks antud
sirge suhtes: 1) Ax+ By+C=0;2)x+y-5=0.

Leida afiinne teisendus, mille korral sirged x + y + 1 = 0, x —y + 2 = 0 on piisisirged ja punkt
M(1, 1) teiseneb punktiks M’(2, 1).
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7.148.

7.149.

7.150.

7.151.

7.152.

7.153.

7.154.

7.155.

7.156.

7.157.

7.158.

7.159.

7.160.

7.161.
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Leida iildkujul afiinsed teisendused, mille korral sirged A;x + Byy + C; = 0,
Arx+ Byy+C; = 0 teisenevad vastavalt y- ja x-teljeks ja punkt My(xo, yo) teiseneb punktiks E(1, 1).

Leida iildkujul afiinsed teisendused, mille korral sirged A;x + B;y + C; =0,
Dix+ Ey+ F; = 0 teisenevad vastavalt sirgeteks A,x+ Byy + Cy = 0, Dyx + E»y + F» = 0 ja punkt
M (x1,y) teiseneb punktiks M, (xy, 7).

Leida afiinne teisendus, mille korral sirged 5x — 6y — 7 = 0, 3x — 4y = 0 teisenevad vastavalt
sirgeteks 2x + y —4 = 0, x — y + 1 = 0 ja punkt A(6, 4) teiseneb punktiks A’(2, 1).

Leida antud afiinse teisenduse x” = 2x + 3y — 7, y" = 3x + 5y — 9 poordteisendus.

On antud kaks afiinset teisendust
wx =2x+y-5y =3x-y+7,
vix'=x—-y+4, ¥ =-x+2y+5.
Leida afiinsed teisendused uv ja vu.

Leida afiinsed teisendused, mille ruut on iihikteisendus (samasusteisendus).

Ristreeperi suhtes on antud afiinne teisendus x' = 7x+y, y’ = —5x+5y. Leida kaks ristuvat vektorit,
mis antud teisenduse korral teisenevad ristuvateks vektoriteks. Esitada antud teisendus pdorde ja
kahe rist-telgafiinsuse korrutisena.

Leida tsentroafiinse teisenduse u peasihid, kui teisendus on ristreeperi suhtes midratud jargmiste
valemitega
X' =anx+any,

I
Y = anx+any.

Mirkus. Afiinset teisendust nimetatakse tsentroafiinseks teisenduseks, kui teisendus sdilitab vihe-
malt tihe punkti. Kahte ristuvat sihti, milledele afiinse teisenduse korral vastavad kaks ristuvat sihti,
nimetatakse antud afiinse teisenduse peasihtideks.

Kas tasandi afiinsed teisendused x" = ax + b, y' = cy + d, kus a, b, ¢, d on reaalarvud ja a # 0,
¢ # 0, moodustavad rithma?

Kas tasandi afiinsed teisendused x” = x, ¥y’ = ky, kus k on suvaline nullist erinev reaalarv, moodus-
tavad rithma? Selgitada antud teisenduse geomeetriline sisu.

Kas afiinsed teisendused x’ = x + ky, ¥ = y (k suvaline reaalarv) moodustavad rithma? Selgitada
antud teisenduse geomeetriline sisu.

Kas afiinsed teisendused x” = Ax, y’ = Ay, kus A on nullist erinev reaalarv, moodustavad rithma?
Selgitada teisenduse geomeetriline sisu.

Kas ristreeperi korral afiinsed teisendused

X' = r(xcos ¢ — ysingp),
Yy = r(xsing + ycos ¢),

kus r ja ¢ on reaalarvud ja r > 0, moodustavad riihma? Selgitada teisenduse geomeetriline sisu.

Kas afiinsed teisendused x" = ax—by, y" = bx+ay, kus a, b on reaalarvud, a>+b* # 0, moodustavad
riihma? Selgitada teisenduse geomeetriline sisu.
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7.162.

7.163.

7.164.

7.165.
7.166.

7.167.

§3.

Kas afiinsed teisendused
X =r(xcos¢ —ysing) +a,
Y = r(xsing + ycos ) + b,

kus r, a, b on reaalarvud ja r > 0, moodustavad rithma? Selgitada teisenduse geomeetriline sisu.

On antud kolmnurga kiilgede vorrandid ristreeperi suhtes; A;x + B;y + C; = 0,i = 1,2,3. Arvutada
kolmnurga pindala.
Mirkus: Kasutada afiinseid teisendusi.

On antud roopkiiliku kiilgede vorrandid ristreeperi suhtes: Ax + By + C = 0,
Ax+By+D=0,A'x+By+C’' =0,A’x+ B’y + D’ = 0. Arvutada roopkiiliku pindala, kasutades
afiinseid teisendusi.

Koostada sirge vorrand, kui sirge kébib punkti P(15, 6) ja moodustab koos sirgetega
5x—-2y—-5=0,2x+ 5y — 2 = 0 kolmnurga, mille pindala on 29. (Kasutada afiinseid teisendusi.)

Koostada sirge vorrand, kui sirge ldbib punkti P(-3,-5) ja otsitava sirge 16ik, mis jdib sirgete
2x+3y—-15=0,4x — 5y — 12 = 0 vahele, poolitub punktis P. Reeper on afiinne.

Uldise afiinse reeperi suhtes on antud afiinne teisendus:

X =anx+apy+a,
/7
Yy =ayx+ayy+a.

Leida antud afiinse teisenduse valemid uues reeperis, kui tileminekuvalemid vanalt reeperilt uuele
miidratakse jairgmiste seostega:
k *
xX=cnx +cpy +cp,
y=cnx +eny + .

Polaarkoordinaatide teisendused

Olgu tasandil antud ristreeper ja polaarreeper mii, et poolus asub ristreeperi alguspunktis ning polaar-
telg iihtib x-teljega (joon. [7.8) Tasandi igal punktil X on siis koordinaadid (x, y), mis on septud jargmiselt

X = rcose, (7.25)
y =rsing, ’
F=AJxr+y2 cosgaz%,
y rry (7.26)
tang = =, sing = ———.
=3 =2 +y?

Valemid (7.23) vdimaldavad arvutada punkti ristkoordinaate antud polaarkoordinaatide kaudu; vale-
mid (7.26) vastupidi. Seega on tegemist koordinaatide teisendusvalemitega.

7.168.

7.169.

3
Punktide polaarkoordinaadid on: A(2, g), B(V2, Tﬂ)’ cG, g), DG, —’é), E®, g), F(5,0), G2, g),

2
H(10, —g), 18, ?”), J(12, —g), K(1,45%), L(3,210°), M(2,315°). Leida nende punktide ristkoor-

dinaadid, kui abstsisstelg iihtib polaarteljega ning reeperi alguspunkt asetseb pooluses.

Punkti polaarkoordinaadid on (10, 30°). Leida selle punkti ristkoordinaadid, kui poolus on punktis
(2, 3) ja polaartelg on roobik x-teljega.
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7.170.

7.171.

7.172.

7.173.

7.174.

7.175.

7.176.

7.171.

7.178.

7.179.
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~.

~.

0] X
Joon. 7.8

Polaartelg on paralleelne ning samasuunaline ristreeperi abstsissteljega ning pooluseks on punkt

2
O'(1, 2). Leida oma polaarkoordinaatidega antud punktide M (7, g), M;(3,0), M3(5, —g), My(2, ?ﬂ)
ja Ms(2, —g) ristkoordinaadid.

Polaarkoordinaatide poolus iihtib ristreeperi alguspunktiga, polaartelg aga esimese reeperinurga
3 3
poolitajaga. On antud punktide M, (5, g), Ma(3, —g), Ms(1, Tﬂ)’ M6, _Tﬂ)’ Ms(2, —%) polaar-

koordinaadid. Leida nende punktide ristkoordinaadid.

Poolus asetseb punktis (3, 5). Polaartelg on paralleelne ja samasuunaline y-teljega. Leida punktide
M9, -1) ja M5(5,5, =2 V3) polaarkoordinaadid.

Polaarreeperi poolus asetseb ristreeperi alguspunktis ning polaartelg iihtib abstsisstelje positiivse
poolteljega. Ristreeperis on antud punktid : A(-1, 1), B(0,2), C(5,0), 0(-4,0), E(1,1), F(0,3),
G(0,-1), H(3,-3), 1(0,5), J(-3,0), K(V3,1), L(- V2,—V2), U(1, - V3), N(8, —6). Leida nende
punktide polaarkoordinaadid.

Leida punkti A(9, —1) polaarkoordinaadid, kui poolus on punktis (3, 5) ja polaartelg on paralleelne
y-teljega.

Polaartelg on paralleelne ja samasuunaline ristreeperi abstsissteljega. On antud pooluse O(3,2) ja
punktide M;(5,2), M>(3,1), M5(3,5), M43 + V2,2 — V2), Ms(3 + V3, 3) ristkoordinaadid. Leida
nende punktide polaarkoordinaadid.

Polaarreeperi poolus iihtib ristreeperi alguspunktiga. Polaartelg iihtib esimese reeperinurga pooli-
tajaga. On antud punktide M;(~1,1), M>( V2, = V2), M5(1, V3), Ms(— V3, 1), Ms(2 V3, =2) rist-
koordinaadid. Leida nende punktide polaarkoordinaadid.

Ordinaatteljega paralleelse sirge kdikide punktide koordinaadid rahuldavad vérrandit:
x = a. Millist vorrandit rahuldavad nende punktide polaarkoordinaadid?

Pooluse iimber raadiusega a joonestatud ringjoone kdikide punktide polaarkoordinaadid rahuldavad

tingimust p = a. Millist tingimust rahuldavad nende punktide ristkoordinaadid?

3
On antud punktide A(3, g), B2, ‘%)’ c(1,7), DG, _Tﬂ)’ E(3,2) ja F(2, -1) polaarkoordinaadid.

Maidrata antud punktide polaarkoordinaadid uues siisteemis, kus polaartelje suund on muudetud
vastupidiseks.
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2 2 11
7.180. On antud punktide M;(3, g), Ms(1, ?ﬂ), M5(2,0), My(5, g), M;s(3, —?ﬂ) ja Mes(1, 1—2ﬂ) polaar-
koordinaadid. P6orame polaartelge, nii et ta ldbiks punkti M;. Leida antud punktide polaarkoordi-
naadid uues siisteemis.
. g 4 3r . . e
7.181. On antud punktide A(2, 8)’ B3, ?), Cc(, 7), D(5,n), E(5,0) polaarkoordinaadid. Millised on

nende punktide polaarkoordinaadid, kui polaartelge poorata iimber pooluse positiivses suunas nur-

T
ga T vorra?

7.182. Ristreeperis on antud punktid M;(2,-3), M,(1,-4), M3(—1,-7) ja M4(—4,8). Leida 16ikude 1)
M\ M;, 2) M\M3, 3) MMy, 4) M4M3 pikkused ning polaarnurgad.

7.183. Konstrueerida 16igud, mille alguspunktiks on M(2, 3) ning pikkused ja polaarnurgad vastavalt: 1)
d=20=-22d=106 = g; 3)d =50 = —g. (Punkti M koordinaadid on antud

. . 10
ristreeperis.)

§4. Teisendused ruumis

7.4.1 Afiinne teisendus ruumis.

. . . - . 2 7 7 .
Olgu ruumis antud kaks afiinset reeperit: vana R = {0, €], 3,63} jauus R = {0, |, €}, €} (joon.
7.9). Olgu teada uue reeperi asend vana reeperi suhtes, s.t. olgu antud uue reeperi alguspunkt O ja uued
reeperivektorid oma koordinaatitega e; vana reeperi suhtes:

—
O'(c1,¢2,¢3) ehk 0O = éjcy + écr + é3¢3, (7.27)
¢ = (cii,cai,c3) ehk € = élcy + ey + ey, (7.28)
kusi=1,2,3.
X
Joon. 7.9
Maatriksit

Ci1 Ci2 €13
C=|ca cn c3 |,

€31 (€32 (33

mille veergudeks on uue reeperivektorite vanad koordinaadid, nimetatakse vaadeldava afiinse teisenduse
maatriksiks. Ta on alati regulaarne: det|C| # 0. Seega kas det|C| > 0 vdi det|C| < 0. Esimesel juhul
koneldakse, et reeperid R ja R’ on sama orientatsiooniga, teisel juhul vastupidise orientatsiooniga.
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Olgu ruumi suvalise punkti X koordinaadid vanas reeperis (x1, x2, X3) ja uues (x{, x5, x3) (vt. joon. 7.9).

—
OX = é1x1 + érxp + €3x3,

v o Gt L For G (7.29)
O'X = e\ x] +eyx, + e3x3
Jooniselt (7.9) ilmneb, et kehtib vordus
=3 ’ 7
0OX=0'X+00,
milliste seoste (7.27)) — pohjal jireldub, et
€1X1 + €3x + €3x3 = €1(C11X] + C12X) + €13X5)
+63(co1X] + Xy + €23x5) + €3(c31x] + cxnXh + c33X5).
Baasivektorite lineaarse sdltumatuse tottu saame seosed
Xi = CaX| + cXy + cpxy + ¢, i=1,23, (7.30)

mis midravad punkti M vanad koordinaadid uute koordinaatide ja uut baasi miéravate suuruste kaudu.
Seoseid (7.30) nimetatakse afiinsete koordinaatide teisendusvalemiteks tileminekul reeperilt R reeperile
R'.

Kasutades maatrikssiimboolikat (vt. 1. p.2.) ja téhistades baasivektoritest ja punktide M ja O" koordi-
naatidest moodustatud maatriksid vastavalt

5 o o ’ 7 7 7
E= (61,62, 63)’ E = (ells 6/2’ eg)s
X1 X c
x=| x |, X = x |, c=| ¢ |,
X3 x5 c3

saame baasivektorite teisendusvalemid (2.28) ja reeperi teisendusvalemid (2.30) esitada kujul

e =eC, (7.28’)

x=Cx+c. (7.30°)

Valemid (7.287)), on alati pddratavad. Saab alati leida lileminekuvalemid R’ —R, kusjuures poord-
teisenduse maatriks on ldhteteisenduse maatriksi poordmaatriks.

Valemeid saab tolgendada kahel viisil:

1) reeper ruumis muutub (R —R’) ja selle tottu iga punkti koordinaadid teisenevad ((x;)—(x})) valemite
abil; (x;) ja (x}) on iihe ja sellesama punkti koordinaadid erinevate reeperite suhtes.

2) (x;) ja (x}) on erinevate punktide koordinaadid iihe ja sellesama reeperi suhtes; reeper on muutumatu,
muutuvad punktide asendid reeperi suhtes: tegemist on ruumi afiinse teisendusega.

Uldise afiinse teisenduse olulisteks erijuhtudeks on tsentroafiinne teisendus ja roopliike. Esimest ise-
loomustab iihe litkumatu punkti (ehk piisipunkti) olemasolu, mistottu teda nimetatakse ka afiinseks poor-
deks. Kui valida see punkt reeperi alguspunktiks, siis seoste (7.30°) jéirgi saame tsentroafiinse teisenduse
valemid kujul

x=Cx, (7.31)

need valemid on homogeensed.
Kui teisendusmaatriks C homogeensetes valemites (7.31) on iihikmaatriks, siis punkti koordinaadid
sdilivad (iikski punkt ei muuda oma asukohta). Sellist teisendust nimetatakse samasusteisenduseks.



7.4. TEISENDUSED RUUMIS 121

Kui mittehomogeensetes valemites (7.30) ¢;; = 0;j, s.t. teisendusmaatriks C on lihikmaatriks (vt.

[7.30°), siis valemid (7.30) omavad kuju

X=X+ (7.32)
Sel korral baasivektorid ei muutu ning tegemist on roopliikkega ruumis: iga ruumi punkt liigub vektori
—
0O’ vorra.
Punkte, mis antud afiinse teisenduse korral ei muutu, nimetatakse antud afiinse teisenduse piisipunkti-
deks ehk invariantseteks punktideks.

Sirgeid (tasandeid), mis antud afiinse teisenduse korral teisenevad iseenesteks, nimetatakse antud afiin-
se teisenduse piisisirgeteks (piisitasanditeks) ehk invariantseteks sirgeteks (tasanditeks).

7.4.2 Isomeetriline teisendus ruumis.

Isomeetriline teisendus ehk ortogonaalteisendus on iildise afiinse teisenduse erijuht, mille puhul ristree-
per teiseneb jillegi ristreeperiks.
Kui reeperid R ja R" on ristreeperid, siis
ée =0 i,j=1,2,3.
Reeperi teisendusmaatriksi C veeruvektoriteks on uue reeperi vektorid. Seega kehtib teisendusmaatriksi
veergude vahel kuus vordust
C1jClk T C2jCok + C3jC3k = 6jk (733)

ehk tiksikasjalikult
C%l + C%l + C%l =1,
0;2 + 022 + c§2 =1,
Cl3+ ey teyy =1,
cric1n + 2160 + c31c32 = 0,
C12€13 + €623 + €32033 = 0,
c13ci1 + e + c33c3r = 0.

voi maatrikskujus
c’c=E, (7.33")

kus CT on teisenduse transponeeritud maatriks ja E ithikmaatriks. Maatriksit, mille korral kehtib seos
, nimetatakse ortogonaalmaatriksiks. Teisendusmaatriksi ortogonaalsus on mitte ainult tarvilik,
vaid ka piisav selleks, et ristreeper teiseneks ristreeperiks. Ortogonaalmaatriksi korral det|C| = +1. Kui
siin det|C| = 1, siis kdneldakse ristreeperi pdordest. Ortogonaalsuse tingimused méidravad 6 sol-
tumatut seost 9 kordaja C;; vahel. Seega ristreeperi pddre on tdielikult méédratud kolme parameetriga.
Nendeks voetakse tavaliselt kolm nurka, milliseid nimetatakse Euleri nurkadeks. Uldise isomeetrilise tei-
senduse korral lisandub neile veel kolm vabaliiget ¢;, mis médravad roopliikke. Seega soltub isomeetriline
teisendus ruumis maksimaalselt kuuest parameetrist. [someetriline teisendus, mille puhul det|C| = 1, on
litkumine.

7.184. Kahes paralleelsete ja samasuunaliste telgedega reeperites on punkti A koordinaadid (1,1, 1) ja
(7,3, -5). Méirata 1) alguspunktide koordinaadid mdlema reeperi suhtes; 2) alguspunktidevahelise
16igu keskpunkti koordinaadid mélema reeperi suhtes.

7.185. Punktide koordinaadid rahuldavad vorrandit
3x3 4y —2xz+2x— 6y +4z7-5=0.

Missugust vorrandit rahuldavad samade punktide koordinaadid uue reeperi suhtes, kui nullpunkt
viia roopliikkega punkti O’'(2,3,7)?
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7.186. Uldise ristreeperi poorde vaib esitada kolme jirgmise teisenduse korrutisena

Y1 = xsing + ycos ¢,

X] = XCOSp — ysine,
1 =3

X2 = X1,
Yo =Yy COSY — z; siny,
Zp = y1 siny + zy cosy,

X3 = Xp COS Y — Z2 Siny,

Y3 =Y2,
73 = Xp Siny + 25 COS )y,

Nurki ¢, i, y nimetatakse Eurleir nurkadeks. Selgitada Euleri nurkade geomeetriline tihendus.

7.187. On antud kaks afiinset reeperit R = {0, €1, ¢5,¢3} ja R = {0, €] X é,¢é, X €3, €3 X ¢é1}. Koostada
suvalise punkti koordinaatide teisendusvalemid iileminekul reeperilt R reeperile R’.

7.188. Leida afiinne teisendus piisipunktidega O(0, 0, 0), E (1, 0, 0), E»(0, 1, 0), mis teisendab punkti £5(0, 0, 1)
punktiks E(1, 1, 1).
7.189. Leida afiinse tesisenduse
X =2x+y+z-1
y=x+z-1
7 =-z-2

puisipunktid.
7.190. Leida iildkujul afiinsed teisendused, mille piisisirgeteks on reeperiteljed.
7.191. Leida iildkujul afiinsed teisendused, mille piisipunktideks on kdik xy-tasandi punktid.
7.192. Leida iildkujul afiinsed teisendused, mille piisipunktideks on kdik z-telje punktid.

7.193. Leida afiinne teisendus, mille piisipunktideks on E(1,0,0), E»(0, 1,0), E5(0,0, 1) ja mis viib ree-
peri alguspunkti O punkti O’, mis on siimmeetriline punktiga O tasandi E;, E,, E5 suhtes.

7.194. Leida afiinne teisendus, mille piisisirgeteks on x-telg, x- ning z- ja y- ning z-telgede vaheliste nurka-
de poolitajad, kusjuures vektorid z-teljel ei muutu, kuid vektorid nendel nurgapoolitajatel pikenevad
kaks korda suunda muutmata.

7.195. On antud tsentroafiinne teisendus

/

X =anx+apy+asz,
4 p—

Yy =az x+ayy+axyz,
’

Z = a3 Xx+asy+ asz.

Mairata reeperi alguspunkti ldbivate sirgete hulk, mille kujutised on risti originaalidega.
7.196. On antud afiinne teisendus
X =2x+y, Y =x+2y, 7 =3x+4y -5z

1) Leida vektorid, mille kujutis on kollineaarne originaaliga.
2) Millise kujuga tulevad teisendusvalemid, kui koordinaattelgedeks votta sirged 1dbi koordinaatide
alguspunkti, mis on paralleelsed punktis 1) vaadeldud vektoritega?
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7.197.

7.198.

7.199.

7.200.

7.201.

7.202.

7.203.
7.204.

7.205.

On antud afiinne teisendus x" = x +y + 3z, = x+ 5y + z, 7 = 3x + y + z. Leida kolm ristuvat
vektorit, mis antud teisenduse korral teisenevad ristuvateks vektoriteks. Esitada antud teisendus
isomeetrilise teisenduse ja kolme vastastikku ristuva venituse korrutisena.

On antud liikumine teisendusvalemitega

X =cnx+cpy+ sz,
Y = x4+ ey + 3z,
7 =c3x+ ey + ez

Eeldades, et see ei ole samasusteisendus, leida tema piisipunktidest koosneva piisisirge sihivektor.

Eelmises iilesandes antud liikumist vaib vaadelda kui pooret timber piisisirge nurga ¢ vorra. Leida
nurk ¢.

Olgu 7 iile-eelmises iilesandes vaadeldud liikumise (p6orde) piisisirgega ristuv suvaline vektor ja
olgu ¥ tema kujutis selles liikumises. Millist tingimust peavad rahuldama piisisirge sihivektori & =
(a, b, ¢) koordinaadid, et vektorite kolmik 7, r_’)‘, ¢ ja ldhtereeperi reeperivektorite kolmik oleksid
sama orientatsiooniga.

On antud ortogonaalteisendus

, 11 N 2 N 2
SR TITRE
, 2 N 14 1
R TR TR
= + ! + 2
¢ =X+ gy 3L
Leida piisisirge sihivektor ja poordenurk.
On antud litkkumine | | |
X =ox-—y-3z,
2 V2o 2
, 1 N 1 1
y ) \/Ey 22,
, 1 1
I = —F=X+—=<

Leida liikumine, mis teostab pdorde iimber sama telje sama nurga vorra, mis antud teisendus, kuid
vastupidises suunas.

Leida liikumise valemid, kui antud poordetelje sihivektor € = (a, b, ¢) ja po6rdenurk ¢.

Koostada koordinaatide teisendusvalemid iileminekult iihelt ristreeperilt teisele, kui uue reeperi
koordinaattasandid vana reeperi suhtes on médratud jargmiste vorranditega:

aix+byy+ciz+d =0,
ax+by+crz+dy =0,
azx + b3y +c3z+d; =0.
Reeperite R ja R’ korral xz- ja yz-tasandid iihtivad vastavalt x'z’- ja y'z’-tasanditega ning xy-tasandi

vorrand reeperi R suhtes on 2x + 3y — 6z + 6 = 0. Avaldada suvalise punkti M uued koordinaadid
vanade kaudu, teades, et punktil A on mdlemas reeperis samad koordinaadid (2, 4, 6).
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7.206.

7.207.

7.208.

7.209.

7.210.

7.211.

7.212.
7.213.
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Niidata, et kolm tasandit 2x — 2y +z—3 = 0,3x—-6z+ 1 = 0, 4x + 5y + 2z = 0 on vastastikku risti,
ning leida reeperi teisendusvalemid, kui antud tasandid votta vastavalt x'y’-, y'7’- ja x'z’-tasandiks.
Telgede suunad on valitud selliselt, et vana reeperi alguspunktil uues reeperis on positiivne abstsiss
ja negatiivne aplikaat.

Uue reeperi ithikpunkti £’ ning reeperitasandite vorrandid antud reeperi suhtes on:

E/(]" 3’ 5)5

Y7 :x+1=0,

X7 :2x-y=0,

Xy :x+2y+3z-6=0.
Leida ruumi suvalise punkti vanad koordinaadid.

Uute reeperitasandite vorrandid antud reeperi suhtes on:

V7 x+2y+5z+1=0,
X7 :2x-y+1=0,
Xy :ix+2y—-z-1=0.
Kontrollida, kas uued reeperitasandid on vastastikku risti, ning avaldada suvalise punkti M uued

koordinaadid vanade koordinaatide kaudu tingimusel, et vanal alguspunktil O on uue reeperi suhtes
positiivsed koordinaadid.

Uue reeperi koordinaattasandite vorrandid antud reeperi suhtes on:
Y7 ix+y+z-1=0,

X7 :2x—y-z+1=0,
Xy 1y—-z+2=0.

Kontrollida, kas uued reeperitasandid on risti ning avaldada suvalise punkti M uued koordinaadid
vanade koordinaatide kaudu, arvestades, et punktil mille koordinaadid vana reeperi suhtes on (-1,-
1,-1), on uues reeperis positiivsed koordinaadid.

Leida iildjuhul afiinne teisendus, mis teisendab punktid (0, 0, 0), (1,0, 0), (0, 1,0) ja (0,0, 1) vasta-
valt punktideks (x1, y1,21), (x2,¥2,22), (X3,¥3,23), (X4, Y4, 24).

Leida tasandid, mis afiinse teisenduse
X=alxj+e, detld| 0, i j=123
korral teisenevad reeperitasanditeks.
Leida sirged, mis eelmises iilesandes antud afiinse teisenduse korral teisenevad reeperitelgedeks.

Leida ortogonaalteisendus, mis jédtab reeperi alguspunkti paigale ja teisendab x-telje sirgeks

y_:

pov

~| =



Vastused

IV peatiukk

Sirge tasandil

B3] Py = (-2,-1); P, = (-7,2).[&3] Punktid M,, M3 ja M, asetsevad antud sirgel; punktid Ms, M,
asuvad positiivsel pooltasandil ning M, ja Mg negatiivsel pooltasandil sirge a suhtes. 4.4} Sirge tdusuga
v ja ordinaatldiguga so.[4.3] Mirkus. Sirge joonestamiseks on vaja teada kaht tema punkti. Antud sirgetel
on teada nende 16ikepunktid ordinaatteljega (0, b), seetdttu piisab iihe punkti leidmisest iga sirge jaoks.

5 3
1)k=2,b=3;2)k=—z,b:4;3)k=—§,b=—2. D2x-3y+9=0;2)3x-y=0;3)

3
y+2=0;4)3x+4y—12=0;5)2x+y+5=0;6)x+3y—2=0. V3+3y+1=0, (—%,0).4.10

5 3
D-3:2) -l D V3y=0;2)x—-y=0:3) V3x-y=0;4) V3x+y=0;5)x+y=0;6)y=0.
412l x +y+2 =0.4.13] (6,0); 2x +3y — 12 = 0. 4. 14 ¢ = g Mirkus. Kiir tuleb suunata nii, et kui

ta peegelduks x-teljelt, siis 1abiks ta punkti B’, mis on siimmeetriline punktiga B x-telje suhtes. Ulesanne

taandub sirge AB’ ja x-telje vahelise nurga leidmisele. f.15] S > 2x1y1 - Db=-a;2)b=a3)
b

b=—a\/§.Méirkus.k=—a.4.17 1)—+2 =1 2)_6+§_1 3)3 5: 1;4)%—%: 1;5)

S5x+2y= 1.@ Dx+y+4=0;2)x+y-5=0;x-y+1=0;3x-2y = O;3)x+y=7.|3:_ml 1)

x+y-2=0;2) (V2 + 1)x+(\/_— Dy—10=0,(V2=Dx+(V2+ 1y+10=0,x—y—10 = 0; 3)

3x-2y—12 = 0,3x—8y+24 = 0;4) x+3y-30 = 0, 3x+4y—60 = 0, 3x—y—30 = 0, x—12y+60 = 0.4.20}

‘*%‘1421 1)4x+3y—12=0;4x+ V33y—4V33 =0;3) x— V3y+4V3 =0;4)5x+3y—12=0.

@v—l6km/t@l)2x+9y 26=0,2)7x+3y+23=0,5x—6y—8=0;2)2x-3y-4 =0,
2x-y=0,y=0;3)x-a=0,y—a-b =0, ax+ (a — by — (a* + ab — bz)—O-Kulgede
vorrandid: AB: 2x+y -8 =0; BC: x+2y -1 =0; CA: x —y — 1 = 0; mediaanide vorrandid: x — 3 = 0;

7 3

x+y=3=01y=0.426 Dk=7:2)k= 15:3) k= 3. 14.28 1) asuvad: 2) ei asu. 1.29| (3, ~1). .30
P

(4,-5).4.31} P(7,2,5,4). Mirkus. 1) OM = 5, OP = 9; PM = 4; g—M = i%. Punkt P jagab 16igu OM

9
suhtes A = iZ. 2) Teine vdimalus. Olgu P(xg, yo). Punkt asetseb sirgel OM, s.t. 3xp — 4yo = 0; Punkti P

—_—
kaugus nullpunktist on 9, s.t. OM? = 9% ehk x3 + y3 = 9%. Saadud vorrandisiisteemist saame leida xo ja
7 4 33 100
Yo.(4.32 (-8,-7)ja (0,-1).4.33 (13 13)j a(- 13,——). 4.340 BC|IDA; 3x =5y +5=0;x-y=0;
y — I = 0. Mirkus. Et kontrollida antud nelinurga kahe kiilje paralleelsust, arvutame kiilgede tdusu. Et

125
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leida keskldiku, arvutame mitteparalleelsete kiilgede AB ja CD keskpunktid. Diagonaali AC vorrandi

3 y-1
o yT. Vrdus kehtib ainult juhul,

kui teise murru lugeja on null, s.0.y— 1 = 0.F33 ) y = -1;2) y = x =4 vdiy = —x + 2; 3) 3x — 10.
avV?2

436l 1) 2x+3y -7 =0;2)3x -2y -4 = 0.4.37 y=1x17.4.38 Dy =4x;2)y = -2;3)

1
3x+y=0vdiy = 3% 4) x — (2t = V3)y = 0.14.39] M,(0,2) ja M>(0,-8).4.40, x = V3, y = 1.
B3l D4x+y =0;2)4x—-Ty—-15=0;3)x-2=0;4) y+3 = 0.F44 7x -2y - 20 = 0.f43] 1)
a=-2,5v-33=0;2)a; = -3, x-56=0,a, =3,5x+8=0;3)a; = 1,3x-8 =0, a; = 5,
33x-56y=0.F460 m=7,n=-2,y+3 =04 m=-4,n=2,x-5=0.[A48 1) 3x+4y - 16 = 0;
5x+3y-1=0;2x-y-7=0;2)5x-2y-33 =0, x+4y—11 = 0, 7x + 6y + 33 = 0. 449
Tx—=2y—-12=0,5x+y—-28 =0,2x—-3y—18 = 0.F50| 2x+y—-1=0;2x—y+1=0;6x-3y+19 = 0;
6x +3y—19 = 0.B3T] 3x + 2y = 0, 2x — 3y — 13 = 0.[£.53] 5x — 6y = 0. Mirkus. Otsitav sirge libib
reeperi alguspunkti, s.t. vabaliige sirge vorrandis on vordne nulliga ning vorrand on Ax + By = 0. Antud
sirge sihivektor on otsitava sirge normaalvektoriks. Seega on kdige lihtsam vdtta otsitava sirge tundmatu
x kordajaks antud sirge tundmatu y kordaja ja otsitava sirge tundmatu y kordajaks antud sirge tundmatu x
kordaja vastandmirgiga. B.54 1) 2x+3y -26 = 0;2) x+4y -3 =0;3) y-3=0;4) x +2 = 0. 53]
5x-3y-25=0ja5x-3y+9=0.456 5x—y+3=0,17x+ 34y - 38 =0, 22x + 33y — 35 = 0.f.57
4x+3y—-11=0,x+y+2=0,3x+2y—13 = 0.f38 4x+y—-3 = 0.4.39] x -5 = 0.[4.60] B(6,4).[&6]]
5x+y—-16=0,x-5y+2=0.4.62] 3x—4y—-10 = 0.4.63] 3x+4y+8 = 0.[4.64] +20x—-21y+105 = 0.
@65 72x -y = 0, 12x + 71y = 0.[4.66] 7x — 3y — 73 = 0 voi 3x+7y 23 = 0. Mirkus. Kuna kiir
langeb sirgele 45°-se nurga all, siis peegeldunud kiir on sellega risti.|4.67} 3x+y+9=0,3x-y+9 =0.
4.68] Langev kiir 5x — 4y + 2 = 0, peegeldunud kiir 4x — 5y + 1 = O. A.69] 29x — 2y + 33 = 0.[A.70]
1
y=(-1+ \/E)x. 471y = 2x+7,y = Ex — 3. Mirkus. Mdlemad kaatetid ldbivad punkti A; iiks neist
moodustab hiipotenuusiga 45°-se nurga (kolmnurk on vdrdhaarne), teine kaatet on risti esimesega.
x—=2y—1=0.4.73L M(4,0), Mr(-1,5).14.74 i% + g = 1.[4.75| Punktid M; ja M, on sirgel. Punktid
M,, My, Ms, Mg asuvad positiivsel pooltasandil ja M3, M7 negatiivsel pooltasandil sirge suhtes. .79}

2 1 3
k=2,a=—2,b=4;2)k=—§,a:3,b=2;3)k=——,a=—1,b=—§;4)k=Z,a=—2,

b=3i5k=-Via=—-1b=-V3l815x—y-7=0W83x—y+4=083x=—6+7
y=-4-3tB8 Hx=-2t,y=-5/6+52)x=4+2t,y=63)x=1y=-31+54) x =2,
y=t5x=ty=-3;6)x=3y=-2t[483x+y-1=0,7x+5y-34 =0.48G x = 3 + 3,
y=-5t@87 -1/6 <t <1/3.F88 N8x—y=0;2) x—y+2=0;3)3x-2y=0;4) x—1=0;5)
y+3 =089 3x+8y -9 =0.F90 x—2y-4 =0.F90]5x+7y—11 = 0.F92 1) x = 21 + 3,
y=1-52)x=5t+2,y=4+5[@F93 1) x-3 =0,y +2 =0;2) 3x - 2y — 13 = 0; 3) otsitav sirge
iihtib antud sirgega. .94 x -3y —7 = 0,2x+ 5y -3 = 0.[F93 3x +4y - 16 = 0, 5x + 3y — 1 = 0,

2x-y-T7=0.496 x+y-7=0.A97 x—y-7=0,x-2y-10=0.498 x+2y-3=0,2x-y-6 =0,
x+2y—23=0,2x—y+ 14 =0.4.99 9x + 12y + 20 = 0, 5x — 12y + 36 = 0.}4.100, V3x — 2y = 0 (risti
x-teljega); 2x — \/gy = 0 (risti y-teljega). 4.101i D7x+5y=02)x+7y-27=0,3)x-5y-5=0.

1 1
41020 1) w = 2" 2) w = 60° vdi 300°. 4.103| Sirge moodustab telgedega x ja y nurgad ¢ = 37 ja

w-—p= —én. Mirkus. Kasutame valemit (4.34).4.104. 1) x -2y -5=0;2)y=x-2;3)y =2x— 1.
|.105] w = 60° voi w = 300°.[4.106] 11x +y—17 = 0.4.107] x + y—4 = 0.4.108] x + 2y =7 = 0 ja
2x—=3y=0./4.109 d = 7.4.110L S = 12.14.111} Sirge x +y = 3.4.112|v = %n. 4.113l x+y+a=0ja
x—y=0.l4.114] (x—x")sina—(y—y")cos @ = 0.4.115] 1), 4), 6) on antud normaalvdrranditega. Mirkus.

koostamiseks kasutame vorrandit ll Antud juhul on AC:
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4x 3y —-4x 3y

Normaalvdrrandi korral on normeeriv tegur 1.4.116} 1) 55" 2=0;2) < + 5" 10 = 0; 3)
-12x 5 3
13x+%—1 = 0;4) —x—2=0;5) 2x—y— V5 = 0 6) %—x\/;—2 = 0;7) —xcos 10°—ysin 10°—4 = 0
5 2
voi xcos 190° + ysin 190° —4 = 0.4.117, p = 3 4,118 x+2y+5=0.4.119, 1) 3 V2; 2) 7/5.14.1200 1)
2
d=3;2)d=4;,3)d = 55; 4)d = 0, s.t. P4 asetseb antud sirgel; 5) d = —2,2.}4.121} 13/5, 2, 11/5, 12/5,
295 6 ) o ‘
0.4.1221 d = 2.14.123| hy = ; hg = 4E, hc = 2. Mirkus: Et leida korguste pikkust, arvutame

iga tipu kauguse vastaskiiljest. 78, 273, 70. d = 25/V34.[4.126] 4. 1)d=3,6=3;
2)d=1,6=1;3)d=46=-4,4d = 0,6 = 0 punkt Q asub sirgel. B.128] 8x — 15y + 9 = 0.
4.1290 M(2,3).14.130L M,(0,—-12), M>(0,4/3).4.131} M(x,0), kus x = a + g Va2 + b?%; ruutjuure ees olev
mark soltub sellest, kas a ja b on sama voi erineva mirgiga. B.132] (10, 1), (=4,3); (—=11/4,-11/8),
(9/4,9/8). F133] (3,5) ja (—37,45). F134] 1) (3,0); 2) (1,6,—1,4). E133] (8,1) ja (808/49,465/49).
@136 P(0,11). @137 P(2,-1). 138 P(2,5).[F139 1) (5.5), (-3,11), (3,19), (11,13); 2) (1,8). .140}
(-3/10,0), (0,9/2).[&-141] (0,6), (-1,13/2).[E142] (6/5,-17/5), (-74/5,43/5), (66/5,37/5), (-14/5,23/5),E.143]
P(11/6,1/6). E1441), 3), 4) — samal pool; 2), 5) — teine teisel pool. B.143] 1) On kumer. 2) Ei ole.
|.146] 1) teravnurgas; 2) niirinurgas. [#.147} 1) ithes nurgas; 2) kérvunurkades; 3) tippnurkades. [#.148] 1)
tippnurkades; 2) korvunurkades; 3) samas nurgas. .149] Kolmnurga sees. [#.150} Viljaspool kolmnurka.
4.153| d = %.4.154 d=0,5.4.15501/V58.14.156/ 1)d = 2,5;2)d = 3;3)d = 0,5;4)d = 3,5.
4.157) 5x - 12y—+3g =0.F158| 4x -3y +26 =0,4x—3y —24 = 0.4159 x— 10 = 0, x + 4 = 0.[4.160]
3x—4y—-25=0,3x—-4y+5 = 0.F161] 5Sx+ 12y +64 = 0. 5x+ 12y — 66 = 0..163} 1) 3x -2y -7 = 0;
2)5x+y—-7=0;3)8x+12y+5=0;4)5x+7y+9 = 0;5) 6x — 30y — 7 = 0.[F.164] Suhtes 2 : 3,
arvestades teisest sirgest. [4.165] x -2y = 0jax—2y+5=0vdi 2x+y = 0ja2x +y -5 = 0.[4.166]
x+2y+3=0,x+2y+7=0jax—2y+3=0,x-2y+7=0.4167} 1) 5x+12y-94 =0,y -7 = 0; 2)
Tx+24y—134 =0, x—2 = 0; 3) 3x— 4y — 13 = 0; Mirkus. Ulesanne tdmmata libi punkti P kaks sirget,
mis asuvad punktist Q d ithiku kaugusel, on samaviirne iilesandega tdommata 14dbi punkti P kaks puutujat
ringjoonele, mille raadius on d ja mille keskpunkt on Q. Kui kaugus PQ on suurem ringjoone raadiusest
(PQ > d), saame sellele ringjoonele joonestada punktist P kaks puutujat; kui kaugus PQ = d, saame
tdmmata ainult ithe vaadeldud omadustega sirge; kui PQ < d, ei ole vdimalik tdmmata iihtegi vaadeldud
omadustega sirget. Punkti P(x, yo) ldbiva sirge vorrand on y —yy = k(x — xp), kus k on sirge tdus. Tousu k
miirame tingimusel, et sirge asub punktist Q kaugusel d.[A.168] x — y + 2 = 0. Sirge, mis on risti 1diguga
AB ja jaotab selle 16igu pooleks. Mirkus. Et leida otsitava hulga vorrandit, kasutame punkti M omadust
AM = BM. Avaldame need 16igud koordinaatide abil ja lihtsustame. [A.169} 1) sirge x — y = 0; 2) sirge
x+y = 0;3)sirge x — 1 = 0;4) sirge y — 2 = 0. F.I70} Punkt v&ib liikuda kas mooda sirget y = 0 voi
y=V3x M7l Dx+2y-5=0,x-6y+11=0;2)4x+y+5=0,y-3=0;3)4x+y—6 =0,
3x + 2y —7 = 0. Mérkus. Punkti M(1,2) ldbiva sirge vorrandony —2 = k(x — 1) vOikx —y -k +2 = 0.
3k -3 —k+2] |5k —2 -k + 2|

Selle sirge kaugus punktist A on d, = —————— ja punktist B(5,2) d, = ——————_ Vastavalt
V1 + k2 o " V1 + k2
iilesande tingimustele d; = d, vdi kasutades leitud kaugusi 12k 1] = 144 . Siit saame tdusu k kaks

Vi+i2  N1+k2
viirtust, seega iilesannet rahuldavad vastuses antud kaks sirget. d.172} y — 3 = 0 ja 12x — 5y — 117 = 0.

Meiirkus. Ulesande lahendamiseks kasutame valemit y = kx + b. Et punkti A kaugus sirgest on 6 ja punkti

2k+3+b Sk+1+b
B kaugus sirgest on 4, siis saame vastavalt —— = +6 ja —
+k

ja b. Sellel iilesandel peab olema neli lahendit; geomeetriliselt tdhendab ta kahe ringjoone (keskpunktid
on A ja B ning raadiused vastavalt 6 ja 4) iihiste puutujate leidmist. Antud niites on kaks neist reaalsed

= #4, milledest avaldame k
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ja iilejiinud kaks imaginaarsed. 4x+3y+3=0,y—1=0. DG+ V3x+4dy = 0;
D)yxx=0;3)x+4y+1=0,13x+ 16y - 23 = 0.x+y = 7 + 5V2 (kaks sirget). 4.176
2x—y=0,22x- 19y = 0. 4(V21 — 2)x + (V21 + 32)y = 0, —4(V21 +2) + (32 = V21)y = 0.]4.177
k = +4/3. Mirkus. Iga punkti P(-2, 1) ldbiva sirge vorrand on y — 1 = k(x + 2). Parameetri k leiame
tingimusest, et sirge on 4 iihiku kaugusel punktist C.@.178] 4x+3y—25 = 0 ja 24x—Ty+125 = 0.4179
3x-y-21=0,3x—y—1=0.4I80 3x -2y —27 = 0.4.181] 3x +4y - 64 = 0,3x +4y - 14 = 0,
4x-3y—2=0,4x-3y+48 = 0,(0,16), (8,10), (2,2), (-6,8).FI82] x+2y+4 = 0.[FT84] 3x-3y+19 =0,
3x—3y-5=0.F185 Sirged x + y = 0.F.186 8x — 2y — 3 = 0, 4x + 16y — 39 = 0. Nurgapoolitajad
on risti. Lahendus. Otsitavad nurgapoolitajad on nurga kiilgedest vordsetel kaugustel olevate punktide
hulgaks. Kui me vdtame nurgapoolitajal vabalt punkti X, siis selle kaugused d; ja d, antud sirgetest on
vordsed. Me vdime arvutada d; ja d, kas pluss- voi miinusmairgiga soltuvalt sellest, kuidas asetsevad
punkt ja sirged. Nurgapoolitja X; X, kdikide punktide kaugused d; ja d, on sama mirgiga, nurgapoolitaja
X3X, koikide punktide kaugused d; ja d, on aga erinevate mirkidega. Téhistades x ja y nurgapoolitja
muutuvad koordinaadid, saame

g =X 18
V85

d2:i6x+7y—21.
V85

Nurgapoolitaja M; M, vorrand on

2x-9y+18  6x+7y—21

- V85 V85

vOi pérast lihtsustamist 8x — 2y — 3 = 0. Nurgapoolitaja M3M, vorrand on

2x-9y+18  6x+7Ty-21

- V85 V85

vOi parast lihtsustamist 4x + 16y — 39 = 0.

Joon. 4.12

D6x+1=02y-9=0;2)64x+8y +11 =0, 14x— 112y +41 = 0;3) x = 0, y = 0; 4)
B+ V5)x+22+ V5)y =0, 3= V5)x+2(2— V5)y = 0.]4.188| 7x+56y—40 = 0.]4.189| 4x—4y+5 = 0.
BI90l x+y+5 = 0.FI91] 8x+4y -5 = 0.FI192 3x - 19 = 0. 193] 12x + 4y — 11 = 0.[A194]
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x+3y—2=0.4T193 10x- 10y -3 = 0.4196 x —y =0, 7x — 56y + 25 = 0, 77x + 21y — 50 = 0. 197}
43. 4.198] (6,6), (-8,-8), (-8.8), (6,-6).14.199] (0, V2), (0,3 V2).}4.200| x + 2y-23=0,x+2y-3=0,
2x—y—6 =0, 2x—y+ 14 = 0. Mirkus. Kahe esimese kiilje vorrandid voib koostada lihtsamalt. Teades, et
ruut on oma keskpunkti suhtes siimmeetriline kujund, siis punkti A Iibiv kiilg peab libima punkti B’, mis
on siimmeetriline punktiga B punkti M suhtes. [4.201} 5.4.202] 49.4.203| Ulesande tingimust rahuldab
kaks ruutu, mis on siimmeetrilised kiilje AB suhtes. Esimese ruudu kiilgede vorrandid on: 4x+3y—8 = 0,
4x+3y+17=0,3x—4y -6 =0,3x— 4y + 19 = 0. Teise ruudu kiilgede vorrandid on: 4x + 3y — 8 = 0,
4x+3y-33=0,3x—4y—-6=0,3x—4y+ 19 = 0. Ulesande tingimusi rahuldavad kaks ruutu;
esimese ruudu kiiljed asuvad sirgetel 3x + 4y — 11 = 0, 4x — 3y — 23 = 0, 3x + 4y — 27 = 0; teise ruudu
kiiljed asuvad sirgetel 3x + 4y — 11 = 0,4x -3y —23 = 0,3x+4y+5 = 0.[F205] 3x + 4y + 6 = 0,
3x+4y—14=0v3i3x+4y+6 =0,3x+4y +26 = 0.4206] 12x -5y +61 =0, 12x -5y +22 =0
voi 12x — 5y + 61 = 0, 12x — 5y + 100 = 0.F207] 3x -y +9 =0,3x—y-3 =0, x+3y+7 = 0.
4.208! Ulesandel on kaks lahendit: x =3y +1 =0, x-3y+12=0,3x+y—-1=0,3x+y+10=0
jalx+y—-15=0,7x+y-26 =0, x-Ty+7 =0, x -7y — 4 = 0.A.210} 3. @.211] (0,1). G212}
x—=3y+12 = 0.213] x -3y -5 = 0, 3x +y - 5 = 0. Mirkus. Otsitavad sirged libivad punkti
P ja on risti antud sirgete poolt moodustatud nurkade poolitajatega. Ulesandel on kaks lahendit:
y =0,y =5ja20x+2ly - 20 = 0, 20x + 21y — 165 = 0. Mirkus. Leida otsitavate kiilgede tSusud
arvestades, et rombi vastaskiilgede vahelised kaugused on vordsed. #.213] r = 5.[F.216] Lahendus. Antud
ringjoone keskpunkt asub koordinaatide alguspunktis ja raadius » = 3; jarelikult asub otsitav puutuja
koordinaatide alguspunktist kaugusel p = 3. Leiame selle sirge normaalvdrrandi; parameeter p on juba
teada ja vorrandil on kuju: xcos @ +ysina — 3 = 0; teise parameetri @ médirame tingimusel, et sirge 14bib
punkti (5,0); jérelikult selle punkti koordinaadid rahuldavad sirge vorrandit. Asendades need punktid sirge

vorrandisse, saame: 5 cos @ — 3 = 0, millest cos @ = —. Seejirel leiame viimase kordaja:
sin +14/1 3)° +4
ina =+ —=] =%-=.
5 5

Ulesandel on kaks lahendit %x + gy -3=0ja §x - A—Ly — 3 = 0, sest ringjoonest viljaspool asuvast
punktist saab ringjoonele tdmmata kaks puutujat. st +2y—29 =0ja2x—5y—-29 = 0.F218]
Cl(—g, 11%), Cy(-15, ‘5—1), C3(—§,—8§), C4(11§, %). 4.219, M;(0,1), Mr(-9,4), M5(0,-5), M4(3,4).
Mirkus. Kolmnurga sissejoonestatud ringjoone keskpunkt peab asetsema vordsel kaugusel kdigist kol-

mest kolmnurga kiiljest, s.0. peab asetsema kolmnurga nurgapoolitajate 16ikepunktis. Ulesande tingimusi
rahuldab neli punkti: kolmnurga sisenurkade poolitajate 16ikepunkt M; ning punktid, mis tekivad vasta-

vate nurkade A, B ja C sisenurkade poolitajate 16ikumisel teiste nurkade vilisnurkade poolitajatega (M>,
. 5 -5 x 5y x 5yV3
Ms ja My). 42200 (=, ——).4.221] (-2,-6).4.2220 1) — + —— —2V7=0;2) =+ == —0,5 = 0;
3jaMy) (713’ (-2.-6) )2\/7 . )5+ 1
Sx y V13 1 big big 2
3 - - =0.42231d=1.4224 p=—;a=0;=—-.4225 w=-.4226ld = 14—.
oG VG 2 PEgr=hey 3 7
10x + 56y — 39 B ) . . . o
4.227 — =5 - 0. Mirkus. Lihtuda valemitest kaldreeperis, teostades reeperivektorite afiinse

+
teisenduse (venituse). {.228] Normeeriv tegur N = +1/13, d = 3.[.231] Sirged y + b = 0.[F.237] Sirged
x+a = 0.[233] 1), 3), 5), 6). B.234 Sirged a ja b on paralleelsed, nende mdlemaga on risti sirge d;
sirged e ja g on paralleelsed ning nendega on risti sirge f.[#.235] a; = 2, a, = —2/3. Mirkus. Paral-

1 -2

leelsete sirgete vorrandites tundmatute kordajad on vordelised, s.t. ar’ . —Sa. 4.236] 1) a # 3; 2)
, a -

a=3jab#2,3)a=3jab=2@23N1)m=-4n=2jam=4,n=-2;2)m=-4,n=2

2 5
jam=4,n=-2;3)m = 0, n—suvaline. 4.238 a; = 0, a, = 1.}4.239 (I—Z, _ﬁ)' 4.240L 1) (6,0); 2)
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(-9,0). Mérkus. Esimene vdimalus: kahe sirge 1dikepunkti leidmine; teine vdimalus on lahendada tilesan-
ne sirge AB vorrandit koostamata jargmiselt: otsitav punkt asetseb abstsissteljel, jarelikult tema ordinaat
on null. Teades otsitava punkti ordinaati ja punktide A ja B ordinaate, leiame suhte, milles otsitav punkt
jagab 16igu AB. Teades suhet A, leiame otsitava punkti abstsissi (punktid asetsevad iihel sirgel). [F.241]

1 7
1) (0,-3); 2) (0,-11). 4.242] (7,0); (0,25). 42431 1) 6;2)9.4.244 m = T Mirkus. Sirgete vorrandi-
test moodustatud vdrrandisiisteemil peab olema iihene lahend, s.t. siisteemi determinant A # 0. Kuna

A
16ikepunkti ordinaat y = Kz on abstsissteljel, siis A, = 0.14.245| m; = 0, mp, = 6.14.246| 1) (2,5); 2)

3
sirged on paralleelsed; 3) (-1,4); 4) (3,-5); 5) (5,6); 6) (—5,2). 4.248] 1) (3,0), (0,-5), (-2,1); 2) (2,-1),
(-1,3), (2,4); 3) (2,0), (0,5), (-3,0); 4) sirged 16ikuvad iihes punktis (2,0). @ S = 17 ruutiihikut. [4.250]
Ci(1,=1) v8i C»(-2,-10). 251} (3,4). F252] A(6,-2), B(1,2,2, 8) C(- 1 2,-6,8), D(-6,-2).[4.253
1 4 ..
(2,1).14.2541 (2,1), (4,2), (-1,7), (1,8).14.255| (3,1), (12,-2), (8 10 ) (6 3 13). Mirkus. Ulesande
lahendamisel voib kasutada asjaolu, et rombi diagonaalid on risti mng poolitavad teineteist. .26 (1,-3),
(-2,5), (5,-9) ja (8,-17).[F257] x + 3y — 1 = 0.[F258] 4x + 5y — 21 = 0.[F259] 91x — 26y — 2 = 0.
4.260] 3x — 2y — 7 = 0.[4261] 1 = —0,5.[F262] 1) (2,-7); 2) (-2,-1); 3) (-12,5).[F263] 2x + 3y — 13 = 0.
4264, 1) P'(11,-11); 2) Q'(10,21); 3) R'(2,3); 4) §'(10, =5). Mirkus. Tdmbame antud punktist P rist-
sirge antud sirgele ning leiame nende 16ikepunkti Py, mis on punkti P ja otsitava punkti P’ vahelise 16igu

5 ..
keskpunktiks. (4.265 P(g, 0). Mirkus. Ulesannet voib lahendada jargmise skeemi jirgi: 1) teeme kind-

laks, kas punktid M ja N asetsevad iihel pool abstsisstelge; 2) leiame siimmeetrilise punkti ithega neist
punktidest abstsisstelje suhtes, nditeks punkti N, mis on siimmeetriline punktiga N; 3) leiame punkte M
ja N ldbiva sirge vorrandi; 4) lahendades saadud vorrandist ja abstsisstelje vorrandist saadud siisteemi,

leiame otsitava punkti koordinaadid.{4.267] 1) 77—T; 2) g; 3)0;4) g; 5) arctan(-0, 75); 6) %; 7) g 4.268] 1)
21
5;2)-7;3) —%; 4) % 4.269] 45° ja 135°.14.270 ¢ = %ﬂ 4271 AB=5 \5; @ = % 4.272| x+y—6 =0,

x—y=0.4273 7—2r; g; Z 274 1) a = 45°, B ~ 108°26', y = 26°34'; 2) @ ~ 16°33', B ~ 145°18/,

4
y ~ 18°9'; 3y a = 90°, B ~ 8°%", y ~ 81°52".[4.276] M(0,3), ¢ = arctan(—2).[#.277} 1) kdrvunurkades;
3
2) samas nurgas; 3) tippnurkades. (4.278| niirinurgas. 4.279| 7/6.4.280, ¢ = Iﬂ, eeldades, et nurk on

tekkinud esimese sirge poorlemisel vastu kellaosuti litkumist ithtimiseni teise sirgega. @ 1), 2), 3),
5) on; 4), 6), 7) ei ole. F:283] a = —7.[4286} 3a + 7b + 3 = 0.[&288] S(2,-1).E291] C = -29.[F292]
a# 24293 N3x+2y-7=0;2)2x-y=0;3)y-2=0;4) x—-1=0;5) 4x+3y—10 = 0; 6)
3x—2y+1=0.f294] 25x + 29y — 21 = 0. Lahendus. Kahe antud sirge 16ikepunkti libiva sirge vorrand
on 7x —y+ 3+ g(Bx + 5y — 4) = 0. Parameetri ¢g leidmiseks arvestame, et sirge 1dbib punkti A(2, —1),
s.o. selle punkti koordinaadid peavad rahuldama sirge vorrandit; asetades nad sirge kimbu vdrrandisse,
saame: g = 6. Otsitava sirge vorrand on 7x —y + 3 + 6(3x + 5y —4) = 0. Lihtsustame.[4.295] 1) 4x -y = 0;
2) 11y—16 = 0;3) 11x—4 = 0;4) 17x - 40y + 52 = 0. Mirkus. Kasutame sirgete kimbu vorrandit. [#.296]
14x -7y +32 =0, 7x + 21y — 75 = 0. Mérkus. Kimbu baasisirged leiame kimbu vorrandist, kui @ = 0
voiB = 0.F297 91x 26y +2 =0.F298 x+y+2=0,x—y—-4=0,3x+y =0.F299 2x+y-6 =0,
9x+2y+18 = 0.[F300] 74x+13y+39 = 0.@301] x—5y+13 = 0,5x+y+13 = 0.F302] 5x+y—16 =0,
x—5y+2=0.A303 7x-6y+19 =0,9x+ 2y +5 = 0.[4.304] x +4 = 0, 3x — 4y + 20 = 0.[4.303]
3x—4y+20=0,4x+3y—-15=0.F306 3x—y+1=0.308 7x+y -9 =0,2x+y+ 1 = 0.[£309
x—y—-7=04310x—y+1=0.F311} 8x-y-24 =0.F312} 2x -y -5=0.F313] 2x+y + 8 = 0,
x+2y+1=0[F3T4 3x+y=0,x-3y=0;3x+4y—-1=0,7x + 24y — 61 = 0.[£.315] Ruudu kiilgede
vorrandid on: 4x+3y—14 = 0,3x—4y+27 = 0,3x-4y+2 = 0,4x+3y+ 11 = 0; teise diagonaali vdrrand
on7x—y+13 = 0.4316 7x+19y-2 = 0.4.317] x+5y—13 =0, 5x—y+13 = 0.4.318] 6x+17y—15 = 0.
B319 3x+y+16 = 0.4320} 4x+y+5=0,x-2y—1 =0,2x+5y—11 = 0.4321] 1) 22x+33y-35 =0,
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5x-y+3=0,17x+34y-38 =0;2)4x—5y+22=0,4x+y—18 =0,2x -y + 1 = 0.@322] CB:
Sx-y-5=0,AC: x-y+3=0,CK:3x-y-1=0,2) AC: 4x+5y-20=0,CI: 3x-12y-1 =0, BC:
x—-y—3=0.F323 x+3y-9 =0, 68x—17y+57 = 0; 65x— 26y + 72 = 0. Lahendus. Esimest tippu, s.0.
kahe esimese sirge 186ikepunkti libiva sirge vorrand on 5x — 2y + 6 + g(4x — y + 3) = 0. Otsitav sirge, mis

labib seda tippu, peab olema paralleelne kolmnurga kolmanda kiiljega, jarelikult peavad nende vorrandite
5+4qg -2-g¢

17
tundmatute kordajad olema vordelised: , millest ¢ = ——. Asendanud leitud ¢ védrtuse

sirgete kimbu vdrrandisse, saame otistava sirge vorrandi: 3y + x —9 = 0. Samal viisil leiame ka tilejadnud
otsitavad sirged.4.324] x -5y -7 =0,5x+y+ 17 =0, 10x+ 7y — 13 = 0.4.325] 1) AC: x -3 = 0, BD:
y=0;2)AC:3x+8y—7 =0, BD: 8x—3y+7 = 0.4328] 2x - 5y -2 = 0. Lahendus. Esimene voimalus.
Otsitav sirge on esitatav parameetrite ¢ ja ¢’ vastavate véirtuste puhul nii vorrandiga x+y—1+¢g(x—1) =0

kui ka vorrandiga 2x — 3y + ¢’(y + 1) = 0. Et kaks vorrandit esitaksid iiht ja sama sirget, peavad nen-
1+g¢g 1 1+¢

= = . Saadud
2 -3 -q
vordustest leiame ¢ voi ¢'. Lahendi leidmiseks piisab neist iihest, teist kasutame kontrolliks. T#histades
otsitava sirge kordjad A, B, C, nduame, et kolm sirget ldbiksid iihte punkti, s.t.

de vorrandite kdik kordajad olema vdordelised (ka vabaliikmed), s.o.

A B C A B C
1 1 -1({=0 ja 2 -3 0]=0,
1 0 -1 0 1 1

millest leiame, et A : B: C =2 : (-5) : (-2).F329] 5x — 2y — 7 = 0.F.330] 1), 3) 16ikuvad iihes punktis
(kimp); 2), 4), 5) on paralleelsed (ebakimp); 6) moodustavad kolmnurga; 7) kaks esimest on paralleelsed,

kolmas 16ikab neid. f.331] 5x — 2y = 0.[.332] 25x + 29y — 21 = 0.[333] 38x — 19y + 30 = 0..334]
32x-9=0,32y—19 = 0.4.335] 8x—49y+20 = 0.[4.336] Kui A > 0, siis sirge ¢ on paralleelne antud sir-
getega a ja b ning asetseb nende vahel, kui A = 0 — sirge c iihtib sirgega a; kui —1 < A < 0 —sirge a asetseb

sirgete b ja ¢ vahel; kui —oco < A < 1, siis sirge b asetseb sirgete a ja ¢ vahel. 4.337| r =

sing —kcose’
4.338] 1) (6, g); 2) (6, —;—r); 3)(3,0);4) (2 V3, g); sirge, mis on risti polaarteljega ning eraldab sellel 16igu

5 3
pikkusega 3 thikut (vt. joon. 4.13). 4.339] 1) (1, g); 2) (2, g)ja @, g); 3) (V2 ;—T)ja (V2, Tﬂ)' Sirge,
mis asetseb iilemisel pooltasandil, on paralleelne polaarteljega ning asetseb sellest 1 iihiku kaugusel (vt.

joon. fT3).

S
“|8
o

Joon. 4.13

4340, 1) o = g; 2) ¢ = g; 3) tang = 1; 4) @ = 20°. 4.341| p = psec(e — ). Mirkus. Vorrandi tu-
Tetamiseks teha joonis ja kontrollida tulemust ristreeperis. [4.342] p cos(¢ — @) = p; cos(p; — a). F.343]
psin(B=) = p1 sin(B=¢1); peos(G+¢) = 1,5.4.344 1) psin(B=¢) = p. psin(z—) = 3:2) p cos(g—a) =
5V3
cos(30° — )’

4.346

2
acosa, pcos(yp + ?ﬂ) =-1;3)psin(B—¢) = as.in,B,psin(%r —¢)=3.4.345| p =
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in(o— p? +pt—2ppicos(e—@1) 743
pzlrllggo _(’01)) = \/ : , 1\;psin(t,o - %) = i/pz— 10p cos(yp — %)+25.
p2 12 =1 \/p§ + 3 = 2p2p1 COS(¢2 — 1)
542 8 cos 70°
4347, 1) pcose = 5V2 2) = 290 1348 peosp = 3.4.349] 1) psing = 1;2) p = ——.
2 cosp | 2sing
4350 p = POCOS@Z0) |y gyl POSIN@Z90) Ly sl g v s = 0, psing — 5 = 0.4.353
cos(a — ¢ sin(a — ¢)

d = py cos(a — ¢g) — p.|4.354 1)a/=0,p=2;2)a'=7r,p=2;3)a/=g,p=3;4)a/=—7—2r,p=3;5)

=2
“zg’p=3;6>“=‘§’l)= *5;7)“2Tn,p=1;8>a=—ﬁ,p=q;9>a=ﬁ—n,p=q'4-355

M M
psing = — voiy = —. Sirge, mis on paralleelne x-teljega, kui x-teljeks on voetud sirge OA (joon.|4.14).
a a

N

Joon. 4.14

3x 4y 12 3x x y x y+3
4356l 1)3x—-4y-12=0;2) —5- = - —=0;3)y=—-3;4) - —-==1;5) - = ——.[4.358
)xyl)sss R T
M>(3,0).4.360] y = ?x Mirkus. Telgede vahel asuva liikuva sirgldigu otspunktid on A(bg, 0) ja B(0, b).
b- A-b
Ldiku AB suhtes A jagava punkti M koordinaadid on x = ﬁ jay = 121 Elimineerides neist vor-

dustest b, leiame otsitava trajektoori vorrandi. A.361] (A1 A, + By B>)(A1l + Bim)(Azl + Bom) > 0.[4362]
(A1As + BBy | A2 B2 || A2 Bl 1363 Sirge. 4.364] y = “2x. Mirkus. Igal ajamomendil 7
A3 By || A3 B3 Vi

on punktil abstsiss x = v;¢ ja ordinaat y = v,f. Elimineerides nendest vorranditest ¢, saamegi otistava

trajektoori. |[4.365] y = 82 4366 x/da +y/Ab = 1 — esialgsega paralleelne sirge. 4.367 x +y —4 = 0,

81

x—y—6=0.4.368 M (169—6, %). Mirkus. Kolmnurkade sarnasusest leiame suhte, milles punkt M jagab
16igu AB (A = g). 4.369] 4.14.370L M(12,-11).4.371| B(-3, 13—6). 43720 A = -2.4.373 x—y = 4.14.374
Sirged 4ax+c = 0.4.375] y+4 = 0.4376] x—5 = 0.f.377 x-2y+9 =0,2x+y—-2=0vdi 2x—y+6 =0,
x+ 2y —7 = 0.[A378] Kaateti vorrand: 2x — 3y + 11 = 0 ja hiipotenuusi vdrrand: x + 5y — 40 = 0 voi
5x-y-18=0.B379 1)3x-4y+12=0,4x+3y+16=0,2x—-y—-2=0;2)Tx—y+3 =0;3)
x+7y+4 =0;4) 3x — 4y + 12 = 0. Mirkus. Kolmnurga nurgapoolitaja (bisektriss) jagab vastaskiilje
osadeks, mis on vordelised lihiskiilgedega, seetdttu tuleb iilesande kolmanda osa lahendamiseks leida
kiilgede AB ja BC pikkused ja suhe A = AB/BC.[A380} 2x -3y +20=0,3x+2y-9=0,x+5y-3=0
voi2x—3y—-6=0,3x+2y+17=0,x+5y -3 =0.38T x-7y+32=0,x-y+2=0.4387
Ulesandel on neli lahendit: (9,-3), (-5.-5), (-1,7); (-9,3), (5,5), (1,-7); (4,-28), (—20,—20),2(—16,—18); (7—4,128),

14 1
20,2 18)./4. 77— —-10)ja(—=,-3).4.384 2x—y+4 = 0.4. h=—;M(—=, =);
(20,20), (6,18).14.383| (7— V5,3 V5 0)ja( 3 3).4.384 2x—y+ 0.(4.385 T (]2, 3 );
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1

§ = 1321386 A1(=7,15); A2(9,-9). W.387} (:0.5.0.5). 11388 0.5.14.389| x + 2y = 0, 23x + 25y = 0.
107 11

4,390, (5 2). 4391} 2 + 5y £ 10 = 0.14.392] 3x +2y = 6 = 0, 3x + 8y + 12 = 0.14.393 (-.2),

- 17 11, -5 17

(=.0). 4394 (19.0), (21.5). 395, (1.2). (54) ¥Oi (= ). (5 5)- (396 176 =Ty +49 = 0,

Tx=3y+23=0,2x—-y+7=0v3illx—=T7y+49 =0,5x-3y+ 19 =0,2x -y +7 = 0. 397}
x—12y+57 =0,8x-9y—56 = 0.A398 x—3y+9 = 0, x—3y—5 = 0.F399 x+y—-3 = 0.
@400] (A1x + Biy + C1)(A2A3 + ByB3) = (A2x + Boy + C2)(A1 A3 + By B3) ja analoogiline kahe iilejdéinud
korguse kohta. 401} 5x +3y -4 = 0,3x+y—-2 =0, x —y = 0.[F402] 3x — 4y + 12 = 0. 403]
AA; ~ 10,11, BBy = 8,04, CC, ~ 7,78.[4.404] 39x — 9y — 4 = 0.[£.403] 1) C(2,4); 2) C(6,—6).[4.406
Da4x-y-7=0,x+3y-31=0,x+5y-7=0;2)4x-y-13=0,x-5=0,x+8y+5 =0.
@1)BC:x—y—3=0;AC:4x+5y—20=0;CL:3x—12y—1=O;2)BC:3x+4y—22=0;CA:
2x—Ty-5=0;CL: 3x +5y—23 =0.[4408] 1) 2x+7y+22=0,7x+2y—-13=0,x—y+2 =0;2)

61 237
53 53
9 137
3x-5y-13=0,8x-3y+17 = 0,5x+2y~1 = 0.4409, S =0.5| 55 g ! |~ 1.68 ruutiihikut.
121 97
74 74
BAT0l x -3y -23=0,7x+9y+19=0,4x+3y+ 13 =041} 3x+7y-5=0,3x+2y— 10 = 0,

9x+11y+5=0.4413 4x+7y-1=0,y-3=0,4x+3y-5=0.4414 3x+4y - 15=0; h = 4,4.
4.415 P(Z,%),S =17,5.44160 1)3x+5y-30=0,x-5=0,y-3 =0;2)4x - 15y -21 = 0,
l6x+ 15y +41 = 0, x + 1 = 0.4.417] (2,-4), (1,2), (3,-4) vdi (2,0), (3,-6), (1,0). 4.418] (4,1).4.419 1)
2x+y-8=0,x-3y+10=0,x+4y-4=0;2)x+2y-7=0,x-4y—-1 =0, x —y+2 = 0. Mérkus.
Leiame mediaanide 16ikepunkti M. Seejirel leiame mediaani AM ja kolmnurga kiilje BC 1dikepunkti D,
mis jaotab 16igu AM suhtes 4 = —3. Paneme ldbi punkti D sirge, nii et mediaanidevaheline 16ik jaotuks
punktis D pooleks. See ongi tipu A vastas asuv kolmnurga kiilg. B.420(AB: 4x + 3y — 27 = 0, AC: x = 3,
BC:7x -3y -39 = 0.F423] S, : S, = 4 : 3. 4424 Kiiljed: 3x + 5y — 15 = 0, 4x -3y - 20 = 0,
7x+2y—6 = 0. Mediaanid: 11x-y—-26 =0, 10x+7y-21=0,x—-8y—-5=0.4.425 D) x+7y-6=0,
x—y—6=0,7x+y-10=0;2)2x—y+3 =0,2x+y—7 = 0, x— 2y — 6 = 0. Mirkus. Ulesande lahenda-
misel arvestame, et nurga haarad on stimmeetrilised nurgapoolitaja suhtes, seepérast on kiiljed AB ja BC
stiimmeetrilised nurga B poolitaja (x + y — 2 = 0) suhtes. Teiste sdnadega, kiiljel BC on punkt A, mis on
stimmeetriline tipuga A sirge x+y—2 = 0 suhtes. Samal pdhjusel on kiiljel BC veel teine punkt A,, mis on
siimmeetriline punktiga A nurga C poolitaja (x — 3y — 6 = 0) suhtes. Selliselt vdime leida sirgel BC kaks
punkti A ja A, ning kiilje BC voérrandi. Kolmnurga teised tipud leiame, kui kiilje BC 1dikepunktid B ning
C nurgapoolitajatega. £.426] 7x +y + 18 = 0.F.427] 5x +y — 3 = 0 — sisenurga poolitaja; x — 5y — 11 = 0
— vilisnurga poolitaja. B.428] 3x — 4y + 24 = 0; 5x + 12y + 16 = 0. [F429] x + 3y — 13 = 0. 430
2V34+5V5)x+ (V34 —3V5)y—7V34—5=0[0.431 x+y—-7=0,x+7y+5=0,x—8y+20 = 0.
[432] 2x+9y—65 = 0, 6x—Ty—25 =0, 18x+ 13y—41 = 0.[4.433] M;(2,5), kui BM||AC vdi M»(14,17),

7 16
kui AB||ICM.|4.434, x—y+1 =0;3x-y—1=0; x—2y+5 =0; Cl(g’?) voix—y+1=0;x-3y+5=0;

11 12
2x—y—2=O;C2(?,—).4.435 CA: x+3=0;CB:2x—11y+28 =0; vdi CA: 3x —4y + 17 = 0;

1
CB:2x+y+4 =0./4.436 -7, 2, 3 4.437| Sirgldik, mis tthendab kolmnurga aluse ja kdrguse keskpunkte.
44391 A'B": 2x—5y—18=0; B'C": x+3y—-20=0;C’'A": 3x—2y—-5=0v6i A”B": 6x— 15y + 72 = 0;
B"C": x+3y+34 =0, C"A”: 3x — 2y + 25 = 0. Mirkus. Et leida suurema kolmnurga kiilgi, arvuta-
me tippude koordinaadid. Tipp A" asub sirgel MA, kusjuures ta kaugus sarnasuskeskpunktist M, s.o. 15ik
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3
MA’, on kolm korda suurem 16igust MA; teiste sdnadega, punkt A" jagab 16igu MA suhtes A = ~5 Tipud

B’ ja C’ jagavad 1digud MB ja MC samas suhtes. Teine kolmnurk on siimmeetriline esimesega sarnasus-
keskpunkti suhtes ja ta tipud saadakse 16ikude MA, MB ja MC jagamisel suhtes A, = —0, 75.[4.440] Loik,
mille ostpunktideks on kolmnurga kolmanda kiilje juures olevate nurkade nurgapoolitajate 16ikepunktid
nende nurkade vastaskiilgedega. [£.441] 3x+y—-2=0; x—3y—-14 = 0; x-3y+ 16 =0ja3x+y—32=0.
@442] Ruudu kiiljed: 4x + 3y + 1 = 0,3x -4y +32 = 0,4x+ 3y —24 = 0,3x — 4y + 7 = 0; teine
diagonaal: x + 7y — 31 = 0.4.443] 3x -4y + 15=0,4x+3y-30=0,3x—4y-10=0,4x+3y—-5=0.
BA44 2x+y—16 = 0,2x+y + 14 = 0, x - 2y — 18 = 0.[£.445] Ristkiiliku kiiljed on 2x — 5y + 3 = 0,
2x — 5y — 26 = 0; diagonaali vorrand on 7x — 3y — 33 = 0.[F446) 2x — 11y + 17 = 0,2x -y + 7 = 0,

11
2x—11y+67=0ja2x—y—-3=0.4.447 S =37E ruutithikut. |4.448] 3x —5y+4 =0, x+7y—-16 = 0;

3x-5y-22=0,x+7y+10=0.4449 x —y—7 = 0jax — 2y — 10 = 0. Mirkus. Leiame roopkiiliku
esimese tipu kui kahe antud kiilje 1dikepunkti; seejirel leiame vastastipu C kui diagonaali AC otspunkti,
kui on teada 16igu alguspunkt A ning keskpunkt M. Otsitavad kiiljed 1dbivad punkti C ning on paralleelsed

C-D)C'-D
antud kiilgedega. |4.450 % MAS L x+y—-11=0,3x—y—-16 =0.4.452| 3x +4y = =1,
3x—4y = +1.[4.453] Kiiljed: 6x—y—-21 = 0, x—=9y+23 = 0, 7x+2y+31 = 0, x—3y—12 = 0; diagonaalid:

1
5x+8y+9=0,8x-T7y—11=0.4.454, S; = 18,75 vdi S, = 335. 4.455} (1,3).14.456| D(6,3).14.457

AB:y=0;BC:y = —\/§x+a\/§; CD:y = —x\/§/2+a\/§; DE:y = Za\@; EF:y = —\/§x—a\/§;
FA:y = —x\/§/2. y=0,y = 243, y = V3x +5V3, y = —V3x + 5 V3. (Uks vimalikest vas-
tustest soltuvalt telgede 16plikust fikseerimisest.) h = 0,3V5. (29/18,47/54). 2,0)
ja (-1,7). E462] M(1,0). Mirkus. Kerge on veenduda, et murdjoon AMB on punkti M mistahes asendi
puhul x-teljel pikkuselt vordne murdjoonega AMB;, kus B; on punktiga B siimmeetriline punkt x-telje
suhtes; murdjoone pikkus on aga liihim, kui kdik kolm punkti A, M ja B; asuvad iihel sirgel. Ulesande
lahendamisel tuleb leida kdigepealt sirge AB; 16ikepunkt x-teljega.[d.463] 3x+4y—2 =0, 4x+3y—-5 = 0.
x +y—8 = 0. Mirkus. Ulesande tingimust rahuldavad kaks sirget: iiks neist libib punkti P ning

punkte A ja B ithendava sirge keskpunkti; teine aga libib punkti P ning on paralleelne 16iguga AB.[4.463]
. 183 79 2 13, 4 17
(1,5) ja (E’ E)' 4.460 (g, ?), (7, =
1ébib iiht antud punkti ja teise punktiga antud sirge suhtes siimmeetrilist punkti. #.468] 4x — 3y — 1 = 0,
2x—y—1=0,x-2y+1=0,3x—4y+1 = 04470, P'(0,8,-1,6).[F471] (6,0), 2x +3y—12 = 0.[4.472
a) 14x — 43y +29 = 0;b) 2x — 25y + 23 = 0. 4473, x = ZH TR EPY T T2 T PY:
m+n+p m+n+p
Mirkus. Voib algul leida kahe materiaalse punkti raskuskeskme, seejérel leitud punkti ja kolmanda

2
punkti raskuskeskme. |4.4741 (5,5,4,75).4.476, O( ).

).4.467| 3x+y—4 = 0; x+3y—5 = 0. Mirkus. Iga otsitav sirge

2
x1+x2+x3’y1+y2+y3).4.477( a , b
3 3 2(a+b) 2(a+b)

22 ). 4479

Mirkus. Nurga tipp on valitud reeperi alguspunktiks ja nurga haarad telgedeks. 4.478| (

7 14
xi(b+c)+x(a+c)+x3(a+b) yi(b+c)+ym(a+c)+ys(a+b)
Qo 2(a+b+c) ’ 2@+b+c) ). (44801 O(4,2).4.481

0(1,1,5), kui x-telg suunata mdoda lithemat ja y-telg mooda pikemat kaatetit. 4.482] x =0, y ~ 1,5867.
Mirkus. Valime x-teljeks sirge AB ja y-teljeks raami siimmeetriatelje EC. Kuna raam on iihtlane, siis kaal

+x, F +y+
on vordeline pikkusega. |4.483 (x1 x32 x3’y1 2 y3)—mediaanide 16ikepunkt. |4.485| C(-a, —b) —
iiks voimalikest lahendeist. 4.486] x —y — 2 = 0. m y = 2x.[4488] 2x - 3y = 0.[4489 0(8,2,6,2).
Mairkus. Diagonaal AC jagab nelinurga kaheks kolmnurgaks ABC ja ADC. Leiame eraldi tekkinud kolm-

nurkade raskuskeskmed. Nelinurga raskuskese jagab kolmnurkade raskuskeskmeid ithendava 16igu suh-

6 45 7 10
=, 2. kaotl o=, 2.
T RRT A M RAS TR

tes, mis on poordvordeline vaadeldud kolmnurkade pindalaga. 4.490F O(
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5 5 19 19
4,492 (5.5). (493 (15, 75b). 4494 (Tra, 57). 4495 (7.8).4.496| 1) Loikuvad punktis (1.2); 2), 5),

8), 13) tihtivad; 3) 16ikuvad punktis (-5,0); 4), 7), 12) on paralleelsed; 6) 1dikuvad punktis (15,-10); 10)
16ikuvad punktis (-4,-3).-498] (Axo+Byo+C)(Axo+Byo+D) = 0.3500 x—2 = 0, x—3y+13 = 0.[4.50]]
3x=5y+9=0,x—y+3=0,x-3y+11 =0.43502 5x—-7y-3 =0, x+y+3=0,7x-5y-9 = 0. 7503
1) ja 2) M M,||l; 3) M, ja M, asetsevad teine teisel pool sirget; 4) sirge [ 16ikab 16igu MM, pikendit
iile punkti M».[#.504] Punktid A, B ja C asetsevad paralleelsete sirgete vahel, punktid D ja F asetsevad
ithes ning E teises vilispiirkonnas. [#.505] Punkt K asetseb kiilje BC pikendil iile tipu B. Punkt L paikneb
kiiljega AB ja kiilgede BC ja CA pikenditega iile tippude B ja A piiratud alas. Punkt M asetseb alas, mis on
piiratud kiiljega CA ning kiilgede AB ja BC pikenditega iile punktide A ja C. Punkt N asetseb kiilgedega
AB ja BC pikenditega iile tipu B piiratud alas. Tulemust on soovitav kontrollida joonisel. #.506] Antud
sirge 16ikab kolmnurga kiilgi CB ja BA ning kiilje CA pikendit iile tipu A. [#.507] Sirge 2x -y +3 = 0
on paralleelne kiiljega M M3 ning 16ikab kiillgede M| M, ja M, M3 pikendit iile punkti M. m Sirge,
mille tdus ja y-teljel eraldatud 16ik on antud sirgete tdusude ja vastavate 16ikude aritmeetilised keskmised.
309 y = cx. Sirge, mis libib kahe antud sirge 16ikepunkti. Mirkus. Antud sirged vdtame reeperitelge-
deks ning lahendame iilesande kaldreeperis. 4.5T0} Sirge, mis iihendab diagonaalide keskpunkte. F.511]
(Ax+ Bly +C1)(AyB3—A3By) = (Ayx+ Bzy +Cy)(A3B1 —A1B3) ja analoogiline kahe ulejaanud mediaani
jaoks. 512 1) (-3,7), (-6,10), (9,-17), 9x + 5y +4 =0;2)(1,5), (-3,0), (2,1), x = 5y + 3 = 0.4.513] )
(0,0), (4,8), (2,10), x +y—12 = 0; 2) Ulesandel on kaks lahendit: x — 3 = OjaSx-3y-1=0.
3x+8y—-17=0,6x—y—-17=0,9%x+ 7y + 17 = 0; (-5,4), (3,1). Ulesandel on kolm lahendit:
(1,4), (3,5), (14,-12), 16x+ 13y —68 = 0, 17x + 11y — 106 = 0; (-1,3), (3,5), (16,-11), 14x+ 17y =37 = 0,
16x+13y—113 = 0; (1,4), (5,6), (12,-13), 17x+ 11y—61 = 0, 19x+ 7y — 137 = 0.[F:516] Sirge, mis libib
sirgete p ja g 16ikepunkti. B.5T7} Punkt O ja kolmnurga ABC iimberjoonestatud ringjoon. F-518] Sirge.

V peatiikk

Tasand

Mirkus. Tasand, mille normaalvektoriks on vektor 7 = (A, B, C) ja millel asub punkt X;(x1, y1,21),
mille koordinaadid rahuldavad vorrandit Ax; + By; + Cz; = —D, méératakse antud lineaarvdrrandiga. Kui
X=(x,y,2)jax] = (x1,y1,21) on vastavalt tasandi suvalise ja antud punkti kohavektorid, siis 7Z(¥—x7) = 0
[5.2} Tasand libib punkte A, B, C ja F.[5.3} 9.p4 ) x—4y-z+16 =0;2) x+5y—z+5 =0.5.5 1)
tasand on paralleelne y-teljega; 2) tasand on paralleelne xz-tasandiga; 3) tasand on paralleelne z-teljega;
4) tasand l4bib reeperi alguspunkti; 5) tasand lébib x-telge. @ 1)2y+z=0;2)3x+z=0;3)4x+3y =0.
B 1D)y+4z+10=0;2)x—z—-1=0;3)5x+y—-13=0.p8 x—2y=0,2x+z=0,4y +z = 0.5.9
5x+3y=0,x-32=0,y+5z=0.pI0 Dz+7=0;2)y-2=0;3)x-3=0BI0 1)z-3=0;
)y+2=0;3)x+5=0p13 x-2z=0.pI4 x =2,y =6,z =-3.015 x -2y +4z—-17 = 0.
.16l 7x +y —9z—8 = 0.[5.17] (Axo + Byy + Czo + D)(Axg + Byg + Czg + E) < 0.P.I8l E < D < F
voi E > D > F.|5.19} 20x + 19y — 5z + 41 = 0.)5.21 6+§+—2_1 5.221 1) -6; 4; 12; 2) 3; 15; -5;
3) 1; -1; 1; 4) -6; oo; 1,5; (tasand on paralleelne y-teljega) 5) 0; 0; 0; 6) 7; oo; oco; (tasand on paralleelne
yz-tasandiga) 7) -4; 3; 0,5.0.23) x +y+2z-9=0,x-y-z+1=0,x-y+z-3=0,x+y-z-5=0.
P24 x+y+z-2=05251)2x-21y+2z+88=0,2x-3y—2z+12=0;2) Tx+ Ty — 62— 50 = 0;

y

)—3+§+ﬁ = 1.1526/3x =2y + 7z -6 =0.[5.27| 2x =3y +z - 6 = 0,[5.28] x =3y -2z +2 = 0.
’ 11

2 2
5.29} 240.15.30l cosa = —, cos8 = TR cosy = I 5.311 1) 8;2) 27./5.32 a = 3. Mirkus. Kuna antud

tasand 1dikab x- ja y-telgedelt positiivsed 16igud, aga z-teljelt negatiivse, siis on kuup viiendas oktandis
ja antud tasandil asuva kuubi tipu koordinaadid on x = y = —z = 4, kus @ on kuubi serv. [5.33] 2.[5.34
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4
3V5x—6y+4V5z-12V5=0.535la = 4,b = -4, ¢ = =-[5:36 35x + 21y - 152~ 105 = 0.[5.37

®-a)b-a) @—-a) =0.[539 1) 4x—y— 147 = 0;2) 4x -y — 142 = 0;3) 3x+ 3y + 2 -8 = 0; 4)
x+3y+6z—13 =0.[540] 1) Ei saa; 2) Saab.[5.41} x =3y —z+2 = 0(ABC); x —4y —z+ 2 = 0 (ABD);
2x—8y—3z+6 =0(ACD);2x—11y—3z+9 =0(BCD). V = 0,5.5.42} x+y = 0.5.43] 4x—11y+3z = 0.
El)x+2y+z—9=0;2)x+y—2=0.a'ia}()?—x'())z()ehkvt..x+26y+11z=0.
58] 3x— Sy+ 14 = 0.5A9 x+4y+7z+16 = 0.551} 1) x—y—z = 0; 2) 24x — 5y — 30z — 41 = 0.F32)
10x+9y+5z—-74=0.p33| x=2-5u+4v,y =3+ 6u—2v,z=—-5+4u; 5x — 6y — Tz + 41 = 0.5.54
(X—ait=0.555) Ax+ By+Cz+D=0.[556 1) x-2=0;2)y+z+4=0;3)4x+ 5y —z+30=0.
—_—
557l ox—y-3z-15=0..58 1)sxr-32=0:2) x—2y+ 32+ 3 = 0.5.5d XXX, % = 0.]5.60
x—y—=3z+2=0.5.61] 6x—7y+6z-94 =0.5.62] 3x+2y+4z-38 =0.5.63] x+3y—2z-3 =0.[5.64
x = 4. Hulk on tasand, mis on risti x-teljega ja 1ibib punkti A(4, 0, 0). ayd=0véixXd—d =0.
(.66l )2x—y—z-6=0;2)3x— 6y +2z—-49 = 0;3) 2x + 6y — 4z - 56 = 0.5.67] ) n = (2,-1,-2),
n=021,-1,-22):;2)n=(1,5,-1),n = (1,54,-1); 3) n = (3,-2,0), n = (34,-24,0); 4) n = (0, 5, -3),
n = (0,54,-32); 5 n = (1,0,0), n = (4,0,0); 6) n = (0,1,0), n = (0, 4,0), kus A on suvaline nullist
erinev arv.[5.69] A(x — xo) + B(y — yo) + C(z — 29) = 0.[5.70] 5x — 3y + 2z = 0.5.71} 2x - 3z =27 = 0; 2)
3x=Ty+5z-66=0;3)3x—8y+z+7 =0.5.72} 2x+3y+4z—-1=0,x+3y+9=0,z—-1=0.5.74 1)
Tx+y—3z=0;2a) Sx+7y+3=0;3)dx—y—27-9 = 0;4) 3x+y+2z-23 = 0.[5.76] nin3(¥- ) = 0.
1)7x—y—5z=0;2)x+2z—4=0;3)23x+5y—11z+15=0.1),2),4)—161kuvad,3)%n

2 10
paralleelsed, 5) tihtivad.[5.79} 1) ja 3).15.80, 1) [ =3, m = -4;2) [ =3, m = _§; 3= 3 m = ~5

1
5,811 1) ja 2).[5.82] 1) 6:2) -19; 3) ~=.[5.83) Tab = 0.I5.84, vt. (5.16). 5.86{ @ = 3. Miirkus. Otsitav

1 2
nurk on vdrdne x-telje ja antud tasandi normaali vahelise nurgaga. [5.87| cosa = —; cosf3 = —;
: Vo q V6
cosy = ———=.[5.88] 1) cos ¢ = 0, 7; 2) tasandid ristuvad; 3) tasandid on paralleelsed; 4) cos ¢ = TR 5.89

V6

2
°o_. 2) tasandid ristuvad. [5.90| cos a =

e . L
V14 -55 3

4
x—z=0.[5.93 x+y+(413\/§)z—220.5.94 x+3y=0;3x-y=0.[595 50:arccosﬁ.5.96 1) §7r

2 I 3 1 2 2
ja gﬂ; 2) Zﬂja Zﬂ'; 3) Eﬂ'; 4) arccos s jam — arccos I 5.97 xcosa +ycosfS +zcosy — p =0./5.98
(¥ — x)np = 0, kus ¥ = (x,,z) — tasandi suvalise punkti kohavektor, 7y = (cos «, cos 8, cos y) — tasandi

normaali sihiline tihikvektor, xj — tasandi fikseeritud punkti kohavektor. [5.100| Tasandid 1), 4), 5), 7), 9),
2 1 3 6 2
11) ja 12) on antud normaalkujul.|5.101} 3); 4).[5.102} 1) gx— —y+-z-6=0;2) —§x+ =y—=-z-3=0;

591l x+3y=0;3x-y=0.[592] x+20y+7z=0;

373 77
Dy S L0 ety s e =0yt 122206 Sxm - g = 0
7H-y-2=0;8)x-5=0;92z-3=0;10)z- % =0./5.103 P(%d’) teiseneb juhul P(pit). Mirkus.
Projektsiooni kohavektor on kollineaarne vektoriga a, s.t. Ad. Teguri A arvutame tingimusest, et punkt P
asub tasandil. [5.104 14—3x+ %y—%z—4 =0.[5.105} d = |x11y — pl; d = |x1 cos @ +y; cos f+2z1 cosy—p|.
3

51071 ) p=3:2)p=1:3)p=10.5.108 hd = 1;2)d = 5:3)d = 0:49)d = 4:5)d = 2./5.109 1)
@ =60°,B8=45,y=60°, p=52a=120°8=060°,y=45, p=8;3)a =45, 8=90°y = 45°,
p=3V24)a=90°,8=135°y =45 p= V2;5 a=150°,8 = 120°,y = 90°, p = 5; 6) a = 90°,
1 1
B=90°y=0"p=2T)a=180°f=90°y=90" p=:8) a=90"5=180°y=90° p= 5:9)

1 2 2 2 3
@ = arccos §’ﬂ = T—arccos 3 Y = arccos 3 p =2;10) @ = m—arccos 7,ﬁ = T—arccos 7 Y = arccos 7
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X=X Y1—Yo 21—20
X1—X2 Yy1—Y2 -2
4 X1 — X3 - 21—2
p==.151100d = 1mB T G Js.111
7 2 2 2
Yi—Y2 21—22 i1—22 X1—X X1—X2 Yi—)2
\/' Y1=Yy3 21—23 1= X1—-X3 X1 —=X3 Y1 —)3
1 1
d=451120 D h=3;2)h=——.[5.113/ 1=.[5.114 x +y— V27 -2 =0./5.115/ 1)
VIT 3
17 63
6x+3y+2z+42=0;2)6x+3y+2z-75=0,6x+3y+2z-19 = 0./5.116 (—5,5,0). 5.117
D, -D
= M 5.118] Mirkus. Kuna reeperi alguspunkt asetseb antud paralleelsete tasandite vahel,
A2+ B>+ C?

siis otsitav kaugus leitakse, kui kauguste summa reeperi alguspunktist:
d = p1 + p» = 1 +3 = 4. Teisiti voib antud kaugust leida veel kui iihe tasandi punkti kaugust teisest
tasandist. 3119} 1)d =2;2)d =3,5;3)d=6,5;4)d =1;5)d = 0,5; 6)

5
d= 3 5.120L Ax+By+Cz+D+ VA2 + B2 + C2d = 0.|5.121} 1) 3x—6y—2z+35 = 0 ja 3x—6y—2z—7 = 0;
D)2x—2y—z-18=0,2x—-2y—-z+12=0;3)20x -4y — 52+ 133 = 0,20x —4y — 5z - 119 = 0.
D+ D
5.122L Ax+ By +Cz+ ! 2 -0./5.123 8x— 16y +8z—5=0.[5.124] 8.15.125| I(x — xo) + m(y — yp) +

n(z—z0) £d V2 +m? +n? = 0. 5.1261 Antud tasand ja tasand x + 2y — 2z — 35 = 0. Markus. Otsitava
tasandi vorrandi voib kohe kirjutada kujul x + 2y — 2z + D = 0. D leiame tingimusest, et punkti M kaugus
otsitavast tasandist on 7. Saame D; = 7, D, = —35. 2x+y—4z+17=0,2x+y—4z-25=0.
BI28 x+2y+2z-9=0,y-2=0.5129 3x-2z=0,x-z=0.5130 D4x-y-2z-4=0;2)
3x+2y—z+1=0;3)20x - 12y +4z+ 13 = 0.5. (0,7,0), (0,-5,0). 5132} (0,0,3).[5.133] (2,0,0),
11 5

(E’O’ 0)./5.134} (0,-3,0).15.135| M(0, 0, 3), M(0, 0, _E)' 5.136l x+2y+2z—9 = 0voiy—2 = 0. Mirkus.
Lihtsam on tasandi normaalvorrandi leidmine. Nelja suuruse cos «, cos 3, cosy ja p leidmiseks on teada
22 2

39 —6). Mirkus. Vastus anda sfddri kohta, mis
asetseb antud tetraeedri sees. Leidub veel teisi sfadre, mis puutuvad kiill tetraeedri tahke, kuid asetsevad
viljaspool seda.[5.138] M(3/2,-3/2,-3/2), r = 3/2.[5.139} Seitse tasandit: x—z—6 =0, x+y—10 =0,
xX+2y-2z-8=0,2x+y-2z-14=0,x-y-2-2=0,2x+y+z-16 = 0,5x+y -2z —
28 = 0.[5.140] 1), 2), 4) samal pool; 3), 5), 6) erinevatel pooltel. [5.141} Punktid A ja B asuvad antud
tasandil, punktid D ja E iihel pool ja punktid C ja F teisel pool tasandit. [5.144} P(-12,-4,18).[5.143]

9 13 17
A’(?, = 7). Meirkus. Punktiga A antud tasandi suhtes siimmeetrilise punkti A" leidmiseks arvutame

punkti A kauguse sellest tasandist d = 3; jarelikult AA" = 2d = 6. Ldigu AA” suund on vastupidine reeperi
alguspunktist tasandile tdmmatud ristldiguga, s.t. punkt A ja reeperi alguspunkt asetsevad teine teisel
pool tasandit. Teades 15igu pikkust, algust ja suunda, saame leida ka selle 1pp-punkti. [5.146] (A4, +
BIBZ + C1C2)(A1XO + BlyO + CIZO + Dl)(Asz + Bzy() + CZZO + Dz) < 0. m 1) Kérvunurkades;

kolm kaugust ja sirge sihikoosinuste suhe. [5.137 M(

2) samas nurgas; 3) tippnurkades. 1) kérvunurkades; 2) tippnurkades. [5.149] Teravnurgas. [5.150]
Ajx+ By + + Ayx+ Byy+ Coz+ D
Niirinurgas. [5.151 (hadh i L AT Py ot 2. Mirkus. Otsitavad tasandid on
AT+ B2+ C? A3 + B} + C?

Aix+Biy+Ciz+ D
punktide X(x,y) hulgad, mille kaugused antud tasanditest on vordsed d; = Arx 1y 1z ! =

[42 2 2
A1+Bl+C1

= d,. Viimasest tingimusest saamegi otsitava tasandi vorrandi.|5.152} X(r]—13)

|A2x + Bzy + CQZ + D2|

A3+ B3+ Ch

p1—p2jaX(ni+n3) = p1+p2.[5.153 4x—4y+4z—7 = 0, 10x+6y—4z—5 = 0.[5.154} 1) 4x—5y+z-2 =0,
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2x+y-3z+8=0;2) x-3y-1=0,3x+y-2z-1=0;3)3x-6y+7z+2 =0, x+4y+3z+4 = 0.[5.155
4
8x—4y—4z+5=0./5.156 8x + 5y — 9z — 24 = 0.]5.157 5.158{ 23x —y —4z—-24 = 0./5.159

3V21
A1 B G
G+ VoDx—dy+67-2=0.5160l x—y—z-1=0.[5.161| x+y+2z=0.[5.162, | 4» B, C> |=
Az By Cj
0 A(A3x0 + B3y + C3z0 + D3) >0 A(A1xo + Biyo + Ci120 + D1) 20 A(Axxo + Bayo + Cazo + Ds) S
Ay By D
0,kus A = | Ay By D; |.|5.164] Punktid D ja E.|[5.167| 1) kolm tasandit 1dikuvad punktis (3,5,7);
As B3 Ds

2) kolm tasandit on paarikaupa paralleelsed; 3) kolm tasandit ldbivad iihte sirget; 4) tasandid l6ikuvad
paarikaupa ning kahe tasandi 1dikesirge on paralleelne kolmanda tasandiga; 5) esimene ja kolmas tasand
on paralleelsed ning teine tasand 16ikab neid.[5.168] x = 1,y = -2, z = 2.[5.169} 1) (1,2,-3); 2) (5,-7.8).
m 1) (3,-1,0); 2) kdigi kolme tasandi 16ikepunkti pole, kuna esimene ja kolmas tasand on paralleelsed;
3) 16ikepunkt pole méiratud, kuna kdik kolm tasandit ldbivad iiht sirget. B.171l 1) a # 7;2) a = 7,
A B C Dy
Ay By G Dy
A; Bs C3 D3
A4 B4 C4 D4

b=3;3a="17>b+ 3.[5172l mod 51731 1) 10x — 7z = 0; 2)
A, B C
Az B, C2 1’A3 + Bi + C‘%
A; Bz Cj

6y —7 = 0;3) 39x — 29y =7z = 0. 24x + 21y — 33z + 50 = 0.[5.T75] Kuulub. Ei kuulu.
B.177 xz-tasand. 5178 I = =5, m = —11.5.179. A = 13/3, D = 23/3.F.181} 1) 6x + 9y — 22z = 0; 2)

-

L

9x + 3y + 5z = 0.[5.182 x@_‘j_i):k_g,_fz. 5.183 1) 9x + 3y + 5z = 0; 2) 23x — 32y + 26z — 17 = 0;
C

3) 2lx + 14z -3 = 0; 4) 7x fcl4y +5 = 0. Markus. Kasutada tasandite kimbu vorrandit. [5.184] 1)
23x-2y+21z-33=0;2) y+z-18 =0;3) x+z-3 = 0;4) x—y+15 = 0.[5.183] 5y+13z-60 = 0.[5.186]
5x+5z—8=0.5187 (5x—2y—z—-3)+B(x+3y—2z+5) = 0. Miirkus. Tasandite 5x —2y —z—3 =0,
x + 3y —2z+ 5 = 0 ldikesirge on paralleelne vektoriga I= (7,9, 17); jdrelikult rahuldavad iilesande
tingimusi kdik tasandid, mis kuuluvad seda sirget libivate tasandite kimpu. [5.188] 9x + 7y + 8z + 7 = 0.
5189 3x+5y—4z+25 = 0.[5.190] 11x—2y—15z-3 = 0.5.191] a(5x—y—2z-3)+BBx—2y—-5z+2) = 0.
Mirkus. Tasandite Sx—y—2z—3 = 0, 3x—2y—5z+2 = 0 15ikesirge on risti tasandiga x+ 19y - 7z—-11 =
0. Jarelikult rahuldavad iilesande tingimusi kdik tasandid, mis kuuluvad seda sirget ldbivate tasandite
kimpu. [5.192] 41x — 19y + 52z — 68 = 0,33x +4y -5z - 63 = 0.5.193] 3x+4y-z+1 =0 ja
x—2y—>5z+3 =0.[5.194 15x — 3y — 26z — 6 = 0. Mirkus. Otsitav tasand kuulub antud tasandi ning
xy-tasandiga mddratud tasandite kimpu. [5.193] 2x + 2y — 2z — 1 = 0.[5.19¢] 2x — 2y — 2z — 1 = 0.[5.197]
x+20y+7z-12=0,x—z+4 =0.5.198] 3x — 2y + 6z + 21 = 0, 189x + 28y + 48z — 591 = 0.[5.199
x=-2y+z-2=0,x-5y+4z-20 = 0.5.200] 2x — 3y — 6z + 19 = 0, 6x — 2y — 3z + 18 = 0.[5.201]
A B C; D
Ay B, C, Dy
A; B; C; Ds
A4 B4 C4 D4

4x-3y+6z—12 = 0, 12x-49y+38z+84 = 0./5.202] (-2,1,4).|5.203 = 0. Tahistades

Ay By C
Ay By (
Ay By C3 |
Ay By Cy

maatriksite astakud vastvalt r ja ry, siis sidumi korral r = r; ja ebasidumi korral r < r;.
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A1 Bl C1 D1
Ay By, C, D,
A3 Bz C; Dj
Ay By C4 Dy
labivad iiht ja sama punkti; 2) antud tasanditel pole iihist punkti. 5.2061 #k = 0 xy-tasand; )?f = 0 xz-
tasand; =0 yz-tasand. 1) Tasand, mis on risti y-teljega ning 1dbib punkti (0,-5,0); 2) tasand,
mis on risti z-teljega ning ldbib punkti (0,0,6). [5.210} (-31/10,0,14/5), (17/10,0,2/5).[5.2T1] y — z = 0.
[(.214] 27x + 11y + z — 65 = 0.[5.215} 2/7, 3/7, 6/7.[5.216] 1/3.[5.217} 16x + 50y — 3z — 132 = 0.[5.218]
11x+ 16y +5z+4 = Om (A1As + B1By + C1Cy)(A1A3 + B1B3 + C1C3)(A2A3 + ByB3 + C,C3) < 0.

73 - x - x - > > + - x - x P N
52000 12 [5.201] 4y — 32— 3 = 0.[5.205) LBX 2 XANWR) + [ X 73) XRIAR) |5 5 1) Tygand
75 (5 X 73)?

labib poolust; 2) tasand on paralleelne z-teljega; 3) tasand labib x-telge; 4) tasand on risti z-teljega; 5)

52040 1) 2y —z2=0;2)y—=3 =0; 3)3x—y = 0./5.205| 1) K&ik neli tasandit

DDD _DDD
yz-tasand.[5.227| X(11i =7/ - 9%) + 15 =0.[5.228, 1) —, =, =:;2) —, —, —.[5.229 i + j + k) = 10.
A B C g aj ak

5.230] 1) %(=2i + 36 + 10k) = 0; 2) #(11i — 5 + 4k) = 34.[5.231} 1) 7k = 0; 2) 2(3i — 8 + k) = 41; 3)
X2j+3k) =0.

VI peatiikk

Sirge ja tasand ruumis

X _y _z P x _y-2 z-1 x _y-2 z-1
6.1] —===—[62l (X—A)X(—-x1)=0.63AB: - =— = ——;AC: - = —— = ——;
xo y Zo(x )X (%2 = 1) 57 3 " 3 37 2 T2

y

0
x-3 y z+1 x z-2 y z-5 x 7-2 y z-2
BC: = — = ——_|0. - = —, =0’ —4:—:—;—: = —,—X=-=—]
L2 o, 5 ats Yoot 37505 YTy T
ASL U A ;x— =yI =i2. Sirgelx_3 =%=%. Mirkus. Kasutame kahte

- 4 — -6
antud punkti 1dbiva sirge vOrrandit.

(9-4.0), (3.0.-2), (0,2,-3). X =0y = 2L —ﬂ. P(=3,2,3).J6100 ) A = 0ja
X2 — X1 X2 — X
A; = 0, s.t. mdlemad tasandid on paralleelsed x-teljega; 2) B = Do s.t. molemad tasandid 16ikavad
1 1
D D
y-telge iihes ja samas punktis x = 0, y = -3 = —B—l, z=0;3)C=D=0,Cy = D; =0, s.t. mole-
1

B C
mad tasandid lidbivad z-telge; 4) 3 - Kui sirge on paralleelne yz-tasandiga, siis tasandite kimbus
Ax+ By+Cz+ D+ x(A1x+ By + C1z+ D;) = 0, mis ldbivad yz-tasandit, peab leiduma tasand, mis on
A C D
paralleelne yz-tasandiga, s.t. B+AB; = 0ja C+AC; = 0 iihe ja sama A véiartuse korral; 5) 1 = o = Do
1 1 1
kuna kimp
Ax + By + Cz+ D + A(A1x + Byy + Ciz + P;) = 0 sisaldab xz-tasandit, s.t. iihe ja sama A vidirtuse
korral saame A + 1A} = 0,C+AC; = 0jaD + AD; = 0. 6) D = D; = 0, s.t. mdlemad tasandid
labivad reeperi alguspunkti. [6.T1] 1) Sirge libib reeperi alguspunkti; 2) sirge on paralleelne z-teljega; 3)
sirge on paralleelne xz-tasandiga; 4) sirge on paralleelne x-teljega; 5) sirge iihtib y-teljega; 6) sirge on
risti x-teljega ja 10ikab x-telge; 7) sirge asetseb yz-tasandil. D = 3. Mirkus. Ulesande tingimuse
tditmiseks on tarvilik, et molemad tasandid, mis mésravad sirge, 16ikaksid z-telge iihes ja samas punktis.
[6.13] B = —6; D = —27. Mirkus. Kui sirge asetseb xy-tasandil, siis ta 16ikab abstsiss- ja ordinaattelge.
Vaib ka arvestada, et xy-tasand kuulub tasandite x — 2y + z — 9 + k(3x + By + z + D) = 0 kimpu. [6.14]
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D #xd=pB]+yk:2) xad=yki3)¥xd=0.0615x—1 = 7 = —(z-3).16.16] 1) 4/13, 3/13,

12/13; 2) 12/25, 9/25, 20/25; 3) 6/11, 7/11, 6/11.16.17} 1) =T T, ;2) ~ - =

x y+2 z-3 x+1 y-2 z+ x=2 v z+3 x—2
= ;4 = = .6.18] 1 =—2 =

3 5 0 23 ) 1 2 0 3O )5~ —33 ’ )1

X — y _z+3 y z+ X — y z+ X — y -

3 - Z ===—:5 == = .16.19] 1 = = 5

) 1 ) 0 | 3 1 0 ) 0 0 1 ) 1 -3 -8

2) x; =72 +] = ZJ; .16.20] Lahendus. Vaatame suvalist punkti X(¥). Oletame, et punkti kohavek-

. - o o9 - . . . el
tor ¥ rahuldab antud vorrandit. Sel korral ¥ — xj = XX, XoX||d ja punkt X asetseb sirgel, mis 1dbib

+5
+

33

punkti X, vektori @ sihis. Vastupidi oletame, et punkt X asetseb sellel sirgel, siis vektor m [|d@. Jarelikult

XoX x @ = 0. Kuid rahuldab XoX = % — 5. Siit (Z— %) x @ = 0. Jirelikult antud vorrandit rahuldab punkti

B a

x+12 —a
no YT 22 a2 o,
n

X kohavektor siis ja ainult siis, kui punkt X asetseb antud sirgel. 6.21 -

m
Mirkus. Korrutades vektorvorrandi mdlemaid pooli skalaarselt vektoritega A f ja k ning avaldades sirge
suvalise punkti kohavektori tema koordinaatide kaudu, saame kolm vorrandit ny — mz = a, —nx + Iz = b,
mx—ly = c. Kui n # 0 kaks esimest vorrandit annavad vastuse. Kolmas vorrand on kahe esimese jdreldus.

6.2l ¥x §= ﬁ kus 3— (m,n, p), B = 5t X @, % = (X0, 0, 20)-6.23] X 37+ 5]+ 28) = 25— 197 + 10%.

6241)-—g )-:y_—3=%3)f_y+ 2'3 625 )y x =142,y = 26+ 1,
z=t+1; 2)x—t+3 y——t—l,z—t3)x—0y—tz——3t+1 6200 ) x=2t+1,y=-3t-1,

7=4t-3;2)x=2t+1,y=4t-1,z = 3,3)x—3t+1,y——2t—1,z=5t—3.@x=5t+4,
=—11t—7,z=—2. x=3t+3,y=15t+1,z=-19r-3.1629 )@ = (1,1,3);2) b = (-2, 11, 5).

x—2 y+ z by y+1 z+1 x-3 z X y z+3
6.30| 1 =——=-;2)— = = ;3 = =4 -===-"—";5
) 7 4 )—5 12 13 ) 2 1 )9 5 1 )
X y+1 z-1 . Cixa
170 =1 (vt. sirge kahe tasandi 16ikejoonena k. 72).(6.31} 1) x = ¢t+1,y = =7t,z = —19t-2; 2)
x=—t+1,y=31+2,z="5t-1.[6.32] A(-1,+7,5,0); B(+2,0,+3) ja C(0,+5,+1).[6.33] 5x-Ty-3 =0,

A D
z2=0;5x+2z-3=0,y=0;7y—2z+43 = 0, x = 0.[6.34| 3x—y—7z+9 = 0, 5y+2z = 0.6.35] 1) A—l = D—l,

2 2
B D1

D
2) — = )—=—1;4)Ai=Di=0,(i=1,2);5)31‘=Di=0;6)Ci=Di=0;7)A1 =A; =0,
Bz C, D

(Dy)? +(D2) #0;8) Bl + B, =0, (D) + (Dy)* # 0.6.36 1) D = —4;2) D = 9; 3) D = 3.16.38
-2 _3 5 - 2 2 2> - 2> - - - -
X2 Y72 TE2 639l 1) @ (<6424 R) = 20+ [+ 108 2) X (51— 177 = 138) = 197+ 14]~ 11F.

2 -4 -5
. 2 _y-1_2z-3
6.40, 1) XX (4 — J+2K) = (5 + 8] —6K); 2) x =41 +2,y = —1+ 1,2 =21 +3; 3)x . Zz .

2
\/' Yi—Yo 21 —20
I(x?—x?))xd’l.d_ mn n

X1—=X Y1—Yo
od =
\al VI2 + m? + n?

l m
drkus. Roopkiiliku kdrguse arvutamine, kui on voimalik leida roopkiiliku pindala ja aluse pikkus. [6.43]

2
Yir—Yo 21 —20
m n
d=

157 3
3) ,/ 4)8 w/’ 25 \ 7045 D P = 13:2) pr = ﬁ«/AE; 3) p3 = 0.16.46 1) V14; 2) 10; 3)
P (3 —1,0).16.48} P'(2,9,6). 6.49l Sirged on paralleelsed ja asetsevad vordsel kaugusel, kuid

2 2

21 =20 X1 —Xo
n l

642 d =

2
i1 =2 X1 —Xo X1 —Xo Y1 —Yo

n l l m
644l 1) a = V22;2) V14;
V2 + m? + n?
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‘Bl Cl‘ ‘A] Cl‘ lAl Bl‘
B, C Ay G Ay B
teine teisel pool poolust. [6.51} 1) = = ; Bi Gl By G
By C3 Az C3 A;  Bs B, Gy || By Cy4
B4 C4 A4 C4 A4 B4
A1 C1 A3 C3 A1 Bl A3 B3 . - . . e . .
A Gl A G + A, B || Ay By .16.52} 1) ja2) 1dikuvad sirged; 3) kiivsirged; 4) paralleel-
sed; 5) iihtivad. [6.53] Sirge on paralleelne 1) x-teljega; 2) y-teljega; 3) z-teljega; 4) xy-tasandiga, s.t. risti

z-teljega; 5) yz-tasandiga; 6) xz-tasandiga; 7) sirge on yz-tasandil; 8) sirge asetseb z-telge ldbival tasandil.
[6:54] 1) Jaa. Juhul 2) v6ib asendada antud vorrandsiisteemid sirgete kanooniliste vorranditega voi teisen-
dada iihte sirget miirava siisteemi parameetrilisele kujule ja piitida médrata teisest siisteemist 16ikepunkti
parameeter voi kasutada nelja tasandi iihte punkti libimise tingimust (vt. iiles.[6.50}). 3) Loikepunkti pa-
rameetrid t = 3, 1 = -2, 16ikepunkt A(3,7,-6).[6.33] 1) (1,-2,0); 2) (-3,5,-3).[6.56] D = 3.[6.57] [ = 3.

.. . x—2=0, x—-2 y+5 z-3
Mirkus. Vt. pt. VI, 1. p. 5.16.61] Vt. (6.17 Ja(16.18.6.62 1){y+5=0, 2) T - 6 - 9 ;3)

16.63L #x (47 + 3]+ k) = 10i — 14 + 2k.16.64] 1)3;2) V2;3)a ff b./6.65 d = 3,

x-2 y+5 z-3
11~ 17 ~ 13

1 —1 - - - 2> - J 1
T y% = L l6.66 ¥x(=31=3]+K) = 6i—5]+3Kk.16.67 P(2.~5.=3).6.68 (F-30)x (@i xa3) = 0.

2
6.69

1 -2 3 x b . S . .
T YT s i 0= L0 = —0,727- 0,047 + 0,88 6.71L 2 x @ x B) = 0:

2 T 3 6 2

S . 7 [ _Jx-2 y =
Px (107-237—B) = 0672 x +3y = 0. 31—y + 42— 12 = 0, h = [ —./6.73 =2 =
Fx (10: =237~ k) rrey =R yr R ’ 5 74 T 57 C110°

v0i kanoonilisel kujul % = % =

x—-4 y-1 z+2 x+2 y-3 z+5 .74 3x+7=0,
24 7 —15° 46 ~ -22 = 35 |~ y=0,

P > - - -1 -2 -3 -1 -1 -1
Zl675l ex G- j-B =3i+6]-3kl676 T =Y 2 i e g i YL
y+1 z-1 x—-2 y-3

1 -

0

1 2 T 3 71 T 502
z—1 x y z 5x—5y+4z-4=0,
=1 Je78l 1 _ XYz
0 )3 3 V3T 6T ){x—3y—51+7=0.

-2 -3 -1
al =2 = ° . Sirge
p

Mirkus. Kuna otsitav sirge ldbib punkti A, siis tema vorrand omab kuju
n

sihivektori koordinaadid, tdpsemini nende suhted méiratakse tingimusest, et otsitav sirge on risti antuga
2 3 -1

+8 +9
2 -1 3 |=0l680 2 =22°% = 77 Miirkus. Sirge
I 8 7 1

m n
sihivektori koordinaadid on teada paralleelsuse tingimusestm : n : p = 8 : 7 : 1. Sirge 1dikumisest antud

sirgega voib midrata sirge mingi punkti A(xo, yo,Zzo) koordinaadid. Uhe neist koordinaatidest v&ib votta

(2m — n + 3p = 0) ja Idikab antud sirget

2y—z+2=0, 4x+3y—z=0, x+4 y+5 z-3
vabalt. [6.81 {x_7y+3z_17=0' 682 [3pany_gom0 084 D5 =250 =500
1o y=1 z-1 —4 1 - = - =
X Yy _z ;3)x :l=z+ 4 22x-y+71 =0, 5) x—9y+5z+20 9, 6)
0 1 2 13 37 58 2x-z-3=0; x=2y-5z+9=0;
x y+1 z-8
2T 2% esdl
371 7 P4 1 \
X (B x by) = 0;2) [F(137 + 37] + 580)] = 377 — 2457 + 148K, |6.85] 1) x; - % - %; 2)
I 2 x—3z+1=0, R 2 2 . 2 2 P
x= 3=y =3 =TI a0 17 =0, P XX (1T 117 =220 = ~337+ 105+ 36K, M-

kus. Otsitava sirge vorrand sisaldab 4 tundmatut parameetrit: kaks sihivektori koordinaatide suhet ja kaks
sirgel asetseva mingi punkti koordinaati (kolmandale koordinaadile vdib anda suvalise vaértuse). Nen-
de parameetrite mddramiseks saame neli vorrandit: otsitav sirge on risti mdlema antuga (2 vorrandit),
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ja sirge 16ikab mdlemat antut sirget (2 vorrandit). [6.86] x = 2t -5,y = -3t + 1,z = —41.[6.87} d =

Ial?z_)(x; __,le)l. Mirkus. Rooptahuka korguse arvutamine, rédptahuka ruumala ja pdhja pindala kaudu.
ay aj
X1—X yi—Y2 A —-22

m n P1

m n 18
6.88 d 2 2 i 16.89L 1) —2—; 2) 2; 3) (sirged Ioikuvad); 4) d =

\/ 2 I P I 2 V110
1 ny 4 1 m
+
‘ n n 12 L m
12 4 2 3 6
;1) 7:8) —39)2V21.16.90f —.[691| dy = =, dr = —,d3 = —.[6.92} cos ¢ =
\_)/6_} \/ \/_ \/_ \6 5 10 13
5153_) Jkus s = (g X#ge1),a = 1,3,11 = (A}, B;,C)), I = 1,2,3,4.16.93| 1) 135°,90°, 45°; 2) 45°, 135°,
S1 83
4 72 98 20
90°.16.941 60°.(6.95| 135°.16.96 cos ¢ = +ﬁ 6.97 1) cosp = 7 2) cosp = E; 3) cosp = ﬁ
6.98 X 16.99 > 2 1 6.100 45° 135°.16.101 1 ! !
. Y1 =2 =3 = =.[0. >~ > -10. Y1 = » Y2 = - (0. ==
2 V30 V30 V30 V3 V3 V3
2 2 1 4 3 s o o s v o 7
6.102 1) 373 —g; 2) = 55 0.16.103} [X(4i— j+5k)] = 13— j—k); ¢ = arccos(%). 6.104] cos ¢ =
3

—\/?; 2)o = 7_2r 6.106] y — 2z = 0./6.107| Markus. Sirget on lihtne konstrueerida iihe punkti ja sihivek-

tori jéirgi. Sihivektoriks on vasakul esinev vektor, mis on korrutatud vektoriga .[6.108] @ L 5.|6.109] 73 +
—Yo)m + (21 — zo)n

(ri—roa LX)l + @

1= Yoym + (21 — zo)n

X =
a

(x1 = x0)l + (y1 =

2 +m?+n?
yo)m + (21 — Zo)n

Ly

=20+
2+ m?+n?

xb
3) x, = =

0,5,1); 2)

Y8

(x1
+

= xo)l + (y1

P +m?+n?

Loy

(

=xXp+d

(6,-2,0), (7,0,-5/2), (0,-14,15).]6.11

.16.114

X221
22— 1 ’

Yi2
22— 2

3 (- o)

(6.-2.6).J6.118] B = -6, D = —27.[6.119] [r(3i—2j+2k)] = + \/_(2i+j 26).}6.120) m @ @by —
6121 (Vt. il [6.120). [6.122] 1), 3) ja 2), 4) ei. [6.123] 1) @ -

116

X0 - ﬁ’iD 4 a- ﬁ’—O,x_{)-ﬁ’

D.6.12dl ha- it #0,2)a- ﬁ—O,S)a

i

i+ 0,24

1) (-1;7.,5;

s

N S PP
(1 —x0)hl

- >
ahl

0), (2,0,3),

1) (1,1,1); 2) (5.-1,2); 3) (2,3,1); 4)

-

b1)=0
= 0:3)d-7 =0,
—O,Ea —aZC;&O;

Ha-n=0, @b — a*C = 0./6.125 1) (0,0,-2); 2), 6) paralleelsed; 3), 7) sirge asetseb tasandil; 4)
(2,3,1), 5) (24,6).6.126) —— 0 _Y7Y0 X7 deqogl 1y m = -3;2) m = -5.
Bl C1 C1 Al Al Bl
B, G, A Ay B
By C
x—1 y z B, C, A C A, B B, G
6.12 ===—6.1301 1) A - B =0;2 =
) -4 | ) ‘ B, G ‘ ‘ A G te A B >2) A
_‘ A G ‘ Ai B
Ay G Ay B X=Xy Y-Yo 2Z-20 33
= 16.131] X = xp + 71t .6.132 1) si = ;2
3 C X=Xp+1n " 3 C ) sing Wk )
1 2vV2
sing = =5 3) sing = —=.6.133 cosa = ==, cosfp = ‘(/)_ R A
x—1 _y- 2 z—3 x—1 _y- 2 z—3 x—1 _y- 2 z—3
=yo+Bt,z=20+Ct;2 ;3 ;4 ;
yEYorshe=2 ) 5T 800 T3 11 0o Yo 0 1
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5) x;3 y+2 - Z_4:6) x;2 y+3 - Z+5.6135 x7_42 & = == (6136 Tasand
l(x—x0)+m(y yo)+n(z—zo)—0 m 1) (% - xo)a—O Dx+y+z=0;3)4x—-y+3z-11=0.
[6.138] d = 10. Mirkus. Koostame antud punkti libiva ja antud sirgega ristuva tasandi vorrandi. Leiame
sirge ja tasandi 1dikepunkti Q. Punkti P kaugus sirgest d = IP_Q)I. 6.139l V14. 6.140l (X - xpyimy =0
e. = b +wii +vii3.[6.141] 5x + Ty + 9z — 44 = 0.f6.142] % = 0.J6.143] @i 3(¥ - ) = 0.f6.144] 1)
2x+3y+z+5=0;2)3x+2y—3z+25=0;3) %231 — 17] - 5k) = 78.16.145| 1) (¥ — 3)(x, — %0)d = 0;
X=X Y—)Yo <Z—20
X1—Xo yi—Yo z21—2 |=0;4)
[ m n
x=3y+52=0;5)x-3y-3z+11=0;6)20x+ 19y - 5z+41 =0; 7) x -3y —z — 10=0.@ 1)
X=X Y=)y1 -2
X=X Y=Y2 Z—22
l m n
2) (Ax + By + Cz + D)(A{l + Bijm + Cin) — (Al + Bm + Cn)(A1x + Byy + C1z + D) = 0. Mérkus.
x—a y-b z-c
l m n
11 ny ni
F(231- 167+ 108) = 153.[6.148] 1) x—2y—22+2 = 0:2) 18x— 11y+37—47 = 0;3) x=3y+ 24 = 0;
4)5x+6z2=0.[6.1490 ) (x xo)ab 0;2)

X+y—z+3=0.6150 1){“)‘04”6 0 2){6x+05y 38 =0,

2) (F— )@ x b) — ¥a*d = 0e. (= x)b — 5 xd) = 0;3)

=0;2)2x+y—1=0;3) %171 - 13] - 16k) = 10.[6.147| 1) (¥ - 5)db = 0;

Vorrandi koostamiseks on lihtne kasutada tasandite kimbu vorrandit. 3) =0;4)

6.151

x=3z+16=0,
y=0.

o [ 9 4y+13 0. [ 15x—8c+3=0 [ Sy-6e-14=0, [T 0

y=0; x=0.
5 1lx+4y—-2z-31=0, Sx—-13y—-12z+20=0, y—z—1=0,
k) =i- J29k61541){2x—5y+z—2=0; D\ 2x—2y+32-5=0; 3){x+y+z=0;

{Zx 3y—27+1=0, ){2x+2y+z—15=0» 6.155] 4x + 5y

Sx+2y+2z-7=0; 4x-9y+10z-9 =0.

-

b
—32=0,11x+10z-78=0, 11y — 82— 8 = 0./6.156] 1) (¥ — 5)dit = 0; 2) (¥ — “fz )@ x i) = 0 ehk
a

A((#x &) - b) = 0; 3) Zd(i} X 1i5) = Cyrisit — Cori}it.6.1571 1) x— 8y — 132+ 9 = 0; 2) x — 22— 10 = 0; 3)
9x—Ty+72-39 = 0.[6.158] 46x—22y+357-92 = 0.[6.159] @(¥—5}) = 0, I(x—x1)+m(y—y;)+n(z—z1) = 0.
6.160] P1(3,-2,4).[6.161] M,(3,-1,0).[6.162} 1) 01(7,1,0); 2) Q:(1,4,-7).[6.163} (2,-3,-5).[6.164] 5} =

2> - > - d
10/9G + 27— 28).16.165 (4,-1,3).16.166, O(1,2, -2).I6.167| O(1,—6,3).|6.168] 7 + a*—L+ <"

[4)
PG,~4,0) ETTOPT=2, -2, 5). BT P13, -2 BIT3 P-2,0.3. 6173 v = 81 - 3y
3 x—=3 y+2 z+ x—1 y z-=7
= —dr+r 6174 x = = B o173 1 - - 2 A Sl
¢ *r =37 ) 73 6 oY 6 T 70 T &7

3) { fgx__“? ;y Z+_9i+‘ 206’ o Y ;“i +2Z3Z+ ‘9% o, [6:176 1) sirged ihtivad; 2) paralleelsed sirged,
36x + 3y + 8z = 05 3), 4) kiivsirged. 1) mzog —nyg = 0; 2) Iz9g — nxg = 0; 3) lyg —mzg = 0; 4)
n=0,20=0;5m=0,y0=0;6)1=0,x = 0.[6.178] (¥ — 5p)d(@x it) = 0, 7-ii = D.[6.179} Arvud
(X1 — %) — x0)d, (X5 — X)X — Xp)d, (X3 — X0)(X] — Xp)d peavad olema samamirgilised. |6.180L Arvud
Xy —Xo Yi—Yo 21—20 Xp—Xo Y2—Yo 22-20 X3—=X0 Y3—Yo 23—20

X2—Xo Y2—Yo Z22—20 || ¥3—X Y3—Yo Z3—2 || X1—Xo Yi—Yo 21 —Zo |peavadolema

I m n 1 m n l m n

samam'zirgilised. @ (A1Ar + B1B; + C1C2)(A1l

+ Bim + Cin) - (Al + Bom + Con) > 0. s = 0, (11 X 1)* + (i X 13)> + (13 x 1})* # 0,
Ci(% x 13) + Co(iy X 1)) + C3(i) x 1) = 0. Ei leidu, kuna antud sirge 18ikab tasandit 15pli-

bl bl
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kus punktis ja sellepdrast iga tasand, mis teda ldbib, 15ikab antud tasandit. [6.188] y — 2z = 0.[6.189}

x—8y+3z+8 = 0.6.191] 13x+y—20 = 0.[6.192} {0,7, 1}, {7,0,2}, {1, -2,0}. 193} 1) x = =13, y = 13,
A] Bl Cl D1

Ay B, A3z By G
-1 2
t= -9 u=—v=2lenod [ A2 B Co Dl o ul B oy 20| As By G |20,
5 5 As By C3 Ds A B C A B C
A, By Ci D, 4 by (4 1 by 1
Ay By G Ay By G
As By C3 |#0,| Ay By C4 |#0.
Al B, C1 Al B, Cl
VII peatiikk
Teisendused
, 1 , , b 1-b : - .
7.1, O'(0); E(;). 7.2l O'(b), E'(a+ D), 0(—;), E(T). 7.3 Vaadeldav teisendus kas siilitab reeperi
alguspunkti voi on nihe. X ==, Ei. Antud teisendus on peegeldus nullpunkti suhtes, millele
a
jirgneb liike vektori d(a) vorra. 1) Jah, liike; 2) jah, venitus kordajaga a, kui @ > 0O ja venitus kor-
1 b 1 1
dajaga a, kui a < 0, millele jirgneb peegeldus alguspunkti suhtes. X = Zx - X = gx + 3
3
0’(5), E'(1).[7.10, -1.|7.11] 5.{7.12L A(3); B(-1); C(-3); D(-5); E(-10); M(x — 3); A(11); B(7);
5 2 3
C(5); D(3); E(=2); M(x5).|7.13} x, = 7 xp=0,x; = 7 Xg = = 7.14, O’(8).[7.15 Uue alguspunkti

vana koordinaat on ¢ = —4.[7.16| Paigutada reeperi alguspunkt punkti O’(=7) ning muuta reeperitel-
je suund vastupidiseks. m Paigutada repperi alguspunkt punkti O’(10) ning muuta reeperitelje suund
vastupidiseks. Paigutada reeperi alguspunkt punkti O’(4), muuta iihikvektori suund vastupidiseks
ja vihendada pikkusiihikut kaks korda. Mirkus: sobiv on kasutada reeperiteisenduse iildvalemit.[7.19} 1)
On muudetud pikkusiihikut: ¢’ = 5e; 2) pikkusiihiku ja suuna muutus ¢’ = 3e; 3) reeperi alguspunkt on
paigutatud punkti (-1) ning tihikut on suurendatud kaks korda; 4) alguspunkt on paigutatud punkti O’(3)
ning on muudetud suunda; 5) on muudetud suunda ning {ihikut on vdhendatud kaks korda; 6) tihiku muu-
tus e’ = ne; reeperi alguspunkt ei muutu; 7) reeperi alguspunkt on paigutatud punkti O’(a), pikkusiihik on

muudetud suhtes - n, kui n > 0, siis suund siilib, kui n < 0, siis suund muutub. [7.20] x = E(I -1,

kus ¢ on termomeeetri ndit, x — Celsiuse skaala temperatuur. Mérkus: selle iilesande lahendamisel kasu-
tame reeperi teisendusvalemeid, kusjuures reeperi alguspunkt paigutatakse punkti E(1) ning peale selle
muutub pikkusiihik. Et leida esialgse ja uue reeperi pikkusiihikute suhet, pdorame tdhelepanu vee kee-
mistemperatuurile: endisel skaalal olnud +96° peab vastama +100°. Seega +1 ja +96 vahel 95 esialgset

! 95 19
ithikut peab vastama uues siisteemis 100 tihikule. Jarelikult ¢ - +m =% ning teisendusvalem on
e
19
t= 2—Ox + 1. Vastuse leidmiseks tuleb see vorrand lahendada x suhtes.[7.21| xo = 53, 4. Mirkus: iilesande
’ / 9
lahendamiseks kasutame valemit, x = (e—)x + xo. Antud juhul x = 57, x’ = 4, ¢ - 10’ xo =?(7.22
e e

1) A@3), B(g), C=D, D(—g), M(3): 2) A(18), B(10), C(=6), D(~16), M(2x); 3) AB3.6). B(2), C(~1,2),

2 5 5000
D(-3,2), M(?x) 7.23] x = Zt. 724 x = @a, kus a on verstade arv, x on vastavate kilomeetrite
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arv. Valemit voib tunduvalt lihtsustada, sest 2222

16 16
=1 .1 ... = —, jarelikult x x —a.|7.2
,0667. 1,0(6) 15,Jarel ult x 15a 7.25

x = %, kui a # 1.(7.260 Ei.[7.27, 1), 3) Jah; 2) ei. [7.28] 1) Jah; 2) ei; 3) jah.[7.30l x’ = gx -.
731 ¥ = %2 _x,lx + % _xlx’z.
X2 — X1 X2 — X1
arvud; 2) X' = +x + a, s.t. nihe X’ = ex + a vdi nihe ja peegeldus reeperi alguspunkti suhtes. [7.33
2 maxt + P b ) = 2x 1 19:2) X = 2% 45.3) ¥ = —sx+ 21 4) BA = BA (v
B—ax 2 2
B '=B)5x = —4x+41.w Dx=x"+3,y=y+42)x=x-2,y=y+1;3)x=x"-3,y =y +5.
[736, A4,-1), B(0,—4), C(2,0).[737} 1) A(0,0), B(=3,2), C(—4,4); 2) A(3,-2), B(0,0), C(-1,2); 3)
A(4,-4), B(1,-2), C(0,0).[7.38] 1) (-6,-2); 2) (-6,8); 3) (2,-2).[T39} (-5.4), (-12,5), (-7.3).[T40} 1) (5.-8);
2) (11,-12); 3) (4,4); 4) (8,-3); 5) (4,0). 1) 0/(6,-2), E|(7,-2), E}(6,-1); 2) O(=6,2), E|(-5,2),
Ex(-6,3).[142} 1) (3,5); 2) (-2,1); 3) (0,-1); 4) (-5,0). 02,44 x=x+1,y=y -3.[143] 1)
(9,-17), (-9,17); 2) (5,-1), (-5,1). 3.2), (-3,-2).) Xr+y?=4:2)x-y = 0. 1) 0'(=3,+1)
teisendatud vorrand: x% +2x'y' =y =7 = 0.[7.49} f(x,y) = x* +)*=25.[7.50 1) 0’ (3, 1); 2) sellist punkti
ei leidu. [7.51] d = 5.[7.52] d = 0. Punktid A ja B iihtivad. [7.56] Mirkus. Vib kasutada , et niiteks kolm-

b
nurk BDF saadakse kolmnurgast AEF tasandi nihke teel vektori AF vorra.[1.57] 2 < 17.58 Nihke-

7.32| 1) Nihe: X' = x + a, kus a viirtuseks vdivad olla koik reaal-

vektor on paralleelne ruudu tihe diagonaaliga. [7.59 { PP OSeT ) SNy, { LT eose ks,

f:ﬁsingo+fcos<p; f:i’sincp—f’coscp.
V2. V2

35 )
.62 A(E,—E) 7.63 l) X = T)C + Ty,

a
q

7.60x:x',y:—y’,((1) _01),i_’}:?,f”:—
, V2

2
y = —x+ iy (kui x'- ja y’-telgede suunad moodustavad vastavalt 45° ja 135° x-telje positiivse

2 2

3 5 /N 3 ’ 3 / ’ ’ . ,
suunaga); 2) A(+3, =3). [1.64 1) x = il ;\/_,y - \/;+y;2)x _ x\"/‘iy Ly - x\/;y;3)
X = —y',y = x’; 4) x = y’,y = —x’; 5) x = —x',y = —y,. 1) M(\/E,Z\/E), N(—3\/§,2\/§),

P(=V2.-22);2) M(1,-3), N(5, 1), P(~1,3); 3) M(—1,3), N(=5, —1), P(1, =3); 4) M(-3, -1), N(1, =5),
P(3,1).[7.66, A3V3,1), B(?, %), C(3,-V3).[1.67, 1) A(=3,-2), B(+5,+1), X(y, —x); 2) A(+3,+2),

B(=5,-1), X(=y, x); 3) A(=2,+3), B(+1,-5), X(—x, —y).[1.68} 1) 60°; 2) =30°. X +y?—xy =09.
2x -y = d’. 7.7ll f(x,y) = 2xy — 16. 7.721 Antud avaldis on reeperi poorde invariant, s.t. ei
T

muutu reeperi pooramisel. [7.73} @ = T 7.74] 1) £45° vdi +£135°; 2) 30°, 120°, —60°, —150°. 7.75
3, 4, 4, 3, X' =xcosp+ysing—a, . [ x” =xcosp+ysing—a,
r= §x + §y’y B _Ex + §y (776 { y’ = —xsing + ycos¢ — b, a Yy’ = xsing — ycos ¢ — b.
X" = xcosg—ysing +acosy — bsing, _ 4, 3, _ 3., 4,
777 { Yy’ = xsing + ycos¢ + asing + b cos . 778 x = Sx 5y 3,y= 5x + 5y 2.11.79
1 3y 3 1
x = —3¥ - ‘/;y 4y = %/_x’ - 3V +2.[7.800 A2 3).[181] Mi(1,5), Ma(2,0), M(16,-5).[7.82
4° 3 3 T4
x=2X =5y + 2y = -2 - 2 + 3183 A6.3), B0.0), C(5.~10).[1.84 1) 0’3, -2). @ = 90°: 2)
15 8 8 15
/_1 =1 o, ’ _ :_40.‘ e :_/__/_‘.
0'(-1,3), a 80°; 3) 0'(5,-3), @ 5°.17.85| x 17x 17y +9,y 17x 17y 3.{7.86
/ _ / J / / — / 2 1 / / 2 1
X 3 Y 9 b = & Y)V2+ y= & VAL e A(0.-2),
Jyio 10 Vyio 10 2 2 5
16 12 4 3 4 3 4 36
B(O,+?), C(—?,O), x= gx’—gy'+g,y = gx'+§y’+g.7.89 X'y +4 = 0.7.90| xcos a+ysina—p =




146

.[7.91

x+y=2-V2=0,x-y+4-3V2 =
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0.

7.92

7.93| tana =

11x+2y-3 = 0.

5
——.[7.94
2

x-y+6 =0,

—8=0.[7.95, (=2 + V3)x+(1+2V3)y+27-7V3 =0, 2+ V3)x +(-1+2

7.96] (-

RE
2

V3

k2: =

1+ V3,0), (0,-1 + V3). Ai(=3,-4), B
3
ik =3\/§,k§=—§,k§ .

V3) —27 7V3 =0.
(7.-2), Ax(=2,4), B(3,5).[1.98 k; = —33,

31(4 5;/_ z)cl( 5\/_\/_ ]

V3

.[7.99
5

D (3, V3 - 1). Mirkus. Uue reeperi seome ristkiiliku kiilgede (A;B; ja A;D;) uue asendiga: algus-
punkti paigutame punkti (4,-1) ja telgi poorame nurga @ = 30° vorra. Teisendusvalemid on jargmised:

3 1 1 3
X = x’T —y’z +4jay= x’z +y'7 — 1. Tippude koordinaadid uue reeperi suhtes on A1(0, 0), B,(5, 0),

C1(5,2), D1(0,2). Jdab esitatud valemite jargi arvutada nende punktide koordinaadid esialgse reeperi suh-

tes.[7.100L 4x + 2y + 1 = 0,2 - VAx+2V3+1)y+1=0,2+ V3)x+(1-2V3)y+1 =0.[7.101

2k 2k 2k
(Acos—n—Bsin —n)(x—x0)+(Asin—7r+Bcos —7r)(y—y0)+Ax0+Byo+C =0,k=1,2,...,
n n n n

7.102

7.105

alguspunkt tuleb paigutada punkti 1) O’(—

ax=x,y=-y;bx=y,y=x".

X = (x+y)cos%,y’ = (—x+y)sin%

n—1.
3\/5 5 y/ yr
7.103| x' = —,y = =.|7.104, x = x’ — +a,y= .
2 2 \2 V2
—y/ + Y —
7106) x = LS EY X ZCOSW Lol Reeperi

5,0);

2) 0"(0,2); 3) 0”'(3 3) - 1) x=2xX+T7y +3,

= 5x49Y +1;2) x = 543,y = 4y +5;3) x = =Ty, y = 2+ 2i D) x = ax’,y = by S) x = by, y = ax’.
Dx=-x-y+Ly=y:3)x=-ay +a,y = —bx'+b.[l.110

7.1091 1) x = =3x"—8y'+5,y = X' +3y' +4;

0'(3,-2),¢ =(2,-1), ¢, = (-5,2).[1.111

1
X =x+y-2,y =2x-y+3,0"|-=

7

3’3/
’ ’ ’ ’ ’ _x+y_2
0(-2,3), E;(-1,9), Eo(-1,2).[7.112 x = 6x" + 4y — 4,y = =2x" + 6y + 2.[7.113| &’ = —_—
2x+y—4 4 2 22 2 4
= ———— [7.114] 14X + 4y’ — 3 = 0.[7.115, 0(0,0), A{=,-= ), C|=,=|, B[-=.=]| [7.116
Y 9 T ()(3 3) (33)(33)

’ ’ 1 1 ’ 2 ’ 1 1 ’ ’ 7 / 7 ’ 4 ’ 7
x=zX -y +z,y=—-zx'+ gy + 3 7117, 1) § = —[x 0n = ¥3) + 55003 — ¥)) + 5507 — ),
siin kolmanda selle tipu koordinaadid, mis varem uhtis reeperl alguspunktlga on —a = x3 _]a -b=y32

sinw _ , , Y
S = ——(x]yy—yix5).[7.118 =x'+=—=+1.[1.119
2 X1Y2 142 ‘/5 \/g

22
Esimese reeperi suhtes: A(0,0), B(1,0), C(2,1), D(2,2), E(1,2), F(0, 1). Teise reeperi suhtes: A 3 5),

B(1,0), C(% —l) D(0,0), E(——,

3 3’3

%), F(O, 1).

7.120]

3
2 2 , ,
=, y=—zxX+z)Y+=.

= ¥ -2y
TE3Y T3] 3V T3V T3

3 3

7.121

4,2).17.124

1
M'(10,6). P(3.2).[1.125

7.141} X" = x - 0,5y, )" = 7.142

_§y’

Yy =y+t(Ax+ By +C), kus s ja t voivad omada suvalisi vadrtusi.[7.144] x" = 1,25x+0,5y-0,25,y =y

A B B
(vt. eelnev iilesanne).|7.145| x" = (1 + —xo)x + ooy +x0,y = 0¥ + (l + Eyo)y + ¥, C # 0.[7.146
, Ax+By+C Ax+By+C. , ,
l)x Z)C—ZAw,yZ —ZBw,z)x :—y+5,y =-x+15.17.147

X =x-y+1,y =x+y+2.
x+2y—-4=0.07128 1) 2x-y-12 =0, x+y-3=0;2)x =0,y =
2x+y-3=0.[.13 2x -2y -3 =0,4x -y = 0.[7.134
[7133] 1) (1,1); 2) Selliseid reaalsete koordinaatidega ve
¥ =x+Cpny,y = Cpy. 1138 X' = Ciix,y = Cyy.[1139 ¥’ = Ciix,y = .

X = x+ycosw,y = ysinw.

0'(5,-2), A’(21,12), B'(15,-18).{7.122

(2,1).[7.127} Pisisirge
;3)x—y=0.
¢ =(1,4), ¢ = (1,-1), X = 9x", y* = 4y".
ktoreid ei leidu. [7.136] (3.,-2) ja (3,-5).[7.137}
[7.140] X' = 3x,y = 2y.
X = x+ s(Ax + By + C),

A'(4,3).17.123

7.126

7.143
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1 1 Aix+By+C Ayx+ Byy +C
X o= —(1Tx—y+8),y = —(—x+ 17y —4).[7.148) x = XTI 1y X ¥ VT2
12 12 A1XQ+BlyQ+C1 AQ.XO+B2y0+C2
7149 A2X'+Bzy/+C2 A1x+Bly+C1 sz/+E2y'+F2 D1X+E1y+F1 7 1500
. = N = . . X =
A2X2+Bzy2+C2 Alxl +31Y1 +C1 Dz.X2+E2y2+F2 D1x1 +E1y1 +F1
1 1
5(—2x+2y+ 10),y = 5(—11x+ 14y +13).[7.151} X’ = 5x =3y +8,y = —3x+2y—3.[7.152l x’ = x + 8,
Y =4x-5y+ 14, x = —x+2y -8,y = 4x — 3y + 24.[7.153] 1) Samasusteisendus; 2) tsenraalne

siimmeetria mingi tasandi punkti suhtes; 3) kaldsiimmeetria mingi sirge suhtes antud vektori sihis. [7.154]
1

; 2 \ 1 2
(1,3), (3,-1), x 7 + woIR 7 + 7 X = V20x, Y = V80y.[7.156] ja.[7.157
Uhtlane tasandi venitus (k korda) y-telje sihis. Jaa. Tasandi nihe (e. r60p-telgafiinsus) x-telje sihis.
[7.159] Jaa. Homoteetia. [7.160] Jaa. Tasandi poore iimber reeperi alguspunkti nurga ¢ vdrra ja homoteet-
sus (kordajaga k). Kui r < 0, lisandub veel siimmeetria reeperi alguspunkti suhtes. [7.161] Jaa. Geom.

sisu kohta vt. eelmine iilesanne (r = Va? + b?).[7.162| Jaa. Sarnasusteisendus: podre, homoteetsus, roop-
2

ja. Jaa.

A B G
A B G
As By G . .
like. [7.163] S = . Mirkus. Afiinne teisendus X’ = Ajx + By + Cy,
Ay B || A2 By || Az Bs
Ay By || A3 B3 || A1 B
Yy = Ayx+ Byy + C, viib kaks antud kolmnurga kiilge vastavalt y- ja x-teljeks, aga kolmanda kiilje sirgeks
Al B1 C] -x
Ay B, C,-y | = 0. Leiame viimase sirge telgldigud ja teisendatud kolmnurga pindala, seejirel
A3 B3 C3
A B[
aga lihtekolmnurga pindala. [7.164 § = l AN OB (C = D)(C" — D). Mirkus. Vt. eelmine iilesanne.

m x—12y + 57 = 0, 8x — 9y — 66 = 0. Mirkus. Kasutada afiinset teisendust, mis viib antud sirged
reeperitelgedeks. [7.166] 142x — 183y — 489 = 0. Mirkus. Kasutades afiinset teisendust, mis viib antud
sirged reeperitelgedeks ja antud punkti ithikpunktiks. [7.167] Lahendus. Olgu vanas reeperis antud suva-
line punkt X(x,y) ja olgu punkt X'(x’,y") punkti X kujutis antud afiinse teisenduse korral, uues reeperis
X(x*,y") ja X'(x,y"). Siis

X =cnx + ey’ + ey,

Y =cux” +cny” +o.

Asendades x’ ja y’ antud afiinse teisenduse valemitega ning x ja y reeperiteisendusvalemitega ning lahen-
dades saadud siisteemi x* ja y*’ suhtes, saamegi otistavad seosed kujul:

x" = b”x* + b]zy* + b],
y*l = b21x* + bzzy* + bz.

3«f 3)

7.168 E(0,6), F(5,0), G(V2, V2), H(5,-5V3), I(-4,4V3),

A(1, V3), B(-1,1), C(0,5), D[

J(6V3,-6), K(\/_ fﬁ(‘% _3

)

M(V2,-2).[7.169

(2+5V3,8).

7.170

M\(1,9), M>(4,2),

M;(1

-3), M4(0,2 + V3), Ms(1 + V3,1).[7

7.172

Fa71l m,0,5), My3,0), My(=1,0), M40, -6), Ms(V3, 1).

.|7.173

T

Sn Tr
M 2,_ 3 M s T _)9
1(6\/_ 4 2(4 6 2

3 7 T T 3 b8 4

G(1,§n), H(3 \2, Zn), 1(5,5), J3, ), K(Z,g), L(Z,—Zn), M(Z,—g), Ng = 10, arccosg = =,
3

7.174] (6 V2,225°).17.175 M, (2,0), Mz(l,—g), M; (37—;) M, (2,—%), Ms (2,7r 7.176

)

6

A(\/E,z—ﬂ), B(Z,g), C(5,0), D&, ), E(\/E%) F(3,

arcsing = -3
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1 . 7 5 ) _—
Ml(«/i, En), M2(2,—§), M3(2 12) M4(2 1271), M5(4,—Eﬂ). 7177, peose = a.[1.178) 22 + 3 =

217179 A , B( ) c1,0), D(S, %) EG.2 — 1), FQ.m — 1. [7.180L M,(3.0), M, (1, g)

3 4 12
7.182L 1) d = \/5, 0 = —Zn; 2)d =5,0 = arctgg -m;3)d=13,0 = n - arctg? 14 d = V234,

O = —arctgs. [7.184] 1) (6,2,-6), (-6,-2,6); 2) (-3,-1,3), (3,1,-3). [7.185| 3x> + y* —2x'7 +2 = 0.
7188 X' = x+2z,y = y+2z 7 = z[7.189 (2,0,-1).[7.190} X' = c11x, Y = ¢y, 7 = c33z.[7.191

X =x+c132,Y =y+c232,7 =¢332.[1.192) X' = crix+c1oy, Yy = ca1x+ 22y, 7 = c31x + 30y +2.[7.193
1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2

X =zx—zy—zz+5,Y =—sx+5y—-sz2+ 5.7 = —sx—sy+ 2+ 5. [1.194 X' = 2x,y =2y,
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

= x+y+2.[1.195 anx* + any® + anz® + (an + axn)xy + (a3 + a31)xz + (an + az)yz = 0.7.196 m

1) {6,-6,1}, {8,8,71,{0,0, 1}; 2) x™* = &,y = 3y", 7" = =52".[1.197} & = (1,-1,1), ¢} = (1,2, 1),
1 2
e3 = (1,0, -1). Antud teisenduse v0ib esitada samasusteisenduse ja kolme ristuva venituse (venituskoe-

/

fitsientidega vastavalt A, = 3, A, = 2, A3 = 2 vektorite e_’I, e_’;, e_’; sihis) ning vektoritega e_’;, e_'; kollineaarse
tasandi suhtes peegelduse korrutisena. [7.198] Otsitava sirge sihivektori koordinaadid a, b, ¢ mératakse
vorrandisiisteemiga

(c11 — Da+ ciab + c;3¢ =0,

cra+ (C22 - 1)[9 + ¢3¢ =0,

czia+cpb+(c3;3—1)c=0

+eptepn—1
u 6222 37 172001 (32 — ea3)a + (c31 — e13)b + (a1 — cra)e > 0.[7.201
2 1 1 1 1 1 1 1
= {-1,-2,0}, = =.[7202l X' = =x+ =y+ —z,y = —=x+ =y, 7 = —=x— =y + —z.
{ }, cos g 3 Xo= Sxt oy \/iz y SX+ N2 SX =5y ﬁz
7.2030 X' = xcosp + (Zx P sing + &@, (1 — cosg), kus ¥ on suvaline vektor ja X’ on tema kujutis,
ehk koordinaatides x" = [a*(1 — cos ) + cos @]x + [ab(1 — cos ) — csing]y + [ac(1 — cos ¢) + b sin ¢]z,
= [ab(1 — cos @) + csinp]x + [bz(l —cos @) + cos @]y + [be(l — cos ) — asin ]z,
= [ac(l — cosp) — bsinp]x + [bc(l — cosp) + asingly + [c2(1 — cos ) + cos¢]z. [7.205 x" = «x,
3 3V5x +4V5y +107 +9 5y =27 -2
Y =y = —5@r+3y-62+6).[1.206 x = VX + 45y + 102 S GV

15 Y= 3 .
B —6V5x +2V5y +57 +7
a 15

7.199] cos ¢ =

. Mérkus. Suvalise punkti X(x,y, z) uued koordinaadid on absoluutviir-

3x—-62+1
tuselt vordsed selle punkti kaugusega antud tasandist, s.0. x” = %,
3V5
4x +5y+2 2x-2y+2z-3
! = w, 7 = L, kusjuures mirgid on kooskdlas viimase tingimusega. La-
35 3 |
+
hendades need vorrandid vanade koordinaatide suhtes, saame otsitavad valemid. |7.207| x’ = X ,
, , x+2y+3z-6 , x+2y+5z+1 , 2x—-y+1 , x+2y—-z-1
y=—(2X—y),Z=—.7.2()8x= ,V = =
| 16 ) | V30 ) V5 V6
+y+z+ —y—z+ —z+
7 209 x/:_'x yt+z ,y/: X—Yy—2Z ’Z/:y Z )
V3 V6 V2

b4 7 177 Tr 3r b Or
M3(2, ) ( 12),M5(3 ). M(,( 5 )7181 A(2,E),B(lE),C(I,Z),D<5,Z),E(5,Z

)
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