VI. ELLIPS, HUPERBOOL JA PARABOOL.
ULEVAADE TEIST JARKU PINDADEST

24. ELLIPS

Fikseerime tasandil F5 kaks erinevat punkti F} ja F5 ning lisaks
veel lihe positiivse reaalarvu a, noudes, et a > %FIFQ.

Definitsioon 24.1. Punktihulka {X} tasandil FE, nimetame ellip-
siks, kui selle hulga iga punkt X rahuldab vorrandit

Punkte Fi ja Fs nimetame ellipsi fookusteks.

Sellest definitsioonist naeme, et ellipsi iga punkti korral kauguste sum-
ma fookustest on jaav suurus 2a.

Jargnevas leiame vorrandi, mida peavad rahuldama ellipsi punktide
koordinaadid. Selleks, et punktidel tekiksid koordinaadid, tuleb tasandil
fikseerida reeper. Me fikseerime tapsemalt ristreeperi. Seejuures sellise, mis
on tihedalt seotud ellipsiga. Selleks kasutame ellipsi fookusi. Paigutame
ristreeperi alguspunkti O fookuste vahelise loigu keskpunkti. Reeperi
esimese iihikvektori €; votame samasuunaliseks vektoriga }TFS, S.0.
er 17 Fl—Fg> . Oluline on margata, et vektor Fl—Fg> ei ole nullvektor, mistottu
vektori €; suund fikseeritakse tiheselt. Ristreeperi teise tihikvektori &5
votame ristuvaks valitud vektoriga €7, s.o. €y L é7. Selliseid vektoreid on
kaks, mis erinevad suuna poolest. Meile ei ole oluline kumma ristreeperiga
{0;€1,é>} me todtame. Kui votta parema kée ristreeper, siis fookused
maaravad valitava ristreeperi paris liheselt. Ristreeper on seega valitud.
Valitud ristreeperit nimetame ellipsi kanooniliseks reeperiks. Reeperi vali-
mise tulemusena tekivad igal punktil koordinaadid. Tasandi suvalise punkti
korral saame kirjutada X (z1,22). Kui tdhistada poolt fookustevahelist
kaugusest c¢ := %Fng abil, siis punkti koordinaatide definitsiooni 16.9
kohaselt me saame

Fi(—c,0), F5(c0).

Asenduste tegemiseks ellipsi vorrandisse (24.1) on vaja leida 16ikude F3 X
ja  F5X pikkused koordinaatide kaudu. Leiame nad vektorite

X = (21 + ¢, x2), X = (x1 — ¢, x2)
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abil. Me saame

S I e A I e

Viimased asendame ellipsi vorrandisse (24.1), mille tulemusena saame ellipsi
vorrandi koordinaatides:

\/(:L'l +¢)2 + a3+ \/(wl —¢)? + 2% = 2a. (24.2)

Selle vorrandi puuduseks on ruutjuurte olemasolu. Nad saab ara kaotada
viimase ruutu tostmise teel. Seda on koige lihtsam teha, kui kirjutame
vorrandi (24.2) jargmiselt:

\/(x1+c)2+x§:2a—\/(xl—c)z—i—x%.

Ruutu tostmise tulemusena saame

(23 +2czy + %)+ 5 = 4a® —4a\/(x1 — )2 + 22+ (2] —2cxy + ) 25 =

<:>a\/(x1 —c)2 + 2% =a® —cay.

Veelkord ruutu tostes, oleme ka viimasest ruutjuurest lahti saanud:

a’[(x3 — 2cxy + ) + 23] = a* — 2a%cx; + Pa? =
> (a® — *)2? + a*x3 = a*(a® — 2). (24.3)

Saadud vorrandit on voimalik esitada kompaktsemalt, kui votame kasu-
tusele positiivse abisuuruse

b:=+va?— 2. (24.4)

Selles valemis ruutjuur eksisteerib, sest a > c¢. Valem (24.3) saab kuju

b’r? 4 a*xs = a’b?,

millest ) )
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Saab naidata, et ruutu tostmised ei toonud ellipsile taiendavaid punkte
juurde. Seega vorrand (24.5) on ellipsi vorrand. Kuna ta on saadud ellipsiga
seotud ristreeperi suhtes, siis nimetame vorrandit (24.5) ellipsi kanooniliseks
vorrandiks.

Jargnevas hakkame uurima ellipsi ehitust tema kanoonilise vorrandi
abil. Esiteks me markame, et ellips asub tasandi loplikus osas. Tapsemalt
teatavas ristkiilikus servadega 2a ja 2b. Selgitame oeldut. Ellipsi kanooni-
lisest vorrandist saame

(&)= (s (3

@‘ﬂlgl, ‘@‘glﬁ—lgﬂgl, 1<y
a b a b

— —a<z1<a, -b<uzy<0h

Viimaseid vorratusi peavad rahuldama ellipsi mistahes punkti koordinaadid.
Naeme, et ellipsi punktid asuvad ristkiilikus, mis eraldatakse valja kahe
paralleelse sirgepaari

li:x1=—a, lya:x1=a; lz3g:x9=—-b, ly:x9=0

poolt.

Niid uurime ellipsi siimmeetriat. Selleks tuleb eelnevalt selgitada
punktiga siimmeetrilise punkti moistet sirge voi punkti suhtes.

Definitsioon 24.2. Me nimetame punkti K’ stummeetriliseks punk-
tiga K sirge | suhtes, kui sirgloik KK' on risti sirgega 1, punktid K ja
K' asuvad teine teisel pool sirget 1| ning on vordsel kaugusel sirgest 1.

Definitsioon 24.3. Me nimetame punkti K’ stummeetriliseks punk-
tiga K punkti A suhtes, kui punkt A poolitab loigu KK'.

Nende definitsioonide abil saame anda joone -+ siimmeetria moiste
sirge voi punkti suhtes.

Definitsioon 24.4. Me nimetame joont vy stimmeetriliseks mingi
sirge (mingi punkti ) suhtes, kui joone -~ iga punkti korral ka simmeetrili-
ne punkt selle sirge (selle punkti) suhtes asub joonel .

Teoreem 24.1. FEllips on summeetriline fookust labiva sirge ja foo-
kuste vahelise loigu keskristsirge suhtes ning nende loikepunkti suhtes, s.o.
fookuste vahelise loigu keskpunkti suhtes.
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Toestus. Valitud ristreeperi korral on teoreemis jutuks olevateks sir-
geteks koordinaatteljed. Olgu punkt M (mq,mso) ellipsi suvaline punkt.
Seetottu

m2 m2
a—; + b—j = 1. (24.6)

Naitame, et xi-telje ja xo-telje suhtes punktiga M siimmeetrilised punktid
M'(my,—ms2) ja  M"(—my,msq) on ellipsil. See on téepoolest nii, sest
valemi (24.6) tottu

mi  (—mg)®  mi mj

2 /
> 72 —a2+b2—12M€e

ja
(_m1)2 m% m% m% 7
.2 —I—b2=a2—|—b2:1:>M € €.
Punkt, mille suhtes vaidetavalt on ellips siimmeetriline, on valitud
ristreeperi korral tema alguspunkt. Tema suhtes punktiga M siimmeet-

riline punkt M"’(—my, —msy) on samuti ellipsi punkt, sest

2 2 2 2
<$1)+(7;;2> 27221—{—7;22:1:>MW€€. Py

Definitsioon 24.5. Sirgeid, mille suhtes joon on stimmeetriline, ni-
metatakse joone summeetriatelgedeks.

Definitsioon 24.6. Punkti, mille suhtes joon on stimmeetriline, ni-
metatakse joone keskpunktiks.

Nende kahe definitsioni kohaselt on ellipsil kaks stiimmeetriatelge ja
iiks keskpunkt. Ellipsi simmeetriat teades, saame tapsemalt iseloomustada
eespool tehtud ristreeperi valikut: reeper: alguspunkt on ellipsi keskpunktis
ning vektorid €1 ja €3 on paralleelsed ellipsi summeetriatelgedega.

Definitsioon 24.7. Joone loikepunkte siimmeetriatelgedega nimetame
joone tippudeks.

Leiame ellipsi tipud, tapsemalt tippude koordinaadid. Kuna ellipsi tipp
on ellipsi ja simmeetriatelje ihine punkt, siis tipu koordinaadid on leitavad
stisteemist, millesse kuulub ellipsi vorrand ja simmeetriatelje vorrand. See-
ga me lahendame jargmised vorrandisiisteemid:

2 2

I Lo _

e | r1 = *a

a2—|_b2 :>{ 1_0
$2:O T2 =
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ja
2 2

Iy Lo _

e | z1 =20

a2+b2 :>{ 1—:|:b'
331:0 T2 =

Saime kummalgi stiimmeetriateljel kaks tippu. Saadud tippe tahistame
jargmiselt

Al(—a,O), AQ(CL,O); Bl(O, —b), BQ(O, b)

Definitsioon 24.8. FEllipsi samal summeetriateljel asuva tipupaar:
poolt valja eraldatud lotke ja nende pikkusi nimetame ellipst telgedeks.

Viimase definitsiooni kohaselt on ellipsil sisuliselt kaks telge: iihelt
poolt loigud A1As ja BiBs ning teiselt poolt nende loikude pikkused
2a ja  2b. Ellipsi keskpunkt O poolitab ellipsi teljed. Nelja loiku
A10, OAs ja Bi;0O, OBy ning nende pikkusi a ja b nimetame
ellipsi pooltelgedeks. Kuna a on suurem kui b, siis 1oike 4;0, OA5 ja
nende pikkust a nimetame suuremaks poolteljeks ning loike B1O, OB,
ja nende pikkust b nimetame vdatksemaks poolteljeks.

Niiiid on meil ellipsi kohta niipalju teadmisi, et oskame teha ellipsi
joonise. Tanu ellipsi simmeetriale on kiillaldane teha esmalt ellipsi selle osa
joonis, kus ellipsi punktide koordinaadid on mittenegatiivsed, s.o. x1 > 0
ja x9 > 0. Selleks me avaldame ellipsi kanoonilisest vorrandist koordinaadi

To. Saame
/ 2
To = +by/1 — ZL’_;
a

Kuna me vaatleme ellipsi seda osa, kus x5 > 0, me saame

2

ro =b 1—%, x1 € [0, al.

Andes koordinaadile x; véaértusi loigust [0,a], saame igakord leida koor-
dinaadi x5. Tulemusena tekivad ellipsi punktid X (z1,x2). Joonisele 24.1
on need punktid kantud pideva joonena.
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Joonis 2.1

Simmeetriat z;-telje suhtes kasutades, lisandub katkendliku joonega
osa joonisel. Stimmeetria xs-telje suhtes lisab veel iilejaanud osa. Kokku-
vottes oleme saanud ellipsi joonise.

Ellipsi puhul antakse veel mitmeid moisteid, millega me alustame tut-
vumist.

Definitsioon 24.9. Arvu e:= ¢ nimetame ellipsi ekstsentrilisuseks.

Sellest definitsioonist naeme, et mistahes ellipsi ekstsentrilisus kuulub
vahemikku (0,1), sest a > ¢ > 0. Sageli on otstarbekas anda ekstsentri-
lisus ellipsi pooltelgede a ja b kaudu. Me saame:

c c | 2 \/aQ—b2 \/ b\ 2
a a a? a? a

= e=1/1— (2)2 (24.7)

Sellest valemist naeme, et koikidel ellipsitel, millel on sama pooltelgede
suhe, on sama ekstsentrilisus. Seega ellipsi ekstsentrilisus iseloomustab el-
lipsi kuju ainult teataval maaral, sest ellipsi maaramiseks on vaja leida kaks
suurust, need on ellipsi poolteljed. Ekstsentrilisuse andmine on ainult iiks
tingimus, mis ei luba maarata kahte pooltelge, s.o. ellipsit. Naiteks, kui
fikseerime ellipsi suurema pooltelje a ja laseme vaiksemal poolteljel b
vaheneda, siis valemi (24.7) kohaselt ellipsi ekstsentrilisus kasvab. Seega
sisemisel ellipsil on suurem ekstsentrilisus kui valimisel.

Definitsioon 24.10. FEllipsi korgust fookuse kohal mimetame tema
fokaalparameetriks.
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Tavaliselt ellipsi fokaalparameetrit tdhistatakse p abil. Leiame valemi
tema arvutamiseks. Selleks joonistame fookuse F, kohale ellipsi teljega
A1 As ristuva 16igu Fo P nii, et punkt P on ellipsil. Punkti P(p1,p2)
esimene koordinaat on sama, mis fookusel F5, s.o. p; = c. Tema teise
koordinaadi ps leiame tingimusest P € €. Ellipsi kanoonilise vorrandi
abil saame

2 pl 2 2 _ 2 b

$+b—2—1<:>p2—b (1—5)_19( g )—

E.
Niiiid saame leida ellipsi fokaalparameetri:

2

b
p=FP=RP|=(c=?+ @2~ 0= \/p}=Ip2| =p2=—.

Saime
b2
p=—.
a

Definitsioon 24.11. Ellipsi mistahes punkti kaugusi fookusteni nime-
tame selle punkti fokaalraadiusteks.

Leiame ellipsi suvalise punkti M (mi,mg) fokaalraadiuste arvutamise
valemi. Tahistame punkti M fokaalraadiusi fookuste F; ja F5 korral
vastavalt r1(M) ja ro(M). Jargnevas me leiame molemad fokaalraadiused
r;(M), kus i=1, 2, korraga. Seejuures jargnevates rehkendustes iilemine
mark vastab juhule ¢ =1 ja alumine mark juhule ¢ = 2. Et punkt M
on ellipsil, siis seetottu

2 2 2
mi  m; 5 5 ms
S+ 2 =le=mi=0(1-—=").
a? b2 2 a?

Fokaalraadiuste arvutamiseks kasutame vektoreid. Praegu vektorite
M = (m1+t¢, mo)

abil saame

ri(M) = FM = |FM| = \/(my £ ¢)2 + m3 =

2
:\/(m%i2m10+c2)+b2(1_ﬁ) =

a2
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b2 2
= \/(1 — ;)m% +2mic+ (b2 + ¢?) = \/(gml) +2mic+a? =

2
:\/(Emlzlza) :’Emlia‘.
a a

Saime ellipsi punkti M fokaalraadiuste leidmiseks valemi

c
ri(M) = ‘Eml +a

, ro(M) = ’Eml — a).
a
Kasutades definitsiooniga 24.9 antud ekstsentrilisuse moistet, saame
ri(M)=lemi +al|, r2(M)=|emys — al. (24.8)

Lopuks leiame ellipsi parameetrilised vorrandid, mis sageli kergendavad
rehkendusi. Teeme jargmise konstruktsiooni, mis annab voimaluse ellipsi
punktide leidmiseks.

Olgu antud ellipsi siimmeetriateljed ning ellipsi poolteljed a ja b.
Saame paika panna ristreeperi, mis on seotud ellipsi simmeetria omadus-
tega. Joonistame kaks kontsentrilist ringjoont raadiustega a ja b
ning keskpunktiga siimmeetriatelgede loikepunktis (. Jargnevas votame
poorleva poolsirge s, mille otspunkt asub punktis O. Olgu poolsirge al-
gasendis suunatud baasivektori €7 suunas. Niitid paneme selle poolsirge
poorlema ”vastu paeva”. Tahistame nurka baasivektori €7 ja poolsirge s
vahel t abil. Iga t € [0,27) korral poolsirge s ldoikab kumbagi ringjoont
vastavalt punktides X7 ja Xs. Need punktid koordinaatide abil

Xi(bcost,bsint), Xs(acost,asint).

Nende kahe punkti abil konstrueerime kolmanda punkti X. Viimane on
labi punkti X7 joonistatud xi-teljega paralleelse sirge ja labi punkti
X5 joonistatud xo-teljega paralleelse sirge loikepunkt. Ilmselt on selle
punkti esimeseks koordinaadiks punkti X, esimene koordinaat ja teiseks
koordinaadiks punkti X;  teine koordinaat. Seega tekib punktihulk
{X(acost, bsint)| t € [0,2m)} ehk teisiti: tekib punktihulk {X(x1,z2)},
kus

x1 = acost, xy=bsint, t€l0,2n). (24.9)
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Selle hulga punktid on ellipsi punktid, sest nende punktide koordinaadid
rahuldavad ellipsi vorrandit. Toepoolest:

= Cos2t+sin2t = 1.

(acost)?  (bsint)?
a? i b2

Vorrandeid (24.9) nimetame ellipsi parameetrilisteks vorranditeks.
Ellipsit ja temaga seotud moisteid on kujutatud joonisel 24.2.

Ir1 =

o

Joonis 24.2

Markus. Ellipsi kanoonilist vorrandit (24.5) saame kasutada ka siis,
kui fookused langevad kokku, mida me eespool ei lubanud. Sel korral meil
Fy = F5, = 0. Me saame c¢ = 0 ja sellest tulenevalt niitid valemi (24.4)
tottu b = a. Tegemist on sellise "ellipsiga”, mille poolteljed on vordsed.
Vaadeldava joone vorrandiks on

_+_:1<:>x%+x§:a2, (24.10)

Et iseloomustada saadud ”ellipsit”, kasutame valemit (24.1). Meie "ellips”
on selline, et iga tema punkti X korral OX = a. Naeme, et "ellipsi”
koik punktid asuvad vordsel kaugusel keskpunktist . Sellist ”ellipsit”
nimetame ringjooneks raadiusega a ja keskpunktiga O. Tema vorrandiks
on (24.10). Definitsioon 24.9 lubab 6elda, et ringjoone eksentrilisus on null.
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25. HUPERBOOL

See paragrahv on oma iilesehituselt sarnane ellipsi paragrahviga.

Fikseerime tasandil FE5 kaks erinevat punkti F} ja F5 ning lisaks
veel lihe positiivse reaalarvu a, noudes, et a < %F1F2.

Definitsioon 25.1. Punktihulka {X} tasandil Es nimetame hii-
perbooliks, kui selle hulga iga punkt X rahuldab vorrandit

‘FlX - F2X| = 2a. (251)

Punkte Fi ja Fy mimetame hiiperbooli fookusteks.

Sellest definitsioonist naeme, et hiiperbooli iga punkti korral fookusteni
leitud kauguste vahe absoluutvaartus on jaav suurus 2a.

Jargnevas leiame vorrandi, mida peavad rahuldama hiiperbooli punk-
tide koordinaadid. Selleks, et punktidel tekiksid koordinaadid, tuleb tasan-
dil fikseerida reeper. Me fikseerime tapsemalt ristreeperi. Seejuures sellise,
mis tihedalt on seotud hiiperbooliga. Selleks kasutame hiiperbooli fookusi.
Paigutame ristreeperi alguspunkti O fookuste vahelise loigu keskpunkti.
Reeperi esimese iithikvektori €; votame samasuunaliseks vektoriga FiF5,
s.o. €1 11 F—’JWZ Oluline on margata, et vektor }71?7_2> ei ole nullvektor.
Seega vektori €7 suund fikseerub iiheselt. Teise tihikvektori €5 votame
ristuvaks valitud vektoriga €7, s.o. €3 L é7. Selliseid vektoreid on kaks, mis
erinevad suuna poolest. Meile ei ole oluline kumma ristreeperiga {O; e, é>}
me tootame. Kui me valime tapsemalt parema kae ristreeperi, siis on ta
fookuste poolt juba iiheselt maaratud. Ristreeper on niiiid meil valitud.
Nimetame valitud ristreeperit htuperbooli kanooniliseks reeperiks. Reeperi
valimise tulemusena tekivad igal punktil koordinaadid. Tasandi suvalise
punkti korral saame kirjutada X (x1,22). Kui tdhistada poolt fookusteva-
helist kaugusest c¢ := %Fng abil, siis punkti koordinaatide definitsiooni
16.9 kohaselt me saame

Fl(—C,O), FQ(C,O).

Asenduste tegemiseks hiiperbooli vorrandisse (25.1) on vaja leida 16ikude
1 X ja F,X pikkused koordinaatide kaudu. Nad leiame vektorite

X = (21 + ¢, x2), X = (x1 — ¢, x2)
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abil. Me saame

FIX = [FX| = /(x1 + 02 +a3, BX = [BX] = /(01 - 0)? +a3.

Asendame viimased hiiperbooli vorrandisse (25.1). Saame hiiperbooli vor-
randi koordinaatides:

’\/(xl +¢)2 + a3 — \/(:1:1 —0)2—1—:10%’:2@

ehk

\/(:Ul +¢)2 + a3 — \/(xl —¢)? + 73 = +2a. (25.2)

Selle vorrandi puuduseks on ruutjuurte olemasolu. Need saab ara kaotada
ruutu tostmise teel. Seda on koige lihtsam teha, kui vorrandi (25.2) kirju-
tame jargmiselt:

\/(x1+c)2+a:§:i2a+\/(:1:1—0)2+:1:§.

Viimase ruutu tostmise tulemusena saame

(22 +2cxy +c*) + a5 = 4a2i4a\/(x1 —¢)2 4+ 234 (27 — 2cx1 + 7)) + 13 =

= :Fa\/(azl — )2+ 2% =a® —cxy.
Tostame veelkord ruutu:

2

a’[(x2 — 2cxy + ) + 23] = a* — 2a%cx; + Pa? =

= (a® — A)z? + a*x5 = a*(a® — ). (25.3)
Saadud vorrandi saame esitada kompaktsemalt, kui votame kasutusele posi-
tiivse abisuuruse
b:=+\c2— a?.
Selles valemis ruutjuur eksisteerib, sest ¢ > a. Valem (25.3) saab kuju

2,2 22 272
b“x] —a“x5; = a“b”,
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millest

2 2
LD
h . ? i b_2 —_ ].. (25.4)

Saab naidata, et ruutu tostmised ei toonud hiiperboolile taiendavaid punkte
juurde. Seega saadud vorrand (25.4) on hiiperbooli vorrand. Kuna ta
on saadud hiiperbooliga seotud ristreeperi suhtes, siis nimetame vorrandit
(25.4) hiiperbooli kanooniliseks vorrandiks.

Jargnevas hakkame uurima hiiperbooli ehitust tema kanoonilise vor-
randi abil. Esiteks me markame, et hiiperboolil pole punkte paralleelsete
sirgete s1:x1 = —a ja Ss:x1 = a poolt valja eraldatud servadeta ribas.
Selgitame oeldut. Hiiperbooli kanoonilisest vorrandist saame

2 2 2
(2)-(F)=1= () zr=gprelnlza
a b a a

Seega hiiperbooli iga punkti esimese koordinaadi korral
x1 € (—00,a] U [a, o),

millest
1 g (—CL, a’)‘

Seega, toesti ei ole hiiperboolil sellel servadeta ribal punkte. See teadmine
lubab 6elda, et hiiperbool koosneb vahemalt kahest tiikist.

Niiiid uurime hiiperbooli simmeetriat. Seejuures me tugineme eelmise
paragrahvi definitsioonidele 24.2, 24.3 ja 24.4.

Teoreem 25.1. Hiperbool on summeetriline fookust labiva sirge ja
fookuste wvahelise loigu keskristsirge suhtes ning nende lokepunkti suhtes,
s.0. fookuste vahelise loigu keskpunkti suhtes.

Toestus. Valitud ristreeperi korral on teoreemis jutuks olevateks sir-
geteks koordinaatteljed. Olgu punkt M (mq,m3) hiiperbooli suvaline
punkt. Seetottu

2 2
% - % — 1. (25.5)

Naitame, et xi-telje ja xo-telje suhtes punktiga M siimmeetrilised punktid
M'(my,—mso) ja M"(—mq,m2) on hiiperboolil. See on toepoolest nii,
sest valemi (25.5) tottu

2 2 2 2
m3y (—ms3) _mi{  mj ,
2 72 _a2—b2_1:>Meh
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ja

2 2 2 2
(—m1> my my my 1
— = — =1= M" € h.
a? b2 a? b2

Punkt, mille suhtes vaidetavalt on hiiperbool simmeetriline, on valitud
ristreeperi korral tema alguspunkt. Tema suhtes punktiga M siimmeet-
riline punkt M"’(—my, —ms) on ka hiiperbooli punkt, sest

(—m1)®  (=m2)®  mi m3

a? 2 a2 02
Definitsionide 24.5 ja 24.6 kohaselt on hiiperboolil kaks siimmeetria-
telge ja iiks keskpunkt. Hiiperbooli simmeetriat teades, saame tapsemalt
iseloomustada eespool tehtud ristreeperi valikut: reeper: alguspunkt on hi-
perbooli keskpunktis ning vektorid €1 ja € on paralleelsed hiperbooli
stummeetriatelgedega.

Tuginedes definitsioonile 24.7, leiame hiiperbooli tipud, tapsemalt tip-
pude koordinaadid. Kuna hiiperbooli tipp on hiiperbooli ja siimmeetriatelje
ithine punkt, siis tipu koordinaadid on leitavad siisteemist, millesse kuu-
lub hiiperbooli vorrand ja stimmeetriatelje vorrand. Seega me lahendame
jargmised vorrandisiisteemid:

l=M"€ch. &

2 2

a2 b2 —
mgzO 332:0
ja
2 2
a2 b2 —
2:_b2 )
a:1:0 T2

Naeme, et fookusi labiv siimmeetriatelg loikab hiiperbooli kahes punktis,
andes kaks tippu. Tahistame neid analoogiliselt nagu ellipsi korral

Al(_aao)v AZ(CL?O)'

Teine siimmeetriatelg aga ei loika hiiperbooli andmata seega tippe. See
oli ilmne ka siisteemi lahendamata, sest siimmeetriatelg, millega hiiper-
booli loikasime, on ribas, kus hiiperboolil ei ole punkte. Vaatamata sellele
defineerime me kaks punkti sellel simmeetriateljel

B1(0,-b), Bs(0,b).
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Nimetame neid punkte huperbooli ebatippudeks ehk tmaginaarseteks tip-
pudeks.

Definitsioon 25.2. Hiiperbooli samal stiimmeetriateljel asuva tipupaari
(ebatipupaari) poolt vilja eraldatud loiku ja tema pikkust nimetame hiiper-
booli teljeks (ebateljeks).

Viimase definitsiooni kohaselt on hiiperboolil kaks telge: tihelt poolt
16ik A As jatema pikkus 2a ning teiselt poolt BjBs jatema pikkus 2b.
Nende omavaheliseks eristamiseks nimetame telge A;As ja tema pikkust
reaalteljeks. Teine telg on juba nimetatud ebateljeks. Hiiperbooli keskpunkt
O poolitab tema teljed. Nelja loiku A;0, OAs; ja B;0O, OB; ning
nende pikkusi a ja b nimetame htperbooli pooltelgedeks. Tapsemalt kiill
vastavalt reaalpoolteljeks ja ebapoolteljeks.

Niiiid on meil hiiperbooli kohta juba niipalju teadmisi, et oskame teha
tema joonise (vt joonist 25.1).

1

Joonis 25.1

Tanu hiiperbooli siimmeetriale on kiillaldane teha esmalt tema selle
osa joonis, kus punktide koordinaadid on mittenegatiivsed, s.o. x; >0 ja
x9 > 0. Selleks me avaldame hiiperbooli kanoonilisest vorrandist koordi-

naadi xo. Saame
2
| x
To = +b —; — 1.
a

Kuna me vaatleme hiiperbooli seda osa, kus zo > 0, siis

2
1

xa =0 2L m€ [a, 00). (25.6)
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Andes koordinaadile x; véadrtusi poolsirgelt [a,00), saame iga kord
leida koordinaadi x. Tulemusena tekivad hiiperbooli punktid X (x1,xs).
Joonisele on need punktid kantud pideva joonena. Stmmeetriat zi-telje
suhtes kasutades, lisandub katkendliku joonega hiiperbooli osa. Stimmeetria
xo-telje suhtes lisab punktiiriga osa. Kokkuvottes oleme saanud hiiperbooli
joonise (vt. joonist 25.1). Néeme, et hiiperbool koosneb kahest tiikist, mida
nimetatakse hiperbooli harudeks.

Osutub, et hiiperbooli joonistamist lihtsustavad kaks sirget. Enne kui
me neid vaatleme on vajalik anda joone kaldasiimptoodi moiste.

Definitsioon 25.3. Olgu joonel, mis on antud ilmutatud funktsioon:
xo = f(x1) abil, lopmatusse ulatuv haru. Kui selle joone punkti X (z1,x2)
kaugenemisel lopmatusse tema kaugus mingist sirgest laheneb nullile, siis
seda sirget nimetame joone asumptoodiks. Astimptooti taandatud vorrandi-
ga xo =axy+b, kus a#0, mnimetame joone kaldasimptoodiks.

Teoreem 25.2. Sirged

b b

lliiL'Q:—xl, l22$2:——$1
a a

on huperbooli kaldasimptoodid.

Toestus. Hiiperboolil on neli lopmatusse minevat ”otsa”. Naitame,
et hiiperbooli ”parempoolse” haru ”ilemise otsa” astiimptoodiks on sirge
[1. Sel korral me vaatleme hiiperbooli punkte, mille koordinaadid on mit-
tenegatiivsed. Hiiperbooli selle osa mistahes punkti M (mq,mo) korral
tema koordinaadid rahuldavad (25.6):

mi
m2:b — L
a

Tema kaugus vaidetava asiimptoodini

li:29=—-21<=11 :bx1 —axs =0
a

on valemi (22.2) tottu
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Korrutame lugejat ja nimetajat teguriga

mi + y/m? — a?|.
| 1

Me saame
a?b 1
vaz+b% |my +/m3 — a2\7
millest

0.

a?b 1
lim . —
mi— o0 ‘/CL2 + b2 |m1 + /m% _ CL2’

Seega sirge [; on hiiperbooli parempoolse haru ”iilemise otsa” asiimptoo-
diks. Paneme niitid tahele, et sirge [5 on siimmeetriline sirgega [; hiiper-
booli fookusi labiva siimmeetriatelje suhtes, sest

b
VM(ml,mg) €l < myg = aml

korral siimmeetriline punkt M’(my, —mso) on sirge Iy punkt, sest

b
me = —mp = —mo = ——my = M'(my1, —ms) € .
a a

Toestatud osa tottu on sirge [, hiiperbooli ”"parempoolse” haru ”alu-
mise otsa” astimptoodiks. Samuti naeme, et sirged [; ja [» on vas-
tastikku stiimmeetrilised ka hiiperbooli teise siimmeetriatelje suhtes, siis
samad sirged on hiiperbooli ”vasakpoolse” haru ”iilemise” ja ”alumise otsa”
asimptootideks. &

Selgitame tapsemalt kuidas hiiperbool paikneb asiimptootide suhtes.
Vaatleme esialgu hiiperbooli ja asimptoodi [; seda osa, kus punktide
koordinaadid on mittenegatiivsed. Kui votame suvalise m; € [a,00), siis
jutuks oleval asiimptoodil ja hiiperboolil asuva punkti teine koordinaat vas-

tavalt avaldub
b — b 2 2
mg = —my, M2 = — 1 —as,
a a

millest mo > Mmoy. Seetottu vaadeldav hiiperbooli osa on astimptoodist
[1 7allpool”. Arvestades hiiperbooli ja asiimptootide siimmeetria omadusi,
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saame oOelda, et hiiperbooli harud paiknevad asiimptootide suhtes nii nagu
on joonisel 25.2 naidatud.

—»A
€2
_1B9
' |
IALl bAQI p 51
Fl : W I F2
|
__A_B_l_
Ir1 = —% Ir1 = %
Joonis 25.2

Lopuks paneme tahele, et astimptoodid toetuvad teatava ristkiiliku dia-
gonaalidele. Selle ristkiiliku kiiljepaarid on paralleelsed hiiperbooli stim-
meetriatelgedega ja hiiperbooli tipud asuvad selle ristkiiliku kiilgedel, igal
kiiljel iiks tipp. Hiiperbooli puhul antakse veel mitmeid moisteid, millega
me alustame tutvumist.

Definitsioon 25.4. Arvu e := ¢ nimetame hiiperbooli ekstsentrilisu-
seks.

Sellest definitsioonist naeme, et koigi hiiperboolide ekstsentrilisus on
suurem tiihest, sest 0 < a < ¢. Sageli on otstarbekas anda ekstsentrilisus
hiiperbooli pooltelgede a ja b kaudu. Me saame:

c c [ c? \/a2+b2 \/ b\ 2
a a a? a? a

e e=4/14 (2)2 (25.7)

Sellest valemist naeme, et koikidel hiiperboolidel, millel on sama pooltelgede
suhe, on sama ekstsentrilisus. Seega hiiperbooli ekstsentrilisus iseloomus-
tab hiiperbooli kuju ainult teataval maaral, sest hiiperbooli maaramiseks
on vaja leida kaks suurust, need on hiiperbooli poolteljed. Ekstsentrilisuse
andmine on ainult iiks tingimus, mis ei luba maarata kahte pooltelge, s.o.
hiiperbooli.
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Definitsioon 25.5. Hiiperbooli korgust fookuse kohal nimetame tema
fokaalparameetriks.

Tavaliselt hiiperbooli fokaalparameetrit tahistatakse p abil. Leiame
valemi tema arvutamiseks. Selleks joonistame fookuse F, kohale hiiper-
booli teljega AiAs ristuva loigu FyP nii, et punkt P on hiiperboolil.
Punkti  P(p1,p2) esimene koordinaat on sama, mis fookusel Fj, s.o.
p1 = c¢. Tema teise koordinaadi po leiame tingimusest P € h. Hiiper-
booli kanoonilise vorrandi abil saame

2 2 2 2

2 4
c P 2 ,2(C 9 (C"—a _b
R et e e

Niitid saame leida hiiperbooli fokaalparameetri:

2

b
p=FP=|FP = e— 2+ (-0 = /i3 = pa| =pr = —

Saime
b2
p=—.
a

Saadud valem on sama, mis ellipsi korral.

Definitsioon 25.6. Hiuperbooli mistahes punkti kaugusi fookusteni
nimetame selle punkti fokaalraadiusteks.

Leiame hiiperbooli suvalise punkti M (mi,mg) fokaalraadiuste arvu-
tamise valemi. Tahistame punkti M fokaalraadiusi fookuste F; ja Fb
korral vastavalt r1(M) ja ro(M). Jargnevas me leiame molemad fokaal-
raadiused r;(M), kus i=1, 2, korraga. Seejuures jargnevates rehkendustes
iilemine mark vastab juhule ¢ =1 ja alumine mark juhule ¢ = 2. Et punkt
M on hiiperboolil, siis seetottu

2 2 2
m m m
—21——22:1<:>m§:b2(—21— )
a b a

Fokaalraadiuste arvutamiseks me kasutame vektoreid. Praegu vektorite
M = (m1 £¢, mo)

abil saame

ri(M)=F,M = \]W| — \/(m1zlzc)2—|—m§ _
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2

m
:\/(m%i2m10+02)+b2(a—21—1) —

b2
= \/(1+ g)m% +2mic+ (2 —b?) =

C 2 C 2 c
= (—m1> +2mic+ a? = (—ml + a> = ‘—ml + a‘.
a a a

Saime hiiperbooli punkti M fokaalraadiuste leidmiseks valemi

c
ri(M) = ‘Eml +a

, ro(M) = ’Eml - a).
a
Kasutades definitsiooniga 25.4 antud ekstsentrilisuse moistet, saame
ri(M) =|emy +al, ro(M)=lem; — al. (25.8)

Samuti ka need valemid on samasugused, mis ellipsi korral.
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26. ELLIPSI JA HUPERBOOLI JUHTSIRGED

Olgu ellips ja hiiperbool antud oma kanooniliste vorranditega

2 2 2 2
i i i i
L2221 R 2L _ 22 _ .

€: —
a?  b? a? b2

Definitsioon 26.1. Paralleelseid sirgeid

ll T = —g, 12 X1 = g (261)

nimetatakse ellipsi (hiiperbooli) juhtsirgeteks.

Sellest definitsioonist naeme, et ellipsi ja hiiperbooli juhtsirged an-
takse iihesuguste vorranditega. Nad on paralleelsed ellipsi (hiiperbooli)
simmeetriateljega, mis on fookuste vahelise 16igu keskristsirge. Ilmselt juht-
sirgete, kui paralleelse sirgepaari, vaheline kaugus on d(l1,lz) =2 2. Teisiti
oelduna kummagi juhtsirge kaugus vaadeldavast siimmeetriateljest on <.
Paneme tahele, et ellipsi korral ¢ > a ja hiiperbooli korral ¢ < a, sest
esimesel juhul e € (0,1) ja teisel juhul e € (1,00). Sellest ndeme, et
ellipsi korral tipud Aj(—a,0) ja As(a,0) jddvad juhtsirgete vahele ning
hiiperbooli korral jaavad juhtsirged nende tippude vahele. Seega molema
joone korral juhtsirged ei loika ellipsit ega hiiperbooli.

Teoreem 26.1. FEllipsi (hiperbooli) iga punkti M  korral

ri(M)
W—e, Mee (Meh).

Siin r;(M) on punkti M fokaalraadius F;M ja d(l;, M) punkti M
kaugus juhtsirgent ;. Sitm 1=1,2.

Toestus. Valemitest (24.8) ja (25.8) ndeme, et ellipsi ja hiiperbooli
mistahes punkti M fokaalraadiuste arvutusvalemid on ithesugused. Nimelt

ri(M) =|em; £a|, i=12.
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Punkti M kauguse juhtsirgeni [; leiame valemi (22.2) abil. Me saame

1 1
d(ly, M) = ‘ml + 9‘: Zlemi +a] = ~ri(M),
e e e

millest ()
s
7 = M M € h).
0,30 e, ce (Meh)
Sellega teoreem on toestatud. [

Teoreem 26.2. Olgu tasandil fikseeritud sirge [ ja temal mitteasuv
punkt F. Olgu fikseeritud arv € € (0,1) U (1,00). Punktihulk

{X r(F,X) _}

ax,0)
on €€ (0,1) korral ellips ja € € (1,00) korral hiiperbool. Saadud ellipsi
ja hiiperbooli ekstsentrilisuseks on €.
Toestus. Teoreemis antud hulga vorrandi saame anda kujul

r(F,X)=¢ d(X,1). (26.2)

Et viimast anda koordinaatides, on vaja valida reeper. Me valime ristreepe-
ri, mille voimalikult seome teoreemi algandmetega — sirgega [ ja punktiga
F'. Joonistame labi punkti F sirge s, mis on risti fikseeritud sirgega
[. Nende loikepunkti votame valitava reeperi alguspunktiks O = [N s.
Reeperi esimese iihikvektori €7 votame samasuunaliseks vektoriga OF.
Kuna vektor OF ei ole nullvektor, siis vektor €; maaratakse iiheselt.
Uhikvektori & votame ristuvaks juba valitud vektoriga €;. Seega vektor
€> on sirge [ sihivektor ja vektor €7 sirge s sihivektor. Valitud ristreeperi
korral on sirge [ vorrandiks z; = 0 ja punkti F' koordinaatideks on
(k,0) ehk F(k,0). Siin k:= OF. Valemisse (26.2) asendamiseks on vaja
leida r(F,X) ja d(X,l). Neist r(F,X) leiame vektori

ﬁ = (xl — IC,QL'Q)

abil, saades

r(F,X) = /(a1 — k)2 + a3,
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Lopuks d(X,l) on punkti X kaugus sirgeni [. Valemi (22.2) abil saame

Valemi (26.2) saame niiiid anda koordinaatides. Saame

V@ —k32ra3=e |a

millest ruutu tostmise abil saame

(22 — 2kxy + k) + 25 =%0? <= (1 —&H)a] — 2kxy + 25+ k* =0 =

P YL, B + T K =
S T e Ty >
g kK N
-2t T a-e®)? T 1-e2 1-¢  (1-@)
Eo\> a2 k2e>
o (o — - _ 26.3
(xl 1—€2> 1o T ooy (26.3)

Et saaksime aru, mis koveraga on tegemist, muudame reeperi alguspunkti,
vottes selleks punkti O(—255,0). Punkt X saab endale uued koordinaadid

1—e2>
(Z1,T2), kusjuures nad on omavahel seotud jargmiselt:

k
fl =T — 5> fg = T2. (264)
1—e
Valem (26.3) saab jargmise kuju
75 k*e?
1 + 2—2 - —2
1—e (1 —2%)2
ehk
® L m
ke \2 @ (ke)2
(|1—52|) 1—¢?
Tahistame
ke
-2



Selle positiivse konstandi abil viimane vorrand saab kuju

—2 —2

Ty Lo
—=— =1. 26.5
22— (265)

Kui € € (0,1), siis eksisteerib b := ay/1 —e. Seejuures 0 < b < a.
Vorrand (26.5) saab kuju

—2 =2

Ly | L3

Rt (26.6)
Tegemist on ellipsiga. Kui € € (1,00), siis eksisteerib b := av/e? — 1.

Vorrand (26.3) saab seekord kuju

—2 —2
L1 Lo

Tegemist on hiiperbooliga.

Osutub, et teoreemis esinev konstant € on ellipsi (hiiperbooli) eks-
tsentrilisus e. Meenutame, et ellipsi (hiiperbooli) ekstsentrilisus valemite
(24.7) ja (25.7) kohaselt avaldub pooltelgede kaudu vastavalt jargmiselt:

Kasutades saadud ellipsi (hiiperbooli) pooltelgi, me vastavalt saame

21_—2 2_2_1
:\/1——a( 26)25, e:\/1+—a(e2 ):é.
a a

Sellega teoreem on toestatud. [

Ellipsi vorrand (26.6) ja hiiperbooli vorrand (26.7) on kanoonilised
vorrandid. Seega reeper {O;é1,&}, mille suhtes nad on saadud, on
kanooniline reeper. Saame 6elda, et reeperi alguspunkt O on ellipsi (hiiper-
booli) keskpunkt. Vektorid €1 ja € on siimmeetriatelgede sihivektorid.
Selgitame viimases teoreemis sirge [ ja punkti F' geomeetrilise sisu. Sel-
leks leiame sirge [ vorrandi ja F' koordinaadid kanoonilises reeperis. Me
teame, et esialgses reeperis {O; €1, €3} on

[: T :0, F(k,O)
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Ellipsi korral |1 —e?| =1 — €2, mistottu

ke k a
Q= —— &&= —— = —,
1 —e? 1—e2 e

Valemi (26.4) abil saame sirge [ vorrandiks

k ] . a
— —l: T =—.
1 — 2 17 ¢

o~~~

T, =

Néeme, et sirge [ on ellipsi (26.6) juhtsirge, mida valemis (26.1) on
tahistatud [y _abil. Punkti F esimene koordinaat k teiseneb uueks
koordinaadiks k, mille leiame taas valemi (26.4) abil. Saame

T k 2 k 2
k:k_l—ezz_e 1—62:_6

= —ae = —¢C.

ol e

Seega F'(—c,0) tottu on see punkt ellipsi ”vasakpoolne” fookus, mida
paragrahvis 24 on tahistatud Fj abil.
Hiiperbooli (26.7) korral |1 — e?| = €% — 1. Jarelikult

ke k _a
e2 —1 e2—-1 e

a =

Sirge | vorrandiks on

[: o1 = b —1l: 7 =1

: Tr1 = 62 1 . I = .
Seega ka siin sirge [ on hiiperbooli juhtsirge, mida valemis (26.1) on
tahistatud o abil. Punkti F uue esimese koordinaadi k leiame valemi
(26.4) abil. Saame

F—k—

k k a
2 2 Z—ge=c.
e

—e —e
e2 —1 e2 —1

Saadu lubab &elda, et punkt F on hiiperbooli (26.7) ”parempoolne” foo-
kus, mida paragrahvis 25 on tahistatud F5 abil.

Teoreemid 26.1 ja 26.2 voimaldavad anda ellipsile (hiiperboolile) uue
definitsiooni, mis on samavéirne definitsiooniga 24.1 (definitsiooniga 25.1).
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Olgu tasandil fikseeritud sirge [ ja temal mitteasuv punkt F. Olgu

tahistatud tasandi mistahes punkti X korral kaugusi selle sirgeni ja punk-

tini vastavalt d(X,l) ja r(X,F). Fikseerime veel ithe positiivse arvu e.
Definitsioon 26.2. Punktihulka

(x| =

tasandil nimetame 0 < e <1 korral ellipsiks ja e > 1 korral huperbooliks.
Sirget | ja punkti F mnimetame vastavalt ellipsi (hiiperbooli) juhtsirgeks
ja fookuseks.

Kui me késitleme ellipsit (hiiperbooli), ldhtudes sellest definitsioonist,
siis nende esialgsed definitsioonid muutuvad teoreemideks.
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27. PARABOOL

Olgu tasandil antud sirge [ ja temal mitteasuv punkt F.

Definitsioon 27.1. Tasandi selliste punktide hulka, mille iga punkt on
vordsel kaugusel sirgest | ja punktist F', mnimetatame parabooliks. Punkti
F' nimetame parabooli fookuseks ja sirget | parabooli juhtsirgeks.

Tahistame, nagu varem, tasandi suvalise punkti X kaugust sirgeni [
ja punktini F vastavalt d(X,l) ja r(X,F). Parabooli (tdhistame 7P
abil) definitsiooni saame kirja panna valemiga

P = {X‘ V(((;\;—:I};) - oo}. (27.1)

Vorreldes seda valemit eelmise paragrahvi definitsiooniga 26.2, naeme, et
parabooli ekstsentrilisus e = 1. Jargnevaks on kasulik kirjutada parabooli
definitsiooni valem (27.1) jargmiselt

r(X,F) = d(X,1). (27.2)

Kirjutame selle vorrandi koordinaatides. Selleks et koordinaadid tekiksid,
on vaja fikseerida reeper. Fikseerime ristreeperi, mis oleks seotud para-
booliga. Selleks joonistame koigepealt 1abi fookuse F' sirge s, mis on risti
juhtsirgega [. Tahistame tahega K mnende loikepunkti. Lisaks tahistame
fookuse F' kaugust sirgeni [ tahega p. Seega K F = p. Valitava ristreeperi
alguspunkti O paigutame 16igu KF keskpunkti. Uhikvektori & votame
samasuunaliseks vektoriga KF. Kuna F ¢ [, siis vektor KF # 0,
mistottu ihikvektori €7 asend maéératakse iitheselt. Teise tithikvektori €5
votame ristuvaks juba paika pandud vektoriga e7. Valitud ristreeperit
{0; €1, >} nimetame parabooli kanooniliseks reeperiks.
Valitud reeperi korral on juhtsirge vorrandiks

l: 561:—%?(:)[: ZCl—i—g:O
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Fookuse koordinaatideks on (§, 0) ehk F(£,0). Tasandi mistahes punkti

X (x1,22) korral tema kaugus juhtsirgeni (vt. (22.2)) ja fookuseni avaldub

xR =PRI = (0 - B) g

d(X,1) = ‘xl +§

Et oleks tegemist parabooli punktiga X (z1,x2), peab kehtima (27.2).
Viimane koordinaatide kaudu on

P\? p
\/(951—5) + 23 = ‘:1;1—1—5. (27.3)

Ruutu tostmise abil saame

2 2

(x%—px1+%)+x§:x%+px1+%,

millest
T3 = 2pxy. (27.4)

Kerge on néha, et vorrandid (27.3) ja (27.4) on samavéarsed. Teisiti eldu-
na: vorrandi (27.3) ruutu tostmine ei lisanud juurde uusi punkte. Selleks
on vaja néidata, et iga punkt X(x1,x2), mille koordinaadid rahuldavad
vorrandit (27.4) rahuldavad ka vorrandit (27.3). See on téepoolest nii, sest

2 2 2
S =2 vaz= (o= 2) 2w = (0 + D) = [+ 2|

Seega vorrand (27.4) on parabooli vorrand koordinaatides. Kuna ta on
saadud kanoonilise reeperi suhtes, siis nimetame vorrandit (27.4) parabooli
kanooniliseks vorrandiks.

Jargnevas uurime parabooli kanoonilise vorrandi abil tema ehitust.
Sellest vorrandist naeme, et parabooli punktide esimene koordinaat on mit-
tenegatiivne, s.o. x7; > 0, sest vasakul pool on x5 ruudus ja paremal
pool p on positiivne. Paneme veel tahele, et parabool on siimmeetriline
sirge s suhtes. Praegu on selleks (kanoonilise reeperi valiku tottu) xi-telg.
Meil on vaja naidata, et parabooli iga punkti korral alati ka siimmeetriline
punkt on parabooli punkt. Parabooli suvalise punkti M (my,mo) korral
m3 = 2pm1. Siimmeetrilise punkti M’(m1, —msz) korral kehtib

(—ms)? =m3 = 2pm; <= M' € P.
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Seega jutuks olev siimmeetria on naidatud.

Definitsioon 27.2. Sirget, mille suhtes parabool on summeetriline,
nimetatakse parabooli teljeks.

Seega parabooli teljeks on sirge s. Leiame parabooli tipu(d), s.o. para-
booli ja ta telje 16ikepunkti(d). Selleks tuleb lahendada vorrandisiisteem,
mis koosneb parabooli ja ta telje vorrandist. Saame

x% = 2px, z1 =0
— .
To = 0 Ty — 0
Saime, et paraboolil on ainult iiks tipp, milles asub kanoonilise reeperi al-

guspunkt O(0,0).
Teeme niiiid parabooli joonise (vt. joonist 27.1).

Joonis 27.1

Seda lihtsustab tema siimmeetria oma telje suhtes. Selleks on kiillal-
dane teha parabooli selle osa joonis, mis asub esimeses veerandis. Kuna
seal on x5 > 0, siis kanoonilisest vorrandist saame

To = \/2pxq.

Lastes koordinaadil x; muutuda nullist kuni lopmatuseni, saame arvutada
T2, mis samuti muutub nullist lopmatuseni. Seega kandes joonisele para-
booli selle osa punkte, alustame me tipust O ja suundume lopmatusse.
Kasutades siimmeetriat parabooli telje suhtes, saame parabooli puuduva
osa.
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Joonis 27.2

Leiame lopuks parabooli fokaalparameetri, s.o. parabooli korguse foo-
kuse kohal. Tahistame fookusest tommatud parabooli teljega risti oleva
loigu teist otspunkti tahega P. Kuna see punkt on parabooli punkt, siis

FP=r(P,F)=d(Pl) = FK = p.

Néeme, et parabooli kanoonilises vorrandis (27.4) olev konstant on para-
booli korgus fookuse kohal ehk parabooli fokaalparameeter.

Markus. Jargnevas paragrahvis on korraks vaja kasutada parabooli
vorrandit, mis on saadud kanoonilisest reeperist veidi erineva reeperi suhtes.
Nimelt kanoonilises reeperis {O;€7, €2} muudame alguspunkti, lubades
teda viia parabooli telje mistahes punkti. Praegu on reeperi alguspunkt
parabooli tipus. Teiseks asendame esimese baasivektori tema vastandvek-
toriga. Oeldu pohjal uut reeperit {O’; €7, 65’} iseloomustavad valemid

O'(c1,0); €' =-é1, & =é.
Maatriks (16.6) on praegu kujuga
-1 0
0O 1/)°

Punkti X wuued koordinaadid (%1,72) ja vanad koordinaadid (z1,x2)
valemi (16.8) kohaselt on seotud jargmiselt

r1 =—I1 +cC1, T2 =2T2. (275)
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Siit asendame parabooli kanoonilisse vorrandisse (27.4), mille tulemusena

T3 = 2p(—T1 + c1) <= T5 = —2pT; + 2pcy.
Seega parabooli uueks vorrandiks on
T5 = —2pT1 + a, (27.6)
kus
a = 2pc;.

Juhime tahelepanu sellele, et konstant a lubab méaarata uuele alguspunktile
iileminekul tema esimese koordinaadi. Uue reeperi korral parabooli tipu
O vanade koordinaatide (0,0) abil valem (27.5) lubab mé&arata uued
koordinaadid, saades

O(c1,0) <= O(Q%, o). (27.7)
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28. ULEVAADE TEIST JARKU PINDADEST

Selles paragrahvis anname liihiiilevaate teatavatest pindadest, tapse-
malt teist jarku pindadest. Leiame nende vorrandid sobivas ristreeperis.
Eelnevalt on vaja kahte moistet. Uks neist on poordpinna moiste ja teine

ruumi kokkusurumise moiste. _ o . o
Poordpinna moiste andmiseks fikseerime ruumis sirge s ja sellise joone

v, et ta koos sirgega s asub ruumi mingil tasandil =w. Oeldu pohjal
siin s, C w. Valime niitid sobiva ristreeperi. Tema alguspunktiks O
votame mistahes punkti sirgel s. Baasiiithikvektori €7 votame nii, et
ta oleks sirge s’ sihivektor. Seejuures sirge s 1abib punkti O, asub
tasandil 7 ja on risti sirgega s. Baasilihikvektori €5 votame ristiolevaks
vektoriga €7 ja sirgega s. Lopuks, kolmas baasiiihikvektor €3 olgu sirge
s sihivektor. Kuna reeper on fikseeritud, siis ruumi koigil punktidel tekivad
koordinaadid. Samuti tekivad joontel vorrandid. Naiteks sirge s, mis on
praegusel juhul x3-telg, maaratakse vorranditega z; = 0 ja x5 = 0.
Joon <, mis asub xjx3-koordinaattasandil, saab samuti kaks vorrandit.
Esimeseks noudeks on asuda nimetatud koordinaattasandil, s.o. zo = 0.
Joon ise sellel tasandil on antav ilmutamata kahemuutuja funktsiooni abil
jargmise vorrandiga F'(z1,x3) = 0. Seega

v {F(xl’QCS) =Y (28.1)

.172:0.

Paneme niiiid joone ~« poorlema iimber sirge s. Siin noutakse, et joone -y
iga punkt M kirjeldaks ringjoone raadiusega d(M,s). Kirjeldatud prot-
sessis joone < poorlemisel tekkivat pinda nimetame poordpinnaks teljega
s ja juhtjoonega ~y. Leiame niiiid valitud ristreeperis poordpinna vorrandi
(vt. joonist 28.1).
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Joonis 28.1

Joone v iga punkti M (mq,0,m3) koordinaadid rahuldavad valemis
(28.1) esimest vorrandit. Seega

M ey F(ml, m3) = 0. (282)

Valemis (28.1) teist vorrandit on juba arvestatud, sest punktil M teine
koordinaat on voetud nulliks. Poorlemisel imber sirge s iga punkt M
kirjeldab ringjoone raadiusega d(M, s). Tekkiva ringjoone punktid asuvad
tasandil x3 = mg. Tahistame tahega K selle tasandi loikepunkti sirgega
s. Siis punkti K kaks esimest koordinaati on nullid, aga kolmas on msg.
Seega K (0,0,mg). Tekkinud ringjoone iga punkti X (x1,x2,m3) korral

d(X,s) = |KX| = /22 + 22,

mis peab vorduma kaugusega

d(M,s) = /m? = +m;.
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Saame

my1 = +4/x3 + 23. (28.3)

Selle valemi korral tuleb arvestada iilemist marki, kui punkti M esime-
ne koordinaat on mittenegatiivne, ja alumist marki, kui punkti M esimene
koordinaat on negatiivne. Asendame valemist (28.3) valemisse (28.2). Me

saame
F(£y\/2? + 23, m3) =0.

Viimane on punkti M poolt poorlemisel tekkinud ringjoone vorrand. Kui
punkt M joonel ~ muutub, s.o. mg3 = x3, siis poordpind ladestub
kirjeldatud ringjoontest. Seega poordpinna vorrandiks saame

F(+y\/2? + 23, x3)=0.

Viimase saamiseks saame jargmise reegli: ilmutamata vorrandis (28.1) tuleb
r1 asendada avaldisega ++/x3 + x3.

Anname niitid ruumi kokkusurumise moiste. Nimetatud protseduur
toimub ruumi mingi tasandi suhtes. Jutuksolevat moistet on lihtne anda,
kui on valitud selline reeper, et tasand, mille suhtes toimub ruumi kokkusu-
rumine, on koordinaattasand. Olgu selleks tasandiks naiteks x1x3-koordi-
naattasand.

Definitsioon 28.1. Ruumi kokkusurumiseks — xix3-tasandi suhtes
nimetatakse ruumi punktide sellist muutmist, kui ruumi mastahes punkt
X(x1, 22, x3) wvitakse ruumi punktiks X'(x),x}, %) wvalemitega

/ / /
ry =21, Ty=kxy, T5=uxs, (28.4)

kus k on posititune konstant.

Sellega meie eeltco on loppenud. Jargnevas me votame erinevaid jooni,
mille abil moodustame esmalt poordpinna. Seejarel sooritame ruumi kokku-
surumise sobiva tasandi suhtes ja sobiva teguriga, mille tulemusena saame
meid huvitavad pinnad ruumis.

Esiteks paneme poorlema timber z3-telje pool ellipsit

2 2
L1 23
vl ? 6—2:1, $2:O, 33120



Poordpinna saamiseks tuleb teha siin asendus

T, — £y 2?2 + 23,

saades poordpinna vorrandiks

2 2 2
L1 Ty

L3
a_2+a_2+c_2:1' (28.5)

Rakendades kokkusurumist (28.4), saame pinna vorrandiks

L4248 1 b= ka. (28.6)

Viimases valemis asendasime priimkoordinaadid !, z}, ) taas tagasi koor-
dinaatidega x1,x2,x2. Eespool ei saanud seda teha, sest molemad koordi-
naadid olid samaaegselt kasutusel. Pinda vorrandiga (28.6), saaduna sobiva
ristreeper: suhtes, nimetatakse ellipsoidiks pooltelgedega a, b ja c. Ellip-
soidi eryjuhtu, kus a = b, mnimetame poordellipsoidiks . Joonisel 28.2 on
kujutatud ellipsoidi.

Joonis 28.2

Teiseks paneme poorlema iimber x3-telje poole ellipsi asemel hiiper-

booli haru
i 13

v =1, x2=0, x1>0.

a? c?
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Tekkinud pinda vorrandiga

v{ a3 a3
2t a2 2=l
a a C

nimetame uhekatteliseks poordhuperboloidiks. Parast kokkusurumist saame
tuhekattelise hiiperboloidi vorrandiga

ST

a? b2 c?

pooltelgedega a, b ja c. Viimast on kujutatud joonisel 28.3.

Joonis 28.3

Kolmandaks paneme poorlema timber x3-telje hiiperbooli harude osad

2 2
xq I3
v Y - 1, ZUQZO, 1'120
a C



nimetame kahekatteliseks poordhuperboloidiks. Parast kokkusurumist saa-
me kahekattelise huperboloidi vorrandiga

2 2 2
i i T
=1 2 3 — —1, b:=ka

a? b2 2

pooltelgedega a, b ja c. Joonisel 28.4 on kujutatud seda pinda.

Joonis 28.4

Neljandaks paneme poorlema iimber xs3-telje parabooli osa

v x%:2px3, ro =0, x1>0.

Tekkinud pinda vorrandiga

2 2
3
L+ 2 =213, pr:=p>0
b1 P1

nimetame elliptiliseks poordparaboloidiks. Kokkusurumise tulemusena saa-

davat pinda vorrandiga

2 2
T x
L2 =23, poi=kpy
P1 D2



nimetame elliptiliseks paraboloidiks. Ta on joonisel 28.5.

Joonis 28.5

Viiendaks paneme poorlema timber xs3-telje sirge

Arxy +Azx3 =0, A1 #0, A3#0, x2=0.

Saame
Ay (/22 4+ 23) = —Azzz = A3 (2 + 23) = AZx3
ehk

a?  a® 2 |Aq]’ |As|’
Pinda viimase vorrandiga nimetatakse teist jarku poordkoonuseks. Parast

kokkusurumist saame

2 2 2
T T T
L
a b cC

Selle vorrandiga méaaratud pinda nimetame teist jarku koonuseks (vt. joo-
nist 28.6).
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Joonis 28.6

Jargnevad neli pinda moodustame teisel moel kui seni leitud. Kuuen-
da pinna moodustamiseks votame xjxs-koordinaattasandil parabooli v;
vorranditega
v1: @7 =2pix3, x2=0, p1>0.

Teise parabooli v, votame tasandil x; = hy vorrandiga
Yo : x% = —2pox3 +a, p2>0.

Et tegemist on parabooliga, seda ndeme valemist (27.6). Parabooli s
vorrandis konstandi a valime nii, et tema tipp, mis valemi (27.7) kohaselt
on kirja pandav K (hq,0, ﬁ), asub esimesel paraboolil ;. See tdhendab,
et tema koordinaadid rahuldavad parabooli ~; vorrandit, mistottu saame

h%zgaja:&h%.

p2 P
Seega parabooli
P2
Y2 i x5 = —2paw3 4+ —hi
p1

tipp asub paraboolil ;. Viime selle vorrandi kujule:

h2 2
T2 o, (28.7)
p1 b2
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Vaatleme niitid paraboole <, koikidel tasanditel x; = hy, siis para-
boolidest 7, ladestub pind, mille vorrandi saame vorrandist (28.7), asen-
dades konstandi h; niiid juba muutuva suurusega x;. Pinda vorrandiga

2 2
xr Xr

L_ 2:2563; p1>07 p2>0
b1 b2

nimetame hiiperboolseks paraboloidiks (vt. joonist 28.7).

Joonis 28.7

Jargmiste pindade saamiseks votame ruumis mingi tasandi 7 ja sellel
mingi joone ~. Selle joone mingis punktis M € ~ votame labi tema
sirge s, mis on risti tasandiga 7. Punkti M liikumisel mooda joont -y
kirjeldab sirge s liikumine pinna. Tekkinud pinda nimetame pustsilindriks
Juhtjoonega ~v ja moodustajaga s. Pistsilindrit, mille juhtjooneks on ellips,
hiiperbool vor parabool, nimetatakse vastavalt elliptiliseks, hiperboolseks vo1
paraboolseks silindriks. Leiame nende silindrite vorrandid sobivas ristreepe-
ris. Esmalt me votame jutuks olevate joonte kanoonilise reeperi {O; e, €3},
mida tadiendame kolmanda iihikvektoriga €3, mis on valitud vektoritega
risti. Valitud ristreeperi {O;é},es, €3} korral me leiamegi oma silindrite
vorrandid. Meie juhtjoonte vorranditeks on

L1 | T2 LTy Ta 2 _

it R — | T5 = 2px

€ a2+62 , h: a? b2 , P {2 Opl.
333—0 .CIJ3—0 T3 =
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Kui fikseerime punkti M vastavalt ellipsil, hiiperboolil voi paraboolil, siis
2 2

miy m
M(my,ms2,0) € € <= ——l—b—22:1,
2 2
my my 28.8
M(ml,m2,0)€h<:>¥—b—2_l, ( )

M(mi,m2,0) e P <= S =€

Punkti M (m1,ms,0) labiva moodustaja sihivektoriks on €3. Seega vaadel-
dava moodustaja parameetrilisteks vorranditeks on

$: T1=mq, Io=ma, T3=1. (28.9)

Laseme punkti M (mj,m9,0) juhtjoonel muutuma, mille tulemusena
saame lihe voOi teise vaatluse all oleva silindri. Asendame valemist (28.9)
valemisse (28.8) muutujaks saanud my = z1 ja mo = xy. Saame

2 2 2 2
r1 | %2 Ty T3 2
- b—2:1, E—b—Qzl, CU2:2pLU1.

Viimased on vastavalt elliptilise, hiiperboolse ja paraboolse silindri vorran-
did. Neid pindu on kujutatud joonistel 28.8-28.10.

Joonis 28.8
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Me vaatlesime itheksat pinda, mille vorrandites muutujate korgem aste

on kaks.

Selliseid pindasid nimetame teist jarku pindadeks.

Teist jarku

pindasid on tildse seitseteist. Toodud iitheksa on neist olulisemad.

_

—_————_—————

L

Joonis 28.9

.

Joonis 28.10
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