V. SIRGED JA TASANDID

20. SIRGE VORRANDID

Sirget me voime vaadelda kas tasandil FE5 voi ruumis FEj3. Sirget
vaadelda sirgel F; ei oma motet, sest tegemist on iithe ja sama sirgega.
Esialgu on meie kasitlus nii Fy ja FE3 korral iithesugune. Seetottu me FEo
ja FE3 asemel kirjutame FE. Samuti vektorruumide E; ja Es asemel
kirjutame E.

Sirge fikseerimiseks tasandil (ruumis) on mitmeid voimalusi. Néiteks
tema kahe erineva punkti abil. Tavaliselt kasutatakse jargmist voimalust:
sirgel fikseeritakse iiks punkt ja nullvektorist erineva vektori abil antakse
sirge siht. Seda vektorit nimetatakse sirge sthivektoriks. Tahistame edas-
pidi sirget tdhega s ning temal punkti ja sihivektorit vastavalt A ja § abil.
Punkt X on sirge s punkt, kui vektor AX on sirge poolt indutseeritud
tthemodtmelise vektorruumi vektor (vt. joonist 20.1).

5

A AX X 5
——
5
Joonis 20.1

Selle vektorruumi baasiks kolbab vektor &, sest ta pole nullvektor.
Seega
AX =t5, teR. (20.1)

Et saada sirge s koik punktid, tuleb nn. parameetrii t lasta muutuda
reaalarvude hulgal R. Vorrandit (20.1) nimetame sirge s parameetriliseks
vektorvorrandiks. Teda voime kirjutada ka jargmiselt:

s={X|AX =5, teR}
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ehk
s: AX =t5, teR (20.2)

Juhime tahelepanu sellele, et sirgel s on parameetrilisi vektorvorrandeid
lopmatult palju, sest juba punkti A fikseerimiseks sirgel s on lopmatult
palju voimalusi. Samuti voib sihivektori § asendada mistahes teise vek-
toriga S’ = k&, kus k voib olla mistahes nullist erinev reaalarv, ilma
et sirge muutuks. Anname sirge vorrandile (20.2) uue temaga samavéarse
kuju. Selleks fikseerime mingi punkti O € E, mida nimetame pooluseks.

Definitsioon 20.1. Punkti X € E kohavektoriks pooluse O suhtes
nimetatakse vektorit OX.

Vektorite liitmise definitsiooni kohaselt (vt. joonist 20.2)

OX — O4 + 4AX. (20.3)
5 A ts X s
a R
T
O s: ¥Y=a+1ts
Joonis 20.2

Siin vektorid OA ja OX on sirge s fikseeritud punkti A ja suvalise
punkti X kohavektorid. Edaspidi tahistame neid kohavektoreid lithemalt

a:.= 07, 7= 0X.
Seega valem (20.3) saab sirge vorrandi (20.2) abil kuju
F=i+AX = F=a+15

Sirge vorrandit
s: ¥=a+1ts, telR (20.4)

nimetatakse sirge parameetriliseks vektorvorrandiks punktide kohavektorite
kaudu. Kui vorrandis (20.4) parameeter ¢t muutub reaalarvude hulgal R,
siis seotud vektori OX € T otspunkt X kirjeldab sirge s.
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Jargnevas anname sirge vektorvorrandi koordinaatide abil. Viime aru-
telu labi ruumis FE3. Tasandi FEs korral on arutelu samasugune. Seetottu
jatame  selle lugeja hooleks. Votame ruumis FE3 mistahes reeperi
{O;e1,é5,ée35}. Reeperi alguspunkti (kui pooluse) O suhtes tekivad punk-
tide A ja X kohavektorid

::(ﬁ, 7:=0X.

S|

Avaldades need vektorid reeperisse kuuluva baasi {é1, €s, €3} kaudu, saame

avaldised
=a1€] + a2€2 + az€3 <= d = (a1, a2, as),

a
L T g} (20.5)
T =x1€1 + X265 + w365 <= ¥ = (11, T2, X3).

Definitsiooni 16.9 kohaselt on kohavektorite @ ja ¥ koordinaadid vastavalt
punktide A ja X koordinaadid. Seega

A(CLl,CLQ,CL?,), X($1,ZC2,$3).
Kuna punkt A on fikseeritud punkt, siis tema koordinaate ai,as ja as
tuleb vaadelda antuna. Reeperisse kuuluva baasi {e1, €3, €35} suhtes saame
leida ka sihivektori § koordinaadid, avaldades ta baasi kaudu:
5= 8151 -+ 8262 + 8353 <—— §= (81, S92, 83). (206)
Sihivektori § koordinaate tuleb samuti vaadelda kui antud reaalarve. Kuna
sihivektor § pole nullvektor, siis koik tema koordinaadid pole nullid, sest
vastasel juhul s = 0e; + 0é€5 4+ 0e3 = 0, mis on lubamatu. Teisendame
eelnevalt sirge vektorvorrandit:
F=a+ti<=ad+t5—T=0<=ad+t5+ (1) =0.

Teeme niiiid siia asendused valemitest (20.5) ja (20.6). Saame
a1€1 + a2€2 + a3€3 + t(81€1 + 8252 + 8353) + (—1)(33151 + $2€2 + 56353) = 6
ehk

(a1 +ts1 — 331)51 + (CLQ + tso — 372)52 + (CL3 + ts3 — $3)€3 = 6 (207)
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Me tahame naidata, et viimases baasivektorite €7, €3 ja €3 kordajad on
vordsed nulliga. See on toepoolest nii, sest baas {€1, €>, €3} on definitsiooni
10.1 kohaselt lineaarselt soltumatu. Definitsiooni 9.1 kohaselt on seetottu
vorrandil B

§1€1 + &2€2 + §3€3 =0

ainult null-lahend & =0, & =0 ja &3 = 0. Seega valemis (20.7) kordajad
ei ole viimase vorrandi mingi teine lahend, vaid null-lahend. Seega

a1 +ts1—x1 =0, as+tss—x9=0, a3z+tss3—x3=0,

millest
r1 =a1 +ts1

S$:¢ Ty =ag +1tsy, tER. (20.8)
r3 =as + t53

Viimaseid vorrandeid nimetame sirge s parameetrilisteks vorranditeks koor-
dinaatides. Iga konkreetse t =t, korral saame leida valemi (20.8) abil

x] =a; +to51,
Ty =ag + tosa,

x3 =agz + to53,

mis maaravad sirgel s punkti X = X, koordinaatidega =z, z35 ja z3.
Naiteks ¢ = 0 korral vorranditest (20.8) saame z; = a1, x3 = ay ja
r3 = a3, mis on sirge andmiseks kasutatud punkti A koordinaadid.

Enne kui laheme edasi oma arutlustega, teeme iihe tahelepaneku, mis
edaspidi lihtsustab meie t66d. Vorreldes valemit (20.4) ja sama valemit
(20.8) koordinaatides, paneme tédhele, et viimase saamiseks tuleb valemis
(20.4) jatta ara koikjalt vektori mérk ning varustada niitid juba endised
vektorid koordinaatide indeksitega, tasandi korral indeksitega 1 ja 2 ning
ruumi korral indeksitega 1, 2 ja 3.

Jargnevas leiame sirge jaoks veel iihed vorrandid, esialgu kiill eeldusel,
et sirge s sihivektori § koik koordinaadid on nullist erinevad. Seega
s1 #0, sy #0 ja s3 # 0. Sirge parameetrilistest vorranditest (20.8)
igaiihest saame avaldada parameetri ¢. Saame

r1 — ap To — Q2 I3 — as

t = , t= , 1= .
S1 S2 53
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Tehtud eeldusel siin jagamised on teostatavad. Kuna vasakud pooled on
vordsed, siis on vordsed ka paremad pooled. Me saame

L1 —ax L2 — a2 L3 — as
S : = = )

20.9
S1 S92 S3 ( )

Olgugi et viimane on kolmest vorrandist

Ir1 — aq To — Q9 Ir1 — a I3 — as To — Q9 I3 — as

Y Y

S1 S92 S1 S3 S92 S3

koosnev siisteem, siiski olulisi vorrandeid on kaks, kolmas on juba jareldus.
Osutub, et valemit (20.9) saab kasutada ka siis, kui sihivektori moni koordi-
naat on vordne nulliga. Sel korral jagamine nulliga pole muidugi teostatav,
vaid tuleb teha teatavad kokkulepped. Sihivektori koordinaatidest voib
vorduda nulliga ilimalt kaks, et sihivektor § oleks ikka veel nullvektorist
erinev. Selgitame oeldut lahemalt. Olgu esmalt sihivektoril § naiteks
s3 =0, aga s1 #0 ja so # 0. Vorranditest (20.8) ainult kahest esimesest
saame avaldada parameetri ¢, saades

L1 —ay T2 — Q2

S1 S92

Viimane vorrand saab kuju
Iy — az = 0.

Seega saame
L1 — a1 L2 — a2

51 S2 . (20.10)
T3 — az = 0

Formaalselt valem (20.9) nédeb vélja

Ir1 — aq o — Q9 I3 — as
— — , 20.11
S1 S92 0 ( )

Muidugi #25*% ei ole teostatav. Teeme kokkuleppe: kui valemis (20.11)
kuskil nimetajas on teostamatu jagamine nulliga, siis jitame valemis (20.11)

selle osa dra ning lugeja votame vordseks nulliga. Seega vorrand (20.11)
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saab kuju (20.10). Oletame niiiid, et sihivektoril on niitid kaks koordinaati
vordsed nulliga, néiteks so =0 ja s3 = 0, siis s; # 0. Valemist (20.8)
saame

To — Q9 = 0, r3 —az = 0. (2012)

Esimesest saab kiill avaldada ¢, saades t = =%  aga paraku pole teda

mitte millegagi vorduma panna. Seega saame ainult (20.12). Seega

L1 —ay Lo — A2 X3 — as

S1 o 0

andis (20.12). Kokkuvétvalt tehtud kokkuleppe raames saame vorrandeid
(20.9) kasutada koikidel juhtudel. Sirge vorrandeid (20.9) nimetame sirge
kanoonilisteks vorranditeks.

Sellega see iihisosa, kus sirge vorrandid on oma olemuselt ruumis ja
tasandil iithesugused, on ammendatud. Tasandil muidugi kolmandaid koor-
dinaate ei ole. Tasandil asuval sirgel on veel terve rida vorrandeid. Seejuu-
res igatihel neist sirge vorranditest on oma eelised. Interpreteerimaks neis
vorrandites kordajaid eeldame, et tasandi reeper {O;é7, €2} on jargnevas
kuni selle paragrahvi 1opuni ristreeper. Seega kasutatavad koordinaadid on
ristkoordinaadid.

Léhtume sirge parameetrilistest vorranditest (20.8), mis tasandi korral

on jargmised
r1 =aq +ts
s:{ P (20.13)
To =ao + t82

Piitiame viimastes parameetrist ¢ lahti saada. Selleks korrutame esimest
vorrandit sihivektori teise koordinaadiga s ja teist sihivektori esimese
koordinaadiga s; ning seejarel lahutame esimesest vorrandist teise. Me
saame

st Sox1 4 (—s1)T2 — (S201 — S1a2) = 0.

Tahistame siin konstante jargmiselt
Al = S9, A2 = —S81, A3 = —(82&1 - 81@2). (2014)

Saame
S Alél?l + Agﬂ?g -+ A3 = 0. (2015)
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Kuna & # 0, siis valemis (20.15) ei ole valemi (20.14) téttu kordajad A;
ja Az korraga vordsed nulliga. Seega saadud sirge vorrand (20.15) on
x1 ja xo suhtes esimese astme vorrand. Seda sirge vorrandit nimetame
sirge uldvorrandiks. Osutub, et iihel ja samal sirgel on palju iilldvorrandeid.
Selgitame 6eldut. Eespool maarasime sirge temal fikseeritud punkti A ja
sihivektori § abil. Me voime punkti A € s asendada mistahes teise
punktiga A’(a),a}) sellel sirgel. Sihivektori &= (s1,s2) # 0 voime aga
asendada mistahes uue vektoriga

s'=ks, keR\{0}.
Kui téhistada §' = (s),s5), siis teoreemi 10.3 kohaselt
sy =ksi, sh=kss. (20.16)

Uue punkti A’ koordinaadid saame sirge parameetrilistes vorrandites
(20.13) parameetri sobival fikseerimisel ¢ = t,. Saame

al = ay +t,81, ah=as+tyss. (20.17)

Sama sirge s uuteks parameetrilisteks vorranditeks on

:/ t,7
s:{xl Gt (20.18)

Ty =al + tsh

Vorrandid (20.13) ja (20.18) on molemad sama sirge parameetrilised vor-
randid. Nende sisuline erinevus seisneb selles, et nad hakkavad sirgele
punkte ”paigutama” parameetri ¢ muutumisel reaalarvude hulgas erine-
valt. Lopptulemuseks on ikkagi sama sirge.

Leiame niitid vorrandite (20.18) abil meie sirge tildvorrandi. Analoo-
giliselt vorrandi (20.15) tuletamisele, saame

s: Alxy + ASza + A5 =0, (20.19)

kus
/A /A / /A ! !t
1 =8y, Ay=-s5, A3= _(32% - 51“2)-
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Selgitame, mille poolest erinevad sama sirge s iildvorrandid (20.15) ja
(20.19). Abiks on seejuures valemid (20.16) ja (20.17). Me saame

All = 8/2 = ]{782 = ]{TAl, Al2 = —8/1 = k(—Sl) = kAQ
ja
Ay = —(sha} — shay) = —k(s207 — s105) =
—]{?[82(@1 + tosl) — Sl(CLQ + tOSQ)] = ]{?(—(820,1 - 8102)) = ]{?Ag

Seega saime
Al =kA), A,=FkAy, AL, =FkA3;, VkeR\{0}. (20.20)

Saime, et kui sirge mingit iildvorrandit korrutada labi mistahes nullist eri-
neva reaalarvuga, siis saame ikkagi sama sirge iildvorrandi. Tanu valemitele
(20.20) saame Gelda, et kui sirge iildvorrandis moni kordajatest A;, Ao
ja Az on vordne nulliga (ei ole vordne nulliga), siis on see nii ka tema
mistahes teises iildvorrandis, s.o.

Definitsioon 20.2. Vektorit n = (A1, As) nimetatakse sirge
s: Ajxi+ Asxo+ A3 =0

normaalvektoriks.

Kuna sihivektori koik koordinaadid ei ole korraga nullid, siis normaal-
vektor ei ole nullvektor. Osutub, et normaalvektor on risti sirgega. Selles
veendumiseks on kiillaldane naidata, et sirge normaal- ja sihivektor on risti
(vt. joonist 20.3).

A

\6_’2

S n
O gf 5
n = (A, As)
Joonis 20.3
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Omaduse 17.6 tottu on vaja niidata, et skalaarkorrutis (7,5) on
vordne nulliga. See on toesti nii, sest

(1, 8) = A181 + Agsy = s981 — 8182 = 0.

Niid selgitame, mida voime oelda sirge asendi kohta koordinaattelgede
suhtes, kui tema iildvorrandis moni kordaja on vordne nulliga. Enne kui
me seda teeme, anname koordinaattelje moiste.

Definitsioon 20.3. Sirget, mis labib reeperi alguspunkti O ja mille
sihivektoriks on vektor €;, mimetame koordinaatteljeks.

Tasandi korral maarab reeper {O;é,e>} kaks koordinaattelge ja ruu-
mi korral maarab reeper {O;é7, s, €3} aga kolm koordinaattelge. Punkti
O ja €; poolt maaratud koordinaattelge nimetame Oe€;-teljeks ehk x;-teljeks.
Hakkame niiiid analiiiisima sirge asendit koordinaattelgede suhtes.

Kui As =0, siis sirge tildvorrand (20.15) saab kuju

S . Alxl + A2x2 = 0.

Néeme, et ristreeperi {O;é, ez} alguspunkti O(0,0) koordinaadid rahul-
davad viimast vorrandit. Seega

A3 =0= 0 € s.

Kehtib ka vastupidi. Kui O € s, siis tema koordinaadid rahuldavad
tildvorrandit (20.15), s.o.

A10+A20+A3:0:A3:O

Saime (vt. joonist 20.4)

1
1

A3 =0<«= 0 € s A3 #0<«<= 0O ¢ s
Joonis 20.4
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A3 =0<= 0 € s.

Viimasest saame

A3 #0<«<= 0O ¢ s.

Olgu niitid sirge iildvorrandis As = 0, s.o.
s: Ayxy+ Az =0. (20.21)
Valemi (20.14) tottu on s; = 0. Sirge sihivektori kohta saame
§=0€] + S9€5 = S9€9 —> § = S9€9.

Siin sy # 0, sest § # 0. Néaeme, et sirge sihivektor on kollineaarne
teise baasivektoriga. Teisiti oelduna sirge on paralleelne voi iihtub koor-
dinaatteljega Oe¢€3 ehk xo-teljega. Tapsemalt: meie sirge on paralleelne
(ithtub) zo-teljega, kui O € s (O € s), s.o. A3 #0 (A3 =0). Prae-
guse sirge tildvorrandi (20.21) asemele votame samavéérse vorrandi, mis

saadakse temast nullist erineva kordajaga A% labikorrutamisel. Me saame

z1 = by, (20.22),
kus 4
e ——y
1 A,
é*2ﬂ Aé»2
O > >
51 51
S $1:b1, bl;«éO 5 %1:0
Joonis 20.5

165



Kui by # 0, s.0o. Az # 0, siis sirge vorrand (20.22) on zo-teljega
paralleelse sirge vorrand. Kui 6y =0, s.o. As =0, siis vorrand

561:0

on xs-telje vorrand (vt. ka joonist 20.5).
Lugeja hooleks jatame analiitisida juhu A; = 0. Margime ainult seda,
et sirge on paralleelne x:-teljega voi tihtub temaga. Paralleelsus realiseerub

O ¢ s ehk As # 0 korral ja ithtumine O € s ehk A3 = 0 korral. Esimesel
juhul (teisel juhul) on sirge vorrandiks

ZEQZbQ, b2750 ($2:0)

(vt. joonist 20.6)

A A
€9 —
€
> S 2 -
. €1 0| &
S s
xzzbz, b27é0 562:0
Joonis 20.6

Definitsioon 20.4. Me utleme, et tasandil olev sirge on reeperi suhtes
tuldasendis, kui ta ei labi reepert alguspunkti ja et ole paralleelne kummagt
koordinaatteljega.

Seega sirge on iildasendis, kui tema tildvorrandis (20.15) koik kordajad
on nullist erinevad, s.o. A; #0, Ay #0 ja Az #0.

Osutub, et tasandil oleval sirgel on veel teisigi vorrandeid.

Jargnevas vaatleme sirgeid, mille tildvorrandis kordaja As ei ole null.
Seega vaatluse alt jaavad vilja sirged, mis on paralleelsed xzo-teljega voi
ihtuvad temaga. Valime selliste sirgete iildvorrandite (20.19) seast vélja
sellise, et x5 kordaja on 1. Seega vorrandit (20.15) tuleb korrutada

reaalarvuga AL . Saame
2

Aix1 + Asxo+ A3 =0 = 15 = (——)xl - (——)
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Kuna As # 0, siis jagatised

Ay As

=——, bi=—-——. 20.23
eksisteerivad. Seega sirge vorrandiks me saame
s: x9 =ax;+0. (20.24)

Sirge vorrandit (20.24) nimetame sirge taandatud vorrandiks. Selgitame
taandatud vorrandis (20.24) kordajate a ja b sisu (vt. joonist 20.7).

« «

/ O ¢

ro =ax1+b; a=tan «

\

Joonis 20.7

Kuna sirge s ei ole paralleelne xo-teljega, siis ta loikab teda mingis
punktis B. Kuna see punkt asub xo-teljel ja sirgel s, siis tema koordinaadid
tuleb leida lineaarvorrandistiisteemist

0 0
{ml — {xl — B(0,).

ro =axi1 + b To =b

Seega sirge taandatud vorrandi (20.24) vabaliige b on punkti B teine
koordinaat. Leiame xo-teljest vélja eralduva loigu OB nn. telgloigu
pikkuse. Kuna OB = (0,b), siis

OB = |0OB| = V02 + 02 = Vb2 = || = OB = |b].
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Seega sirge taandatud vorrandis (20.24) vabalitkme b absoluutvéértus on
xo-telje telgloigu pikkus. Kordajat b sirge taandatud vorrandis (20.24)
nimetatakse sirge s algordinaadiks.

Asume niiiid kordaja a uurimisele. Valemite (20.23) ja (20.14) abil

Saame
Al S2 ‘gl sin Z(g, 51)

= —— = — = =t Z _), e —
¢ Ay s1 |§]cos L(S,¢é) an Z(5, 1)
—> a = tan Z(§, e1). (20.25)
Siin nurk « := /(§,€1) on nurk sirge sihivektori ja esimese baasivektori

vahel. Nurka o nimetame sirge s tousunurgaks ja kordajat a tousuks.
Valemist (20.25) ndeme, et sirge tous on vordne tousunurga tangensiga.
Sirge taandatud vorrandi kohta celdakse ka tapsemalt, et sirge taan-
datud vorrand on antud tousu ja algordinaadi abil.
Anname veel iihe sirge vorrandi. Seda ei saa anda koigi sirgete jaoks.
Sirge peab olema tildasendis. Lahtume sirge iildvorrandist (20.15), s.o.

s: Ajxi+ Asxzo + Az = 0.

Valime sellise iildvorrandi, et vabaliige Az oleks —1. Selleks tuleb viimast

iildvorrandit korrutada reaalarvuga _A%,' Viimane eksisteerib Az # 0

tottu. Me saame
Ay A,
S: ( ):B1+(——):E2:1

CAs As
ehk . .
1 2
S: e + e =1.
Ay Ao

See protseduur on ka voimalik, sest ka A; #0 ja As # 0. Tahistame

A3 Az
pl T Al 9 p2 T Az .
Sirge vorrand saab kuju
I I
— 4+ = =1
p1r P2

Saadud sirge vorrandit nimetatakse sirge vorrandiks telglotkudes. Selgitame
siin kordajate p; ja po sisu (vt. joonist 20.8).
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Pi(p1,0) €1

1]

P2(07p2)
S

Joonis 20.8

Kuna sirge on tiildasendis, siis ta loikab nii z1-telge kui ka xo-telge min-
gites punktides, mis erinevad reeperi alguspunktist, sest As # 0. Tahistame
loikepunkti x1-teljel P; abil ja xs-teljel P, abil. Punkti P; koordinaadid
saame susteemist

T2 =0 -
1 =DP1
— — P
iyt { 0 1(p1,0)
p1 P2

ja punkti P, koordinaadid aga silisteemist

L1 =0 I =0
ry T2 — — PQ(O,pQ).
—+—==1 T3 =P2

P11 D2

Seega p; ja po on vastavalt punktide P; ja P, esimene ja teine
koordinaat. Leiame veel koordinaattelgedest valja eraldunud loikude OP;
ja OP, nn. telgloigude pikkused. Kuna OP; = (p1,0) ja OP; = (0,p2),

Siis
OP; = [OP;| = 1/p? + 02 = \/p} = |p1]
OP, = |OP,| = /02 + p3 = \/p3 = |p2|.

Nagu naeme on telgloikude pikkused

ja

OP, = |pi|, OP» = |p2|.
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21. TASANDI VORRANDID

Nahtavasti tasandit, mida tahistame = abil, saab vaadelda ainult ruu-
mis Fj3. Arutleme nagu sirge korral, et millised on vajalikud algandmed
tasandi maaramiseks. Ilmselt on selleks kiillaldane teada tasandil iihte
fikseeritud punkti A € FE3 ning veel kahte mittekollineaarset vektorit
iu,v € E3 ehk samavaarselt 6elduna lineaarselt soltumatut kahevekto-
rilist vektorsiisteemi {u,v}. Tasandit mddravate lineaarselt soltumatut
vektorsiusteemi nimetatakse tasandi rihiks. Juuresoleval joonisel 21.1 on

rihivektorid « ja ¢ rakendatud punktist A.

U
A%’X
u

AX = t1i 4ty

™

Joonis 21.1

Tasandit médravate algandmete kolmik {A;w, v} ei ole mitte midagi
muud kui selle tasandi reeper. Ruumi FE3 punkt X on parajasti tasandi
7 punkt, kui tema kohavektor AX avaldub tema reeperisse kuuluva baasi
{@,7} kaudu, s.o. AX = t,@ + t2¥. Saame

m={X| AX = t1@+ts¥, t1,t2 € R} (21.1)

ehk
1 AX =t +ta¥, ti,ts € R.

Saadud vorrandit nimetatakse tasandi parameetriliseks wvektorvorrandiks.
Muutujaid t1 ja to mnimetatakse aga parameetriteks. Tasandil 7 on
vorrandeid (21.1) 16pmatult palju, sest punkti A vo6ib tasandil 7 fikseerida
vaga erinevalt. Sama olukord on rihivektorite « ja ¢ valikuga.
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Anname tasandi vorrandi (21.1) kohavektorite abil. Pooluse O € Ej
suhtes olgu punktide A ja X kohavektoreid OA ja OX tahistatud

::(ﬂ, 7= 0X.

Ql

Me saame

T=0X=0A+AX =a+ G+ t0, t1,t2E€R

ehk
T X=d+tiud+tv, ti,t €ER (212)
(vt. joonist 21.2).
i T
U
AX A
X
a
T T=a-+tu—+tv
O
Joonis 21.2

Seda tasandi vorrandit nimetatakse tasandi m parameetriliseks vek-
torvorrandiks kohavektorite abil. Kui siin sellest vorrandist saadavad vek-
torid & rakendada punktist O, siis nende lopp-punktid kirjeldavad tasandi
.

Leiame niitid tasandi 7 vorrandi koordinaatides. Selleks tuleb ruumis
fikseerida mingi reeper {O;e€}, €, €3}. Sel korral saavad nii punktid kui ka
vektorid koordinaadid. Tekivad avaldised

T = 07 = $1€1 + azgéb + 33353 e X(:Ul,xz,xg),
a= Oj = a1€1 + aggz + CL3€3 <~ A(al, as, CL3)

171



ja
U = u1€1 + us€s + U3€3, U = v1€1 + va€y + v3€3.

Teeme siit asendused vorrandisse (21.2). Arutleme analoogiliselt nagu te-
gime eelmises paragrahvis valemist (20.4) valemi (20.8) saamisel. Me saame

T1 =a1 + tiuy + tavy
T T =ag + t1uUz + t2v2, ti,t2 € R. (213)

r3 =as + tius + tav3

Vorrandeid (21.3) nimetatakse tasandi m parameetrilisteks vorranditeks
koordinaatides. Ka tasandi parameetrilised vorrandid pole iiheselt maara-
tud, sest (nagu eespool selgitatud) pole punkti A ja rihi {«,v} valik
ttheselt maaratud.

Meie jargmiseks sammuks on saada vorranditest (21.3) tasandi selline
vorrand, mis ei sisalda parameetreid t¢; ja ty. Selleks korrutame valemis
(21.3) vorrandeid vastavalt teguritega

up u3 up U2

_ |u2 us o o
Ay = — Ag = - As - (21.4)
ning lildame seejarel kokku. Saame
Ajx1+Asxe + Agxg = (A1a1 + Asao + A3CL3)+ (21 5)

t1(Ajui+Aqus + Asus) + ta(Arvy + Agvg + Asvs).

Osutub, et siin kordajad parameetrite ¢; ja ts juures on vordsed nulliga.
Toepoolest, sest

Ug U3 U1 Usg Ui U2
Ajug + Asug + Asus = Uy — Uy + usz =
V2 U3 V1 U3 V1 U2
Uy U2 U3
Ur U Us| =— 0
V1 V2 U3
ja
U2 U3 Uy U3 Uyp U2
Aqvy 4 Agvg 4+ Asgvg = v — v + V3 =
V2 U3 V1 Usg V1 U2




Uy U2 U3
V1 V2 V3 | — 0.
V1 V2 U3

Siin arvutamisel me kasutasime determinantide omadusi. Tahistame kons-
tanti
A4 = —(A1a1 + AQCLQ + A3a3>.

Tasandi vorrand (21.5) saab kuju
T Alxl + Azl‘z + Agl’g + A4 =0. (216)

Viimases vorrandis kordajad A;, As ja As ei ole korraga nullid. Seda
on lihtne pohjendada, kui reeper {O;e1,€5,€3} on ristreeper. Sel korral
valemist (21.4) ndeme, et vaadeldavad kordajad on vektorkorrutise « x
koordinaadid, s.o.

UX V= (Al,AQ,Ag).

Vektorsiisteemi {u, ¥} lineaarse soltumatuse tottu jareldusest 18.1 saame
U XU # 0. Seega koik tema koordinaadid ei ole korraga nullid. Niid
voime Oelda, et tasandi vorrand (21.6) on esimese astme vorrand ehk teisiti
oelduna lineaarvorrand. Tasandi vorrandit (21.6) nimetatakse tasandi ld-
vorrandiks. Nagu sirge korral, ei ole ka tasandi ildvorrand maaratud tihe-
selt. Toestuseta tlitleme, et kui muudame tasandit maaravaid algandmeid,
s.o. tema punkti A ja rihti {@,Y} muutmata seejuures tasandit, siis
tasandi iildvorrand (21.6) korrutub teatava teguriga k € R\{0}. Tegur &k
muutub taies ulatuses margitud hulgas.

Definitsioon 21.1. Vektorit 7 := 4 X U mnimetatakse tasandi nor-
maalvektoriks.

Normaalvektor ei ole nullvektor ja vektorkorrutise definitsiooni tottu
on risti vektoritega u ja U, seega tasandiga.

Niiiid uurime tasandi asendit reeperi suhtes, kui tema {iildvorrandis
moni kordajatest on vordne nulliga.

Kui A4 =0, siis tasandi tildvorrand (21.6) on kujuga

e AliUl -+ AQ.SUQ + Ag:l?g = 0. (217)

Néaeme, et reeperi {O; €1, €3, €3} alguspunkti koordinaadid, mis on vordsed
nulliga, rahuldavad vorrandit (21.7), sest 410 + A30 + A30 = 0. Saime

Ay =0=—=0€m.
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Kehtib ka vastupidi. Kui O € 7, siis
Oenm— A0+ A0+ A0+ A4, =0— A4, = 0.

Kokkuvottes oleme naidanud, et
Ocenm<+— A, =0.

Sellest valemist omakorda saame
O¢&m<— Ay #0.

Niitid oletame, et A3 = 0, siis tasandi tildvorrand (21.6) on kujuga
m: Ajxy + Aszo + Ay = 0. (21.8)

Praegu
n = Aie; + Azéy,

mistottu
<ﬁ, €3> = <A1€1 + Azgg, €3> = Al <51, €3> + A2<€2, €3> = AlO + A20 = 0.

Seega 7 L €3. Saame oOelda, et tasand m on paralleelne x3-teljega voi
x3-telg on tasandil. Esimesel juhul reeperi alguspunkt O & 7, s.o. Ay # 0.
Teisel juhul, kui x3-telg kuulub temale, siis O € 7 ehk A4 = 0. Vorrand
(21.8) saab kuju

m: Ajx;+ Asxzo = 0.

Lugejale jatame kontrollida juhud, kui A = 0 voi A; = 0. Meie
sonastame ainult tulemused.
Kui A; =0 ja A4 # 0, siis tasand

m: Ajx1+ Asxs + A4 =0
on paralleelne xo-teljega. Kui aga A; =0 ja Ay =0, siis xo-telg asub
tasandil

T A1£E1 + A3563 = 0.
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Kui A1 =0 ja A4 # 0, siis tasand
m: Asxog+ Asxs + A4 =0
on paralleelne zi-teljega. Kui aga A; =0 ja A4 =0, siis tasandil
m: Asxg + Asxs =0

asub xi-telg .

Saadud tulemuste kombineerimisel saame Gelda veel jargmist. Kui
niditeks A = 0 ja A3z = 0, siis A; # 0. Tasandi 7 iildvorrandiks
on

e Alxl + A4 = 0. (219)

Kui siin veel lisaks A4 # 0, siis tasand @ on eespool oeldu pohjal
paralleelne samaaegselt xo-teljega ja x3-teljega, s.o. xox3-koordinaat-
tasandiga. Viimane on tasand, mis méératakse algandmetega {O; €1, €>}.
Kui aga A4 =0, siis tasand 7 : Ajz; =0 on xoxs-koordinaattasand.
Tasandi vorrandi (21.9) saame anda ka kujul

YL ZElzbl

(vt. joonist 21.3).

*
T - T

€1 53

r i
€1 53

331—0

O —
z1=by (b #0) “

Joonis 21.3

Jarelikult b; # 0 korral on tegemist tasandiga, mis on paralleelne
xroxz-koordinaattasandiga, by = 0 korral saame zox3-koordinaattasandi.
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Analoogiliselt saame, et tasand 7 : x5 = by, kus by # 0, on

paralleelne xjx3-koordinaattasandiga, tasand 7 : x2 = 0 on aga
xr1rz-koordinaattasand. Lopuks tasand =« : 23 = b3, kus b3 # 0,
on paralleelne xzs-koordinaattasandiga ja tasand 7 : 23 = 0 on

x1xa-koordinaattasand (vt. jooniseid 21.4 ja 21.5).

T T
é}‘) —
€1
€3
@) . v €1
€2
O &,
xo = by, by #0 x9 =0
Joonis 21.4
A
s R T
€3 52
r ’
€3 .
€2
Irs = 0
O —
x3 = b3, b3 #0 “
Joonis 21.5

Definitsioon 21.2. Me 1tleme, et tasand on tldasendis, kui ta ei ole
paralleelne mitte ihegi koordinaatteljega ning ei labi reeperi alguspunkti.

176



Seega tasand on iildasendis, kui tema iildvorrandis koik neli kordajat
on nullist erinevad.
Jargnevas oletamegi, et tasand ongi iildasendis. Tema ildvorrandis

e Alxl —|—A2£E2 —|—A3$3 —|—A4 =0

on seega,
Ay #0, A #0, A3#0, A4 #NO. (21.10)
Kuna tasandi ildvorrand on maaratud nullist erineva kordaja tapsuseni,
siis on meil oigus teda labi korrutada nullist erineva teguriga k = _A%;'
Me saame
Aq Ao As
: - = 1.
4 (Mﬁﬁ(A)@+<m)
ehk - - 3
Al A2 Ag
Jagatised
Ay Ay Ay

eksisteerivad (21.10) tottu. Lopuks saame

e Ly 208 (21.11)
pr P2 D3

Seda tasandi vorrandit nimetame tasandi vorrandiks telglotkudes.
Selgitame kordajate R1, P2 ja ps sisu (vt. joonist 21.6).

1P5(0,0, p3)

Joonis 21.6
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Meie tasand oma iildasendi tottu loikab igat koordinaattelge. Tahis-
tame P; abil abil loikepunkti z;-teljega, kus ¢ = 1,2,3. Leiame nende
punktide koodinaadid. Punkti P; koordinaatide leidmiseks tuleb arves-
tada, et ta asub tasandil 7 ja xi-teljel. Asumine z-teljel tdhendab
asumist koordinaattasandite xzix2 ja xyx3 loikejoonel, s.t. x3 = 0
ja xy = 0. Viimastele tuleb lisada (21.11). Seega meil tuleb lahendada
lineaarvorrandisiisteem

z2 =0 1 =p1

3 =0 — { 2, =0 = Pi(p1,0,0).
r1 X2 I3

—t—=4+ —==1 x3 =0

P1 P2 P3

Analoogiliselt saame

P2(07p270)7 P3(0707p3)’

Saime, et p; on punkti P; ¢-s koordinaat. Leiame veel nn. telgloikude
OP;, OP, ja OP;3 pikkused. Naeme, et

— —

OPl — (p17070)a OP2 — (07p2a0)7 O—PC; - (0707p3)7

mistottu
Opi:|pz", \V/iENg.
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22. PUNKTI KAUGUS SIRGENI JA TASANDINI

Vaatleme esmalt punkti kaugust sirgeni. Alustame kohe definitsiooni
andmisega.

Definitsioon 22.1. Punkti kauguseks sirgeni nimetame sellest punk-
tist sirgeni tommatud ristloigu pikkust.

Asugu esmalt punkt K ja sirge s tasandil FE,. Mistahes ristreeperi
{O;e1,e2} korral anname sirge s oma iildvorrandiga (20.15), s.o.

s: Az + Asxs + A3 =0, (221)

ja punkti K koordinaatidega — K (k1, ko). Punkti K kaugust sirgeni
s téhistame d(K,s) abil (vt. joonist 22.1).

S X

Prﬁﬁ

K

Joonis 22.1

Viimase definitsiooni kohaselt d(K,s) = KS. Sirge vorrandist (22.1)
saame tema normaalvektori 7@ = (A;, As) # 0, mis on risti sirgega s.
Sirge iga punkti X € s korral, paragrahvi 15 silmas pidades, on vektori
f(_‘% ristprojektsiooni vektor Prz KX = KS. Seega

d(K,s) = KS = |KS| = |PraKX| = |(praK X)ii,| =

(it, KX) ‘

il |

= |praK X ||| = [praKX| =
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Siin me arvestasime, et || > 0, siis tema absoluutvéirtus on ikkagi |7].
Kuna KX = (v; — ki, 72 — ko), siis valemi (17.11) kohaselt

(7, KX) = A1(z1 — k1) 4+ Ao (32 — ko) = (A121 + Aows) — (Arky + Asks).

Arvestame, et X € s, mistottu tema koordinaadid z; ja xo rahuldavad
sirge vorrandit (22.1). Seega Ajxy + Asxe = —Asz. Saame

(1, KX) = —(A1k1 + Asks + As3).

Viimase abil saame

| = (Arky + Asky + A3)|

d(K,s) =
VA2 + A3
ehk
Arky + Agky + A
d(K, s) = Ak £ Aoks + A5 (22.2)

VA3 + A3

Viimasest valemist naeme, et punkti K kauguse leidmiseks sirgeni s
tuleb asetada punkti K koordinaadid sirge tuldvorrandi vasakusse poolde,
votta absoluutvaartus sellest ja jagada tulemus sirge normaalvektor: pikku-
Seqa.

Olgu niitidd punkt K ja sirge s ruumis FE3. Kuna ruumi sirgel
pole iildvorrandit, siis probleem ei ole lahendatav nii nagu eespool. Mingi
ristreeperi  {O; €1, €2, €3} korral saame sirge s anda parameetriliste
vorrandite

r1 =a1 + tSl
$:Q Ty =as +1tsy, teER
T3 =as + tS3
abil. Siin punkt A(a1,as,a3) on sirgel s ja vektor &= (s1,s2,53) #0
on sama sirge sihivektor. Alljargneval joonisel 22.2 on sirge sihivektor §

rakendatud punktist A.
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Joonis 22.2

Punkti K (ki, ko, ks) kauguse sirgeni s tahistame ka siin d(K,s)
abil. Definitsiooni 22.1 kohaselt on ristloik KS otsitavaks kauguseks, s.o.

d(K,s) = KS.

Ehitame vektoritele AK ja § réopkiiliku. Loik KS on selle réopkiiliku
korguseks, mis on avaldatav selle roopkiiliku pindala kaudu. Saame

dK, ) = %‘f)

Vektorkorrutamise omaduse 18.2 abil saame

d(K, s) = M—[TTM. (22.3)

Anname viimase valemi koordinaatide abil. Kuna
AR = (ky — a1, ko — ag, k3 — ag), 5= (s1,52,53),
siis valemi (18.8) abil saame

Ex§:<

ko —as k3 —as ki —ar ko —as

_’/ﬁ—ch ks — as

S9 S3 S1 S3 ’ S1 2o

Seega
2 2 2
ko —az ks —as n ki1 —a1 ks —as n k1 —a1 ko —ao
d(K ) S92 S3 S1 S3 S1 S92
yS) =
V81 + 85 + 53
(22.4)
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Viimane valem ei ole sobiv meelde jatmiseks. Palju lihtsam on meelde jatta
valem (22.3) ja siis valem (22.4) tuletada.

Jargnevas leiame valemi punkti kauguse leidmiseks tasandini. Seda
saab leida ainult ruumis F3. Vottes mingi ristreeperi {O;e7, €z, €3}, siis
tekib tasandil 7 ildvorrand ja punktil K koordinaadid. Seega

. Alxl + AQ.TCQ + Agxg + A4 = O, K(kl, kg, ]Cg) (225)

Definitsioon 22.2. Punkti kauguseks tasandini nimetatakse sellest
punktist tasandini tommatud ristloigu pikkust.

K

Prﬁﬁ

Joonis 22.3

Tahistame punkti K kaugust tasandini 7 analoogiliselt nagu
eespool d(K,mw) abil (vt. joonist 22.3). Viimase definitsiooni kohaselt
d(K,7) = KS. Siin punkt S on punktist K tasandini 7 tommatud
ristloigu aluspunkt. Tasandi mistahes punkti X € 7 korral vektori KX
ristprojektsioonivektor tasandi 7w normaalvektorile 7 = (Ay, Ao, A3) # 0
on iiks ja sama vektor, ei soltu punkti X valikust meie tasandil. Naeme,

et
Prﬁﬁ = ﬁ

Analoogiliselt nagu paragrahvi alguses saame

d(K,m) = KS = |KS| = |PraKX| = |(praK X)ii,| =
= |(praKX)||its] = |(praKX)| = (7. EX)
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Kuna
ﬁ = (l’l — kl,LEQ — k2,$3 - k3)7
siis

<ﬁ,ﬁ> = Al(:cl — ]{71) + AQ(.IQ - kz) + A3<.563 — kg) =
= (A121 + Asxo + Asxs) — (Arky + Agks + Asks).

Arvestame, et X € 7, mistottu tema koordinaadid x;, zo ja x3 rahul-
davad tasandi iildvorrandit (22.5). Seega  Ajxy + Asxo + Az = —Ay.
Saame

<ﬁ,ﬁ> = —(Alkl + Asks + Aszs + A4>

Lopptulemuseks saame

_|Avky + Agko + Agks + Ay

d(K, )
VA? + A2 + A2

Viimasest valemist ndeme, et punkti K kauguse leidmiseks tasandini
7w  tuleb asetada punktt K koordinaadid tasandi tldvorrandi vasakusse
poolde, votta absoluutvaartus sellest ja jagada tulemus tasand: normaalvek-
tori pikkusega.
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23. NURK KAHE SIRGE, KAHE TASANDI,
SIRGE JA TASANDI VAHEL

Olgu antud kaks sirget s; ja so, kusjuures pole oluline kas nad on
tasandil voi ruumis. Juuresoleval joonisel 23.1 on sirged s; ja s ruumi
kiivsirged.

Joonis 23.1

Fikseerime mingi punkti A ja joonistame l&bi tema kaks sirget s] ja
sh, mis on vastavalt paralleelsed sirgetega s; ja so. Sirged s] ja s,
tekitavad neli nurka. Tahistame neid alates joonisel kaarega margistatud
nurgast paripaeva vastavalt a1, as, a3z ja a4 abil. Seejuures a3z = aq,
a4 = o ja a1 +az =7 tottu on olulisi ainult tiks.

Definitsioon 23.1 Sirgete s1 ja so wvaheliseks nurgaks, mida tdhis-
tame /(s1,s2) abil, nimetatakse sirgete sy ja s, wvahelistest nurkadest
a1, Qo, a3 ja oy vdihimat.

Selle definitsiooni kohaselt kahe sirge vaheline nurk on esimese veerandi
nurk, s.o.

L(s1,82) € {O, g} :

Leiame niitid valemid kahe sirge vahelise nurga arvutamiseks. Skalaarkor-
rutise definitsioonist 17.1 naeme, et lihtne on leida sirgete sihivektorite va-
helise nurga koosinust. Viimane annab kas sirgete vahelise nurga /(s1, $2)
voi nurga mw — /(s1,82) koosinuse. Viimase kaudu saab siiski leida ka
sirgete vahelise nurga. Tahistame sirgete s; ja So sihivektoreid vas-
tavalt s ja Sp abil. Samad sihivektorid on ka abisirgete s] ja s
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sihivektoriteks. Joonisel on need vektorid rakendatud punktist A. Nagu
selgitasime, ei pea sihivektorite vaheline nurk /(s7,5>) alati olema sirgete
vaheline nurk. Votame appi kaks abivektorit d@; ja dy nagu joonisel
niidatud. Seega nende abivektorite vaheline nurk /(dy,d;) on sirgete
vaheline nurk /(sq1,$2), s.o.

Valemi (17.1) abil saame

cos /(s1,82) = cos /(dy,ds) = (23.1)

Kuna /(s1,$2) on esimese veerandi nurk, siis
COS 1(81,82) >0 <= <61,62> > 0.
Seega teame juba ette, et (@1, ds) = |(dy,d2)|. Valem (23.1) saab kuju

(@1, @)

cos /(s1,82) = AR

Viimase valemiga sellisel kujul pole midagi peale hakata, sest meil pole ju
vektoreid a; ja a». Kuid siiski teame, et

a || 51, dz || S2 <= a1 = (151, d2 =252, [1#0, [a#0.

Valem (23.1) on viidav sihivektorite peale, sest neid me teame kuna sirged
s$1 ja S9 on ju antud. Saame

(8151, B252)]
8151]]6252]

cos /(s1,82) =

Kasutades skalaarkorrutamise omadust 17.5, jareldust 17.2 ja kordse vektori
definitsiooni 14.11, saame, et

_|B1B2(51,52)  |B1l|B2]|(51, 82)]  [(51,359)]

IR BT A A B T
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Saime o
(51, 52)|

T 23.2
515 (23.2)

cos /(s1,82) =

Viimast valemit saab kasutada juhul, kui sirged on antud kas parameetriliste
voi kanooniliste vorrandite abil, sest siis on kaeparast votta sirgete sihivek-
torid. Siin pole oluline, kas sirged on tasandil voi ruumis.

Sageli on sirged antud iildvorranditega

s1: Arxi 4+ Asxo+ A3 =0, s9: /1371 + A/2$2 + Ag = 0.

Siin on tegemist muidugi tasandil olevate sirgetega, sest ruumisirgel pole
ju iildvorrandit. Valemi (20.14) kohaselt meie sirgete sihivektorite kohta
saame oOelda, et

S1= (s1.52) = (A2, A1), 8= (51, 5) = (b, A7),

mistottu valemist (23.2) saame

(51, 85)] [s151 + s285|
cos £(s1,82) = == = =
51|52 V82 + 82 \/(s))2 + (sh)2
_ [A1 A7 + A Ay _ I, 7ig) |
VA A3 A+ (A ][]
e (7. 75)]|
11, N2
cos /(81,82) = —5———, 23.3
(s1,52) ERTEN (23.3)

kus vektorid
1 = (A1, As), 1o = (A}, AS)

on sirgete s; ja s normaalvektorid.
Tavaliselt antakse sirgete vahelise nurga leidmiseks veel iiks valem juhu
jaoks kui sirged on antud taandatud vorrandite (20.24) abil. Seega

S1:To=ax;+b, So:x9=ax +b.
Siit saame leida nende sirgete iildvorrandid
sprary + (=D +b=0, sp:ax;+ (—1)za+b=0
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ja nendest meie sirgete normaalvektorid
n = (CL, —1), Mo = ((_1, —1).
Valemi (23.3) abil saame

laa + 1|
V1i+aZ V1+a?2

cos /(s1,82) = (23.4)

Tavaliselt antakse siin nurga /(s1,s2) tangens. Selleks on vaja leida
sin /(s1, s2). Tegelikult me leiame koosinuse ja siinuse ruudud ning nende

abil tangensi ruudu, millest saame 1opuks tangensi. Teeme lubatud arvu-
tused:

) (aa +1)?
/ =
cos™/ (51, 52) (1+a)2(1+a)?
» B ) B (aa + 1)? B
sin”/(s1,82) = 1 —cos™L(s1,82) =1~ (1+a®)(1+a%)
(4 +a*) —(ea+1)*  a®—2aa+a® _ (a—a)
(1+a?)(1 +a?) -~ (I+e)(I+a?)  (T+a?)(1+a?)
ja
tan”/(s1, s2) = sin/(s1,50) _ (a—a)? —> tan /(s1,52) = % a-a
1,52) = 00821(81782) - (1+ad)2 1,92) — 1—|—aa.

Valemi (23.2) tottu nurk Z(s1,s2) on esimese veerandi nurk, siis viimases
valemis sobib ainult iiks lahend, selline, kus tangens on positiivne. Seega
sirgete vahelise nurga arvutamiseks saame valemi

a—a’

tan /(s1, 82) = T+ aa

Risti olevate sirgete korral /(si,s2) = 5. Seega  cos/(s1,52) = 0.
Valemist (23.4) saame, et

l14+aa=0<+= aa=—1.
Saime, et ristuvate sirgete tousude korrutis on —1.
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Jargmisena leiame valemid tasandite vahelise nurga leidmiseks. Esmalt
on vaja anda tasandite vahelise nurga moiste. Teeme seda, nagu sirgete
korral, joonise abil (vt. joonist 23.2) ja seda juhul, kui tasandid 16ikuvad.

S1 52 T2
/ /
/S /-\
N A
AN AN
N 1

N
Z<7T1,7T2>

Joonis 23.2

Mangust jaavad valja esialgu paralleelsed tasandid. Votame tasandite
m ja mo loikesirgel s = m Ny mistahes punkti A € s ning joonistame
labi tema kaks sirget, millest iiks s; on tasandil 7; ja teine ss tasandil
w9 ning lisaks molemad olgu risti loikesirgega s.

Definitsioon 23.2. Tasandite m ja my vaheliseks nurgaks /(m1,m3)
nimetame sirgete s1 ja So vahelist nurka:

/(m1,m2) = /(81, S2).

Paraku on selle definitsiooni abil tasandite vahelist nurka tisna raske leida,
sest meil pole sirgete s; ja s sihivektoreid, et kasutada valemit (23.2).
Olukorra parandamiseks paneme téahele, et sirged s; ja s on tasandil, mis
labivad punkti A ja on risti sirgega s. Poorame sellel tasandil sirgepaari s;
ja sy iimber nende Iikepunkti A nurga § vorra, saades uued sirged s ja
sh. Meie jaoks on siin olulised kaks asjaolu. Esiteks /(s1,s2) = Z(s7,55),
mistottu

L(my,ma) = L(s],85).

Teiseks on sirged s} ja s, vastavalt risti tasanditega m; ja 7o, mistottu
nende tasandite normaalvektorid 7; ja 72 on sirgete s} ja s5 sihivek-
toriteks. Normaalvektorid saame aga tasandite m; ja mo iildvorranditest

m . Ajxy + Agsxo + Asxs + Ay =0,
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T & /_11561 + 14_12:1:2 + A3£C3 + /_14 = 0.

Nendeks on -
ﬁl — (A17A27A3)7 ﬁQ - (A17A27A3)‘

Niiiid edasi on koik vaga lihtne. Valemi (23.3) abil saame

/ —cos /(s sy — ML)
cos /(my,ma) = cos /(s7, 85) AT
Seega
cos /(m1,ma) = M
731 || 72|

ehk sama valem normaalvektorite koordinaatide kaudu

|A1 Ay + AgAg + A3 A3)|
cos /(my,ma) = > > : .
VAT +AS+ A3 AT+ A5+ A7

Margime, et saadud valem on kasutatav ka paralleelsete tasandite korral.
Niiid on veel jaanud leida valem sirge ja tasandi vahelise nurga leid-

miseks. Selgitame esmalt, mida me moistame sirge s ja tasandi 7w vahe-

lise nurga /(s,m) all. Joonis 23.3 kajastab olukorda, kui sirge ja tasand

loikuvad.
\

1

Joonis 23.3

Loikepunkti on tdhistatud tdhega A. Niiid projekteerime sirge s
tasandile 7 sirgetega, mis on risti meie tasandiga. Kaib see nii, et votame
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labi sirge s suvalise punkti X wuue sirge, mis on risti tasandiga .
Tekkinud loikepunkti X’ tasandiga 7 nimetatakse punkti X ristprojek-
tsiooniks. Punkti X muutumisel sirgel s tekib punktidest X’ sirge s’
tasandil .

Definitsioon 23.3. Sirge s ja tasandi m wvaheliseks nurgaks nime-
tatakse sirgete s ja s’ wahelist nurka, s.o.

/(s,m):=/(s,8). (23.5)

Selle definitsiooni puuduseks on asjaolu, et raske on leida sirge s’ sihivek-
torit, et saaks kasutada kahe sirge vahelise nurga leidmise valemit, mis on
meil leitud. Sellest ebameeldivusest iile saamiseks votame labi punkti A
tasandiga = ristuva sirge s”. Tema sihivektoriks on tasandi 7 nor-
maalvektor 7. Oluline on méargata, et kolm sirget s, s’ ja s” asuvad

tihisel tasandil, mistottu
/ 12 T / T 12
[(s,8")+ L(s,s") = 5 = L(s,s") = 5 /(s,s").
Seega valem (23.5) saab kuju
/(s,7) = g — /(s,8").

Kerge on leida nurga /(s,7) siinust. Saame

. v |<§7 ﬁ>’
sin /(s,m) = sin(= — /(s,5")) = cos /(s,5") = .
2 |5]]7]
Saime (5]
S, 1
in / = 23.6
sin /Z(s, ) 3177 (23.6)

Viimane valem on rakendatav ka siis, kui sirge on paralleelne tasandiga voi
asub hoopis temal. Ilmselt siis Z(s,7) = 0. Sama tulemuse saame valemi
(23.6) abil, sest siis

—

Slii<= (sn)=0=sin/(s,7) =0= /(s,7) =0.
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