IV. VEKTORALGEBRA

14. SUUNATUD LOIKUDE VEKTORRUUM

Me tutvume iihe omaparase vektorruumiga — suunatud loikude vek-
torruumiga. Voib arvata, et sellele naitele tuginedes, kasvas valja vektor-
ruumide teooria. Vaatluse all on meil ruum, tasand, sirge voi punkt meie
igapavases ettekujutuses. Seega on nad meie jaoks defineerimata moisted,
s.o0. algmoisted. Punkti on aastatuhandeid naitlikult ette kujutatud, kui
pikkuseta ja laiuseta objekti. Punkte tahistame suurte trikitahtedega. Fik-
seeritud punkti korral kasutame reeglina suuri triikitahti tahestiku algusest,
niiteks A, B, (. Kui on tegemist suvalise punktiga, siis tahestiku
lopuosast, naiteks X, Y, Z. Osutub, et ruumi, tasandi kui ka sirge punk-
tide abil saab lisna loomulikul teel anda igaiihe korral teatava vektorruumi.
Sellele kaesolev paragrahv ongi piithendatud. Ruumi, tasandit ja sirget me
tahistame jargnevas vastavalt FEj3, Fs ja Eq abil. Kuna sageli pole oluline,
kas defineeritava vektorruumi korral kasutatakse ruumi, tasandi voi sirge
punkte, siis seda fakti me jargnevas eriti ei rohuta. Me kirjutame lihtsalt
E. Siin kasutatav taht FE on esimene taht sonast eukleidiline. Mistahes
kahe punkti X,Y € E poolt maaratud loiku saame tahistada kahel erineval
moel — XY voi YX. Seda tiitipi tdahistuses esimesel kohal olevat tahte
loeme loigu alguspunktiks ja teisel kohal olevat tahte loigu lopp-punktiks.
Seega XY eitahista ainult loiku otspunktidega X ja Y, wvaid tahistab
loiku alguspunktiga X ja lopp-punktiga Y. Loigul alguspunkti maaramine
tahendab teisiti Oeldes temal suuna maaramist. Viimast voime endale ette
kujutada litkumisena loigu alguspunktist lopp-punkti poole.

Definitsioon 14.1. Loiku, millel on fikseeritud alguspunkt, s.o.
suund, nimetatakse suunatud loiguks ehk seotud vektoriks. Seotud vektorit
alguspunktiga X ja lopp-punktiga Y tdihistame edaspidi XY abil.

Praeguses kasitluses lubame vaadelda ka nn. kidunud loike, s.o. vaadel-
da selliseid 1oike, millel algus- ja lopp-punkt langevad kokku. Seega on moel-
davad seotud vektorid XX, YY, .... Taoliste seotud vektorite korral pole
titheselt maaratud seotud vektori suund. Edaspidi tahistame koigi seotud
vektorite hulka siimboli E abil.

90



Definitsioon 14.2. Seotud vektorit, mille algus- ja lopp-punkt lange-
vad kokku, nimetatakse seotud nullvektoriks.

Joonisele seotud vektori kandmisel joonistame teda maarava loigu, ta-
histame &ara tema otspunktid. Et eristada loigul algus- ja lopp-punkti,
kujutame seda loiku noole abil, mis maarab temal suuna. Noole korvale
kirjutame seotud vektori tahise. Joonisele 14.1 on kantud seotud vektorid
XY, UV ja ZZ. Viimane neist on seotud nullvektor.

Vo
XY Y
77 U
X ‘7
Joonis 14.1

Definitsioon 14.3. Seotud vektori XY pikkuseks, tdihistame |XY|
abil, nimetame teda mddrava loigu XY pikkust, s.0. |XY|:= XY.

Sellest definitsioonist ndeme, et mitte iihegi seotud vektori pikkus ei ole
negatiivne. Pikkusega null on ainult seotud nullvektorid ja ainult nemad.
Koigi seotud mittenullvektorite pikkus on positiivne ja seejuures ainult nen-
del.

Margime, et iga kahe punkti X ja Y abil saab moodustada kaks
seotud vektorit: XY ja Y X.

Definitsioon 14.4. Seotud vektorit Y X nimetame seotud vektori
XY wastandvektoriks, mida tihistame —XY abil, s.o.

- XY =YX.

Selle definitsiooni pohjal

—(—XY)=XY, —-XX=XX.

Kuna seotud vektor ja tema seotud vastandvektor on seotud sama loiguga,
siis definitsioon 14.3 lubab kirjutada

|- XY| = XY

Definitsioon 14.5. Seotud vektorit AB nimetame kollineaarseks
seotud vektoriga CD, kui loik AB on paralleelne loiguga CD. Oeldut
tihistame AB||CD abil.
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Selle definitsiooni kohaselt seotud nullvektor on kollineaarne iga seotud
vektoriga, sest nullvektorit maarav ”1oik” on paralleelne mistahes seotud
vektorit maarava 1oiguga. Seotud nullvektoritest erinevate seotud vektorite
hulgal, tahistame teda E, abil, on kollineaarsusel jirgmised omadused.

1° Refleksiivsus: iga seotud vektor on kollineaarne iseendaga, S.o.

VAB € B, — AB||4B.

2° Transitiivsus: kui seotud vektor on kollineaarne teise seotud vek-
toriga ja teine omakorda kolmanda seotud vektoriga, siis esimene seotud
vektor on kollineaarne kolmandaga, s.o.

AB||CD, CD||[EF, AB,CD,EF € E, = AB||EF.

3° Summeetria: kui uks seotud vektor on kollineaarne teise seotud vek-
toriga, sits teine seotud vektor on kollineaarne esimesega, s.o.

AB||CD, AB,CD < E, = CD||AB.

Toestus tugineb vahetult kollineaarsuse definitsioonile, mistottu jatame sel-
le lugeja hooleks.

Kui seotud vektor AB ei ole kollineaarne seotud vektoriga CD, siis
seda asjaolu tihistame AB |[fCD. Kollineaarsuse siimmeetria tottu

AB | CD « CD | 4B.

Definitsioon 14.6. Seotud vektorit AB nimetame samasuunaliseks
(vastassuunaliseks) seotud vektoriga CD, kui esiteks AB||CD ja teiseks
suunad on Ghesugused (suunad on vastupidised). Oeldut tihistame esimesel
juhul AB 11 CD ja teisel juhul AB 1| CD abil.

- A
AB C
B:///‘ F
D EF
D E
Joonis 14.2
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Joonisel 14.2 on seotud vektor AB samasuunaline seotud vektoriga,
CD ning seotud vektor EF on vastassuunaline seotud vektoritega AB ja
CD. Viimasest definitsioonist nieme, et seotud nullvektor on samaaegselt
samasuunaline kui ka vastassuunaline mistahes teise seotud vektoriga, sest
lisaks nende kollineaarsusele voime seotud nullvektori suunda valida nii
nagu meil parasjagu vaja on.

Definitsioon 14.7. Seotud vektorit AB nimetame ekvivalentseks
seotud vektoriga CD, tihistame AB ~ CD abil, kui

AB|=|CD|, AB11CD.

Seotud vektorite hulgal E, on ekvivalentsil jirgmised omadused.
1° Refleksiivsus: iga seotud vektor on ekvivalentne iseendaga, S.o.

VAB € E, — AB ~ AB.
2° Transititvsus: kut seotud vektor on ekvivalentne teise seotud vek-

toriga ja teine omakorda kolmanda seotud vektoriga, siis esimene seotud
vektor on ekvivalentne kolmandaga, s.o.

AB~CD, CD~EF, AB,CD,EFF ¢ E,— AB ~ EF.

3° Summeetria: kut tuks seotud vektor on ekvivalentne teise seotud vek-
toriga, siis teine seotud vektor on ekvivalentne esimesega, s.o.

AB~CD, AB,CDcE,=— CD ~ AB.

Ka siin toestus tugineb vahetult ekvivalentsuse definitsioonile, mistottu
jatame ka selle lugeja hooleks.
Ekvivalentsuse moiste seotud vektorite hulgal E, véimaldab ta jagada
alamhulkadeks nn. ekvivalentsiklassideks.
Definitsioon 14.8. Seotud vektoriga AB € E, ekvivalentsete seotud
vektorite hulka {XY|XY ~ AB} nimetame ekvivalentsiklassiks moodus-
tajaga AB. Viimast tihistame AB  abil. Seega

AB :={XY| XY ~AB}.
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Ekvivalentsuse refleksiivsuse tottu AB € 1@), _mistottu AB # 0.
Osutub, et ekvivalentsiklass AB ei soltu moodustaja AB valikust. Nimelt
iga CD e AB korral ekvivalentsiklass ei muutu, s.0

CD=AB, VCD e AB.

See on toepoolest nii. Iga XY € AB korral XY ~ AB. Lisaks teame, et
CD € AB , mistottu ka CD ~ AB. Arvestades ekvivalentsuse kolmandat
ja teist omadust, saame XY ~ CD, s.o. XY € OD. Seega ADB - CD.
Teiselt poolt iga XY € CD korral XY ~ CD. Kuna CD ~ AB, siis
taas ekvivalentsuse transitiivsuse tottu XY ~ AB ehk XY € AB. Seega
CD C AB. Kokkuvottes oleme naidanud, et

VOD € AB = CD = AB.

Niiiid paneme tihele, et CD ¢ AD _korral CDN A—_B> = (). Vastasel juhul
leidub EF € ABNCD, mistdttu EF € AB ja EF € CD. Siit

EF =AB, EF =CD = AB=CD = CD € AB,

saades vastuolu eeldusega.

Ekvivalentsiklassid tiikeldavad seotud vektorite alamhulga E, omava-
hel loikumatute ekvivalentsiklasside ithendiks. See protseduur toimub jarg-
miselt. Votame hulgast E, mingi seotud vektori ja moodustame tema abil
ekvivalentsiklassi, seejarel votame uue seotud vektori, mis eespool moodus-
tatud ekvivalentsiklassi ei kuulu, ja moodustame tema abil taas ekviva-
lentsiklassi. Viimane eelmise ekvivalentsiklassiga ei 1oiku. Niitid votame
jarjekordse seotud vektori, mis ei kuulu eespool moodustatud ekvivalentsi-
klassidesse ja moodustame jarjekordse ekvivalentsiklassi. Seda protseduuri
jatkame senikaua, kui enam ei leidu sellist seotud vektorit, mis eelnevalt
moodustatud ekvivalentsiklassidesse ei kuulu. Sellega hulk E, on jao-
tatud ekvivalentsiklasside iithendiks. Niiiid loeme taiendavalt hulka Eq
mittekuuluvad seotud nullvektorid omaette ekvivalentsiklassiks, tahistades
seda 0 abil, s.o.

0:={XX|X € E}. (14.1)

Lisades viimase hulga E, ckvivalentsiklasside hulgale, saame seotud vek-
torite hulga E jaotuse ekvivalentsiklassideks. Joonisele mistahes ekviva-
lentsiklassi AB kandmiseks tuleks kanda esmalt joonisele teda maarav
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seotud vektor AB ja seejirel kanda joonisele kdik temaga ekvivalentsed
seotud vektorid, s.o. votta suvaline punkt X € E ja joonistada loiguga AB
paralleelne ja samapikk 1oik, mille alguspunktiks on X. Tahistame selle
loigu lopp-punkti tahega Y. Tuleb veel nouda, et loigu XY moodus-
tamisel oleks silmas peetud nouet XY 17T AB. Seega ekvivalentsiklassi
joonisele kandmiseks on kiillaldane kanda sellest klassist mistahes seotud
vektor, sest temaga ekvivalentsed vektorid oskame siis juba joonistada. Et
vahet teha, kas tegemist on seotud vektoriga voi tema poolt maaratud ek-
vivalentsiklassiga, varustame seotud vektori tahise vastavalt kas kriipsuga
voi noolega. Seega korvaloleval joonisel 14.3 seotud vektori juurde kirju-
tatud AB fitleb, et tegemist on seotud vektoriga. Too-eest CD iitleb, et
tegemist on ekvivalentsiklassiga méiratuna seotud vektori C'D poolt.

e X/)TY:Y B

Joonis 14.3

Jargnevas on meile oluline seotud vektorite hulga E ekvivalentsi-
klasside hulk, mida tahistame E abil. Tapsemalt E; abil, kui me oleme
lahtunud hulgast FE;, kus i € N3. Tema elemente, s.o. ekvivalentsiklasse,
nimetame sellest momendist alates vektoriteks ehk vabavektoriteks. Vektorit
0 nimetame nullvektoriks. Kuna vektorit, s.o. ekvivalentsiklassi, miarava
seotud vektori voib temast valida vabalt, siis tema ei mangi mingit erilist
osa. See on pohjenduseks, misparast me vektoreid tahistame ka noolega
varustatud vaikeste ladina tdhtedega. Niiteks d, 5,..., x, vy, Z abil

Niid naitame, et hulga E poolt madratud vektorite hulgas E tekib
loomulikul teel vektorruumsi struktuur.

Vektorruumi definitsiooni 7.1 kohaselt tuleb anda vektorite liitmise
ning vektori reaalarvuga korrutamise moiste. Seejarel on vaja kontrollida
kas on taidetud kaheksa aksioomi.

I. Vektorite liitmine tahendab kujutuse

+:EXxE—E;, (Z,))r—o+y

andmist. Seega meil tuleb mistahes kahe vektori Z,7 € E korral defi-
neerida nende summa 7 + ¢ € E. Teeme seda jérgmiselt (vt. joonist 14.4).
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Fikseerime vabalt mingi punkti A € E. Moodustame kaks seotud vektorit
AB ja BC noudega AB =7 ja BC = /. Tekkinud seotud vektori AC
abil saab moodustada vektori AC. Vektorit AC nimetame vektorite i
ja y summaks, s.o.

7+q:= AC. (14.2)

Tuleb veel kontrollida, kas vektorite liitmise definitsioon on korrektne, s.o.
ta ei soltu punkti A wvalikust. Toepoolest soltumist ei ole, sest mistahes
teise punkti A’ € E korral, moodustame analoogilised seotud vektorid
- J— —_— _—
A’B’ ja B'C' noudega A'B’ = ¥ ja B'C' = 4. Sel korral ¥+ ¢ =
A'C’. Kuna tekkinud kolmnurkade ABC ja A’B'C’ vastavad kiiljed on
sama pikad ja omavahel paraleelsed, siis seotud vektorid AC ja A’C’ on
samasuunalised ja sama pikad, s.0. AC ~ A’C" ehk AC = W . Sellega
toodud vektorite liitmise definitsioon on korrektne.

Kirjeldatud viisil vektorite liitmise korral me iitleme, et see toimub
kolmnurga reeglt abil.

= B y
AB BC B
A'B’
AC A C’
A'CY
Joonis 14.4

Jargnevas on vaja kontrollida, et antud vektorite liitmise definitsioon
rahuldab aksioome (7.2)—(7.5).
1° Vaja on naidata, et vektorite liitmine on assotsiatiivne, s.o.

+
<
+
N

VE,§,Z7€R, (T+§)+7=7 ). (14.3)

N
+

Viimase toestamiseks saame kasutada ainult vektorite liitmise definitsiooni,
sest hulga E ehituse kohta midagi muud me veel ei tea. Fikseerime mingi
punkti A € E (vt. joonist 14.5). Leiduvad punktid B,C,D € E nii, et

AB=% BC=¢, CD=7
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Joonis 14.5

Valemi (14.2) abil saame

(Z+y)+Z=(AB+BC)+CD =AC+CD = AD

ja

Z+ (+2)=AB+ (BC+CD)=AB+ BD = AD,

millest paremate poolte vordsuse tottu saame vasakute poolte vordsuse.
Sellega oleme toestanud valemi (14.3).

2° Vaja on naidata, et hulgas E leidub nn. nullvektor, vektor, mis
iga ¥ € E korral rahuldab

i+0=2 0+Z=4% (14.4)

Selleks vektoriks sobib valemiga (14.1) antud vektor, mida on juba ennat-
likult nimetatud nullvektoriks. Toepoolest on see nii, sest vabalt voetud
punkti A € E korral leidub selline punkt B € E, et AB = 7. Lisaks
sellele kehtib BB = 0 ja AA = 0. Liitmise definitsiooni 14.2 kohaselt

Saalne

7+0=AB+BB=AB=2

ja

O+7=AA+ AB = AB = 7.

Seega valem (14.4) on toestatud.
3° Vaja on naidata, et iga vektor & € E omab vastandvektorit —x,
s.o. sellist vektorit, et kehtib

i+ (%) =0, (-&)+z=0.

97



Konstrueerime vektori ¥ abil vektori, mis osutub tema vastandvektoriks.
Fikseerime mingi punkti A € FE. Leidub sobiv punkt B € FE, et
AB = #. Samas on meie kiisutuses seotud vektor AB. Moodustame
tema seotud vastandvektori —AB = BA abil vektori —AB = BA.
Tshistame —AB := —AB. Viimane osutubki vektori & vastandvektoriks,
s.o. —#=—AB. Toepoolest, sest

Z+ (—%)=AB+ (-AB)=AB+BA=44=0

ja

(-Z)+#=(-AB)+ AB=BA+ AB = BB =0.

4° Vaja on kontrollida, et vektorite liitmine on kommutatiivne, s.o.

8y
+
<
I
<
_|_
8y

(14.5)

Toestuseks fikseerime punkti A € E (vt. joonist 14.6). Leiduvad sellised
sobivad punktid B,C,B’,C’' € E, et

Joonis 14.6
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AB=# BC =4 AB =¢, BC =i
Valemiga (14.2) antud liitmise definitsiooni kohaselt

T+y=AB+ BC = AC,

(14.6)
j+i#=AB +BC = AC".

Niiiid vaatleme murdjoont CBAB'C’. Kuna meil # = AB = B'C’ ja
—

j = BC = AB', siis AB ~ B'C’ ja BC ~ AB’. Seotud vektorite

ekvivalentsuse definitsiooni 14.7 kohaselt

AB=DB'C', AB| B'C’; BC=AB', BC | AB'.

Seega vaadeldava murdjoone vastaskiiljed on sama pikad ja paralleelsed,
mistottu on tegemist roopkiilikuga. Jarelikult on murdjoon kinnine, s.t.
C' = C. Niiiid ndeme, et valemis (14.6) on paremad pooled vordsed. Seega
on vordsed ka vasakud pooled. Sellega vektorite liitmise kommutatiivsus
(14.5) on toestatud.

Oleme néidanud, et valemiga (14.2) antud vektorite liitmine rahuldab
vajalikke aksioome 1° — 4°.

II. Niiid on vaja defineerida vektorite hulgas E vektori reaalarvuga
korrutamine, s.o. iga reaalarvu ¢ € R ja iga vektori ¥ € E korral on
vaja defineerida uus vektor, mida tahistame &% abil. Enne kui vektori &%
defineerime, on vaja paari uut moistet.

Mistahes vektori # € E korral, lahtudes mingist punktist A € FE,
leidub selline punkt B € F, et AD = 7. Tekib ka seotud vektor AB € 7.

Definitsioon 14.9. Vektori T pikkuseks, tdhistame |Z| abil, nime-
tatakse seotud vektori AB € & pikkust, s.o.

7= [AB|, ABez

Kuna vektor, kui ekvivalentsiklass, koosneb omavahel ekvivalentsetest seo-
tud vektoritest, mis on pikkuselt vordsed, siis viimane definitsioon ei soltu
punkti A € E valikust. Naeme, et vektori pikkus ei ole negatiivne. Saame
isegi oelda tapsemalt: nullvektori ja ainult tema pikkus on null, koigi null-
vektoritest erinevate ja ainult nende pikkus on positiivne, s.o.

T=0<= 2| =0, T#0< |7 >0. (14.7)
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Mistahes kahe vektori Z,y € E korral, lahtudes punktidest A, A" € F,
leiduvad sellised punktid B, B’ € E, et

AB ez, A'B e€47.

Definitsioon 14.10. Vektorit T mnimetame 1) kollineaarseks, 2)
samasuunaliseks, 3) vastassuunaliseks vektoriga v, kui

1) 4B | A’B, 2) AB11 4B, 3) AB1| 4B,

ning tahistame
) 2@y, 2) 211y, 3) £117.

Paneme niiiid tahele, et vektor: madaramiseks on killaldane teada tema
pikkust ja tema suunda.
Anname niiiid kujutuse

CRXE—E; (£&)— &7,

s.0. reaalarvu ja vektori korrutise, jargmise definitsiooniga.
Definitsioon 14.11. Reaalarvu & ja vektort T korrutiseks £
nimetatakse vektorit, mis maaratakse tingimustega

17 |ez] = lg]12],

22 D) MZ, kui £>0, (EX)T1 &, kui £<O. (14.8)

Niitid tuleb kontrollida, kas antud vektori korrutamise reaalarvuga definit-
sioon rahuldab kahte aksioomi antuna valemitega (7.7) ja (7.8). Neist esi-
mene, S.0.

12 =2, ViekE, (14.9)

on kergesti kontrollitav, sest valemi (14.8) kohaselt

sest 1 > 0, millest saame (14.9). Et kontrollida aksioomi antuna valemiga
(7.8), teeme eelnevalt veel moningad téhelepanekud.
Lause 14.1. Kehtwad jargmised valemid

02=0, £0=0, (-1)&F=-7. (14.10)

100



Toestus. Vektorid 0Z ja £0 on pikkusega 0, sest definitsiooni
14.11 kohaselt

0&] = |0[|Z] = 0]Z] =0, |£0] = [¢]]0] = [¢]0=0.
Kuna pikkusega 0 on ainult nullvektor, siis
0z =0, €£0=0.

Kolmanda omaduse toestamisel paneme téhele, et vektorid (—1)Z ja —&
on vordse pikkusega, sest

(=D)z| =| = 1[|#] = 1]7] = [z] = | - 7.

Lisaks vaatluse all olevad vektorid, definitsiooni 14.11 kohaselt, on samasuu-
nalised, sest

(-1 E T (~F) = (~1)Z 1T ().

Jarelikult (—1)7=—-7. &
Sellega on eeltoo loppenud, et toestada

(en)7 = &), VEnER, VFcE. (14.11)

Paneme esmalt tahele, et vektorid (£n)Z ja &(nZ) on vordse pikkusega,
sest

(Em)Z| = [&nl1Z] = (€l InD]Z] = €] (Inl[Z]) = [Elnd] = [€(n@)].  (14.12)

Maérgime, et moningatel lihtsatel erijuhtudel on valemi (14.11) kehtivus
ilmne, kasutamata isegi (14.12). Neid juhte on kolm: ¢ = 0, n = 0
ja & =0. See on toepoolest nii, sest tdnu valemile (14.10) saame

—

(0m)F=0& =0, 0(nz)=0= (0n)7 = 0(ni),

ja



Jargnevas tuleb uurida olukorda, kui £ #0, n#0 ja T # 0. Kuna
on naidatud, et vektorite ({n)Z ja £(nZ) pikkused on vordsed, siis on veel
vaja naidata, et need vektorid on samasuunalised. Kahjuks tuleb jargnev
arutlus jaotada neljaks olenevalt & ja 1 margist, sest sellest soltub kordse
vektori suund. Siin me kasutame iga juhu puhul definitsiooni 14.11.

Kui £ > 0 jan > 0, siis ka &n > 0. Jarelikult

EMZ 1T 2, EMT) 1T (nZ) 117 = ()T 11 £(nT).

Kui £ <0 ja n<0, siis &n > 0. Jarelikult

EMT 112, EMmT) 1] (nT) T 7.

Seega
(EmZ 11 £(n).

Kui € >0 ja n<0, siis &n < 0. Jarelikult
Emx 1L, &) 1T (nF) 1] &

Naeme, et ka siin

(En)Z 17 &£(nT).
Lopuks kui € <0 ja n >0, siis &n < 0. Jirelikult
T 1l 2, &Mnx) Tl (nT) 17 7,

millest (£n)Z 77 £€(nZ). Valem (14.11) on toestatud. Seega vektorruumide
aksioomide 5° ja 6° kehtivus on naidatud.
I1I. Lopuks tuleb kontrollida distributiivsuseseadusi

E@+y) =8+ &y (14.13)

ja
(€ +n)T =T+t (14.14)

Ka distributiivsuste kontrollimisel vaatleme esmalt lihtsaid erijuhte. Kui
£€=0, ¥=0, y=0 voi y=—2, siis distributiivsus (14.13) kehtib, sest

0F+§) =0, 0f+0§=0+0=0=0(F+7) =07+07,
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ja
ET+ (7)) =€0=0, EF+&(-0) =T+ (E(-1))T=£Z+ (-1)E)T =

=T+ (1) (6F) = &0+ (—(£2) = 0 = £(T + (—0)) = &F + £(—2).

Siin me kasutasime valemeid (14.10) ja (14.11).

On jadnud vaadelda pohijuhtu, kus € #£0, £#£0, §#0 ja Z+7 # 0.
Valime vabalt punkti A € F (vt. joonist 14.7). Leiduvad sobivad punktid,
tahistame B,C € E abil, et

AB=% BC=¢, AC=zi+7.

&8 (£<0)

CI/

Joonis 14.7

Moodustame niiiid € > 0 (£ < 0) korral meie kolmnurgaga ABC
sarnase kolmnurga B’AC’ (B” AC") nagu joonisel on nididatud. Seejuures
nouame, et kiilgede suhe on

B'A BC  AC |
BA - BC ~ Ac ~ % kui &>0
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ja

B//A B//C// AC//
BA ~ BC ~ AC
Definitsioon 14.11 lubab niitid vektorite jaoks kirjutada

=&, kwt £<0.

AB = ¢AB = ¢z, B'C = ¢BC = &

. (14.15)
AC" = ¢AC = £(Z+7), kui €>0,

ja —_— —_—
AB" = ¢AB = ¢7, B"C" = ¢BC = &7, (14.16)

AC” = ¢AC = €(@+9), kui € <0.

Vektorite liitmise definitsiooni kohaselt

AC" = AB'+ B'C', AC" = AB" + B"C".

Asendame siia valemitest (14.15) ja (14.16). Molemal juhul, olenemata
sellest kas € > 0 voi £ < 0, saame

§(T+9) = ET+ &Y.

Niitid néitame, et kehtib distributiivsus (14.14). Alustame taas erijuh-
tude vaatlemisega.
Kui £€=0, n=0 voi & =0, siis distributiivsus (14.14) kehtib, sest

0+n)Z=nZ, 0Z+nE=0+n%=nZ= (0+n)7 =07+ nZ,

E+0)F=0+8T=0T+EX =67+ 08 = (E+0)F=E8+ 0T
ja
E+n)0=0, £E04n0=0+0=0= (£+n)0=E0+n0.
Toestamist vajab veel pohijuht &€ #£0, n#0 ja & # 0. Kahjuks tuleb
ka siin arutelu jagada alajuhtudeks, et oskaksime hinnata kordse vektori
suunda.
Kui € >0 ja n >0, siiska &+ n > 0. Me saame Gelda, et

vaadeldavate vektorite (£ +n)T ja &+ nZ pikkused on vordsed ning nad
on lisaks ka samasuunalised, sest

(€ +m)Z| = [§+n[[Z] = (I€]+nD) 2] = []1Z]+[n][7] = |£2]+[nT] = |€7+nT]
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ja
E+nT) 112, (Z+0D) 117 = (E+n)T 1T (§+n)T 1T (X + nD).

Siin me kasutasime juuresolevat joonist 14.8, absoluutvaartuse omadusi ja
definitsiooni 14.11.

E>0,1>0
(§+n)&
. & v
EX+nx
Joonis 14.8

Kui € <0 ja n<0, siiska £+ n < 0. Ka siin saame oOelda, et
vaadeldavate vektorite (£ +n)T ja &r¥+nZ pikkused on vordsed ning nad
on samasuunalised, sest

[(+m)@] = [E+n[|Z] = (I€]+[n]) 2] = [£] 2] +[n]|Z| = [£T]+ |nE| = |§T+nT|
ja
E+n)@) 1] &, (X+n2) 1] &= (§+n)Z 11 (X + nT).

Juht £ >0 ja n <0 tuleb aga jagada kolmeks: £€+7n7 >0, £€4+n=0
ja&+mn<O.
Esimesel juhul neist (vt. joonist 14.9)

E>0,n<0,E+n>0

£z
7 — -\~ Y
x
3 — Tt g >
Ex+nT nT
Joonis 14.9

|(E+m)@| =[E+n]|Z] =([E]=nDIZ| =[]|Z]=nl|Z] =67 =|n| = [§7+nT]|=
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= |(§ +n)Z| = |£7 + 7|
ja
E+mZ 1 Z, (2 +nZ) 11 &= (£+n)T 11 (T + nZ).

Seega valem (14.14) sellel juhul on toestatud.
Teisel juhul neist

(E+m)Z =102 =10 =0 = (£+n)T=0

ja
ET+NT = ET+(—€)T = ET+((—1)€)T = £7+(—1) (€7) = £7+ (= (£D)) = 0,

millest paremate poolte kokkulangemise tottu saame taas (14.14).
Kolmandal juhul saame analoogiliselt (vt. joonist 14.10)

[(§+n)Z| =|E+n]|Z] = (Inl=1EDIZ] =Inl|Z]—[¢]|Z] = |nZ]|—|§Z] = [nT+EF| =
= (£ +n)Z| = [£7 + n7]
ja
E+mE T2, (EZ+n2) 1l 7= (§+n)Z 1T (&L + nT).
Ka sellel juhul valem (14.14) kehtib.

E>0,1<0,E+n<0

oo T
eana £z
A 7 :E) Y
: NV — ;
nT

Joonis 14.10

Viimase juhu £ <0 ja 7 > 0 saab taandada juba vaadeldud juhule
£ >0 ja n <0 tanu reaalarvude ja meie vektorite liitmise kommutatiiv-
susele, mistottu

(€ +ma =+ 8T =nT +&F =T + 1.

Kokkuvottes valem (14.14) on toestatud.
Sellega oleme naidanud, et punktihulga FE poolt indutseeritud vek-
torite hulk E on tehete (14.2) ja (14.8) suhtes vektorruum.
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15. PROJEKTSIOONIVEKTOR. PROJEKTSIOON.
OMADUSED

Projektsioonivektorit ja projektsiooni vaadeldakse tasandil F> ja ruu-
mis Fs. Olgu tasandil (ruumis) fikseeritud mingi sirge s (vt. joonist 1.1).
Seejérel fikseerime sirge [ (tasandi 7 ), noudes, et ta loikab sirget s ja
seejuures ainult ithes punktis. Mistahes punkti X € Fy (X € E3) korral
votame punkti X ldbiva sirge [lx (tasandi 7x), mis on paralleelne
sirgega [ (tasandiga ), s.o.

X ely, lel (XGW)(, 7TxH7T).

Tasand FEo Ruum FEj5

Joonis 15.1

Uheselt méaaratud 16ikepunkti s N iy (sNmx) tdhistame punkti X
korral tdhega X’. Seega

X' =snlx (X/:Sﬂﬂ'x).

Definitsioon 15.1. Punkti X' nimetame punkti X projektsiooniks
sirgel s paralleelselt sirgega 1 (tasandiga 7).

Paneme tahele, et kui X € s, siils X’ = X. Ka mistahes punkti
Y elx (Y €nrx) korral Y/ = X’ Sellega on 16ppenud eelt6o, et anda
projektsioonivektori moiste.
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Vétame nullvektorist erineva vektori @ € Es (@ € Ej). Teeme niiiid
jargmise konstruktsiooni. Fikseerime vabalt mingi punkti A € Fy (A €
E3) (vt. joonist 15.2). Leidub selline punkt B € Fy (B € E3), et
AB = d@. Kuna vektor @ ei ole nullvektor, siis punktid A ja B on
erinevad. Tekkinud loik AB maéarab iiheselt sellise sirge s, et AB C s.
Edasi fikseerime sirge | C Fy ( tasandi 7 C F3 ) nii, et [ (m) loikab
sirget s ainult iithes punktis. Mistahes vektori & € Eo (& € E3) korral,
lahtudes mingist punktist X € Fy (X € Fj3), saame leida sellise punkti
Y € FEy, (Y€E3), et XY =7 Projekteerime punktid X ja Y sirgele
s paralleelselt sirgega [ (tasandiga ), saades sirgel s vastavalt punktid

/s / : : 1A Va)
X" ja Y’. Nende abil moodustame vektori X'Y".

Tasand Fs Ruum FEj5
. T
_a, e
Y
X
a: - -
A B X/ Y/ S
T TX Ty
—_—
Przi = X’Y’(||l) Przz = X’Y’(Hw)
Joonis 15.2

Definitsioon 15.2. Vektorit W nimetame vektori I projekt-
sioonivektoriks vektori d  sihile paralleelselt sirgega 1| (tasandiga ).
Projektsioonivektorit XY tihistame Prz@(|| 1) (Prg@(|| m))-

Kui tekstist on selge paralleelselt millise sirgega (tasandiga) projekt-
sioonivektor leitakse, siis tema téhises jaetakse adra | [ (|| 7). Seega
projektsioonivektori lihtsustatuks tahiseks saame PrzZ (PrzZ). Jatame
lugejale kontrollida, et projektsioonivektori definitsioon ei soltu punktide
A ja X wvalikust. Abistavalt titleme, et lahtudes mistahes teisest punkti-
paarist, saame seotud vektorite AB, XY ja X'Y’ asemele sellised seotud
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vektorid, mis on ekvivalentsed nendega. Seetottu nad méaravad sama vek-
tori nagu eelmisest paragrahvist teame. Definitsioonist 15.2 naeme: kui
mingi vektori XY = 7 korral sirged lx ja ly (tasandid 7x ja my)
tthtuvad, siis ihtuvad ka punktid X’ ja Y’/, mistottu XY =0 Seega
sellise vektori # korral Prz# = 0. Selline on olukord ka nullvektori 0

korral. Seega
Prz0=0. (15.1)

Jargnevas toestame kaks projektsioonivektori omadust.
Omadus 15.1. Vektorite summa projektsioonivektor on vordne nende
vektorite projektsioonivektorite summaga, S.o.

Pra(¢ + ) = Prg% + Pray. (15.2)

Toestus. Projektsioonivektori definitsiooni kohaselt tuleb votta punkt
A€ Ey, (A€ E3), seejarel leida selline punkt B € Fy (B € F3) nii, et
AB = @ (vt. joonist 15.3).

Z ALY

Joonis 15.3

Edasi moodustame sirge s selliselt, et loik AB C s ja sirge [
(tasandi ), paralleelselt millega projekteerime punkte sirgele s. Leiame
valemis (15.2) olevad projektsioonivektorid. Votame punktid X,Y, Z € Fs
(X,Y,Z € F3) nii, et XY = Z ja Y7 = . Seejuures X7 = Z+7y.
Tahistame punktide X, Y ja Z projektsioone sirgel s vastavalt X', Y’
ja Z'. Projektsioonivektori definitsiooni 15.2 kohaselt saame

S — — S R
Prai=XY', Pragi=Y'Z, Pra@+i)=X7 (15.3)

Vektorite liitmise definitsiooni kohaselt (antakse valemiga (14.2))

X7 =XY' +Y'Z.
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Asendades siia valemist (15.3), saame valemi (15.2). Seega omadus 15.1 on
toestatud. &

Omadus 15.2. Mistahes reaalarvu & € R ja mistahes vektori T
korral

PTa(ff) = fP?“aa_f. (15.4)
Toestus. Selle valemi 6igsus on ilmne kahel triviaalsel juhul, kui £ =0
voi & =0, sest

ja

Siin me kasutasime valemeid (14.10) ja (15.1). Niitid tuleb omadus toestada
pohijuhul, kui £ #0 ja Z # 0. Teeme joonise 15.4.

la=a 'V D s
Joonis 15.4

Joonis kajastab olukorda, kui asume tasandil ja seejuures & > 0. Lugeja
hooleks jaab teha joonis, kui & < 0. Samuti teha vastavad joonised ruumi
korral. Lahtume projektsioonivektori definitsioonist. Selle kohaselt tuleb
votta punkt A € Fy (A € Ej3), seejarel leida selline punkt B € FEs
(B € E3) nii, et AB = @ Edasi moodustame sirge s, kus AB C s,
ja sirge | (tasandi 7), parallelselt millega projekteerime punkte sirgele
s. Kanname joonisele ka vektori I # 0 seekord, lahtudes punktist A.
Leiduvad sobivad punktid C,D € Es; (C,D € E3), et AC = 7 ja
AD =¢Z. Siin C#A ja D#A. Kui €>0 (£<0) on

AD 11 AC (AD 1| AC).
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Leiame punktide A, C ja D projektsioonid sirgel s paralleelselt sirgega
| (tasandiga m). Saame punktid A’ = A, B’ ja C'. Kolmnurgad ADD’
ja ACC’ on sarnased, kusjuures

AD  AD'
AC  ACY

= &l

Kasutades definitsiooni 14.11, saame
ﬁ = fA_C’) — P?“giﬁ = f’Praﬁ — PT@*(ff) = fPrgf.

Sellega omadus 15.2 on toestatud. &
Jareldus 15.1. Kehtib valem

Prg(@y 4+ @2+ ...+ Tp) = Prg@y + PrgZs + ... + PrgZo,. (15.5)

Toestuse jatame lugejale. See tuleb labi viia matemaatilise indukt-
siooni abil vektorite xi, s,...,T, arvu m jargi. Kui m = 2 on
jareldus toestatud (vt. (15.2)).

Jareldus 15.2 Kehtib valem

Pra(&171 + o+ ... + En@m) = E1Pra®y + & Pragls + ... + £ Prao,.

Ka siin jatame toestuse lugejale. Margime ainult, et tuleb kasutada vale-
meid (15.5) ja (15.4).

Definitsioon 15.3. Projektsioonivektorit PrzxX mnimetame ristpro-
jektsioonivektoriks, kui sirge | (tasand ) on risti sirgega .

Selle paragrahvi lopuosa pithendame projektsiooni moistele ja ta oma-
dustele. Koigepealt juhime tdhelepanu sellele, et projektsioonivektor Prz@
on kollineaarne vektoriga @, nagu definitsioonist 15.2 ndeme. Seega olene-
valt vektorist ¥ on projektsioonivektor Przx¥ vektoriga a kas samasuu-
naline voi vastassuunaline.

Definitsioon 15.4. Vektori & projektsiooniks vektori a # 0 sihile
nimetatakse reaalarvu, mida tdhistame przx@ abil ja anname valemiga

(15.6)

S { \Pra@|, kui Prz@11a
a L

—|Prz®|, kui PrgZlla
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Selle valemi rakendamisel projektsioonivektorile Przr = 0 tekib kiisimus,
kuidas projektsioon przx leida, sest nullvektor on samasuunaline iga vek-
toriga. Kuna =|Prg#| = £|0] = £0 = 0, siis pole oluline kumba juhtu
valemis (15.6) projektsiooni przZ leidmiseks me kasutame.

Jargnevas tuletame iihe abivalemi, mis aitab projektsiooni przr oma-
duste toestamisel. Koigepealt moodustame vektori @ # 0 abil uue vektori
o := %l&. Kuna @ # 0, siis |@] > 0. Seega eksisteerib ﬁ, mis on
seejuures samuti positiivne. Viimast silmas pidades, ndeme, et vektor da,
on definitsiooni 14.11 kohaselt samasuunaline vektoriga a. Sama valemit

kasutades, saame

Gol = | —a @)= ~a =1
Qo| = |70 = |7 ||1A] = |al = 1.
=@ @ T

Definitsioon 15.5. Vektorit pikkusega tiks nimetatakse uhikvektoriks.
Seega vektor a, on vektoriga a samasuunaline iithikvektor. Lopuks
anname abivalemi, milleks on

Przz = (prz@)d,. (15.7)

Veendume selle valemi oigsuses. Juhul Przr = 0 see valem kehtib, sest
pra® = 0. Jargnevas tuleb vaadelda pohijuhtu Przx # 0. Paneme esmalt
tahele, et

PrzZ || d, al do = Prz@ || d,.

Kuna @ # 0, siis valemi (14.8) kohaselt on projektsioonivektor Pra@
vektori d, kordne. Seega ta avaldub kujul

PraZ = A\do. (15.8)

Kordaja A # 0, sest projektsioonivektor PrzZ # 0. Leiame viimase
valemi abil kordaja A. Koigepealt on selge, et

A >0 <= Pra@i 11 ds, \<0<= PraZ 1| d.

Lisaks saame pikkuse abil

. . . A, kui A > 0 A, kui Prz@ 11 a
|Prz@| = |Ado| = |A||do] = |A| = _ = . .
=\, kur A <0 —A\, kut Przxr 7] a
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Viimasest saame

|PrzZ|, kui PrzZ 1] a . .
A= = prg& = \ = prgT.

—|PrzZ|, kui PrzZ 1] ad

Asendades saadud A\ = przZ valemisse (15.8), saame abivalemi (15.7).
Seega valem (15.7) on toestatud.

Niiud toestame projektsiooni kaks omadust.

Omadus 15.3. Vektorite summa projektsioon on vordne nende vek-
torite projektsioonide summaga, s.o.

pra (€ 4+ 9) = pra® + pray. (15.9)

Toestus. Lahtume projektsioonivektori esimesest omadusest (vt. va-
lem (15.2)). Valemi (7.21) tottu voime selle kirjutada kujul

Prg# + Praij — Pra (2 +¢) = 0.
Abivalemist (15.7) teeme siia asenduse. Saame
(praf) @o + (pray) do —pra(ZF+4) @ =0,
millest distributiivsuse abil reaalarvude liitmise ja lahutamise suhtes saame
(pra® + pray — pra (£ +)))do = 0.
Arvutamise lihtsustamiseks tahistame
a:=prg@+pray —pra (Z+179), (15.10)

mille abil viimane saab kuju ad, = 0. See valem saab kehtida vaid o = 0
korral, sest

|04c70|:\6|:>|a||6o\:0:>|a|:O:>oz:O.

Seega avaldise (15.10) parem pool on vordne nulliga. &
Omadus 15.4. Mistahes reaalarvu € € R ja mistahes vektori T
korral

pra(§%) = Epra . (15.11)
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Toestus. Ta on analoogiline omaduse 15.3 toestusele. Lahtume vale-
mist (15.4), millest (7.21), (15.7) ja (7.15) abil saame

Tahistame
a = prz(£X) — Epra @, (15.12)

mistottu saame ad, = 0. Analoogiliselt nagu eelmise omaduse korral saab
viimane kehtida o = 0 korral. Seega kehtib valem (15.11), sest avaldise
(15.12) parem pool on vordne nulliga. &

Lugejale jatame toestada jareldustega 15.1 ja 15.2 analoogilised jarel-
dused projektsiooni kohta, s.o. kehtivad valemid

—

pra(Ty+ T2 + ...+ T) = praly + pra®a + ... + pra’m
ja
pra(§1Z1 + &z + ..+ En®m) = E1pra®y + Saprala + ..o+ EnDTaTm.
Definitsioon 15.6. Projektsiooni przx nimetame ristprojektsiooniks,
kui sirge | (tasand m) on risti sirgega s.
Sel korral saab anda ristprojektsiooni przx leidmiseks taiendava vale-

mi, mis edaspidi on vajalik. Selleks anname kahe vektori vahelise nurga
moiste (vt. joonist 15.5).

Joonis 15.5

Mistahes kahe nullvektorist erineva vektori & ja ¢ korral lahtume
mingist punktist A € Fy (A € E3). Leiduvad sobivad punktid B,C € Fjy
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(B,C € E3), mis ei iihtu punktiga A, et AB =17 ja AC = 7. Ruumi
juhu saame taandada tasandi juhule, sest ruumi korral saame votta sellise
tasandi Fs, et temale kuuluvad loigud AB ja AC.

Definitsioon 15.7. Nimetame vektor: T ja vektori i wvaheliseks
nurgaks T #0 ja § # 0 korral nurka, mis tekib loigu AB péoramisel
imber punkti A lihemat teed pidi loigule AC. Tdhistame seda nurka /(Z, )
abil.

Sellest definitsioonist naeme, et nullvektorist erinevate vektorite vahe-
line nurk kuulub 16iku [0, 7].

Definitsioon 15.8. Kui vektoritest T ja iy wvdhemalt tiks on null-
vektor, siis nurgaks /(Z,Yy) loeme iikskoik millist reaalarvu loigust [0, ).

Kahest viimasest definitsioonist naeme, et vektorite vaheline nurk ei
ole margiga reaalarv. Seega

L(y, %) = L(Z, 7). (15.13)
Lisaks sellele
VE>0, >0 (£<0, n<0)= L(&Z, ) = L(Z,ny) = L(Z,Y) (15.14)
ja
VE>0,m<0 (£<0,m>0)= L(&Z,y) = L(&,ny) =7 — L(Z,7). (15.15)
Niitid vaatleme ristprojektsiooni prz#, kui @ # 0. Nagu nieme

@] cos £(Z,d), kui L(Z,d) €0, g]
|Pra@| = -
—|7] cos £(7,@), kui L(Z,d) €[5, 7]

Seega
|Prz@|, kui /(Z,d) € [0, =]
|| cos £ (&, a) = =
—|PrzZ|, kui /(Z,d)€ |[=, 7]

2

|Prz@|, kui PrzgZ17ad .

= = prz.
_\Prg@|, kui Pre@ila D °



Saime
pra® = |Z| cos L(Z, a). (15.16)

See valem on saadud eeldusel ¥ # 0. Samas aga nieme, et teda saab ka
kasutada 7 =0 korral, sest prz0 =0 ja |6\ =0.

Definitsioon 15.9. Me dtleme, et vektor T on risti vektoriga 1, kui
L(%,9) = 5. Seda asjaolu tihistame & L i abil.

Selle definitsiooni ja kahe vektori vahelise nurga definitsiooni kohaselt
nullvektor on risti iga vektoriga. Samadele definitsioonidele tuginedes,
saame oelda, et kui vektor & on risti vektoriga v, siis vektor ¢ on

risti vektoriga Z. Seega
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16. BAAS. REEPER. PUNKTI KOORDINAADID,
NENDE TEISENEMISE VALEMID
ULEMINEKUL UUELE REEPERILE

Nagime, et sirge FE;, tasand FE5 ja ruum F3 indutseerivad vas-
tavalt vektorruumid E;, E, ja Es. Edaspidi iitleme liihidalt, et punk-
tihulk FE; indutseerib vektorruumi E;. Siin 7 € Nj3. Nendel kolmel
vektorruumil on veel iiks omadus — omadus, mida vektorruumi definitsioon
ei noua. Selleks on vektori pikkus. Vaatamata sellele on meie kasutuses
koik vektorruumi tulemused teisest peatiikist. Esmajoones on meile sealt
oluline vektorsiisteemi lineaarse soltuvuse ja lineaarse soltumatuse moiste.
Viimase kaudu toodi sisse baasi moiste (vaata definitsiooni 10.1). Meie
kohendame seda definitsiooni oma vektorruumide E; juhule. Koigepealt
sonastame iihest, kahest ja kolmest vektorist koosneva vektorsiisteemi li-
neaarse soltuvuse ja lineaarse soltumatuse tingimused meile sobival kujul.
Uhevektorilise vektorsiisteemi korral annab vastuse toereem 9.1 ja jareldus
9.1. Sonastame nad uuesti.

Teoreem 16.1. Uhevektoriline vektorsiisteem {d} on lineaarselt
soltuv siis ja arnult sits, kut vektor a on nullvektor, s.o. d = 0.

Jareldus 16.1. Uhevektoriline vektorsisteem {@} on lineaarselt
soltumatu siis ja ainult siis, kui vektor d ei ole nullvektor, s.o. d # 0.

Jargnevas vaatleme kahe- ja kolmevektorilist vektorsiisteemi.

Teoreem 16.2. Kahevektoriline vektorsiisteem {dy,d>} on lineaarselt
soltuv siis ja atnult siis, kuit vektor d, on kollineaarne vektoriga as.

Toestus. Olgu vektorsiisteem {di,d>} lineaarselt soltuv. Kuna vek-
torstisteemis on kaks vektorit, siis saame rakendada teoreemi 9.2, mille ko-
haselt iiks vektor avaldub teise kaudu. Avaldugu naiteks vektor d, vektori
a, kaudu, s.o.

C_I:Q = ozc?l.

Kui vektor a; avaldub vektori ds kaudu, siis on arutelu analoogiline.
Valemi (14.8) teise tingimuse kohaselt on vektor d, vektoriga d; sama-
voi vastassuunaline, s.o. vektor d@; on kollineaarne vektoriga ds.
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Vastupidi. Olgu da; || d2. Eraldame esmalt vélja iihe kitsa erijuhu,
mil eeldus kehtib. Selleks on juht, kui a; voi as on nullvektor. Seega
vektorsiisteem {d@i,d2} sisaldab nullvektorit, mistottu jarelduse 9.4 ko-
haselt on ta lineaarselt soltuv. Pohijuhul on @; # 0 ja @ # 0. Sel korral
|d1| # 0 ja |d2| # 0. Téahistame

2|

=

= .
1]

=

Viimase abil saame eeldust ds || @ tépsustada: a; 77 de korral dy = ads
ja dp 1] dy korral ds = (—a)a;. Siin me kasutasime valemit (14.8).
Teoremi 9.2 kohaselt vektorsiisteem {dj,ds} on lineaarselt soltuv. @&

Tarvilikust ja piisavast teoreemist saab teha jargmise tarviliku ja pii-
sava jarelduse.

Jareldus 16.2. Vektorsisteem {di,ds} on lineaarselt soltumatu siis
ja ainult siis, kui vektor d; ei ole kollineaarne vektoriga ds.

Definitsioon 16.1. Vektorsisteemi {dy,ds,ds} nimetatakse kom-
planaarseks, kut neid vektoreid mdaravad loigud on paralleelsed ming: ta-
sandiga.

Komplanaarsuse moiste omab motet ainult ruumi FE3 vektorite korral.
Viimast definitsiooni voime tolgendada ka jargmiselt. Iga punkti A € Fjs
korral leiduvad sobivad punktid A, As, A3 € E3, et

- L, = L =

A4, =@, AAy=dy, AA=ds.

Seega vektorsilisteem {di,ds,ds} on komplanaarne siis ja ainult siis, kui
loigud AA;, AA; ja AAjs on iihisel tasandil.
Teoreem 16.3. Kolmevektoriline vektorsiisteem {dy,ds,ds} on li-
neaarselt soltuv siis ja ainult siis, kui see vektorsiisteem on komplanaarne.
Toestus. Olgu vektorsiisteem {dy,ds,ds} lineaarselt soltuv. Kuna
temas on enam kui kaks vektorit, siis teoreemi 9.2 kohaselt vektorsiisteemi
iiks vektoritest avaldub iilejaanute kaudu. Olgu selleks vektoriks naiteks
vektor das, s.o.
a3 = a1y + qads. (16.1)

Kui vektorit a3 ei saa avaldada, siis saame avaldada kas vektori aq
voi vektori ds ning seejuures mottekaigud on analoogilised. Lahtudes
mingist punktist A € E3, konstrueerime valemi (16.1) abil vektori ds
(vt. joonist 16.1).
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Joonis 16.1

Teeme seda nii, et vektorile «qds saaksime liita vektori asds. Leidub
selline punkt B € FEj3, et AB = a;. Sirgel |1 D AB leidub punkt
B’ €ly C E3, et zﬁ = oi1dy. Siin me kasutasime valemit (14.8). Vektorite
liitmise definitsiooni silmas pidades, lahtume punktist B’. Leidub selline
punkt C € FEj3, et le — do. Edasi tekib sirge I D B'C ja sellel
sirgel punkt C’; et B'C’ = ands. Siin me taas kasutasime valemit (14.8).
Vektorite liitmise definitsiooni kohaselt

_—_; — — —
AC" = aqdy + asdy = as.

Niitid votame sellise tasandi 7, et punktid A, B’,C’ € w. Selline tasand ei
pea kiill olema tiheselt méaratud, mis ei ole ka meile vajalik. Sellel tasandil
asuvad vektorite ai, ds ja dsz poolt méaaratud seotud vektorid AB, B'C

ja AC" kuikaloigud AB, B'C ja AC’. Seega definitsiooni 16.1 kohaselt
vektorsiisteem {ds, d2,ds} on komplanaarne.

Arutleme niitid teises suunas (vt. joonist 16.2). Eeldame, et vektorsiis-
teem {di,ds,ds3} on komplanaarne. Fikseerides mingi punkti A € Fs,
leiduvad sellised punktid A;, As ja A3, et



A2 52
o .
Ay P A o101
- -
aq 1 S1
Q202 -
as oo
/
/ 2 A3 8,1
Joonis 16.2

Meie vektorsiisteemi komplanaarsuse tottu asuvad 1oigud AA, AAs ja
AAj ihisel tasandil. Tahistame viimast 7 abil. Seega AA; C 7w, AAy C 7
ja AAs C m. Voime eeldada, et vektorsiisteemil {d;,ds,ds} leidub ka-
hevektoriline lineaarselt soltumatu alamsiisteem, sest vastasel juhul teo-
reemi 9.2 kohaselt vektorsiisteem {dy,ds,ds} on lineaarselt soltuv, mida
oli vaja toestada. Olgu néiteks alamvektorsiisteem {di,d2} lineaarselt
soltumatu. Kui moni muu kahevektoriline alamvektorsiisteem on lineaarselt
soltumatu, siis jargnev arutelu on analoogiline. Jarelduse 16.2 kohaselt
ay | dz, seega loigud AA; ja AAs ei ole paralleelsed. Nad méaéravad
itheselt neid labiva tasandi, mida tahistame x abil. Seega AA; C 7
ja AA; C m. Et vektorsiisteem {di,ds2,ds} on komplanaarne, siis seo-
tud vektor AAs, samuti ka 16ik AA; asuvad konstrueeritud tasandil .
Moodustame niiiid iiheselt méaratud sirged nii, et s1 D AA; ja so D AAs.
Lé&bi punkti As tombame sirged s] ja s, mis on vastavalt paralleelsed
sirgetega s ja so. Tekivad iiheselt maaratud loikepunktid

Al =s1Nsy, Ay =sNs).
Konstruktsiooni kohaselt

Kuna @ #0 ja d # 0, siis valemi (14.8) kohaselt voime Gelda, et vektor
AA] on vektori a; kordne ja AA,; vektori dz kordne. Seega leiduvad
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sobivad reaalarvud a7 ja as, et

Vektorite liittmise definitsiooni kohaselt saame

Gy = AAY + AN As = AA] + AAL = 0n @) + awds.

Siin me arvestasime, et AA, ~ A7 A3, mistottu AA, = A} As. Me saime
d3 = a1dy + asds. Teoreemi 9.2 kohaselt vektorsiisteem {di,ds,ds} on
lineaarselt soltuv. &

Jareldus 16.3. Kolmevektoriline vektorsisteem {dy,ds,ds} on li-
neaarselt soltumatu siis ja ainult siis, kui ta ei ole komplanaarne.

Teoreem 16.4. Vektorruumide Ei, Eo ja Es baasiks on vastavalt
mistahes vektorsisteem {1}, mille vektor €, ei ole nullvektor, mista-
hes kahest mittekollineaarsest vektorist koosnev vektorsiistem {é€1,éx} ja
mistahes kolmest mittekomplanaarsest vektorist koosnev vektorsisteem
{e1,€é,é5}.

Toestus. Definitsiooni 10.1 kohaselt on meil veel vaja naidata, et
iga vektor avaldub vaadeldava vektorsiisteemi kaudu. Vaadeldavate vek-
torsiisteemide lineaarne soltumatus on aga eeldusega juba tagatud. Meie
jargnev toestus koosneb kolmest juhust.

a) Kui ¥ € E;, siis veendume, et ta avaldub vektori €7 kaudu.
Selleks tugineme vektori korrutamine arvuga definitsioonile 14.11. Praegu
iga vektori & korral & || €. Kui seejuures vektor & on nullvektor, siis
valemi (14.10) abil avaldub ta vektori & kaudu kujul 0 = 0. Juhul kui
T #0, siis leiame

¢ = ‘f—'
€1
Niid #1717y korral £ =¢&ey ja 1] €1 korral & = (—§)e;. Seega iga
vektori & € E; korral leidub selline reaalarv x1 € R, et

T = x1€].

b) Kui & € Es, siis veendume, et ta avaldub mistahes mittekollineaar-
sest vektoritest koosneva vektorsiisteemi {é7,€>} vektorite kaudu. Juhul
kui # =0, on see ilmne, sest valemi (14.10) kohaselt

0=0¢ + 0&.
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Juhul kui # # 0, siis on esmalt vaja vaadelda voimalust Z || &
(Z || €2). Siis juhu a) kohaselt leidub reaalarv z; € R (z2 € R), et

— —

Tr=ux1€1 =x1€1 + 065 (fZIEQeQ 0e; —1—33‘252).

8

Juhul kui Z |[fe; ja Z|fé2 (vt. joonist 16.3), siis lahtudes mingist
punktist K € F5, leiduvad tasandil F5 punktid A, A, ja X, et

KAl =¢, KAy=¢&, KX-=4%.

S9 S2

Joonis 16.3

Moodustame sirged s; ja so nii, et loigud KA; ja KA, asuvad
vastavalt nendel sirgetel. Kuna A; # K ja Ay, # K, siis sirged s7 ja
so madratakse itheselt. Lébi punkti X tombame sirged s} ja s, nii, et
si || s1 ja sb | s2 Tekivad punktid

1 =s1Usy, Al :=syUs.
Leiduvad sobivad reaalarvud 7 ja z2, et KA} = z1€1 ja KA,
Vektorite liitmise definitsiooni kohaselt

= 1'252.

F=KX =KA| + A\ X = KA, + KA, = 218, + 2265,

millest

f = ZL’1€1 + 33252.
See valem kehtib iga vektori & € E5 korral. Seega ka eespool vaadeldud
juhtude korral.
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c) Olgu vektorsiisteem {é7,€5,€3} mittekomplanaarne, s.o. lineaar-
selt soltumatu. Iga vektori z € E3 korral on vaja naidata, et ta avaldub
vektorite €7, €5 ja €3 kaudu. Moningatel erijuhtudel on seda naidata
lihtne. Nullvektori korral kehtib

0=0¢ +06& +06&;,

s.o. ta avaldub vektorite €1, €5 ja €3 kaudu. Teiseks erijuhuks on kui vek-
tor € E3 kuulub tihele jargmistest lineaarkatetest L(é1,e2), L(ey,€3) ja
L(é5,€3). Lineaarkatte definitsiooni 8.2 kohaselt leiduvad iga kord sobivad
reaalarvud, et kehtib iiks seostest

523316_)1 + 56252 = 513151 + 56252 + 053,

T ::clé'l + 56353 = 56151 + 052 + $3€3, (162)

T =x9€3 + w363 = 0€] + x2€5 + 13€3.

Seega ka sellel juhul vektor & avaldub vektorite €7, é ja e3 kaudu.

Pohijuhuks on juht, kui vektor Z € E3 ei ole niitid lihegi lineaarkatte
L(gl,gz), L(gl,gg) ja L(€2,€3> Vektor, S.0.

Fikseerime vabalt punkti K (vt. joonist 16.4). Leiduvad sobivad punktid
A17A27 A37X € E37 et

KA, =¢, KAy=¢, KAs;=¢&;, KX-=41



Joonis 16.4

Siin iikski ithise alguspunktiga K loikude kolmikutest
KAl, KAQ, KX, KAl, KAg, KX, KAQ, KAg, KX

el asu valemi (16.2) tottu iihisel tasandil. Joonistame réoptahuka, mille
tipuks on punkt K ja sellest tipust lahtuvad servad toetuvad meil sirgetele
s1 D KAy, s D KAy ja s3 D KAs ning loik KX on selle ro6ptahuka
diagonaaliks. Téhistame osa rooptahuka tippudest tdhtedega A}, A5 ja
AL, mis asuvad vastavalt sirgetel s;, s2 ja s3. Veel on iihte tippu

tahistatud tdhega B, nii nagu joonisel niidatud. Vektorid KA", KA/

ja KA3 on vastavalt lineaarkatete L(e7), L(€) ja L(€3) vektorid.

Seega leiduvad sobivad reaalarvud x1, x2 ja x3, et

KAl = $1€1, KA2 = ZL‘252, KA3 = 53.

Vektorite liitmise definitsiooni kohaselt

7=KX =KA| + A'B+ BX = KA, + KA, + KA},
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Seega
T = X1€1 + T2€o + T3€3.

Kui arvestada ka triviaalseid juhte, siis viimane kehtib iga vektori & € Ej
korral. Sellega teoreem on toestatud. @

Definitsiooni 10.3 kohaselt on sirge F;, tasandi Fs ja ruumi FEj
poolt indutseeritud vektorruumide E;, Es; ja Es mootmeks vastavalt 1,
2 ja 3.

Definitsioon 16.2. Hulki {O;e1}, {O;e1,éx} ja {O;é,é5,¢é5}
nimetatakse vastavalt sirge FEq, tasandi FEs ja ruumi FEs reeperiks
ehk koordinaatsisteemiks, kui {€1}, {€1,é2} ja {€1,é3,€5} on vastavalt
vektorruumide Eq, Eo ja E3 baasid. Punkti O € E; mimetatakse
reepert ehk koordinaatsusteemi alguspunktiks.

Reeperi alguspunkti voib tahistada mistahes tahega, tavaliselt tahista-
takse tahega (. Seejuures ei tohi tahte O segi ajada arvuga 0.

Definitsioon 16.3. Baasi nimetame ristbaasiks, kui temasse kuuluvad
vektorid on paartkaupa risti ja pikkusega 1.

Definitsioon 16.4. Reeperit nimetame ristreeperiks, kui temasse kuu-
luv baas on ristbaas.

Olgu {é1,é>} vektorruumi Es; baas. Rakendame need vektorid
mingist punktist K € F,. Leiduvad sobivad punktid A;, Ay € Fs, et

KA, =¢é), KAy =&,

Definitsioon 16.5. Vektorruumi Eo baast nimetame parema kae
(vasaku kie) baasiks kui seotud vektori KA, péore liihemat teed pidi iimber
punkti K seotud vektorini KAy toimub kellaosuti litkumise suunale vas-
tupidises suunas (kellaosuti litkumise suunas).

Olgu niid {é7,é5,e3} vektorruumi Es baas. Rakendame need
vektorid mingist punktist K € F3. Leiduvad punktid A, A, A3 € E3, et

e = =

KA =¢1, KAy=¢é, KA3=eé;s.

Definitsioon 16.6. Vektorruumi Es baasi {€1,€,€3} nimetatakse
parema kde (vasaku kde) baasiks, kui seotud vektori KAy pdore lihemat
teed pidi seotud vektorini KA, jilgituna seotud vektori KAz lopp-
punktist As toimub kellaosuti litkumise suunale vastupidises suunas (kella-
osuti litkumise suunas).
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Definitsioon 16.7. Ruumi reeperit {O;e1, €2, €5} nimetame parema
kie (vasaku kde) reeperiks, kui temasse kuuluv baas {€1,€>,€3} on parema
kie (vasaku kde) baas.

Niiid parast reeperi moistet avaneb voimalus anda punkti koordi-
naatide moiste. Kuna see on sirge F;, tasandi Fs ja ruumi Fs3 korral
analoogiline, siis teeme seda ainult ruumi FE3 korral. Olgu {O;é1, ez, €3}
ruumi F3 reeper.

Definitsioon 16.8. Mistahes punkti X € E3 kohavektoriks reeperi
{O; €1, €5, €3} suhtes nimetatakse vektorit OX € Es.

Ilmselt igal punktil X on olemas kohavektor ja seejuures ainult iiks.
Lisaks sellele iga vektor ¥ € E3 maarab sellise punkti X, millele ta on
kohavektoriks. Toepoolest. Rakendades vektori & punktist O, tekib
iitheselt maaratud punkt X nii, et OX = # Jarelikult leitud punkt
X € FE3 on selline, et tema kohavektoriks on vektor #. Kokkuvottes
ruumi  F3 punktide ja indutseeritud vektorruumi KEs vektorite vahel
on iks-iihene vastavus. See annab voimaluse punktide uurimise taandada
nende kohavektorite uurimisele.

Definitsioon 16.9. Punkt: X € FE3 koordinaatideks valitud reepers
{0; €1, €3, €5} suhtes nimetatakse tema kohavektori OX koordinaate ree-
perisse kuuluva baasi {€1,€3,€3} suhtes.

Vektori koordinaatide moiste on aga meile tuntud moiste, mis on antud
definitsiooniga 10.4. Samuti teame, et vektori koordinaadid teoreemi 10.2
kohaselt méaaratakse iiheselt antud baasil {e1,€é5,€3} . Seega avaldises

OX = x1€1 + T2€3 + T3€3

kordajad, s.o. koordinaadid, x1,x2 ja x3 antud reeperi suhtes maaratakse
iiheselt. Punkti X koordinaatidega z1,x2 ja x3 téhistame X (z1,z2,x3)
abil.

Definitsioon 16.10. Vektor: koordinaate ristbaasi suhtes nimetatakse
tema ristkoordinaatideks.

Definitsioon 16.11. Punkti koordinaate ristreeperi suhtes nimetatak-
se tema ristkoordinaatideks.

Definitsioon 16.12. Vektori koordinaate parema kéie (vasaku kde)
baasi suhtes nimetatakse parema kie (vasaku kde) koordinaatideks.

Definitsioon 16.13. Punkti koordinaate parema kde (vasaku kde)
reeperi suhtes nimetatakse punkti parema kéie (vasaku kde) koordinaatideks.
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Ilmselt punkti koordinaadid soltuvad reeperist. Jargnevas selgitame
kuidas muutuvad punkti koordinaadid iileminekul tihelt reeperilt teisele.
Seda tleminekut tahistame stimboolselt jargmiselt

{0;51,52,53} — {O/;gllaglzagé}-

Nimetame kokkuleppeliselt esimest reeperit vanaks ja teist uueks. Suvalisel
punktil X € E3 on kummagi reeperi, nii vana kui ka uue, suhtes koor-

dinaadid. Selleks tuleb kohavektorid OX ja O'X avaldada reeperisse
kuuluva baasi kaudu. Seega vastavalt baaside {é4,€e2,€e35} ja {€],€%5,€%
kaudu. Tekivad avaldised

07 = T1€] + T2€9 + T3€3
ja
R ! = ! = ! =
OX :mlel —|—:IZ2€2—|—ZI33€3. (16.3)
Me voime ka kirjutada X (x1,z2,z3) ja X(z),xh, x5). Et saada punkti X
vanade koordinaatide z1,z9,x3 ja uute koordinaatide z,x5, x5 vaheline

seos, tuleb uut reeperit kirjeldada vana reeperi suhtes. Uue reeperi algus-
punkt O’ pannakse paika, kui leiame tema koordinaadid, s.o. tema ko-

—
havektori OO’ koordinaadid vana reeperi baasi {€1, €, €3} kaudu. Saame
avaldise kujul

— ~ . ~
00" = c1€1 + c2€5 + c3é3. (16.4)

Siin on kordajad uue reeperi alguspunkti O’ koordinaadid vana reeperi
suhtes, seega  O’(c1,c2,c3). Niilid avaldame uue reeperi baasivektorid
€, €45 ja €% vana reeperi baasivektorite €;, €» ja €3 kaudu. Saame

—/ - — —
€71 = aii€1 + az1€2 + asi€s,

€5 = a12€1 + a22€> + a32€3, (16.5)
€5 = a13€1 + az3€s + assfs.
Soovitame lugejal vorrelda siin kirjapandut valemiga (10.6). Nende vek-

torite koordinaatidest saame moodustada baasiteisenduse maatriksi (vaata
valemit (10.7))

aix  aiz2 ais
A= ao1 Q22 23 . (166)

asy a3z ass
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Seega uue reeperi asendit vana reeperi suhtes kirjeldavad valemid (16.4)
ja (16.6). Niid on vaja leida valem, mis seob punkti X vanu ja uusi
koordinaate. Selleks lahtume valemist

OX =00 +0'X — 0'X + 00 —0X =10.

Asendame siia valemitest (16.3) ja (16.4). Saame

(.56/15/1 + xégé + xégg) + (Clgl + 0252 + ngg) — (.56151 + .’l?2€2 + $3€3) = 6

Niiiid asendame vektorid €, €% ja €% valemitest (16.5). Selle tulemusena
saame

/ — — — / — — —
x7(a11€1 + ag1€5 + as1€3) + x5(a12€1 + age€s + aseé€s)+

+x§(a13€1 + CL2352 —|—CL33€3) + (6151 +02€2 4 6353) — (56151 +ZC2€2 +.173€3) = 6

Parast korrastamist saame
/ / / —
(@112] + @129 + a13T5 + ¢1 — x1)e1+

+(ag1 @) + agowh + aszxh + co — x2)Er+ (16.7)
—I—(CL31£E/1 —+ (Z32ZL’/2 -+ aggIg + c3 — 213'3)53 = 6

Kuna baasivektorite vektorsiisteem {é7,€s,€3} on lineaarselt soltumatu,
siis saadud (16.7) kehtib ainult juhul, kui vektorite €1, €5 ja €3 kordajad
on vordsed nulliga. Saame

/ / /
1 = a117y + a129 + a13Tg + C1,
/ / !
To = 421X + 22T + a23T45 + Co, (168)

/ / !
T3 = a31Ty + a3aToy + a3s3Tg + c3.

Olemegi saanud punkti koordinaatide teisenemise valemid. Seejuures oleme
avaldanud punkti vanad koordinaadid uute kaudu.

Lopuks vaatleme nende valemite kahte erijuhtu.

a) Laheme iile uuele reeperile muutmata reeperi alguspunkti, s.o.

{0;51,52,53}—>{O/;€3,€é,€g}, O/:O
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Sel korral valem (16.4) tdpsustub, saades
— -
00 =00 =0=08, + 08 +085 =>c; =0, c3=0, c3=0.
Valemid (16.8) veidike lihtsustuvad. Saame
r1 = allxll + algl‘/z + algxé,

/ / /

To = 0217 + 22T + a23Ts,
_ / / ’

T3 = a31T] + 3279 + a33T3.

b) Laheme iile uuele reeperile muutmata baasivektoreid. Sel korral me
utleme, et laksime tle uuele reeperile rooplukke ehk paralleelliikke teel. Me
saame kirjutada

Lo o — /_—»/ —/ —/ —»/_—» —»/_—» —»/_—»
{0761762763} {0761762a63}7 €1 =¢€1, €9 =2¢€2, €3 =E€3.

Niiiid saame tédpsustada valemeid (16.5):

€l =1 +0é + 0€j,

Baasiteisenduse maatriks (16.6) on iihikmaatriks. Koordinaatide teise-
nemise valemid (16.8) on seekord imelihtsad:

/ / /
rK =] +c1, x2=2xy+C2, IT3= T3+ C3.
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17. SKALAARKORRUTAMINE

Meie jargnev tegevus toimub sirge Fq, tasandi FEs voi ruumi FEj
poolt indutseeritud vektorruumides E;, Eo, voi Es. Kuna pole oluline
millises neist, siis seetottu tahistame neid vektorruume lihtsalt E abil
naitamata vektorruumi moodet.

Definitsioon 17.1. Vektorite 2,y € E skalaarkorrutiseks (Z,9)
nimetatakse reaalarvu

() = || |§] cos £(Z, ). (17.1)

Viimase abil saame toestada kaks lihtsat skalaarkorrutamise omadust.
Omadus 17.1. Ku: skalaarkorrutises tiks vektoritest on nullvektor,
si1s skalaarkorrutis on vordne nulliga, s.o.

(0,7) =0, (& 0)=0. (17.2)
Toestus. Omaduse Gigsus jareldub valemist (17.1), sest
(0, 9) = 10119 cos £(0,5) = 0[] cos £(0,5) =0

ja

(7,0 = |7|(0] cos £(z,0) = 0.

Sellega omadus on toestatud. @&
Omadus 17.2. Skalaarkorrutamine on kommutatiivne, s.o.

Toestus. Kui iiks vektoritest on nullvektor, siis eelmise omaduse tottu
skalaarkorrutamise kommutatiivsus kehtib. Jaab vaadelda veel pohijuhtu
Z+0jay+#0. Arvestades valemit (15.13) ja skalaarkorrutamise definit-
siooni, saame

—»

(7,9) = |Z][y] cos £(Z,9) = [y]|Z] cos £(§,T) = (§, 7).

130



Sellega omadus on toestatud. @&
Omadus 17.3. Skalaarkorrutamine ja ristprojektsioon on seotud jarg-
maselt

(& §) = |Zprzy, T#0 (17.3)
ja }
(Z,9) = |glprgZ, §#0. (17.4)
Toestus. Valemi (15.16) kohaselt

preg = |Jlcos L(Z,§), T#0;  pryZ=|T|cos L(Z,7), §+#0.

Noue 7 # 0 voi ¢ # 0 lisandub projektsiooni definitsioonist. Skalaarkor-
rutise definitsiooni kohaselt saame

(@, 9) = |Z| (|| cos L(Z,9)) = |Z|przy, T #0.
Skalaarkorrutamise kommutatiivsuse abil viimasest saame
(Z,7) = (7.%) = |§lpry@, §#0.

Seega omadus 17.3 on toestatud. @&
Omadus 17.4. Iga %1,%Z2,y € E korral kehtib

(X1 + T2, 7)) = (&1, 9) + (2, 9).
Toestus. Kui vektor 7 =0, siis valemi (17.2) tottu
(Z) 4 Z,0) =0, (Z1,0) 4 (#2,0) =040 = 0.
Paremate poolte vordsuse tottu saame
(Z1 + @2, 0) = (1, 0) + (o, 0).

Pohijuhul 7 # 0 kasutame valemit (17.4) ja projektsiooni omadust, mis
antakse valemiga (15.9). Saame

(T1+ T2, 9) = |4 pry (T1 + T2) = |§lpry@1 + |§] pryZa= (T1, §)+(T2, 7).
Seega omadus on toestatud. &
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Jareldus 17.1. Iga Z,11,y2 € E korral kehtib
(T, 91+ Y2) = (T, 1) + (T, §2).

Toestus. Tanu skalaarkorrutamise kommutatiivsusele ja omadusele
17.4 saame

(Z, 71 + Y2) = (U1 + Y2, ©) = (1, T) + (Y2, )= (T, 1)+ (&, Ya).

Sellega jareldus on toestatud. &
Omadus 17.5. Iga Z,5y € E jaiga £ € R korral kehtib

Toestus. Analoogiliselt eelmise omaduse toestusele jagame ka siin
toestuse kaheks juhuks. Kui = 0, siis omaduse 17.1 abil saame

(€%,0) =0, &(&,0)=¢£0=0,

millest

<€fa 0> = £<f7 0>7
s.0. omadus 17.5 sel juhul kehtib. Juhul kui ¥ # 0, siis, kasutades valemeid
(17.4) ja (15.11), saame

(&2, 9) = [§lprg(&T) = |y| (EprgT) = E(|g]pryT) = £(Z, 4).

Sellega omadus on toestatud. &
Jareldus 17.2. Iga Z,7 € E ja iga & € R korral kehtib

(7, 8y) = &(@, 7). (17.6)

Toestus. Kasutame skalaarkorrutamise kommutatiivsust ja viimast
omadust. Saame

Sellega jareldus on toestatud. &
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Omadus 17.6. Vektor & on risti vektoriga 1y siis ja ainult siis, kui
nende vektorite skalaarkorrutis on null, s.o.

71y« (Z7y) =0. (17.7)

Toestus. Kui eeldame, et T | g, siis definitsiooni 15.9 kohaselt
L(Z,1) = 5. Veendume, et vektorite Z ja ¢ skalaarkorrutis on vordne

nulliga. See on toepoolest nii, sest valemi (17.1) abil saame

m —| | =

(@4 = |84 cos T = #][410 =0,
Niiiid eeldame, et (Z,y) = 0. Seega valemi (17.1) tottu

%] |¢/] cos £(Z,y) = 0. (17.8)
Siin tuleb analiiiisida kolme juhtu. Kui |Z] = 0 (|7] = 0), siis £ =0
(y = 6), sest pikkusega null on ainult nullvektor. Samas aga on nullvektor
risti iga vektoriga. Seetottu 0 L % (& L 0). Kolmandaks véimaluseks on
7] #0 ja |7] #0, so. £#0 ja 7 #0. Niisiis vaadeldaval juhul valem
(17.8) annab

—

cos Z(Z, )

—

0= /(Z,9) — 7 1y

m
2

Sellega omadus on toestatud. @
Omadus 17.7. Iga vektori £ € E pikkus avaldub valemiga

7| = /(& 7). (17.9)

Téestus. Kui 7 = 0, siis valem (17.9) kehtib. Toepoolest, sest me
teame || =0 ja (&, &) = 0. Siin me kasutasime valemit (14.7) ja omadust
17.1. Kui Z # 0, siis taas valemi (14.7) kohaselt |#| > 0. Lahtume valemist
(17.1). Saame
|2

(Z,%) = |Z||%| cos L(Z, %) = |Z|? cos 0 = |Z|?,

millest |Z] > 0 tottu saame valemi (17.9). Omadus on toestatud. &
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Paragrahvi lopuosas leiame skalaarkorrutise arvutamise valemi vek-
torite ristkoordinaatide abil. Me viime oma arutelu labi vektorruumi E =
E3 korral. Vektorruumide E; ja E, korral on arutelud analoogilised.

Lahtume vektorruumi Ejz mistahes ristbaasist {e1, €, €5}. Definit-
siooni 16.3 kohaselt

€1 Ley, € Les, é Leg; e =|el=]les| =1

Viimased saame omaduste 17.6 ja 17.7 abil kirja panna skalaarkorrutiste
abil jargmiselt

€1, €9) = (€1, €3) = (€a,€3) = 0,

(j 42) <f 43) <42 f)) (17.10)
(€1,€1) = (€2,62) = (€3,€3) = 1.

Mistahes vektorid 7,y € E3 saame avaldada baasi kaudu kujul
T = x1€] + T2€3 + T3€3, Y = Y1€1 + Y262 + Y3€3.

Kordajad nendes avaldistes on vektori koordinaadid. Me voime kirjutada
ka jargmiselt
T = (z1,22,23), ¥=(Y1,92,93)-

Kasutades skalaarkorrutamise omadusi, samm-sammult me saame
(T,9) = (x1€1 + 22€2 + 1363, Y) = (T1€1,Y) + (262, Y) + (T3€3,¥) =

= x1(€1,Y) + v2(€2,Y) + 3(€3,Y) = x1(€1,Y1€1 + Yy2€2 + Y3€3)+
+2(€2, Y161 + Y2€2 + Y3€3) + T3(€3, Y1€1 + Y22 + Y3€3) =
= x1[y1(€1, €1) + y2(€1, €2) + y3(€1, €3)]+
+x2[y1 (€2, €1) + y2(€2, €2) + y3(€2, €3)]+
+x3[y1(€3, €1) + Y2(€3, €2) + y3(€3, €3)].

Arvestades valemit (17.10), see avaldis véga oluliselt lihtsustub. Me saame

(T,9) = 191 + T2y + T3Y3. (17.11)

Viimase valemi abil saame niiiid mitmed valemid anda ristkoordinaa-
tides. Néiteks vektori pikkuse valem (17.9) saab kuju

‘Zﬂ = \/%12 + 292 + 232, (1712)
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Skalaarkorrutise kaudu saame arvutada ka ristprojektsiooni. Valemi (17.3)
abil saame

przy = (17.13)

Sama valem ristkoordinaatides

T1Y1 + T2Y2 + T3Y3
V2 + w9 + w32

pry =

Ka ristprojektsioonivektori saame arvutada skalaarkorrutamise kaudu. Va-
lemi (15.7) abil saame

(7,

7]

&

pray

Viimane valem koordinaatides

Png: Z.

X <= Przy=

2

8] S

T1Y1 + T2Y2 + T3Y3
212 + 292 + 132

PTg—jgj (1}151 + x9€5 —l—l‘gég).

Paneme veel kirja vektorite ristseisu tingimuse (17.7). Saame
T 1y x1y1 + x2y2 + z3y3 = 0.

Vektorite skalaarkorrutamise abil saame tolgendada ka vektori rist-
koordinaate. Nagu teame on avaldises & = x1€7 + x2€3 + x3€3 ristbaasi
{€1,€5,€e5} korral kordajad {xi,xo,z3} ristkoordinaadid. Vektori &
skalaarkorrutis baasivektoriga €; annab

(T, €;) = (w1€1 +x2€2+X3€3, €;) = T1(€1, €;) +X2(€2, €;) +T3(€3,€;) = T3 =

Saime, et vektori ¥ ristkoordinaat x; on selle vektori skalaarkorrutis
baasivektoriga €;. Valemite (17.3) ja (17.1) abil saame valemile (17.14)
kuju

x; =pre, T, x; = |T|cos (T, €;). (17.15)

Saime, et vektori I ristkoordinaat x; on ka vektori T ristptojektsioon
baasivektorile €; ehk vektori T pikkus korrutatud tequriga cos /(Z,€;).
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Skalaarkorrutamise rakendusena vaatleme veel tasandil vektori koordi-
naatide teisenemise valemeid {ileminekul tihelt ristbaasilt {é7,ée>} teisele
ristbaasile {€’,€45} poorde abil. Tahistame nurka vektorite €7 ja €

vahel ¢t = /(e1,€%). Valemid (16.5) on praegu kujuga

Rakendades valemist (17.15) teist, saame

ai1 = cost, asy = sint,

aio = —sint, age = cost.
Seega vektori ja punkti koordinaatid teisenevad vastavalt valemite

x1 = 2 cost — x4 sin ¢,

! /
To = xy8in t + x5 cost.

ja
r1 = Ty cost —xhsin t+ ¢y,
Ty = x'y sin t + x5 cost + ¢

abil.
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18. VEKTORKORRUTAMINE

Nagu allpool toodavast vektorkorrutamise definitsioonist ndeme, on
teda voimalik anda ainult vektorruumis Es.

Olgu {di,ds,ds} mittekomplanaarne vektorsiisteem. Léhtudes min-
gist punktist A € E3, leiduvad sobivad punktid Aq, Ay, A3 € F3, et

- L,

AA =@y, AAy=id,, AA;=ads.

Samas tekib ka seotud vektorite vektorsiisteem {AA;, AAs, AAs}.

Definitsioon 18.1. Mittekomplanaarset kolmevektorilist vektorsis-
teemi {dy,ds,ds} nimetame parema (vasaku) kie kolmikuks, kui vaadel-
duna punktist As toimub seotud vektori AA; pdiore seotud vektorini AAs
liihemat teed pidi kellaosuti litkumise suunale vastupidises suunas (kellaosuti
litkumise suunas).

Korvaloleval joonisel 18.1 on toodud nii parema kui vasaku kae vektor-
susteem.

A
3 q, v A
as Al
parema kae kolmik o Ay vasaku kde kolmik
Ak s
al
A
1 A3
Joonis 18.1

Definitsioon 18.2. Vektorite I,y € E3 wvektorkorrutiseks, mida
tahistame X X1y abil, nimetatakse vektorit, mis madratakse kolme tingimu-
sega: 1) |Z x g = |Z||y]sin /(Z,y), 2) ¥x¢y L & Ixy Ly ja
3) vektorsiisteem {Z,y,Z X y} on parema kie kolmik.
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Selles definitsioonis kolmas tingimus on rakendatav, kui vektorsiisteem
{#,y,¥xy} on mittekomplanaarne ehk lineaarselt sdltumatu. Kollineaarse
vektorsiisteemi {Z, ¢y} korral ei oska me seda tingimust kasutada. Sel korral
peame labi ajama definitsiooni 18.1 kahe esimese tingimusega. Osutub, et
see on ka voimalik.

Omadus 18.1. Vektorsisteem {Z,y} on lineaarselt soltuv siis ja
ainult siis, kui vektorkorrutis T Xy on vordne nullvektoriga.

Toestus. a) Olgu vektorsiisteem {Z,y} lineaarselt soltuv. Siis teo-
reemi 9.2 kohalt iiks vektorsiisteemi vektotritest avaldub selle vektorstistee-
mi tilejaanud vektorite kaudu. Avaldugu naiteks vektor ¢ vektori & kaudu:

J = Q.

Teise voimaluse T = 8y korral on toestus analoogiline. Arvutame definit-
siooni 18.1 esimese tingimuse kohaselt vektorkorrutise pikkuse. Saame

Zx ] = |Zx ()| = |Z||oZ]|sin £ (Z, aT). (18.1)
Kui a =0, siis [0Z] = |0] =0 ning seetdttu
|7 x 3] = 0.

Niid a > 0 voi @ < 0 korral on & 1T ¢ voi £ T] ¥ ning seetottu
L(Z,aZ) =0 voi /(Z,aX) =m. Valemi (18.1) kohaselt saame iga o € R
korral

Zx ] =0= Zx7=0.

Siin me kasutasime valemit (14.7).

b) Toestame omaduse teises suunas. Oletame, et vektorsiisteem {Z,y}
on selline, et # x § = 0. Naitame, et vektorsiisteem {Z,7} on lineaarselt
soltuv. Definitsioonist 18.1 saame

Ixg=0= |Zx g =0=|Z||7]sin L(Z,7) = 0.
Siin on kolm voimalust, et kolme arvu korrutis oleks vordne nulliga. Kui
7] =0 voi |y] =0, so. © =0 voi ¢y =0, siis jareduse 9.4 tottu
vektorsiisteem {Z, 7} on lineaarselt soltuv. Kolmandal juhul |Z| # 0 ja

51 # 0, 5.0, F40 ja §#0, o0 L(F,) =0 voi L(Z,g) = Siit & 7.
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Jarelikult vektorstisteem {Z,y} on lineaarselt soltuv. Sellega omadus on
toestatud. .

Jareldus 18.1. Vektorsiisteem {Z,y} on lineaarselt soltumatu siis ja
ainult siis, kui T x § # 0.

Olgu vektorsiisteem {Z,y} lineaarselt soltumatu. Rakendame selle
vektorsiisteemi vektorid & ja ¢ mingist punktist A € F3. Leiduvad
sobivad punktid X,Y € E3, et

AX =7, AY =7

Konstrueerime niiid roopkiiliku, mille servadeks on loigud AX ja AY.
Konstrueeritud roopkiiliku puhul iitleme, et ta on ehitatud vektoritele &
ja y. Selle roopkiiliku saame konstrueerida lahtudes ruumi FE3 mistahes
punktist.

Omadus 18.2. Olgu vektorsiisteem {Z,y} lineaarselt soltumatu.
Vektoritele T ja 4 ehitatud réopkiliku pindala  Syx(Z,9y) on vordne
servavektorite vektorkorrutise pikkusega, S.o.

Srk(fa g) - ‘f X gl

Toestus. Koolist teame, et roopkiiliku pindala on vordne aluse ja
temale tommatud korguse korrutisega. Seega (vt. joonist 18.2)

Sy (T, ) = AX -h=|Z|-h=|Z|-AY sin £ (AX, AY) = |Z||7] sin £(Z, ) =|Tx .

Y

<y

8y

Joonis 18.2

Sellega, omadus on toestatud. .
Omadus 18.3. Vektorkorrutamine on kaldsimmeetriline, s.o.

Fx§=—§x 7. (18.2)

139



Toestus. Jaotame oma arutelu kaheks olenevalt sellest, kas & || ¥ voi
Z | y. Esimesel juhul saame

T y<—=ylz

millest vektorsiisteemid {Z, 4y} ja {y, ¥} on lineaarselt soltuvad. Omaduse
18.1 tottu

Ixg=0 —-gxZ=(-1)gxi=(-1)0=0.

Siit paremate poolte vordsuse tottu on vordsed ka vasakud pooled. Seega
vaadeldaval juhul valem (18.2) kehtib.
Pohijuhul 7 |Jy saame

TWy<—=ylfz,

mille tottu vektorsiisteemid {Z,y} ja {¥,Z} on lineaarselt soltumatud.
Vektorkorrutamise definitsiooni abil saame

ExGILGxE Gx@ 1l (~FxT) = Fx {11 (~§x 7).
Lisaks sellele
j X T|

| —yxZ =[(-)yxd=|-1|FxZ

= |y]1Z]sin £(y, ¥)) = || |g] sin £(Z,9) =|T > g].

Oleme naidanud, et vaadeldavad vektorid on samasuunalised ja sama pikad.
Seega nad on vordsed. Omadus 18.3 on toestatud. &

Omadus 18.4. Mistahes reaalarvu & € R ja mistahes wvektorite
T,y € E3 korral kehtib

(§%) x § = &(T x §). (18.3)

Toestus. Kahel lihtsal erijuhul saame selle valemi toestada imelihtsalt.
Nimelt kui Z || ¢, siis ka (£Z) || . Omaduse 18.1 kohaselt

(7)) x§=0, &@x7)=¢0=0,
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millest paremate poolte vordsuse tottu saame (18.3). Kui niiid Z [J'y/, aga
£ =0, siis (0%) || ¥ ehk vektorsiisteem {0Z,y} on lineaarselt soltuv.
Omaduse 18.1 tottu (0&) x 7 = 0. Teiselt poolt 0(Z x ) = 0. Paremate
poolte vordsuse tottu kehtib taas (18.3).

Toestame valemi (18.3) pohijuhul, s.o. kui £ #0 ja 7 |[fy. Paneme
esmalt tdhele, et vektorid (£F) x i ja &(Z X ) on vordse pikkusega.
Toepoolest, sest

() x ] = |€Z]|g) sin £(&Z, ) = [€] (|Z]|7] sin L(ET, /) =

= I¢] 1171 {Sm(ﬂ

= [€l (17} |g] sin £(Z,9)) = [£]]7 < g] = [€(F x G)|.

J), kui £€>0

sin (&, y
), kui £<0

(@
/(,

Seega,
|(€7) x g = [€(Z x 7)|.

Veendume, et jutuksolevad vektorid on samasuunalised. Et Z |f i, siis

Zx 7 #0nng & >0 (£ <0) korral (%) 11 & ((&%) 1] @), millest
definitsiooni 18.1 kohaselt

) x g1t axy  ((€2) xy 1l & xy)

ning

Kahest viimasest saame

(§2) x g 11 &(Z x 7).

Omadus 18.4 on toestatud. &
Jareldus 18.2. Kehtib valem

T x (§7) = &£(Z x 7).
Toestus. Me kasutame omadusi 18.3 ja 18.4. Saame
Tx (&y) = —(&y) x & = (=1)[(€y) x 2] = (=D [y x )] = [(=1)¢](yx T) =
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X
Ya /
. T
Y T
=/
A —n X’
1
=/ /I
T
,I
/
//
A;(//
Joonis 18.3

On jaanud veel toestada iiks vektorkorrutise omadus, seejuures koige
keerulisem. Enne kui sonastame selle omaduse anname iithe votte, lisaks
definitsioonile 18.1, vektorkorrutise maaramiseks. Seejuures teeme seda
iihel taiendaval eeldusel. Nouame, et vektorkorrutises & x i teine vek-
tor ¢ on pikkusega |¢] = 1. Oma konstruktsiooni andmiseks fikseerime
vabalt punkti A€ FE3 (vt. joonist 18.3). Leidub selline punkt Y€ Ej,
et AY = 7. Kuna ¢ # 0, siis punktid A ja Y on erinevad. Seetottu
sirge | D AY maéaratakse iiheselt. Niiiid joonistame tasandi m, mis labib
punkti A ja on risti sirgega [. Punktist A rakendame ka vektori T, s.o.
leidub punkt X, et AX = 7. Niiiid konstrueerime teatava vektori, mis
osutub vektorkorrutiseks & x 3. Selleks projekteerime punktid A ja X
tasandile 7 paraleelselt sirgega [. Seejuures punkt A ei muutu. Punkti

—_—

X projektsiooni tahistame tahega X’. Tekib vektor @ := AX'. Poorame

tasandil 7w seotud vektorit AX’ tmber punkti A kellaosuti liikumise

suunas nurga 3 vorra. Punkt X’ saab uue asendi X”. Tekib uus vektor
—_

7" = AX"”. Osutub, et konstrueeritud vektor Z”’ on vektorkorrutis & x ¢,

S.0.

Txy=2".
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Veendume selles. Uurime esmalt vektori 7" pikkust. Saame

—»

7| = |#| = | cos £(7,7) = |] cos(5 — L(&,9)) =

= |Z][¥]sin £(Z,9) = |7 x .
Naeme, et vektorid #” ja & x i on vordse pikkusega:
@ x g] = |2"].

Jaab veel nididata, et vektorid " ja #x ¥ on samasuunalised. Konstrukt-
soonist saame, et ¥’ L 7 ja ¥’ L 4. Kuna loigud AY, AX ja AX’
on ithisel tasandil, siis &’ L &. Meile pakub kolmest ristseisust huvi kaks
jargmist

=l = =1 —

z 1z 2 Ly.

Samuti ndeme, et vektorsiisteem {Z,#,Z”} on parema ke kolmik. Nii nagu
vektor ¥ x ¢ on risti vektoritega ¥ ja %, nii on ka vektor 7" risti samade
vektoritega. Seega ' || & x . Et ka vektorsiisteem {Z,y,Z x y} definit-
siooni 18.1 kohaselt on parema kae kolmik, siis oeldut saab tapsustada:
2’ 17 Z x 7. Sellega oleme nididanud, et 7 x ¢ = #”. Niilid sonastame
vektorkorrutamise viimase omaduse.

Omadus 18.5. Mistahes kolme vektori Z1,7s,y € E3z korral kehtib
valem

(1 + @) X Y=21 XY+ Za X 7. (18.4)

Téestus. Omadus on ilmne =0 korral, sest jarelduse 9.4 kohaselt
on vektorsiisteemid

{fl —|—fg,6}, {f176}7 {5276}
lineaarselt soltuvad. Omaduse 18.1 tottu voime aga kirjutada
(f1+fg)X6:6, 51X6+52X6:6+6:6

Paremate poolte vordsuse tottu on vordsed ka vasakud pooled. Seega i = 0
korral kehtib valem (18.4).
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Pohijuhul 7 # 0 vaatleme esmalt olukorda |§] = 1. Me saame
konstrueerida vektorkorrutised

(fl —|—fz)><g, f1><gj, wQXg

eespool antud konstruktsiooni abil. Voétame mingi punkti A € FE3 (vt.
joonist 18.4). Leiduvad sobivad punktid X;, X5,Y € E3, et

AX, =7, AXy =iy, AY =7

Y“

Joonis 18.4

Joonistame roopkiiliku AX; X X5 servadega AX; ja AXs. Vektori
moiste kohaselt X; X = #». Niiiid omakorda vektorite liitmise definitsiooni
tottu

fl —JerZAXl—{—AXQ:AXl +X1X:AX:>51 —{—fgzﬂ
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Projekteerime roopkiiliku paralleelselt sirgega [ D AY tasandile . Sel-
leks on kiillaldane projekteerida roopkiiliku tipud. Projekteerimisel tekib
tasandil 7 uus roopkiilik, mille tippe oleme tahistanud vastavalt

A=A X —X, X—X;,, X—X.
Tekivad vektorid

fll = AX17 l—"/Q = AX2, (fl —|— f2>/ = AX/ —

= AX| 4+ X, X' = AX| + AX), = T + 7.

Saime
— — / —/ —/
(T, + @2) = & + 5.

Poéorame tasandil 7 asuvaid loike AX{, AX) ja AX’' dmber punkti
A kellaosuti liikumise suunas téaisnurga vorra. Selle tulemusena tasandil
7w asuv roopkiilik AX{X'X) ldheb uueks sama tasandi réopkilikuks
AXT X" XY, Tekivad vektorid

=/ 17 =/ 17 — = \// 17

Viimasest roopkiilikust vektorite liitmise definitsiooni abil saame

(Z1 + 22)" = AX" = AX] + AXY = 7/ + 7.
Siit
(Z1 + @) X = + T =T X §+ T % .

Seega |y] =1 korral valem (18.4) kehtib.

Lopuks vaatleme olukorda ¢ # 0. Seega |g] > 0. Moodustame

vektoriga y samasuunalise iithikvektori ¢, = |71~|??7 millest

g = 199 (18.5)

Niitid on juba lihtne toestada valemit (18.4), sest

—

(T1+T2) x§ = (Z1+Z2) x (|9 [go) = |J] (Z1+F2) x Yo = [§|(T1 X Yo+T2xYo) =
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= |"‘j|fl X Yo + |Y] X2 X Yo = T1 X (|g|50) + Ty X (|g|50) =T XY+ Ta XY

Sellega on omadus 18.5 toestatud. .
Jareldus 18.3. Kehtib valem

fX(g1+g2):fXg1+fXg2. (186)

Toestus. Viimase toestus on analoogiline eelmise jarelduse toestusega.
Me saame

— —

TX (U +92) = —[(1 +12) xZ] = (1)1 +92) xT = (1) [th X T+ X T] =

+fXg2.

=1

= (—1)@1 Xf—l—(—l)gg X T =TX

Jareldus on toestatud. &
Lisame toestuseta, et valemid (18.5) ja (18.6) kehtivad ka siis, kui sum-
mas I1 + o on vektoreid enam kui kaks. Seega kehtivad valemid

—

(Z1+To+...+ ) XyY=7T1 X y+

—

XY+ .o F Ty XY

ja
EX(1+ Y+ .+ Un) =TXP+TXYo+ ...+ T X Y-

Need kaks valemit toestatakse matemaatilise induktsiooni abil vek-
torite arvu m jargi summas.

Selle paragrahvi 1opuosas leiame vektorkorrutise koordinaadid, kui tea-
me vektorite parema kée ristkoordinaate. Seega baas {é7,€s,€3}, mille
suhtes leitakse vektorite koordinaadid, on parema kae ristbaas. Leiame
koigepealt tema koikvoimalike baasivektorite paaride vektorkorrutised. Sel-
liseid paare on kokku iiheksa. Olulisi paare on tegelikult kolm. Kuna vek-
torslisteemid {€71,é1}, {€>,e2} ja {€3,€35} on kollineaarsed ehk lineaarselt
soltuvad, siis omaduse 18.1 tottu

— —

1X51:0, 2><_‘2:0, €3X53:O.
Vektorkorrutamise definitsiooni 18.1 abil saame, et

€1 X €y = €3, €] X €3 = —€y, €9 X €3 =¢€, (18.7)



sest -
‘51 X 52‘ = |51H€2|Siﬂ[(€1,52) =1- lsin§ =1= |53‘

ja analoogiliselt
€1 x 5| = | — €3], |e2 x &3] =|ér].
Lisaks sellele suundade kohta saame, et
€1 x € 11 é3, €1 xe3T(—€2), €2xe3ller.

Lopuks arvestades vektorkorrutamise kaldsiimmeetriat, s.o. omadust 18.2,
me saame valemi (18.7) abil

— — — — — — —

2 X €1 = —€3, €3 Xe = ey, 3 X €y = —€7.

Asume niiiid vektorkorrutise koordinaate leidma. Avaldame vektorid # ja
y parema kée ristbaasi {€7,€s,€3} kaudu. Saame

r =x1€1 + X2€2 +T3€3, Y =yYi€1 + Y2€2 + Y3€3
ehk samavaarselt

i = (r1,72,73), §=(Y1,Y2,Y3)-

Niiiid leiame vektorkorrutise & X ¢ koordinaadid. Lugeja hooleks jatame
selgitada, milliseid vektorkorrutise omadusi ja vektorite omadusi siin kasu-
tame. Me saame

f X g: (32‘151 + x2€2 + 33353) X g: (26151) X :lj—l— (ngz) X g—{— (33353) X g:
= 11(€1 X §) + w2(€2 X ¥) + x3(€3 X ) = w1€1 X (Y1€1 + Yoo + y3€3)+
+x2€2 X (Y1€1 + Y262 + Y3€3) + T3€3 X (Y1€1 + Y2lo + y3€3) =
= x1[€1 X (y1€1 + Y262 + y3€3)] + x2lea X (y1€1 + Y262 + Y3€3)]+
+a3les x (y1€1 + Y262 +y3€3)] = x1(y1(€1 X €1) +y2(€1 X €2) +yz(€1 X €3))+

+22(y1(€2 X €1) + y2(€2 X €2) + ys(€s X €3))+
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+x3(y1(€3 X €1) + y2(€3 X €2) + y3(€3 X €3)) =
= x1|y2€3 + y3(—€2)] + z2[y1(—€3) + ys€1] + z3[y1€> + y2(—€1)] =
= (w2y3 — T3Y2)€1 + (T3y1 — T1Y3)€2 + (T1Y2 — T2y )E5.

Saime

T XY= (r2ys — x3y2)€1 + (x3y1 — x1Y3)€2 + (T1Y2 — T2y1)€3

51—1—(— >€2+

f:(xla X2, 373),

ehk
r1 I3

Yir Y3

L1 T2
Y1 Y2

—

T XY=

Seega vektorite

¥=(y1, Y2, ¥3)

korral
To I3

Y2 Y3

L1 X3
Yr Y3

> o 1 T2
Xy ( s > (18.8)

Formaalselt saab vektorkorrutise Z x 4 koordinaadid leida jargmiselt. Kir-
jutame vektori ¥ alla vektori y oma koordinaatidega nagu on seda tehtud
moni rida korgemal. Kattes seal jargimooda kinni esimesed, teised ja kol-
mandad koordinaadid, moodustame nahtavatest koordinaatidest teist jarku
determinandid, millest teise votame miinusmargiga.

Y Y
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19. SEGAKORRUTAMINE

Segakorrutamine antakse skalaarkorrutamise ja vektorkorrutamise kau-
du. Kuna vektorkorrutamine on antav vektorruumis Egs, siis on ka segakor-
rutamine antav ainult vektorruumis Es.

Definitsioon 19.1. Kolme wvektori ,vy,Z € B3 segakorrutiseks
nimetatakse reaalarvu, mida tahistatakse TyzZ abil ja mis antakse valemiga

7G7 = (7 X §, 7). (19.1)

Jargnevas sonastame segakorrutise omadused.

Omadus 19.1. Vektorsiisteem {T,y,Z} on lineaarselt soltuv siis ja
ainult siis, kui seqgakorrutis xTyz = 0.

Toestus. a) Olgu vektorsiisteem {Z,y,z} lineaarselt soltuv. Teo-
reemi 9.2 kohaselt selle vektorsiisteemi mingi vektor avaldub selle vek-
torsiisteemi iilejaanud vektorite kaudu. Seega leiab aset vahemalt {iiks
jargmistest avaldistest

I=al+ Py, y=7T+0Z, IT=9oy+yYZ

Kasutame vektorkorrutamise ja skalaarkorrutamise omadusi ning arvutame
segakorrutise ZyZz koigil kolmel juhul.
Esimesel juhul saame

TG7 = (T x §, 2) = (& X §,aT + BY) = (T X §,aF) + (T x ¥, BY) =

= (T x 7, T) + B(T X ¥, 7).
Vektorkorrutise definitsiooni 18.1 kohaselt

Samas ristuvate vektorite skalaarkorrutis omaduse 17.6 kohaselt on vordne
nulliga. Seega

TYZ = (X X ¥, %) + B{Z X ¥, y) = a0+ S0 = 0.



Teisel ja kolmandal juhul analoogiliselt saame
TYZ = (T x §,Z) = (T X (7T + 62), %) = (¥ x (v), Z) + (T X (02), %) =

=YWEXE,D+6@x 2,2 =~(0,2) +50=0

FGZ = (& x §,2) = (07 +¥2) x §,2) = {(8) x §,2) + ((62) x §,2) =
— 67 % §,2) + (2 x §,2) = 6(0, 2) + 10 = 0.

Seega omadus on iithes suunas toestatud.
b) Niiiid eeldame, et ZyZ = 0. Vaja on niidata, et vektorsiisteem

—

{Z, 9,2z} on lineaarselt soltuv. Meie kdsutuses on seega
Y7 =0<= (¥ x y,2) = 0. (19.2)

Skalaarkorrutamise omaduse 17.1 kohaselt kehtib eeldus iihel vaga kitsal
erijuhul, kui ¥ x y = 0 voi Z = 0. Esimesel juhul omaduse 18.1 ko-
haselt vektorsiisteem {&, 3} on lineaarselt sdltuv. Teoreemi 9.3 kohaselt
on lineaarselt soltuv ka vektorsiisteem {Z,¥,Z}. Ka teisel juhul jarelduse
9.4 tottu on seesama vektorsiisteem {Z, ¢/, 2} lineaarselt soltuv, sest sisaldab
nullvektorit z. Tuleb veel uurida pohijuhtu Zx 7 # 0 ja Z# 0. Eeldusest
(19.2) saame & x ¢ L 2. Samas vektorkorrutamise definitsiooni 18.1 tottu
ka
Ixylad ¥xyly.
Kuna & x i # 0, siis temaga risti olevate vektorite siisteem {Z, 7, Z} on
komplanaarne, s.o. lineaarselt soltuv. Omadus on toestatud. &
Jareldus 19.1. Vektorsisteem {Z,y,Z} on lineaarselt soltumatu siis
ja ainult siis, kui seqgakorrutis xTyzZ on nullist erinev.
Olgu niitid vektorsiisteem {Z, %, Z} lineaarselt soltumatu. Mistahes
punkti A € F3 korral leiduvad sobivad punktid X,Y, 7 € E3, et

AX =3, AV =y, AZ=7%

Moodustame rooptahuka, mille servadeks on AX, AY ja AZ. Nimetame
seda rooptahukat vektoritele Z, ¥ ja 2z ehitatud rooptahukaks. Selline
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rooptahukas tekib, lahtudes mistahes punktist A € E'3. Tahistame edaspidi
vektoritele Z, 3 ja Z ehitatud réoptahuka ruumala V.. (&, v, 2) abil.

Omadus 19.2. Mittekomplanaarse vektorsisteemi {Z,y,Z} wvek-
toritele ehitatutud rédptahuka ruumala V,.(Z,y,Z) on vordne

V(27,9 TyzZ, kui {Z,y,Z} on parema kie kolmik
x’ 7Z = — —— . - — = o . .
rt —zyZ, kui {Z,y,Z} on wvasaku kde kolmik

Toestus. Kuna vektorsiistem {Z,#,Z} on lineaarselt sdltumatu, siis
jarelduse 9.3 kohaselt tema alamvektorsiisteem {Z,¢y} on ka lineaarselt
soltumatu.

S
BM
A
T XY >
\ y
Y
Joonis 19.1

Niitid omakorda jarelduse 18.1 tottu # x ¢ # 0. Seetdttu eksisteerib
ristprojektsioonivektor Prz.yZ. Oluline on mérgata (vt. joonist 19.1), et
PfogZ H Z X ¢y tottu on

PrgygzZ L@, Prgxz;Z Ly.

Ristprojektsioonivektori Prz.yZ definitsiooni kohaselt on tema pikkus
|PrzxgZ] = AB meie rooptahuka korguseks, sest 16ik AB on risti paral-
leelse pohjapaariga ning ulatub iihest pohjast teiseni. Nagu koolist teame
on vektoritele Z, % ja Z ehitatud rooptahuka ruumala V,:(Z,¥,Z) vordne
pohja pindala korda korgus. Seega omaduse 18.2, valemite (15.7) ja (14.8)
abil saame

Vit (T, 7, 2) = Spr(Z, §)| Praxg 2] = |T X §||Praxg 2] =
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= |Z x §||praxgZ (T x §)o| = |Z X §l|praxgZ] (€ X §)o|.

Kuna [(Z X ¥)o| =1, siis valemite (15.6), (17.3) ja (19.1) abil saame

|f X g|prXg5, kua PfoggTT T X
1 Zx

NJERN]

Vit (2,7, 2) = |Z X Y| |praxg 2] =
Tt( 4 ) ‘ y| ‘p Y | { —|f X gj’|prfxy~2, kui PT@*X?;ZT
( 7, kui {Z,9,Z} on vasaku kie kolmik

TyzZ, kwi {Z,y,Z} on parema kde kolmik
{(Z,7,7} on vasaku kie kolmik

S

_{ (TXxy,2), kui {Z,§,Z} on parema kie kolmik
- 377

—ryZ, kui
Sellega omadus on toestatud. @&
Viimasest omadusest vahetult saame

—)—»—»l

‘/rt(f7 g? Z) - |£UyZ

Segakorrutise abil saame leida veel selliste kujundite, mis on seotud roop-

tahukaga, ruumala. Naiteks vektoritele Z, ¢ ja 2z ehitatutud prisma
Z

ruumala V. (Z,v,7) ja tetraeedri ruumala Vi.(Z,7, 7). Kuna teame

I | IR
‘/pr(xaya )_ §Vrt(xa 7Z)
ja
— = = ]' — =
‘/te(xa 7Z) - g‘/})r('xvyv )
Seega,
1
Vor (2,9, Z) = < |Zy7]
2
ja
— = ]' — — )|
V;fe(maya ): 6|x Z‘

Vie(Z, 9, 2), kui {Z,¥,Z} on parema kéde kolmik 10.3)
VT, 7, 2), kui {%,7,Z} on vasaku kie kolmik '
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Toestus. Jatame toestada lugejale. Toestuseks tuleb kasutada oma-
dust 19.2. &
Sellest jareldusest naeme, et kui lineaarselt soltumatu vektorsiisteem
{Z,y,Z} on parema kie kolmik (vasaku kée kolmik), siis Zyz > 0
ryZ < 0).

Omadus 19.3. Segakorrutamine soltub vektorite jarjekorrast jargmi-
selt:

TYZ = yZx = 7oy = —yrz = —Zyx = —xZ2y. (19.4)

Toestus. Esmalt vaatleme juhtu, kui vektorsiisteem {Z,7,2} on
lineaarselt soltuv, s.o. komplanaarne. Seega on komplanaarsed ka jargmised
vektorsiisteemid

{v,z,2}, {zZ.2.9y, {27z}, {Zy47, (%24

Teoreemi 16.3 kohaselt need vektorsusteemid on ka lineaarselt soltuvad.
Seega omaduse 19.1 tottu

FjE=0, §FE=0, ZEj=0, —jiz=-0=0,

—zZyr =-0=0, —xZy=-0=0.
Paremate poolte vordsuse tottu on vordsed ka vasakud pooled. Seega,
kui vektorsiisteem {Z,¥,2} on lineaarselt soltuv, siis omadus kehtib.
Olgu niitid vektorsiisteem {Z, ¥, Z} lineaarselt soltumatu, s.o. mittekomp-
lanaarne. Seega on mittekomplanaarsed ka iilejaanud vektorsiisteemid

{v,z,2}, {zZ2.9y, {27z}, {247, (%74

Seega koos lahtevektorsiisteemiga on need vektorsiisteemid lineaarselt sol-
tumatud. Toestame valemis (19.4) iihe vorduse, niiteks

77 = —Zyi. (19.5)

Paneme esmalt téhele, et kui vektorsiisteem {Z, ¥, Z} on parema ke kolmik
(vasaku kée kolmik), siis vektorsiisteem {Z,y,Z} on vasaku kde kolmik
(parema kée kolmik). Paneme veel téhele, et vektoritele 1,72 ja 2, v, 2
ehitatud rooptahukad on samad. Seega nende ruumalad on vordsed:

‘/;“t(fa ?j7 Z) — VTt(Za ?j) _’)' (196)



Seega valemi (19.3) abil

Z,y,Z}  on parema kie kolmik

Z,y,Z} on wvasaku kde kolmik
ja

Z,y, %}  on wasaku kde kolmik

{
Vi (2,9, %), kui {Z,7,%} on parema kie kolmik

{Vﬁ(f,gj’, 2), kui {Z,y,Z} on parema kie kolmik o
_ = —TYZ.

Vit (%, 9, 2), kui {Z,y,Z} on wvasaku kde kolmik

Seega (19.5) on toestatud. Analoogilised toestatakse omaduse iilejaanud

vordused, mille jatame lugeja hooleks. @&
Omadus 19.4. Kehtivad valemid

(fl + Zl?z)?jgz flg_)—I— fgy?, (19.7)

ja

my(i’l + 52) = Xyz1 + TY2s.

Toestus. Arvestame valemeid (19.1), (18.4) ja omadust 17.4. Esimesel
juhul me saame

— — — — —

(T + T2)y7 = ((¥1 + T2) X ¥, 2) = (T1 X §+ T2 X ¥, Z) = T1§Z + ToyZ.

Seega (19.7) on toestatud. Lugejale jatame iilejaénud valemite toestuse.

)
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Omadus 19.5. Kehtivad valemaid:
(€2)j7 = €xy

7€)% = €ayE
Ja
TY(£Z) = £TYZ.
Toestus. Kuna toestused on analoogilised, siis toestame ainult viimase

valemi kehtivuse. Kahe esimese valemi toestuse jatame lugejale. Viimase
puhul saame:

Sellega omadus on toestatud. &
Lopuks leiame segakorrutise, kui teame vektorite parema kéae ristkoor-
dinaate. Olgu

T = (r1,72,23), U= (y17y27y3)7 Z= (21,22,23)-

Segakorrutamise definitsiooni 19.1 kohaselt tuleb esmalt leida vektorkor-
rutise Z X ¢ koordinaadid ja seejérel skalaarkorrutise (Z x ¥/,Zz) koordi-
naadid. Valemi (18.8) abil saame esmalt

S (e N Pl T v )
ja seejérel valemi (17.11) abil
fir= wxg, =] Bao|® BT By
Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2

21 k2 23

1 X2 I3
XYz = |1Y1r Y2 Y3



