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EESSONA

Funktsionaalanaliiis on intensiivselt arenev fundamentaalne
matemaatikaharu, mis leiab rakendamist arvutusmatemaatikas,
diferentsiaal- ja integraalvorrandite teoorias, teoreetilises fiilisikas,
toendosusteoorias jm.

Kaesolev iilesannetekogu pakub lahendamiseks valiku {ilesandeid
funktsionaalanaliiiisi traditsioonilise tilikoolikursuse algusosa —
“Funktsionaalanaliilis I” — juurde.

Oleme pilitidnud ilesandeid sisu poolest jarjestada nii, et
lahendajate t66d voimalikult holbustada (kui nad muidugi
lahendavad iilesandeid siinesitatud jarjekorras, mida me soojalt
soovitame).

Osale iilesannetest on lisatud siimbol Need on korge-
ma raskuskategooria iilesanded, mis eeldavad, vorreldes tava-
iilesannetega, rohkem iseseisvat motlemist ja nutikaid ideesid.
*Ulesannete lahendamine pole pohikursuse omandamise juures
tarvilik, kiill aga on soovitav, et igaiiks nende sisuga tutvuks ning
pisut nende iile ka motiskleks.

Ulesannetekogu algab sisukorraga, mis annab iilevaate iilesannete
temaatikast, ning klassikaliste ruumide “tabeliga”. See tabel
tutvustab funktsionaalanaliiiisi ja tema rakenduste jaoks olulisemaid
konkreetseid ruume, mille kohta on ka tilesannetekogus tisnagi palju
iilesandeid.

Kaesoleva {iilesannetekogu eelkdijaks on samade autorite sama-
nimeline raamatuke, mis ilmus Eesti Matemaatika Seltsi véljaandena
2010. aastal.

Nii monedki iiliopilased ja 6ppejoud motlesid vélja ja annetasid
meie iilesannetekogule {iksikuid iilesandeid. Olgu siinkohal tdnatud
Toomas Krips, Rauni Lillemets, Martin Menert ja Silja Treialt ning
Evely Leetma ja Peeter Oja.

*

Tartus 2012. a.
Autorid






KLASSIKALISED RUUMID

Tahistagu stimbol K kas koigi reaalarvude hulka R voi koigi
kompleksarvude hulka C.

Loplikum&étmelised ruumid

OlguX:{(ﬁhafn)‘SkeK}Jax:(ghagn) €X.

Normeeritud ruumid on:
1) my = ¢% = X normiga

z]| = lrgggnlﬁk!,

2) £y = X, 1< p< oo, normiga
= 1/p
ol = (3" lewl?) ™
k=1
Ruumis /7 on summanorm
n
Izl = 1€l-
k=1
Ruumis /5 = K" on eukleidiline norm
n 1/2
loll = (3 lewl?)
k=1

Koik need ruumid on Banachi ruumid ehk taielikud normeeritud
ruumid.



Jadaruumid
Elementideks on arvjadad x = (&)532; = (&), & € K.

1) Koigi jadade ruum s = {(&): & € K} on meetriline ruum
kaugusega

b & —m B B
P(xyy)—;%%_mv = (&), ¥y = (M)

Normeeritud ruumid on jargmised:
2) Tokestatud jadade ruum

m = Lo = {(&): Slép|§k| < oo}

normiga
|| = Sup [kl

3) Koonduvate jadade ruum
¢ ={(&): Ilim&;, € K}
ruumi m normiga.

4) Nulliks koonduvate jadade ruum
co = {(&): lim&, = 0}
ruumi m (voi ruumi ¢) normiga.

5) Astmega p, 1 < p < oo, summeeruvate jadade ruum

by =1{(&): Y 16" < oo}
k=1

normiga

ol = (3l
k=1



Absoluutselt summeeruvate jadade ruumi ¢; norm on

lall = 3 lel.
k=1

Ruum s on téielik meetriline ruum, ruumid m = f, ¢, cg ja £, on
Banachi ruumid.
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Funktsiooniruumid

Normeeritud ruumid on:

1) Loigus [a,b] tokestatud funktsioonide ruum

Mla,b] = {z = z(t): ailigbm(t” < oo}

normiga
]| = sup |a(t)].
a<t<b

2) Loigus [a, b] pidevate funktsioonide ruum Cfa, b] normiga

= t)l.
| = max la(0)

3) Loigus [a,b] n korda pidevalt diferentseeruvate funktsioonide
ruum C"[a, b] (véi C™]a, b]) normiga

n

— (k) (¢
2] gggb\x (t)],

kus O (¢) = z(t).

4) Lebesgue’i ruumid L,(a,b), 1 < p < oo:
b
Ly(a,b) ={z =x(t): EI/ |z(t)|Pdt < co (Lebesgue’i mottes)}

normiga
b 1/p
Joll = ([ otoyP az) ™.

Integreeruvate funktsioonide ruumi Lj(a,b) norm on

b
el = / j(0)] dt.



Integreeruva ruuduga funktsioonide ruumi Lo (a, b) norm on

ol = eopar)”

Ruumis L,(a,b) on vordus = y defineeritud funktsioonide = =
x(t) ja y = y(t) vordumisena peaaegu koikjal 16igus [a, b]. Seega on
ruumi L,(a,b) elementideks peaaegu koikjal tihtivate funktsioonide
klassid.

Koik need funktsiooniruumid on Banachi ruumid.
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ULESANDED
Meetrilise ruumi moiste

Ulesanne 1 (loomuliku kauguse kohta arvude hulgas). Tdes-
tada, et K on meetriline ruum kauguse

Q(ac,y):|x—y|, mayeKa

suhtes.

Ulesanne 2. Olgu X suvaline hulk. Téestada, et X on meetriline

ruum kauguse
1, kuix#y,
o(z,y) =

0, kuiz=y,
suhtes.
Definitsioon. Ruumi X iilesandest 2] nimetatakse diskreetseks

meetriliseks ruumiks.

Ulesanne 3. Kas p on kaugus reaalarvude hulgas R, kui z,y € R
korral

a o\x, —1’2—y2,
b) oz, y) = |z* — 7,
) o(z,y) =z -y’
d) oz,y) =z +yl+ |z -yl

)
=
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— min {1, |z — y|}?
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Ulesanne 4. Kas funktsiooni z = f(z), z € R, abil saab
defineerida kaugust g reaalarvude hulgas R nii, et

o(z,y) = f(z) = f(y)?
Vorrelda tilesandega [3] a).

Ulesanne 5. Leida tarvilikud ja piisavad tingimused, mida peaks
rahuldama funktsioon z = f(z), z € R, selleks, et

o(z,y) = [f(z) — f(y)]

kujutaks endast kaugust hulgas R. Vorrelda iilesannetega 3| b), 3| ),
g).

Ulesanne 6. Kas o0 on kaugus hulgas R xR, kui z = (£1,£2),y =
(m,m2) € R x R korral

a = max{|{ — &f, [m — 2]},

) o(z,y)
) o(z,y) = min{|&1 —m, [§2 — m2[},
c) olz,y) = VI& —ml|+ [& — 2,
) o(z,y) = min{L, [§1 —m|+ [&2 — n2[}?

o

Q.

Ulesanne 7. Téestada, et naturaalarvude hulk N on meetriline
ruum kauguse

0, kui n = m,

o kui n # m,

suhtes.

Ulesanne 8. Taoestada, et o on kaugus reaalarvude poolldigus
[0,p) (p > 0), kui z,y € [0,p) korral

o(z,y) = min{|z — y|,p — |z — y|}.
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Ulesanne 9. Tdestada, et ¢ on kaugus hulgas R\ {0}, kui z,y €
R\ {0} korral

1 1
Q(l‘,?/): x—y"

Ulesanne 10. Kas p on kaugus kéigi arvjadade hulgas {z =
(&k)72: & € K}, kui tema elementide z = (&) ja y = (1) korral

0, kui x =y,

o(z,y) = 1/k, kui xz # y ning k on vahim indeks,
mille korral & # ng?

Ulesanne 11. Toestada, et koigi tokestatud arvjadade hulk
{z = (&k)hz1: & € K, leidub M € R nii, et iga k korral [£;| < M}

on meetriline ruum, kui kaugus o tema elementide x = (§) ja y =
(nx) vahel defineerida vordusega

o)

1
oz, y) =) o 1€k = 7.
k=1
Ulesanne 12. Taestada, et jadade hulk
o
X ={(60,&,-- ) & €K, D& — &r1| < o0}
k=1
on meetriline ruum kauguse

o(x,y) = € = mol + D (& — mk) — (§e—1 — mh=1)],

k=1
T = (fk’)v Y= (nk’)a

suhtes.
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Ulesanne 13. Kas ¢ on kaugus kéigi 1éigus [a,b]
funktsioonide hulgas, kui

a) o(r,y) = agggblw() y(t)l,

b) o(z,y)= sup |z(t1) —y(t2)],
a<ty,ta<b

c) o(z,y) / lx(t) — y(t)| dt,
o(z,y) / lz(t) — y(t)|? dt?

Ulesanne 14. Olgu pidev kahe muutuja funktsioon f =

u,v € R, kaugus reaalarvude hulgas. Toestada, et

b
ofz,y) = / F((t). y(t)) dt

on kaugus koigi 16igus [a, b] pidevate funktsioonide hulgas.

Ulesanne 15. Olgu o kaugus hulgas X. Kas
d(z,y) = min{l,o(z,y)}, w,y€X,
on kaugus hulgas X? Vorrelda tilesannetega 3 k) ja |§| d).
Ulesanne 16. Olgu p kaugus hulgas X. Kas
d(z,y) =In(1+o(z,y)), z,y€X,

on kaugus hulgas X7

pidevate

f(u,v),

Ulesanne 17. Olgu o kaugus hulgas X ja o kaugus hulgas Y.
Toestada, et hulgas X x Y voime kauguse d defineerida jargmiselt

d(<37173/1)7 ($27y2)) = Q(xlaxQ) + U(yhy?)?
T1,x2 S X7 Y1,Y2 S Y.
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Ulesanne 18. Toestada, et kauguse definitsioonis on teine ja
kolmas aksioom (slimmeetria aksioom ning kolmnurga vorratus)
asendatav iihe tingimusega: mistahes elementide x,y, z korral

o(z,y) < oz, 2) + 0(y, 2)-

Ulesanne 19. Ringleb rahvajutt matemaatikatudengist, kes kir-
jutas doktorivaitekirja “antimeetriliste ruumide” omadustest, kus
antimeetriline ruum defineeritakse meetrilise ruumi moiste eeskujul,
kuid kauguse asemel vaadeldav samasuse ja siimmeetria aksioomi
rahuldav “antikaugus” p rahuldab kolmnurga vorratuse asemel
tingimust

o(z,y) > o(z,2) + 0(2,9).

Miks ei ole niisugune doktorivéitekiri tosiseltvoetav?
*Ulesanne 20. Tdestada, et kui o on kaugus hulgas X, siis ka

o(z,y)
d ,Y)= """ T,y € Xa
() =1 o(z,y)
on kaugus hulgas X.

*Ulesanne 21. Kas ¢ on kaugus kéigi 16igus [a,b] pidevate
funktsioonide hulgas, kui

b x
g(x,y):/ 1+i/()¢

*Ulesanne 22. Kas ¢ on kaugus koigi 16igus [a,b] pidevate
funktsioonide hulgas, kui

b |z(®)—y(®)]
o(z,y) = inf{\ > 0: / (e A —1)dt <1}7

Nadpunédide Kui\,ue (0,1), \+pu=1jas,teR, siis
e)\s+ut < )\68+uet,

s.t. funktsioon ef, ¢ € R, on kumer.
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Koonduvus meetrilises ruumis

Ulesanne 23. Olgu meetrilises ruumis vihemalt kaks elementi.
Tuua selles meetrilises ruumis néide koonduvast jadast ning mitte-
koonduvast (hajuvast) jadast.

Ulesanne 24. Kirjeldada koonduvust arvude ruumis.

Ulesanne 25. Kirjeldada koonduvust diskreetses meetrilises ruu-
mis.

Ulesanne 26. Kirjeldada koonduvust iilesandes 7] kirjeldatud
meetrilises ruumis.

Ulesanne 27. Téestada, et kui jada z, = (&) = (&) et
n =1,2,..., koondub ilesandes kirjeldatud meetrilises ruumis
elemendiks x = (&), siis

& — & VE=1,2,...
(s.t. leiab aset koordinaatide koonduvus).

Ulesanne 28. Uurida jadade z, = (0,...,0,2",0,0,...)jay, =
~——

n—1
0,...,0,1,0,0,...) koonduvust ﬁlesandeskirjeldatud meetrilises
1
ne

ruumis. (Kasutada iilesannet [27])

Ulesanne 29. Téestada, et kui jada x, = () = (&) o
n = 1,2,..., koondub iilesandes kirjeldatud meetrilises ruumis
elemendiks x = (&), siis

gy VE=0,1,...
n
(s.t. leiab aset koordinaatide koonduvus).

Ulesanne 30. Uurida jadade x, = (0,...,0,1,0,0,...) ja y, =
——

n

18



~—

n

0,...,0, %, 0,0,...) koonduvust ﬁlesandeskirjeldatud meetrilises
ruumis. (Kasutada iilesannet [29])

Ulesanne 31. Niidata, et kui meetrilise ruumi definitsioonis
samasuse aksioom asendada norgema tingimusega: iga elemend: x
korral o(z,x) = 0, siis voib jadal olla mitu piirviartust.

Normeeritud ruum kui meetriline ruum

Ulesanne 32. Toestada, et normeeritud ruumis X # {0} leidub
element x € X nii, et ||z|| = 1. Veelgi enam, iga reaalarvu ¢ > 0
korral leidub element x. € X nii, et ||z.|| = c.

Ulesanne 33. Olgu X # {0} normeeritud ruum ja a € X.
Toestada, et iga arvu d > 0 korral leidub element b € X nii, et
la — ]| = d.

Ulesanne 34. Olgu X # {0} vektorruum ning olgu ta diskreetne
meetriline ruum kaugusega po. Néidata, et X ei ole normeeritud ruum,
s.t. ruumi X ei saa muuta normeeritud ruumiks nii, et tema norm
defineeriks ruumi X kauguse, s.t. rahuldaks tingimust

[z = yll = e(z, y).
N dpunaid e Kasutada tilesannet [32]

Ulesanne 35. Kas iilesannetes [3|j), |3 k), [7| kirjeldatud meetrili-
sed ruumid on normeeritud ruumid?

Ulesanne 36. Kas iilesannetes (3| f), 3| g), [3| h), c)

kirjeldatud meetrilised ruumid on normeeritud ruumid?

Ulesanne 37. Toestada, et normeeritud ruumi elementide z ja
y korral kehtib vorratus

]l < max{||z +yl|, [z -y}
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Ulesanne 38. Toestada, et normeeritud ruumi elementide z ja
y korral kehtib vorratus

[l +yll < max{|[z]], ||z + 2y}

Ulesanne 39. Kas 16igus [a, b] pidevalt diferentseeruvate funkt-
sioonide vektorruumis voib funktsiooni x = x(¢) normi defineerida
jargmiselt:

t
a)  max |x(t)],

b "(t
) 52?5’:”( ),

b
!
) LW®W+2%M®L

Q) [o(b) = 2(a)| + max /(1)

/
e) |z(a max |z’ (t)]?
) Jel@)] + max [(0)
*Ulesanne 40. Kas iga vektorruumi saab muuta normeeritud
ruumiks?

*Ulesanne 41. Olgu o ja 1 normeeritud ruumi X elemendid
ja A € (0,1). Toestada, et jada

Tpt1 = ATp + (1 = Nzp_1, néeN,

koondub ruumis X.

Loplikum&otmelised ruumid

Ulesanne 42. Olgu z = (0, %, 1,0) jay=(—1,—1,—1,1). Leida

elementide x ja y vaheline kaugus o(z,y) ruumides my, E‘ll ja E%.

Ulesanne 43. Olgu = = (1,i) ja y = (0,—i). Leida o(z,y)

ruumides mo, €3, €3 ja (2.
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Ulesanne 44. Kas X = {(£1,...,&n): & € K} on normeeritud
ruum, kui

N[ —

?

[y

= (Sleal) + (L)
k=1 k=1

Nédpunédide Ruumid £, p > 1, n € N, on normeeritud
ruumid.

Ulesanne 45. Toestada, et jada koonduvus ruumis m,, ja ¢, on
samavéérne koordinaatide koonduvusega, s.t. jada x,, = (&7, ..., &0")
koondub elemendiks x = ({1, .. .,&,) parajasti siis, kui £ — & iga
indeksi k korral.

Ulesanne 46. Kas jada z, = (1,1) koondub ruumis mo?
Ulesanne 47. Kas jada z,, = (3,1, =5, {/n) koondub ruumis 07

*Ulesanne 48. Tihistagu [|z(le vektori = (&1,...,&,) normi
ruumis my, ja [|z[|, vektori z normi ruumis £;. Toestada, et

Tim o] = oo

Jadaruumid

Ulesanne 49. Niidata, et meetriline ruum s ei ole normeeritud
ruum, s.t. ruumi s ei saa muuta normeeritud ruumiks nii, et tema
norm defineeriks ruumi s kauguse.

Ulesanne 50. Kas koigi arviadade hulk X = {(&): & € K} on
meetriline ruum kauguse

S €k — k] _ _
Q(xay)_;(k+1)2+|€k_nk‘k27 .T—(fk), y—(le)a

suhtes?
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N & pun aid e Uurida, kuidas kontrollitakse, et s on meetri-
line ruum.

Ulesanne 51. Téestada, et koonduvate ridade vektorruum

es = {(&): & € R, rida Z&“ koondub}
k=1

on normeeritud ruum normi
n
(&) =sup | > &)
" k=1

suhtes.

Ulesanne 52. Olgu z = (i,0,4,0,...) ja y = (0,1,0,1,...).
Leida elementide = ja y vaheline kaugus o(x,y) ruumides m ja s.

Ulesanne 53. Toestada, et jada koonduvusest ruumis m, ¢, co,
¢, (p > 1) voi s jéreldub selle jada koonduvus koordinaaditi, s.t. kui
jada x, = (§)72, koondub elemendiks x = (&)72,, sils § — &

n
iga k € N korral.

Ulesanne 54. Niidata, et jada e, = (Jx,)7; koondub koordi-
naatide kaupa. Kas jada (e,) koondub ruumis m, ¢, cp, £, (p > 1)
vOoi s7

Ulesanne 55. Niidata, et jada

1 1
1= (1,0,0,...), 22 =(1,5,0,0,...), #3=(1,5,5.0,0,...),...

W

koondub ruumides s ja m, kuid ei koondu ruumis #7.
Ulesanne 56. Niidata, et iilesande [55|jada (z,,) koondub ruumis
lp, p> 1.

Ulesanne 57. Kas jada z, = (1, 2%, 3%, ... ) koondub ruumis ¢?
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Ulesanne 58. Kas jada z,, = (g5 3 - - - ) koondub ruumis m?

Ulesanne 59. Kas jada
zn, = (1) V1, (-1)?V2,...,(-1)"¥/n,0,0,...)
koondub ruumis m?
Ulesanne 60. Olgu 1 < p < ¢ < c0.
a) Toestada, et £, C £,.

b) Toestada, et jada, mis koondub ruumis ¢, koondub ka ruumis

l,.
¢) Olgu z,, = (i 1 0,0 > n € N. Veenduda, et jada
g n %7 ttt %7 9y LA ) : ) -]
() asub ruumis £, koondub ruumis ¢, kuid ei koondu ruumis
1

N &pun dide Kasutada vorratust
n 1 n

(Zakq>q < (Zakp) )
k=1 k=1

mis kehtib, kui 1 <p < g < o0, ay,...,a, € [0,00), n € N.

S

*Ulesanne 61. Olgu w = (wy) niisugune monotoonselt kahanev
positiivsete arvude jada, et w; = 1, limg wy = 0 ja > 7o, wy = 00.
Olgu 1 < p < o0. Toestada, et

d(w, p) = {(&c)i &k €R, Supzwk\fw(k)\p < OO}

T k=1

on normeeritud ruum normi

&0l =sup (D wilgngey )"
T k=1

suhtes, kus supreemum voetakse tile naturaalarvude hulga N koigi
timberjarjestuste (s.t. bijektsioonide) m: N — N.
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N apunaide Kasutada Minkowski vorratust.

Definitsioon. Ruumi d(w,p) (vt. iilesanne nimetatakse
Lorentzi jadaruumiks.

*Ulesanne 62. Olgu M: [0,00) — [0,00) niisugune kumer

funktsioon, et M (0) = 0 ja M(t) > 0, kui ¢ > 0. Tdestada, et

O ={(&): & € R, I >0, ZM(K;]\C|><OO}
k=1

on normeeritud ruum normi

(@)l = int{x > 0: ZM('i’f’) <1)

suhtes. Néidata, et kui M (t) =tP,t € [0,00), kus p > 1, siis £y = £,
kusjuures ka nende ruumide normid vorduvad.

Meeldetuletus. Olgu A C R piirkond. Funktsiooni
M: A — R nimetatakse kumeraks, kui M (At + ps) < AM(t) +
uM(s), t,s € A, Aype (0,1), A\ +pu=1.

Definitsioon. Ruumi ¢;; (vt. iilesanne nimetatakse Orliczi
jadaruumiks.

*Ulesanne 63. Niidata, et (512)20_1 — (fk) ruumis £, parajasti
- n

siis, kui
& — & Vk
ja
Ve>03KeN > [ <e VneN
E=K+1

(s.o. ridade > 72 |€7|P iihtlane koondumine n suhtes).
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Funktsiooniruumid

Ulesanne 64. Leida kaugus o(z,y) ruumis X, kui

a) X =0C00,1], z =2(t) =t y=y(t) = t*;

b) X =1(0,1), = x(t) =t'% y = y(t) = t*°;

) X=M[,2], z=x(t)=(t+1)? y=y(t) =2t+1;
d) X =1I190,3), x=xz(t)=t—1, y=y(t) =2;

e) X=1L100,3), z=z(t)=t—1, y=y(t)=2;

f) X:M[O,l],wzajt):tllll,y—(],

g) X=M[01], z==x
h) X =C[0,1], z =xz(t) =t y = y(t) = t*%
Ulesanne 65. Kas jada z,, koondub ruumis C[0, 1], kui
tTL
n=2Zn(t) = —,
a) T = xn(t) -
b)) xp = x,(t) =" — "

¢) xp = xp(t) =t" — 27

Napunaide. Teame, et

1\n
lim (1 + —) =e.
n

n

. tn+1 tn+2
Ulesanne 66. Kas jada z,, = x,(t) = - koondub
) n+1 n+2
ruumis
a) C]0,1],
b) Lo (07 1)7
c) Co,1]?
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Ulesanne 67. Kas jada y, = y,(t) = e koondub ruumis

a) C[0,2],
b)  MI0,2],
c) Li(0,2),
d)  L»(0,2)?

Ulesanne 68. Toestada, et jada, mis koondub ruumis Cla, b],
koondub ka ruumis Ly(a,b), p > 1.

Ulesanne 69. Konstrueerida 16igus [0, 1] pidevate funktsioonide
jada, mis koondub ruumis L;(0, 1), kuid ei koondu ruumis C10, 1].
Napuniide. Ulesanne |67

*Ulesanne 70. Olgu 1 <p < ¢ < .
a) Toestada, et Ly(a,b) C Ly(a,b).

b) Toestada, et jada, mis koondub ruumis L,(a,b), koondub ka
ruumis Ly(a, b).

N adpuniide Kasutada fakti, et kui funktsioon = = z(¢) on
modtuv 16igus [a, b, eksisteerib 16plik Lebesgue’i integraal ffy(t) dt
ning |z(t)] < y(t) peaaegu koikjal 16igus [a,b], siis eksisteerib
loplik Lebesgue’i integraal fab:r(t) dt. Kasutada ka Rogersi-Hélderi
vorratust.

Kerad ja timbrused

Ulesanne 71. Kirjeldada kerasid ruumides R ja C.

Ulesanne 72. Kirjeldada kinnist iihikkera B(0,1) reaalsetes
ruumides 3, (3, mo, 512, (I<p<2jap>2)jaCla,bl.

Ulesanne 73. Kirjeldada kerasid diskreetses meetrilises ruumis.
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Ulesanne 74. Olgu v € (0,1). Joonistada ruumi X = (R?, |- ||)
kinnine iihikkera, kui

a) |(z,y)| = max{|z| +~ly|,|y|}, (z,y) € R?
b) [[(z,y)ll = max{|z| +v[y|,¥v|z| + ||}, (z,y) € R?;

Pl (o) e e,

c) (@, y)ll = max{lz], |y, 1y

glesanne 75. Tdestada, et kui 1 < 7o, siis B(a,r1) C Bla,r2)
ja B(a,r1) C B(a,rs).

Ulesanne 76. Tuua niide meetrilisest ruumist, milles leiduvad
kerad B(a,r1) ja B(a,r2) nii, et B(a,r1) C B(a,rs), kuid r1 > ro.

Ulesanne 77. Niidata, et iga kinnine kera sisaldab mingit
lahtist kera ning iga lahtine kera sisaldab mingit kinnist kera.

Ulesanne 78. Tdestada, et kahe etteantud kera korral leidub
kolmas kera, mis neid moélemaid sisaldab.

ﬂ'lesanneﬁ79. Tdestada, et kui o(ay,as) < ro—ry,siis B(ay,r) C
B(aga,r2) ja B(ai,r1) C B(az,m2).

Ulesanne 80. Tuua niide meetrilisest ruumist, milles leiduvad
kerad B(ai,71) ja B(ag,r2) nii, et B(a1,71) & Blag, o), kuid 71 >
T9.

Ulesanne 81. Olgu B ja C kerad normeeritud ruumis ning olgu
A, i > 0. Toestada, et hulk AB + uC' on kera.

Ulesanne 82. Olgu a # 0 normeeritud ruumi element. Téesta-
da, et selles normeeritud ruumis on jargmised viited samavaarsed:

i) B(a,m) C B(a,rs),
ii) B(0,r1) C B(0,72),

i) 7y < 7o
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Ulesanne 83. Olgu a # 0 normeeritud ruumi element. Téesta-
da, et selles normeeritud ruumis on jargmised viited samavaérsed:

i) B(a,r) C B(a,r2),
ii) B(0,m) C B(0,72),
i) 1 < ro.

Ulesanne 84. Olgu X # {0} normeeritud ruum. TGestada, et
kui r1 # ro, siis B(a,r1) # B(a,ry) mistahes a € X korral.

*Ulesanne 85. Olgu normeeritud ruumis (milles on vihemalt
kaks elementi) B(ai,r1) C B(ag,r). Toestada, et r1 < ro ja
|a1 — az|| < 79 — r1. Vorrelda iilesannetega [80] ja [79]

Definitsioon. Olgu A mittetiihi hulk meetrilises ruumis. Hulga
A diameeter defineeritakse kui

diam A = sup o(z,y).
z,y€A

Ulesanne 86. Toestada, et diam B(a,r) < 2r.
Ulesanne 87. Tdestada, et normeeritud ruumis
diam(A + {a}) = diam A.

Ulesanne 88. Toestada, et normeeritud ruumis (milles on vihe-
malt kaks elementi) kehtib vordus

diam B(a,r) = 2r.

Jéreldada sellest, et kui B(ai,r1) C B(ag,r2), siis 1 < 7.
N adpunéaide Alustuseks voiks vaadata kera B(0,7).

Ulesanne 89. Tuua niide meetrilisest ruumist, milles on vihe-
malt kaks elementi ning milles leidub kera B(a,r) nii, et

diam B(a,r) # 2r.
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Definitsioon. Vektorruumi osahulka A nimetatakse kumeraks,
kui iga z,y € A ja A € (0,1) korral Az + (1 — \)y € A.

Ulesanne 90. Téestada, et normeeritud ruumis on kerad kume-
rad.

Ulesanne 91. Olgu vektorruumi X igale elemendile z € X
vastavusse seatud mingi kindel mittenegatiivne reaalarv ||z|| nii, et
on taidetud kaks esimest normi aksioomi:

1° Jz]|=0 <& x=0,

2° Azl = (Al [l]l-
Toestada, et kolmnurga aksioom

3%l +yll < =l + llyll

on samavédrne ithikkera B = {z € X : ||z|| < 1} kumerusega.

B € (0,1).

Néapunaéaide Kuizz#0,siis
]|+ [l

Ulesanne 92. Olgu U punkti z iimbrus. Veenduda, et leidub n €
N nii, et B(z, 1) CU.

Ulesanne 93. Téestada, et punkti z kahe fimbruse iihisosa on
samuti punkti z imbrus.

Ulesanne 94. Veenduda jérgmiste viidete samavéisrsuses.
i) Jada z, koondub elemendiks z.

ii) Iga arvu € > 0 korral leidub N € N nii, et kui n > N, siis
xn € B(x,€).

iii) Punkti x iga imbruse U korral leidub N € N nii, et kuin > N,
siis x, € U.

*Ulesanne 95. Olgu Y C X normeeritud ruumi X alamruum,
kusjuures Y # X. Toestada, et Y ei sisalda mitte iihtegi kera.
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Lahtised ja kinnised hulgad

Ulesanne 96. Olgu A lahtine hulk, a € A ja x, — a. Veenduda,
et leidub N € N nii, et z, € A iga n > N korral.

Ulesanne 97. Téestada, et mittetiihjas lahtises hulgas leidub
kinnine kera.

Ulesanne 98. Tdestada, et lahtine kera on lahtine hulk.
Nédpunadaide. Kuibe B(a,r),siis B(b,r—o(b,a)) C B(a,r).

Ulesanne 99. Niidata, et punkti z iga {imbrus sisaldab mingit
lahtist timbrust.

Ulesanne 100. Olgu g € Cla, b]. Toestada, et
[ € Clab]: F(t) < g(t) V¢ € [a,1]}
on lahtine hulk ruumis C|a, b].

Ulesanne 101. Téestada, et diskreetses meetrilises ruumis on
koik iihepunktilised hulgad lahtised.

Ulesanne 102. Toestada, et diskreetses meetrilises ruumis on
koik hulgad lahtised.

Ulesanne 103. Olgu A normeeritud ruumi X mittetiihi lahtine
osahulk, b € X ja A > 0. Naidata, et A + {b} ja AA on lahtised
hulgad.

Ulesanne 104. Toestada, et kui iiks normeeritud ruumi mitte-
tiihjadest hulkadest A v6i B on lahtine, siis ka hulk

A+B={a+b:ac A, be B}
on lahtine.

Ulesanne 105. Olgu A normeeritud ruumi kinnine alamhulk.
Toestada, et kui x € A+ B(0,9) iga 6 > 0 korral, siis z € A.
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Ulesanne 106. Olgu X meetriline ruum ja A C X. Téestada, et
J(0A) C 0A. Tuua néiide niisugusest hulgast A C R, et 9(0A4) # JA.

Ulesanne 107. Tdestada, et diskreetse meetrilise ruumi osahul-
kadel rajapunktid puuduvad.

Ulesanne 108. Taestada, et diskreetses meetrilises ruumis on
koik hulgad kinnised.

Ulesanne 109. Téestada, et meetrilise ruumi osahulga raja on
kinnine hulk.

Ulesanne 110. Olgu X meetriline ruum, A € X ja z € X.
Toestada, et = on hulga A rajapunkt parajasti siis, kui leiduvad
jadad y, € Aja z, € X \ A, n € N, nii, et y, — = ja z,, = =.

Ulesanne 111. Toestada, et normeeritud ruumis

a) OB(0,r) = 0B(0,r) = S(0,7),

b) dB(a,r) = 0B(a,r) = S(a,r).

N apuniaide Kasutada iilesannet

Ulesanne 112. Leida niide ‘meetrilisest ruumist ja tema kerast
nii, et 0B(a,r) # S(a,r) ning 0B(a,r) # S(a,r).

N 4 pun aide. Vaadelda niiteks diskreetset meetrilist
ruumi.

Ulesanne 113. Tdestada, et kinnine kera on kinnine hulk.

Ulesanne 114. Tdestada lahtise kera lahtisus niisuguse vottega,
et nédidata tema tdiendhulga kinnisust.

Ulesanne 115. Tdestada, et sfaéir on kinnine hulk.

Ulesanne 116. Toestada, et koik iihepunktilised hulgad on
kinnised.
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Ulesanne 117. Téestada, et mistahes 16plik hulk on kinnine.

Ulesanne 118. Toestada, et poolloik (a,b] C R pole ei lahtine
ega ka kinnine hulk.

Ulesanne 119. Toestada, et

1 1

{(2—71,3—71,...):1261\1}

pole ruumis s ei lahtine ega ka kinnine hulk.

*Ulesanne 120. Tdestada, et mittetithi hulk A C R on lahtine
parajasti siis, kui A esitub omavahel paarikaupa mitteloikuvate
(tokestatud voi tokestamata) vahemike tilimalt loenduva tihendina.

Hulga sulund ja sisemus

Ulesanne 121. Olgu X meetriline ruum, A € X ja z € X.
Toestada, et & € A parajasti siis, kui punkti 2 iga {imbrus 1oikab
hulka A.

Ulesanne 122. Olgu A meetrilise ruumi osahulk. Téestada, et
OA C OA.

Ulesanne 123. Tuua niide normeeritud ruumist X ja tema
osahulgast A nii, et 0A = @ ja 0A = X.

Ulesanne 124. Tdestada, et kumera hulga sulund normeeritud
ruumis on kumer hulk.

Ulesanne 125. Téestada, et normeeritud ruumi alamruumi su-
lund on alamruum.

Ulesanne 126. Taestada, et

UAQ: A,

«
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Definitsioon. Elemendi x € X kauguseks hulgast A C X, A # @,
nimetatakse arvu

o(z, 4) = inf o(z, a).
Ulesanne 127. Tdestada, et
reAd & oz, A)=0.
Ulesanne 128. Toestada, et
o(z, A) = o(z, A).
Ulesanne 129. Toestada, et

diam A = diam A.

Ulesanne 130. Olgu X meetriline ruum ja A tema osahulk.
Toestada, et A° = A\ JA.

Ulesanne 131. Kasutades iilesannet toestada, et normeeri-
tud ruumis

Ulesanne 132. Tuua niide meetrilisest ruumist ja tema kerast
nii, et B(a,r) # B(a,r) ja B(a,r)° # B(a,r).

Ulesanne 133. Olgu X meetriline ruum ja A tema osahulk.
Toestada, et X \ A° = X\ A.

Ulesanne 134. Toestada vordust X \ A° = X \ A kasutades, et
a) A° on lahtine;
b) (49)° = A%

¢) kui A C B, siis A° C B®;
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d) (ANB)°=A°NB°.

Ulesanne 135. Toestada, et

a) A={F: ACF, F on kinnine hulk},
b) A°=J{G: G C A, G on lahtine hulk}.

Ulesanne 136. Toestada, et A on vihim kinnine hulk, mis
sisaldab hulka A, ning A° on suurim lahtine hulk, mis sisaldub hulgas

A.

*Ulesanne 137. Ulesandest jareldub, et normeeritud ruumis
(m)o = B(a,r).
Toestada, et kui B on lahtine kumer hulk normeeritud ruumis, siis
(B)° = B.
*Ulesanne 138. Toestada, et kui C' on kumer hulk normeeritud
ruumis , siis 0C = 0C. Vorrelda iilesannetega, ja
Separaablid meetrilised ja normeeritud ruumid

Ulesanne 139. Tdestada, et diskreetne meetriline ruum on
separaabel parajasti siis, kui tema elementide hulk on iilimalt
loenduv.

Ulesanne 140. Taestada, et kompleksne ruum s on separaabel.

Ulesanne 141. Tdestada, et meetrilise ruumi separaabli alam-
ruumi sulund on separaabel.

Definitsioon. Olgu X meetriline ruum, € > 0 ning V' C X. Hulka
V nimetatakse ruumi X e-vorguks, kui

X =J B.e),

yev

s.t. kui igale elemendile z € X leidub y € V nii, et p(z,y) < e.
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Ulesanne 142. Niidata, et meetriline ruum X on separaabel
parajasti siis, kui tal leidub iga n € N korral iilimalt loenduv %-
vork.

Definitsioon. Olgu X normeeritud ruum ja A tema osahulk.
Oeldakse, et A on pohihulk ruumis X, kui span 4 = X

Ulesanne 143. Tdestada, et normeeritud ruum X on separaabel
parajasti siis, kui temas leidub iilimalt loenduv pohihulk. (Piirduda
juhuga, kus X on reaalne normeeritud ruum.)

Ulesanne 144. Olgu X normeeritud ruum ning A ja B tema
osahulgad. Naidata, et kui A on pohihulk ruumis X ja A C span B,
siis ka B on pohihulk ruumis X.

N adpunaiide Kasutada iilesannet

Ulesanne 145. Olgu X normeeritud ruum ning A ja B tema
osahulgad. Niidata, et kui A on pohihulk ruumis X ja A C B, siis
ka B on pohihulk ruumis X.

Ulesanne 146. Tdestada, et reaalne ruum ¢, on separaabel.

Ulesanne 147. Téestada, et reaalne ruum ¢y on separaabel.
Néadpunidid e (ilesannete ja juurde). Veenduda, et
{en = (0kn)32: n € N} on pohihulk.

*Ulesanne 148. Toestada, et separaabli meetrilise ruumi alam-
ruum on separaabel.

*Ulesanne 149. Tdestada, et normeeritud ruum on separaabel
parajasti siis, kui tema tihiksfaédr on separaabel.

*Ulesanne 150. Toestada, et kui meetriline ruum X ei ole
separaabel, siis leidub mitteloenduv hulk V' C X ja n € N nii, et

1
o(z,y) > - Ve,yeV, z#y.

N dapun éid e Kasutada Kuratowski-Zorni lemmat.
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Cauchy jadad ja taielikud meetrilised ruumid

Ulesanne 151. Kas e, = (5kn)zozl on Cauchy jada ruumis m, c,
Co, Ep (p > 1)7 s?

—-n

Ulesanne 152. Kas y, = yn(t) = e ™ on Cauchy jada ruumis

L1(0,1), L1(—1,0)?

Ulesanne 153. Niidata, et y, = y,,(t) = e ™ ei ole Cauchy jada
ruumis C10, 1].

Ulesanne 154. Téestada, et kui Cauchy jada (z,,) mingi osajada
koondub elemendiks x, siis x,, — x.

Ulesanne 155. Toestada, et Cauchy jada on tokestatud.
Ulesanne 156. Kas diskreetne meetriline ruum on téielik?
Ulesanne 157. Toestada, et ruum ¢; on taielik.
Ulesanne 158. Tdestada, et normeeritud ruumi ¢y alamruum
coo = {x = (&): mingist indeksist alates on iga { = 0}
ei ole taielik.

Ulesanne 159. Niidata, et meetriline ruum N kaugusega

1
1+ , kuim #mn,
o(m,n) = m+n

0, kui m = n,

on taielik.

Ulesanne 160. Niidata, et meetriline ruum N kaugusega

m—n
Q(m,n)=| |

mn

on mittetéaielik.
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Ulesanne 161. Niidata, et kerade iihine element, millest risigib
teoreem iiksteisesse sisestatud keradest, on ainus.

Ulesanne 162. Leida niide téielikust meetrilisest ruumist ja
tema tiksteisesse sisestatud kinniste kerade jadast nii, et nendel
keradel puuduks iihine punkt.

N &pun aid e Vaadeldaniiteks iilesande meetrilises ruu-
mis kerasid B(n,1+ 5-), n € N.

*Ulesanne 163. Toestada, et kui tiielikus meetrilises ruumis
jada (z,) ilikski osajada ei koondu, siis leiduvad § > 0 ja selle jada
osajada (y,) nii, et

Q(ymayn) >4 Ym,n, m 75 n.

*Ulesanne 164. Oeldakse, et meetrilisel ruumil X on Baire’i
omadus, kui loenduv iihisosa ruumi X mistahes koikjal tihedatest
lahtistest hulkadest on ruumis X koikjal tihe hulk. Toestada, et
taielikul meetrilisel ruumil on Baire’i omadus.

*Ulesanne 165. Toestada, et 1opmatumdsdtmelise Banachi ruu-
mi algebraline baas ei ole loenduv.

Pidevad operaatorid meetrilistes ruumides

Alljargnevates iilesannetes [166] on X, Y ja Z meetrilised

ruumid.

Ulesanne 166. Taestada, et f: X — Y on pidev punktis a € X
parajasti siis, kui punkti f(a) iga timbruse V korral leidub punkti a
timbrus U nii, et f(U) C V.

Ulesanne 167. Olgu f: X — Y pidev punktisa € X jag: Y —
7 pidev punktis f(a). Niidata, et operaatorite korrutis gf on pidev
punktis a.

Ulesanne 168. Olgu f: X — Y ja ¢g: X — Y pidevad
operaatorid ning olgu hulk A C X koikjal tihe ruumis X (s.t.

37



A = X). Niidata, et
f=g & f@)=glz) VzeA
Ulesanne 169. Olgu f: X — Y pidev operaator ja olgu 39 € Y.
Toestada, et hulk {x € X: f(2) = yo} on kinnine?
Ulesanne 170. Olgu f: X — Y ja ¢g: X — Y pidevad
operaatorid. Toestada, et hulk {z € X: f(z) = g(x)} on kinnine.

Definitsioon. Olgu X ja Y meetrilised ruumid. Oeldakse, et
operaator f: X — Y rahuldab Lipschitzi tingimust, kui leidub arv
L > 0 nii, et

o(f(z), f(y)) < Lo(z,y) Va,ye X.

Ulesanne 171. Niidata, et Lipschitzi tingimust rahuldav ope-
raator on pidev. Tuua néide pidevast operaatorist, mis Lipschitzi
tingimust ei rahulda.

Ulesanne 172. Téestada, et alljirgnevad operaatorid on pide-
vad:

a) D:CYYa,b] = Cla,b], (Dz)(t) =2'(t), t € [a,b];

b) A: Cla,b] = Cla,b], (Az)( )—/ 2(s)ds, t € [, b];

c) f:C[0,7] =R, f(x sinz(t)dt, 7> 0;

d) f:Bopy — R, =

kus BC[a b — {JJ € C[a7 b} HxH < 1}

b
e) f:Cla,b] =R, f(x :/.TU

Nadpuniide Osade a)-d) juures kasutada {iilesannet (171} .
Osa c) juures kasutada valemit
a+p . a=p

sina — sin 8 = 2 cos sin
2 2
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ja vorratust |sinal < |af.

*Ulesanne 173. Olgu X ja Y meetrilised ruumid. Téestada, et
f: X — Y on pidev punktis @ € X parajasti siis, kui

lim diam f(B(a,d)) = 0.

6—0+

Banachi piisipunkti printsiip

Ulesanne 174. Téestada, et operaator A: C[0,1] — C[0, 1],

(Az)(t) :)\/(]tx(s)ds+1747 tefo,1, AeC,

on ahendav, kui |A| < 1.

Ulesanne 175. Tdestada, et operaator B: C[0,7] — C[0, 7],

(Bx)(t) = (/0 sin z(s) ds) t, telo,7], >0,

on ahendav, kui 72 < 1.
N apunaide Kasutada iilesande osa c) kohta kiivat
népunaidet.

Ulesanne 176. Toestada, et integraaloperaator K: Cla,b] —
Cla, b],

b
(Kz)(t) = / K(t,s)z(s)ds H176, t € [a,b],

kus K = K(t, s) on ruudus [a, b] X [a, b] pidev funktsioon, on ahendav,
kui

b
max/ K(t, 8)| ds < 1.

a<t<b
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Ulesanne 177. Toestada, et maatriksoperaator 4: X — X,

n .
A= (aij)m.:l, on ahendav, kui

a) X=my ] 1r21a<xnz laij| < 1;
b) X =44 lr%aécnz laij| < 1;

) X=0 ja Z|a,-jy2<1.

1,j=1

Meeldetuletus. 1) Maatriksoperaator A = (aij) tegut-
seb n-mootmelises ruumis X jargmise eeskirja kohaselt:

air ... Qip &1 Z;’L:1alj§j

anl ... Qnn én Z?:l a’"]fj

T= (&, 6n) € X.
2) Kehtib Cauchy vorratus (Rogers-Holderi vorratuse erijuht)

(NI

i lagbr| < (i |Cllc|2>é : <i|bk|2> . ag, by €C.
k=1 =1 k=1

Ulesanne 178. Olgu A = (aij)oj lopmatu maatriks. Toesta-
.. o0

da, et eeskirjaga Ax = y, x (fj)J L EXy = (m)i:l, N =

Z;’il a;;€j, 1 = 1,2,..., on defineeritud ahendav operaator ruumis
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X, kui
o0
a) X=m ja su a;i| <1
) j ipglul
o
b) X =1/ ja SupZ]aij]<1;
J o=

00
C) X =14y ja Z |aij|2 < 1.
Q=1

Ulesanne 179. Tdestada, et operaator f: X — X rahuldab tin-
gimust
o(f(x). f(y) <olz,y), zyeX, x#y,

kuid tal ei ole ainsatki piisipunkti, kui X = [1,00) ja
1

Ulesanne 180. Olgu operaator f: R? — R? defineeritud eeskir-
jaga f(£1,&) = (2£2,0), (&1,&2) € R2. Veenduda, et f ei ole ahendav,
aga f? on ahendav operaator.

*Ulesanne 181. Olgu A kinnine mittetiihi hulk téielikus meet-
rilises ruumis X. Olgu operaator f: A — A selline, et tema aste f250
on ahendav operaator. Toestada, et operaatoril f on parajasti tiks
piisipunkt ning selleks koondub iga jada x,, mis on moodustatud
jargmise eeskirja jargi: g € A on suvaline punkt ja z, = f(x,—1),
kuin=1,2,....

Ulesanne 182. Téestada, et vorrandil f(z) = z on 16igus [a, b]
parajasti iiks lahend, kui f € Cl[a,b], f([a,b]) C [a,b] ja

max | f'(z)| < 1.
z€[a,b]
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Napuniaide (Lagrange’i keskvaartusteoreem). Kui funk-
tsioon f on pidev 16igus [z,y] ja diferentseeruv vahemikus (z,v),
siis leidub 0 € (x,y) nii, et f(z) — f(y) = f'(0)(x —y).

Ulesanne 183. Taestada, et vorrandi z = 0,2 sin 224-0,6 cos 0,6z,
x € R, lahend asub 16igus [0, 1] ning see lahend on ainus.

Ulesanne 184. Téestada, et vorrandi z = 0,1sinz + 0,8 cos z,
x € R, lahend asub 16igus [0, 1] ning see lahend on ainus.

Ulesanne 185. Toestada, et vorrandi = 0,1sinz + cosz, = €
R, lahend asub 16igus [0; 1,1] ning see lahend on ainus.

Markus. sin1,1 ~ 0,891.

Ulesanne 186. Toestada, et vorrandil (4 + z2)z =1, 2 € R, on
parajasti iiks lahend ning leida 16ik, mille pikkus poleks suurem kui
1, milles see lahend asub.

N adpundide On soovitav alustada joonise visandamisest.

Ulesanne 187. Toestada, et vorrandil 2ze® = 1, 2 € R, on
parajasti iiks lahend ning leida 16ik, mille pikkus poleks suurem kui
1, milles see lahend asub.

N &ad&punaide. On soovitav alustada joonise visandamisest.

Ulesanne 188. Téestada, et jada

1
Tn41 = Tn — §($n2 - 3), xg=0, n €N,

koondub arvuks /3.

Ulesanne 189. Olgu 0 < a < 1. Téestada, et jada
—a), x9=0, neN,

Tn4+1 = Tp — i(xn

koondub arvuks /a.
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*Ulesanne 190. Téestada, et ahelmurdude jada

2 2+1 2+ ! 2+
) 27 1’ 1 )t

koondub ja leida tema piirvaartus.

Hulga tGkestatus ja kompaktsus

Ulesanne 191. Olgu A normeeritud ruumi osahulk. Tdestada,
et A sisaldub mingis keras parajasti siis, kui leidub arv M nii, et

lz|| < M Vx € A.

Ulesanne 192. Tdestada, et meetrilise ruumi osahulk on tokes-
tatud parajasti siis, kui on tokestatud selle hulga sulund.

Ulesanne 193. Tdestada, et meetrilise ruumi mittetiihi osahulk
A on tokestatud parajasti siis, kui diam A < oo.

Ulesanne 194. Téestada, et Lipschitzi tingimust rahuldav ope-
raator teisendab tokestatud hulgad tokestatud hulkadeks.

*Ulesanne 195. Niidata, et eelmises iilesandes ei saa Lipschitzi
tingimust norgendada operaatori pidevuseks.

Ulesanne 196. Olgu A ja B tokestatud hulgad. Téestada, et
AU B on tokestatud hulk.

Ulesanne 197. Olgu A ja B kompaktsed hulgad. Téestada, et
AU B on kompaktne hulk.

Ulesanne 198. Olgu X = m, v X = . Toestada, et
hulk ruumis X on suhteliselt kompaktne parajasti siis, kui ta on
tokestatud.
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N apuniaide Koonduvus dsjanimetatud ruumides on sama-
vaarne koordinaatide koonduvusega.

Ulesanne 199. Niidata, et ruumi m kinnine iihikkera ei ole
kompaktne.
N apun aide. Vaadelda niiteks jada e, = (5;m)Z°:1, n € N.

Ulesanne 200. Olgu X normeeritud ruum, a € X ja r > 0.
Toestada, et B(a,r) on kompaktne parajasti siis, kui B(0,1) on
kompaktne.

Ulesanne 201. Niidata, et ruumis m mitte iikski kera ei ole
suhteliselt kompaktne.

Ulesanne 202. Niidata, et ruumis ¢, mitte iikski kera ei ole
suhteliselt kompaktne.

Ulesanne 203. Olgu ), positiivsete arvude jada. Niidata, et kui

{enien: (&) | <1}

on kompaktne hulk ruumis ¢,, siis A,, — 0. Vorrelda ﬁlesandegam

Ulesanne 204. Niidata, et ruumi M0, 1] kinnine iihikkera ei ole
kompaktne.

N adpuniide Vaadelda niiteks jada x, = x,(t) = t", t €
[0,1], n € N.

Ulesanne 205. Toestada, et meetrilise ruumi osahulk A on suh-
teliselt kompaktne parajasti siis, kui tema sulund A on kompaktne.

Ulesanne 206. Toestada, et kompaktne meetriline ruum on
taielik.

Ulesanne 207. Taestada, et suhteliselt kompaktse hulga pidev
kujutis on suhteliselt kompaktne.
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Ulesanne 208. Tdestada, et kompaktse hulga pidev kujutis on
kompaktne.

Ulesanne 209. Olgu f: X — Y pidev bijektsioon kompaktsest
meetrilisest ruumist X meetrilisele ruumile Y. Toestada, et f~! on
pidev.

N apunaide Kasutada eelmist iilesannet ning operaatori
pidevuse kriteeriumit kinniste hulkade originaalide kaudu.

Ulesanne 210. Olgu A kompaktne mittetithi hulk meetrilises
ruumis X. Néiidata, et iga elemendi x € X korral leidub element
y € A, mis realiseerib kauguse o(z, A), s.t. mille korral o(z, A) =

o(z,y).

*Ulesanne 211. Olgu X kompaktne meetriline ruum. Tdestada,
et operaatoril f: X — X, mis rahuldab tingimust

o(f(x), f(y) < olz,y), zyeX, z#y,

on parajasti iiks piisipunkt.
N adpun aid e Kasutadakompaktsel hulgal X méaaratud funkt-
sionaali o(z, f(z)), z € X.

Hausdorffi teoreem

Ulesanne 212. Téestada Hausdorfi teoreemi abil, et iga suhte-
liselt kompaktne hulk on tokestatud.

Ulesanne 213. Téestada Hausdorfli teoreemi abil, et kompakt-
ne meetriline ruum on separaabel.

Ulesanne 214. Toestada Hausdorfli teoreemi abil, et iga kom-
paktset hulka A saab mistahes arvu € > 0 korral esitada kujul

A= CJ Ay,
k=1
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kus n € N, diamA; < e, k = 1,...,n, ning hulgad A, on koik
kompaktsed.

*Ulesanne 215. Toestada, et kui meetrilise ruumi osahulgale A
leidub 16plik e-vork iga e > 0 korral, siis hulga A elementide suvaline
jada sisaldab Cauchy jada.

*Ulesanne 216. Olgu ), positiivsete arvude jada. Naidata, et

kui A, — 0, siis
(e eo () <1}
on kompaktne hulk ruumis ¢,. Vorrelda tilesandega
Arzela-Ascoli teoreem
Ulesanne 217. Olgu a € (0,1] ja M > 0. Niidata, et
{z:[a,b] = R| 2(a) =0, |2(t) —z(t)| < M|t —¢'|*, t,t' € [a,b]}

on kompaktne hulk ruumis Cla, b].

Ulesanne 218. Arzela-Ascoli teoreemi abil veenduda, et hulk

{zn:n €N}, x,(t)=sinnt, t € [0,n],

ei ole suhteliselt kompaktne ruumis C10, 7).

Ulesanne 219. Olgu d ja R positiivsed arvud ning olgu B

B(0,R) kera ruumis C[—d,d]. Vaatleme operaatorit g: B —
C[—d,d], mis on defineeritud vordusega

(9(0) (&) = /O " f(hy(t)dt, yeB, ze|—dd)

kus f: R? — R on pidev kahe muutuja funktsioon. Niidata, et hulk
g(B) on suhteliselt kompaktne.
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Read normeeritud ruumides

Definitsioon. Oeldakse, et normid || - || ja || - || vektorruumis X
on ekvivalentsed ja kirjutatakse || - || ~ || - ||', kui leiduvad a, 8 > 0
nii, et iga x € X korral

allz]" < [lz]l < Bl

Ulesanne 220. Tdestada, et kui rida vektorruumis koondub
mingi normi suhtes, siis koondub ta ka mistahes ekvivalentse normi
suhtes.

Ulesanne 221. Toestada, et kui rida koondub absoluutselt
mingi normi suhtes, siis koondub ta absoluutselt ka mistahes
ekvivalentse normi suhtes.

Definitsioon. Olgu >_;2, z; rida normeeritud ruumis ning olgu
7 naturaalarvude timberjérjestus (s.t. 7: N — N on bijektsioon).

Rida -
Z L (k)
k=1

nimetatakse rea Y o, @) dmberjirjestuseks.

Definitsioon. Oeldakse, et rida normeeritud ruumis koondub
tingimatult, kui koondub selle rea iga timberjarjestus.

*Ulesanne 222. Tdestada, et kui rida koondub tingimatult, siis
tema koikide iimberjérjestuste summa on sama.

Ulesanne 223. Toestada, et kui rida koondub tingimatult mingi
normi suhtes, siis koondub ta tingimatult ka mistahes ekvivalentse
normi suhtes.

Ulesanne 224. Naidata, et Banachi ruumis absoluutselt koon-
duv rida koondub tingimatult.

N & pun aid e. Positiivse arvrea koonduvusest jareldub tema
mistahes timberjarjestuse koonduvus samaks summaks.
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*Ulesanne 225. Niidata, et ruumides ¢ ja ¢, (p> 1) rida

00
k=1

€k,

| =

k

—
kus e, = (0,...,0,1,0,0,...), koondub tingimatult elemendiks
(1, %, %, ... ), kuid ei koondu absoluutselt.

*Ulesanne 226. Tdestada, et Banachi ruumi X osahulk A on
suhteliselt kompaktne parajasti siis, kui leidub jada (z,) C X nii, et
z, — 0 ja

AcC {Z anTn: (an) € By, }.

n=1

Pidevad lineaarsed operaatorid normeeritud ruumides

Ulesanne 227. Veenduda, et normeeritud ruumides tegutsev
lineaarne operaator on tokestatud parajasti siis, kui ta rahuldab
Lipschitzi tingimust.

Ulesanne 228. Toestada, et normeeritud ruumides tegutsev
lineaarne operaator on tokestatud parajasti siis, kui ta teisendab
iga tokestatud hulga tokestatud hulgaks.

Ulesanne 229. Tdestada, et operaator f: K — K on lineaarne
parajasti siis, kui leidub a € K nii, et

f(x)=ax Vzek

Ulesanne 230. Niidata, et reaalsetes normeeritud ruumides
tegutsev aditiivne operaator A, mis on punktis 0 pidev, on pidev
ja lineaarne.

N apunaide Homogeensuse toestamisel naidata vaheetapi-
na, et A(Ax) = AAz iga ratsionaalarvu A korral.
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Ulesanne 231. Olgu funktsioon X(t,s) pidev ruudus [a,b] x
[a,b]. Veenduda, et integraaloperaator K : C[a,b] — Cla,b],

b
(Kﬁﬂﬂ::/)Kﬁﬁﬁxﬁﬁk,te[mM,

on lineaarne.
Ulesanne 232. Olgu X = C'[a,b] ja Y = Cla,b]. Veenduda, et

diferentseerimisoperaator

d /
D=2 XY, (Da)(t)=a(h)

on lineaarne.

Ulesanne 233. Olgu

X={z=(&,....&): & €K}
ja
Y:{y:(m,...,nm):nkeK}.

Olgu (a;j), kus a;; € K, m x n maatriks. Veenduda, et maatriksope-
raator A: X —-Y,

all e A1n fl

fn am1£1 + -+ amngn
aml - -- Amn,

on lineaarne.

Ulesanne 234. Niidata, et integraaloperaator iilesandest on
pidev.

Ulesanne 235. Niidata, et maatriksoperaator iilesandeston
pidev, kui X = £ ja Y = {7
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Ulesanne 236. Olgu A = (aij)i5=1 lopmatu maatriks. Toesta-
da, et eeskirjaga

Ax =y, x (§J) 2, € X,

y=Mi)im1, M= Zawg]aZ*lQ
on defineeritud pidev lineaarne operaator ruumis X, kui

oo
a) X=m ja sup a;i| < o0,
| 03
[o.¢]
b) X=4¢ ja supZ]aij]<oo,
J o=

o0
©) X=1l ja Y lay|*<oc.
ij=1
Ulesanne 237. Kas iilesandes kirjeldatud maatriksoperaa-

tor on pidev, kui
1

jj = 5 ¢
Y (i)

Ulesanne 238. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu
A: X — Y pidev lineaarne operaator. Toestada, et operaator A
jaab pidevaks, kui ruumide X ja Y normid asendada ekvivalentsete
normidega.

Ulesanne 239. Ulesandest()estati, et kui normeeritud ruumi-
des X ja Y minna iile ekvivalentsetele normidele, siis hulk L(X,Y)
ei muutu. Toestada, et kui asendada ruumide X ja Y normid
ekvivalentsete normidega, siis ruumi L(X,Y’) norm asendub esialgse
normiga ekvivalentse normiga.

Definitsioon. Olgu X ja Y vektorruumid. Operaatori A: X — Y
tuum ker A defineeritakse jargmiselt:

ker A= A"'({0}) = {z € X: Az =0}.
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Ulesanne 240. Tdestada, et kui X ja Y on normeeritud ruumid
ning A: X — Y pidev lineaarne operaator, siis ker A on ruumi X
kinnine alamruum.

Ulesanne 241. Tdestada, et mittepideva lineaarse operaatori
D: Cla,b] = Cla,b], (Da)(t) = 2'(2),

kus C'[a, b] on ruumi Ca, b] normiga varustatud ruum C'[a, b], tuum
ker D kujutab endast ruumi C[a, b] kinnist alamruumi.

*Ulesanne 242. Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Tdestada,
et kui X # {0}, siis Y on lineaarselt isomeetriline ruumi L(X,Y)
alamruumiga. Jéreldada, et kui L(X,Y’) on téielik, siis Y on téielik.

N adpun aide Hahn-Banachi teoreemi iiks jareldusi vaidab
jargmist. Olgu X # {0} normeeritud ruum. Siis iga elemendi z € X
korral leidub z* € X* nii, et ||z*| =1 ja x*(x) = [|z]|.

Operaatori normi arvutamine
Ulesanne 243. Olgu X # {0} ja Y normeeritud ruumid, A €
L(X,Y) ning ||A| = sup{||Az||: ||z]| < 1}. Toestada, et

a) [|All = sup{[|Az|: [[«]| = 1},

b)) =sup {1221 0},

=l
c) (Al = sup{[|Az]}: ||=[] < 1}.

Ulesanne 244. Téestada, et A € L(X,Y) véi f € X* ning
arvutada || A|| voi || f]|, kui

D) X =Y =Cl0,1], Ax(t) = /Otx(f) dr;

b) X =C[=1,1], flz)=z[z(=1) +z(1)];
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c) X =L:(0,1), Y =C[0,1], Ax(t)= /Otm(T) dr;
X =C[-1L1], f(z) =2[z(1) - z(0)];

X =C[-1,1], Y =C[0,1], Az(t) ==z(t);

X =Lo(—1,2), Y =Ly(—1,1), Ax(t) =x(t);

X=¢ f(z)=limz, == (x,)2; €c

X=c¢ f(z)=2x+limz,, z=(z,)0 €

)
)
)
)
h) X =C[-1,1], Y =1L:1(0,1), Ax(t) = z(t);
)
) X =Y =C[0,1], Axz(t) =t*z(0);
)

k) X =Y =0C[0,1], Ax(t) = z(t?);

1
1) X =14(0,1), Y =15(0,1), Ax(t)= t/o x(7) dr;

t), kuit<3
m) X =V = Io(0.1), Ax(t) = {0 Kl 2
0, kui t > 3
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n) X =cy, f(x)=z1+z3 == (Tn)py € co;
t

o) X =CI0,1], Y =1L;i(0,1), Az(t) :/ x(7) dr;
0

p) X =1Ly, f(x)=m2+a4, = (Tp)nly € Ll

1
W X =Cl-11), fa) = [ a()dt-+a(0)

N X =Cl-1,1], Y=c0,1], Ax(t)= %[m(t) +a(—t

— (1) oo
S) X = m, f(l') = Z ok T, L= (mk)kzl € m;
k=1




1
9 X =Cl-11) f@)= [ Patd
0
Z) X:Y:Aﬁ, A(SL‘l,CCQ,...):(yl,yg,...),
kus yl:'rl)yn:xn_xn—l,n:2,3,...;

72) X=4¥0, Y=c¢ Alx1,22,...)= (y1,92,...),
kusy1:$17ynzxn—xn_l,n:2,3,...;

t) X =40, Y =40y Alx1,22,...)=(y1,92,...),
kuS Y =21, Yn = Tn — Tn—1, n:2,3,7

W X =R, Y =Clab, An(t) =& +(t— a)gzjgl,
kus = = (&, &) € R,
1
v) X =C[0,1), f(z) :/ t3x(t) dt;
0
w) X =Cla,b], Y =m, Azx= (z:(tk))zozl,
kus ¢y, t2,... on mingi etteantud jada loigus [a, b];
6) XZRQ? Y:C[()? 1]7 A$(t):£1t+§2,
kus = (&,&) € R
a“) X:R27 Y:C[aab]a Ax(t):§1t+€25
kus z = (&1,&2) € R
O) X:C[a7b]7 f(x) :chx(tk)v
k=0
kus cg,c1,...,cn ERjatg=a <ty <---t, =0.

Ulesanne 245. Uurida, kuidas E. Oja ja P. Oja raamatus
“Funktsionaalanaliiiis”, lk. 128, on toestatud Luzini teoreemile tugi-
nedes, et integraaloperaatori K : Cla, b] — Cla, b] (vt. iilesandeid 231]
ja[234) norm avaldub kujul

b
| K| = max/ |C(t,s)| ds.
a<t<b J,

53



[Ima seda tildist vordust ning Luzini teoreemi kasutamata leida || K|,

kui
a) K(t,s) =t*+s%
b) K(t,s)=t+s, a=-1, b=1;
c) K(t,s)=t+s—2, a=-1, b=1;
t
d) K(t,s)=5+s a=-1 b=1
e) K(t,s)=ts, a=-2, b=2;
f) K(t,s)=sin(t+s), a=-m, b=m;
g) K(t,s)=cos(t+s), a=0, b=2rm

Ulesanne 246. Arvutada diferentseerimisoperaatori (vt. iilesan-

net [232)) norm.

Ulesanne 247. Niidata, et maatriksoperaator A = (a;;): m, —
m,, on pidev ning toestada, et

14]l = max Z |aijl-

Ulesanne 248. Leida maatriksoperaatori A = (a;;): £} — my,
norm.

Ulesanne 249. Niidata, et maatriksoperaatori A = (a;;): £} —
/7 norm avaldub kujul

[All = max Z |aijl-

1<j<n

Ulesanne 250. Toestada, et iilesande a), maatriksoperaato-
ri A = (ai;): m — m norm avaldub kujul

(o)
|A]| = sup > |ag-
1 ]:1
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Ulesanne 251. Toestada, et iilesande b), maatriksoperaa-
tori A = (ai;): €1 — £1 norm avaldub kujul

o0
JA]| = sup Y~ Jagl.
J =1

Ulesanne 252. Toestada, et A € L(X,Y) voi f € X* ja leida
[A[J voi [[f]], kui

0 1
a)X:ﬂAﬂ,ﬂ@:/x@ﬁ—Ax@W

-1
b) X:£17 Y:C, A(:L'l,l'g,...):

—(@—1nh@—;n%“w@_imm“>;

T1 T2 Tk
X=cy, Y=10, A ,,”.:Cﬂ—,wgw”y
C) Co 1 (1'1 xI9 ) 3 32 Sk
d) X:YZKQ, A($1,SL‘27...):(yl,yQ,...),
kus Yy =21, Yn = Tn — Tn-1, n:2737"' ;
Néadpundidide. Osad) juures voiks kasutada kolmnurga vor-
ratust ruumis #s.

Pidevate lineaarsete operaatorite korrutamine

Ulesanne 253. Olgu X # {0} normeeritud ruum ning A, B €
L(X, X), kusjuures eksisteerib B~ € L(X, X). Toestada, et

Al
AB|| > )
14812 1

Ulesanne 254. Tuua niide maatriksoperaatoritest A ja B ruumis
R?, mille korral AB # BA.

Ulesanne 255. Olgu X normeeritud ruum. Olgu S, T € L(X,Y)
kommuteeruvad, s.t. ST = TS. Niidata, et ST on bijektiivne
parajasti siis, kui molemad operaatorid S ja T" on bijektiivsed.
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Uhikoperaatorile I5hedase operaatori pédratavus

Ulesanne 256. Olgu X Banachi ruum ja operaator A € L(X, X)
selline, et ||A| < 1. Niidata, et rida Y po, A* koondub ruumis
L(X, X) ning hinnata iilalt tema summa normi.

Ulesanne 257. Olgu X Banachi ruum ja A € L(X, X). Niidata,

et rida Y 77 %C koondub ruumis L(X, X) ning hinnata iilalt tema
summa normi.

Ulesanne 258. Olgu X Banachi ruum, A € L(X, X) ja ||A| =
0,3. Niidata, et eksisteerib (I —34)~! ja ta on pidev operaator.

Ulesanne 259. Olgu X kompleksne Banachi ruum, A € L(X, X),
A € Cja |\l > ||A]l. Toestada, et eksisteerib (A — A)~! ja ta on
pidev operaator.

Ulesanne 260. Olgu X ja Y Banachi ruumid ja olgu operaatorid
A B € L(X,Y) pidevalt poératavad, s.t. eksisteerivad A=Y, B~1 €
L(Y, X). Toestada, et kui

1
I~ 41 < g
siis
IB™! = A7H| < 2|A7H* || B — Al
Ulesanne 261. Olgu X ja Y Banachi ruumid. Tdestada, et

ruumi L(X,Y') koigi pidevalt pooratavate operaatorite osahulk on
lahtine.

*Ulesanne 262. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ja olgu
operaatorid A, B € L(X,Y) pidevalt pooratavad, s.t. eksisteerivad
AL B71 € L(Y, X). Toestada, et kui

1
B - Al < >
1B = A= g
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siis
IB~'— A7 < 2lA7Y]? B — A

Jareldada, et pideva poordoperaatori moodustamise kujutus on
pidev operaatornormi suhtes.

Loplikum&étmelised normeeritud ruumid

Ulesanne 263. Olgu X = (¢ ning e; = (1,0,...,0),...,e, =
(0,...,0,1). Leida konstantide « ja 8 tapne vaartus 16plikumootme-
liste ruumide isomorfismiteoreemis.

Ulesanne 264. Lahendada iilesanne ruumi X = /3 korral.

Ulesanne 265. Toestada, et 16plikuméotmelises vektorruumis
on koik normid omavahel ekvivalentsed.

Ulesanne 266. Olgu X ja Y normeeritud ruumid ning olgu A €
L(X,Y). Toestada, et kui dim X < oo, siis leidub z € X, ||z|| < 1,
nii, et

[Az|| = [ A]-

*Ulesanne 267. Olgu X ja Y normeeritud ruumid, kusjuures
dim X < oo. Toestada, et mistahes lineaarne operaator A: X — Y
on pidev.

*Ulesanne 268. Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Tdestada,
et kui X on lopmatumootmeline ja Y # {0}, siis leidub lineaarne
operaator A: X — Y, mis ei ole pidev.

N 4 punéaide. Sellise operaatori defineerimist alustada ruumi
X loenduval lineaarselt soltumatul osahulgal. Algebrast on teada,
et vektorruumi lineaarselt soltumatut osahulka saab laiendada
(algebraliseks) baasiks.

*Ulesanne 269. Olgu

X ={z € C[0,1]: (1) =0}

o7



reaalse ruumi C10, 1] alamruum ning olgu

Y:{a:eX: /le(t)dtzo}.

ruumi X kinnine alamruum. Toestada, et ei leidu elementi z € Sx
nii, et o(x,Y) > 1.

Nadpunéadide. Kui selline element x € Sy leidub, siis
|f01 z(t)dt] < 1. Olgu =, = z,(t) = 1 —t" € X, n € N. Mingite
arvude A, korral x — Az, € Y. Jarelikult | A\,z,| > 1. Vorrelda
tulemust népunéite alguse range vorratusega.

58









	Eessõna
	Klassikalised ruumid
	Lõplikumõõtmelised ruumid
	Jadaruumid
	Funktsiooniruumid

	Ülesanded
	Meetrilise ruumi mõiste
	Koonduvus meetrilises ruumis
	Normeeritud ruum kui meetriline ruum
	Lõplikumõõtmelised ruumid
	Jadaruumid
	Funktsiooniruumid
	Kerad ja ümbrused
	Lahtised ja kinnised hulgad
	Hulga sulund ja sisemus
	Separaablid meetrilised ja normeeritud ruumid
	Cauchy jadad ja täielikud meetrilised ruumid
	Pidevad operaatorid meetrilistes ruumides
	Banachi püsipunkti printsiip
	Hulga tõkestatus ja kompaktsus
	Hausdorffi teoreem
	Arzelà-Ascoli teoreem
	Read normeeritud ruumides
	Pidevad lineaarsed operaatorid normeeritud ruumides
	Operaatori normi arvutamine
	Pidevate lineaarsete operaatorite korrutamine
	Ühikoperaatorile lähedase operaatori pööratavus
	Lõplikumõõtmelised normeeritud ruumid


