Banachi ruumide aproksimatsiooniomadused
ja kaasruumide geomeetrial

Eve OJja
Tartu Ulikool

1. “Auklik” matemaatika

Hea insener tunneb piisavalt hasti rakendusmatemaatikat selleks,
et rakendusmatemaatiku abiga sonastada oma probleem. Nii saab in-
seneriprobleemist rakendusmatemaatikaprobleem. Hea rakendusma-
temaatik tunneb piisavalt histi matemaatikat selleks, et oma prob-
leemide lahendamiseks valida sobivat aparatuuri ja vahendeid puhta
matemaatika vallast. Et see aga voimalik oleks, peab matemaatika
selle koha pealt, mida rakendusmatemaatik kasutada soovib, olema
valmis, olema terviklik. Kuid isegi matemaatika klassikaline osa ei
ole valmis. Ehkki esmapilgul terviklik ja sile, on ta tdis aukusid —
lahendamata probleemisid — justkui Sveitsi juust.

Matemaatikategemiseks on pohimotteliselt kaks voimalust: kas
“lappida aukusid” vo6i arendada edasi mingit matemaatika “auku-
deta” osa, timbritsedes ennast iiha iildisemate moistete labiirindiga.
“Augulappimine”; kui see dnnestub, on enamasti seotud siigavamate
ja tapsemate meetodite (isegi teooriate) leidmisega. Sageli voimal-
davad uued meetodid haarata endasse eelnevat ning asendada lihtsa-
matega endisi liigkeerulisi arutlusi. Kéesoleva uurimuste tsiikli puhul
ongi tegemist sedasorti “augulappimisega’.

2. Banachi ruumide keskkond

Uurimuste tsiikkel “Banachi ruumide aproksimatsioonioma-
dused ja kaasruumide geomeetria” (artiklid [1|-[14]) tegeleb

'Eve Oja artikli Teaduspreemia tdppisteaduste alal téode tsikli “Banachi
ruumide aproksimatsiooniomadused ja kaasruumide geomeetria” eest (Eesti Va-
bariigi teaduspreemiad 2001, Tallinn, 2001, 22-29) imbert66tatud variant.
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matemaatika alusuuringutega ja kuulub funktsionaalanaliilisi vald-
konda. Kaasaegse funktsionaalanaliiiisi siinniaastaks peetakse aastat
1932, mil ilmus Stefan Banachi monograafia Théorie des opérations
linéaires (Lineaarsete operatsioonide teooria). Kiesoleva uurimuste
tsiikli keskkonnaks on Banachi nime kandvad ruumid — Banachi
ruumid.

Banachi ruumi moistet on véimalik tajuda koolimatemaatika baa-
sil. Igaiihel meist on olemas intuitiivne ettekujutus hulgast kui min-
gist objektide ehk elementide kogumist (naiteks: koigi punktide hulk
tasandil, koigi reaalarvude hulk R). Banachi ruumiks nimetatakse
niisugust hulka, mille elemente saab liita ja arvudega korrutada (s.t.
tegemist on vektorruumiga) ning mille iga elemendi = jaoks on defi-
neeritud norm ||z|| — elemendi x “pikkus” (norm ongi oma olemuselt
vektori pikkuse iildistus). Lisaks kehtib nn. téielikkuse aksioom, mis
kirjeldab selles ruumis koonduvaid jadasid (jada (zy) koondub, kui
lim ||z, — Zm || = 0).

Toome méned Banachi ruumide niited. Eukleidiline tasand R? on
Banachi ruum, kus vektori z = (a1,a2) € R? norm on defineeritud

tema pikkusena:
lall = /a3 + a3.

Banachi ruumi moodustavad 16igus [a, b] pidevad funktsioonid, kui
funktsiooni z = x(t) norm defineerida maksimumi abil:

= t)|.
] = max fa(0)

Seda ruumi téhistatakse C[a,b] ning ta on funktsionaalanaliiiisi ar-
vukates rakendustes koige enam kasutatav ruum.

Enamuse funktsionaalanaliiiisi rakenduste jaoks on Banachi ruu-
mide keskkond just see koige sobivam keskkond — piisavalt iildine,
aga samal ajal ka mitte nii iildine keskkond, et seal enam kiillaldaselt
konkreetseid sisukaid tulemusi ei tekiks. Paljusid Banachi ruumide
teooria tulemusi ja probleeme on voimalik sonastada elementaarselt,
tavalist iilikoolimatemaatikat kasutades. Seetdttu pakuvad need huvi
paljudele matemaatikutele.
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3. Kaasruumid

Auhinnatud t66de tsiikli pealkirjas figureerivatest moistetest on
veel tutvustamata “kaasruum” ja “aproksimatsiooniomadus”. Kaas-
ruumi moiste peaks olema koolimatemaatika baasil kiillaltki hésti
tajutav. Seetottu peatumegi koigepealt t6odetsiikli sellel osal, mis
késitleb pohiliselt kaasruume ning esialgu ei puuduta veel aproksi-
matsiooniomadusi.

Banachi ruumi X kaasruumi X* moodustavad kéikvoimalikud
ruumil X méa&ratud arvulise vadrtusega funktsioonid, mis on lineaar-
sed (s.t. sdilitavad liitmise ja arvuga korrutamise) ja pidevad (s.t.
sailitavad jadade koonduvuse). Kaasruum osutub ka ise Banachi ruu-
miks. See asjaolu voimaldab kaasruumile X* omakorda moodustada
kaasruumi X™** — ruumi X feise kaasruums. Niiviisi jatkates tekivad
lihteruumi X korral, tema kaasruumist X™* edasi minnes, teine kaas-
ruum X** kolmas kaasruum X*** jne. Seejuures osutub, et ruum X
paikneb alati oma teises kaasruumis. Kui X peaks aga enda alla
haarama kogu oma teise kaasruumi, siis 6eldakse, et ruum X on ref-
leksiivne. Niiteks R? on refleksiivne, kuid Cla,b] ei ole refleksiivne
ruum.

Enamasti on nii, et kui kaasruumil X* on mingi hea omadus, siis
on see omadus ka ldhteruumil X. Vastupidi aga iildiselt mitte. Kui
ruum ei ole refleksiivne, siis mida kérgemale tema kaasruumidesse
tousta, seda keerulisemaks muutub ruumide struktuur. Isegi raken-
dustes koige enam kasutatavate ning koige pohjalikumalt 1&biuuri-
tud ruumide korral osatakse kaasruume taielikult kirjeldada maksi-
maalselt kuni kolmanda kaasruumini. Kaasruumide kasvoi osalinegi
kirjeldamine on olnud {iheks funktsionaalanaliiiisi klassikaliseks iiles-
andeks alates 1930. aastatest kuni tdnapievani vélja.

Kaesolevas toodetsiiklis kirjeldatakse kaasruume niisuguste geo-
meetriliste moistete kaudu nagu M-ideaalid, ithesusomadused U, SU
ja HB, M (r,s)-vorratust rahuldavad ideaalid ning u- ja h-ideaalid.
Uurimuslikuks 1dhtekohaks on siin Alfseni ja Effrose fundamentaal-
ne t66 (1972, Ann. Math. 96). Artiklites [1| ja [12] antakse iik-
sikasjalik késitlus iihesusomadusele U (Phelps 1960, Trans. Amer.
Math. Soc. 95) ja tugevale iithesusomadusele SU (Oja 1988, Mait.
Zametki 43) Banachi ruumide sisemise geomeetria kaudu (kerade
l6ikumisomadused ning nende analiiiitilised analoogid) ning Goduni
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hulga (Godefroy, Kalton, Saphar 1993, Studia Math. 104) {ildistuse
kaudu Banachi ruumidelt operaatorruumidele. Rakendusena toes-
tatakse néiteks iiks Lima hiipoteese (1983, Math. Scand. 53) iihe-
susomaduse HB (Hennefeld 1979, Indiana Univ. Math. J. 28) pi-
randuvuse kohta. Artiklis [3] iseloomustatakse M (r, s)-vorratust ra-
huldavaid ideaale Banachi ruumi iihiksfaédri geomeetrilise struktuuri
kaudu ning t66s [5] uuritakse, millisel médral on ruumi omadused
determineeritud arvuliste parameetrite r ja s poolt. Ehkki M(r, s)-
vorratust rahuldavad ideaalid iildistavad M-ideaale, ei rakendu neile
vaadeldavas valdkonnas M-ideaalide teooria meetodid. Seetottu on
siin vilja tootatud uus uurimismetoodika, mis pohineb teatud ele-
mentaarsete funktsionaalide {ihesel jitkamisel. Rakendusena tehakse
kindlaks M (r, s)-vorratuste seos ruumis ilmnevate aproksimatsioo-
niomadustega. T66d [2], [4] ja [7] kéisitlevad kaasruumide kirjelda-
mise iiht tdhtsamat klassikalist tilesannet — ruumide refleksiivsuse
kindlakstegemist. Muuhulgas on tuletatud efektiivsed kriteeriumid
Lorentzi ja Orliczi jadaruumides tegutsevate operaatorite ruumide
refleksiivsuseks.

Ma ei hakkaks lugejat koormama eelmises 16igus mainitud mois-
tete ja tulemuste matemaatilise sisu avamisega. Kill aga peatuksin
moneti erandlikul artiklil [4], mis ilmus ajakirja Proceedings of the
American Mathematical Society eriliste noudmistega rubriigis Shor-
ter Notes. Sellesse rubriiki sobimiseks peab artikkel n&iteks andma
uue elegantse toestuse monele juba klassikaliseks saanud teoreemile
vol imber liikkama mone tdeparaseks peetava kauapisinud hiipotee-
si. Lisaks on artiklile seatud viga tugev vormiline kitsendus: ta peab
dra mahtuma kahele lehekiiljele ning tema esituslaad peab olema
iiksikasjaline ja pohjalik. Kitsendused rubriiki Shorter Notes padse-
miseks on niivord tugevad, et neid tingimusi tditvaid artikleid ilmub
aastas ainult moni ning toendosus, et eesti matemaatiku t06 sinna
pédseks, on kaduvviike.

Artiklis [4] on esitatud lithike ja lihtne tdestus kuulsale Jamesi
refleksiivsusteoreemile (1964, Israel J. Math. 2). Méletatavasti nime-
tatakse ruumi refleksiivseks, kui ta tdidab kogu oma teise kaasruu-
mi. Refleksiivsus defineeritakse seega kaasruumide terminites. Jame-
si teoreemi volu seisneb selles, et ta iseloomustab refleksiivsust ruumi
enese terminites, ilma kaasruumidesse viljumata. Jamesi teoreemi
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sonastus on matemaatilises mottes ddrmiselt elementaarne: ta ka-
sutab iiksnes funktsionaalanaliiiisi algmdisteid. Samal ajal olid koik
siiamaani ilmunud Jamesi teoreemi toestused, mida ka mitmes mo-
nograafias (Beauzamy 1982, North-Holland; Guerre-Delabriére 1992,
Marcel Dekker; Megginson 1998, Springer) lihvitud, kiillaltki pikad
ning kaugel igasugusest elementaarsusest. Artiklis [4] sisalduv Ja-
mesi teoreemi toestus on aga sama elementaarne nagu selle teoreemi
sonastuski ning votab enda alla kdigest pool lehekiilge.

4. Aproksimatsiooniprobleem ja valge hani

Matemaatilisele rangusele 16ivu makstes voib o6elda, et aproksi-
matstooniomadus tihendab seda, et ruumi elemente on voimalik 14-
hendada elementidega teatud loplikumootmelistest alamruumidest.
Niisugune ldhendamisvoimalus avab tee arvutite kasutamisele, mis-
tottu aproksimatsiooniomadusega ruumid on olulised mitmesugus-
tes funktsionaalanaliiiisi rakendustes. Juba 1930. aastate alguseks oli
selgunud, et aproksimatsiooniomadus on paljudel rakenduste jaoks
olulistel konkreetsetel Banachi ruumidel (néiteks pidevate funktsioo-
nide ruumil Cf[a,b]). Kas aga igal Banachi ruumil on aproksimat-
siooniomadus? Seda nn. aproksimatsiooniprobleemi on peetud tiheks
koige olulisemaks ja haaravamaks probleemiks funktsionaalanaliiiisi
vallas. Aproksimatsiooniprobleemiga samaviirse probleemi, mis il-
lataval kombel kisitles kiill hoopis pidevate kahemuutuja funktsioo-
nide ldhendamist, pani kirja Mazur (Banachi opilane ja kaasttoline)
kuulsasse Soti raamatusse 1936. aastal, lubades probleemi lahenduse
eest auhinnaks elava hane.

Soti raamat on iiks omapirasemaid matemaatikaprobleemide ko-
gusid. Tema tekkelugu on jargmine. Lvovis, mis enne II ilmasdda
oli Poola linn, asub joogi- ja s66gikoht nimega “Soti kohvik”. 1930.
aastatel kogunes “Soti kohvikusse” pea igal ohtupoolikul matemaa-
tikute seltskond eesotsas Banachi, Steinhausi, Mazuri ja Ulamiga.
S66di, joodi (mitte tiksnes kohvi) ning “tehti” matemaatikat. Ma-
temaatikategemise kiigus kattusid kohviku marmorlauakesed vale-
mite kribu-krabuga, mis jirgmiseks hommikuks loomulikult maha
pestud said. Legend (Steinhausi mélestused) rédégib, et kord olevat
iiks selline “istung” kestnud iihtejargi 17 tundi. Tulemuseks olevat
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olnud suurepédrane teoreem, mille toestus, nagu tavaliselt, lauaplaa-
dile kirjutati ning mis, nagu tavaliselt, jargmiseks hommikuks sealt
ka kadunud oli. Kuna aga mitte keegi ei olevat suutnud toestust
taastada, siis olevatki see suurepérane teoreem kaotsi ldinud. Et nii-
sugust onnetust enam ei juhtuks, ostis proua Banach paksu klade,
mida siilitati kohvikus ning anti matemaatikutele, kui neil tekkis
tahtmine midagi olulist kirja panna. Seda kladet hakatigi kutsuma
Soti raamatuks. Soti raamat sisaldab 193 matemaatilist probleemi.
Probleemipiistitajad lubasid nii monigi kord ka auhindasid: néiteks
viike tass musta kohvi, 2 suurt olut, pudel veini jne. Aproksimat-
siooniprobleemi lahenduse eest lubas Mazur, nagu juba deldud, elava
hane.

Aproksimatsiooniprobleemile lahenduse otsimisega tegelesid tu-
handed matemaatikud. Enamasti usuti probleemi positiivsesse la-
hendusse ning piiiiti toestada, et igal Banachi ruumil on aproksi-
matsiooniomadus. Paljud matemaatikud pithendasid nendele uurin-
gutele kogu oma energia. Dramaatiline lahendus saabus 1972. aas-
tal: noor rootsi matemaatik Per Enflo konstrueeris niisuguse Banachi
ruumi, millel el olnud aproksimatsiooniomadust. Enflo sai ka Mazuri
lubatud auhinna — elava hane. Katuza raamatus The Life of Stefan
Banach (1996, Birkhduser) on foto, kus tollal ligi 70-aastane Mazur
ulatab naeratavale Enflole punutud korvi valge hanega, kes tundub
pildil sama tosine ja asjalik nagu Mazur isegi.

5. Aproksimatsiooniomadus ja Afganistani soda

See, et aproksimatsiooniprobleemi lahendus osutus negatiivseks,
tdhendas eelkdige seda, et Banachi ruumide teooria on palju keeru-
lisem ja rikkalikum, kui esialgu aimata vois. Selgus, et aproksimat-
siooniomadust puudutavate probleemide spekter on vigagi lai. Mis
toukas aga aproksimatsiooniomadusega tegelema kiesolevate rida-
de autorit? Voib 6elda, et kummalisel kombel oli selleks NSV Liidu
poolt vallapéddstetud Afganistani sdda.

1980-81 Gppeaasta veetsin ma NSV Liidu stazédrina ning iihtlasi
Prantsuse Vabariigi stipendiaadina Marseille’s. Sinna sattusin ma
aga just seoses Afganistani sojaga. Ise soovisin kiill Pariisi ning NSV
Liidu poolne taotlus oli ka Pariisi jaoks, kuid maailmakuulus ma-
temaatik (Fieldsi preemia 1950) Laurent Schwartz, kes Afganistani



Banachi ruumide aproksimatsiooniomadused ja kaasruumide geomeetria 99

s0ja asjus aktiivselt NSV Liidu vastu vélja astus, olevat soovinud
vaenuliku riigi stazdori iseendast ja seega ka Pariisist voimalikult
kaugele saata. Sellest Marseille’sse pagendamise loost radkis mulle
professor Billard, kelle juurde Marseille’sse Schwartz mind suunaski.

Professor Billard’i seminaris uuriti aga parajasti iiht Retherfor-
di ja Stegalli fundamentaalset t66d, kus igal sammul oli mingus
aproksimatsiooniomadus. Méletan, kuidas professor Billard, silmad
siramas ja Uimar pealagi piljardikuulina ldikimas (billard — “pil-
jard” pr.k.), aeg-ajalt hiitiatas: “Madam Ozaa, vaadake siia, vaadake
sita! Juba jille kasutavad nad seda tuumaoperaatorite kohta kii-
vat viidet eeldusel, et teisel kaasruumil on aproksimatsiooniomadus.
See on ju toestamata!” Toepoolest, konealune viide, mis sisaldub
Alexander Grothendiecki (Fieldsi preemia 1966) 1955. aastal ilmu-
nud pohjapanevas monograafias Produits tensoriels topologiques et
espaces nucléaires, nn. Grothendiecki memuaaris, oligi toestamata.
Grothendiecki memuaaris on iiksnes kirjas, et see viide on toesta-
tav (eelmise arutlusega) siimmeetrilise arutluse teel. Kuid nagu iit-
les Billard: “Meie siin oleme korduvalt proovinud seda siimmeetrilist
arutlust 1dbi teha, aga see ei anna mitte kui midagi. Proovige ka,
madam OZzaa, proovige ka!” Ja nii ma proovisingi. Tulemuseks oli
koostd0s Leningradi matemaatiku Oleg Reinoviga kirjutatud artik-
kel, mis ilmus Pariisi Teaduste Akadeemia toimetistes 1987. aastal,
kus me konstrueerisime Grothendieckile kontrandite ning toestasi-
me, et see tuumaoperaatorite kohta kiiv viide ei kehti, kui eeldada
aproksimatsiooniomadust teiselt kaasruumilt, kuid viide kehtib, kui
eeldada aproksimatsiooniomadust kolmandalt kaasruumilt. Aproksi-
matsiooniomaduste vallas tegutsedes on ka viimastel aastatel onnes-
tunud nii méndagi &ra teha. Mida nimelt, seda piiiiaksingi jargnevas
pogusalt kirjeldada.

6. Aproksimatsiooniomaduse olemus

Osas “Kaasruumid” tutvusime auhinnatud uurimuste tsiikli nende
to6de ja tulemustega, mida oli voimalik kirjeldada, kasutades suhte-
liselt {ildarusaadavaid méisteid nagu “Banachi ruum” ja “kaasruum”.
Kuigi ka nendes t66des on tunda aproksimatsiooniomaduse kohal-
olekut, pole seal aproksimatsiooniomaduse olemus uurimisobjektiks
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omaette. Uurimuste tsiikli iilejadnud artiklid on aga nii voi teisiti
pithendatud aproksimatsiooniomaduse olemuse avamisele.

Aproksimatsiooniomaduse olemuslike uuringute kdigus (mis kes-
tavad 1930. aastate algusest kuni tdnapédevani vélja) on kasutatud
palju erinevaid matemaatilisi moisteid ning loodud uusi teooriaid.
Niiteks Grothendiecki memuaar kirjeldab aproksimatsiooniomadust
kaheksa kvalitatiivselt erineva tingimuse kaudu, millest igaiiks on
samavadrne aproksimatsiooniomadusega. Et oma kirjeldustega edasi
minna, peaksime end varustama vihemalt operaatori moistega. Ope-
raator on koolimatemaatikast tuntud funktsiooni iildistus: operaator
on niisugune funktsioon, mille m#dramispiirkonnaks on mingi Ba-
nachi ruum ja ka muutumispiirkonnaks on mingi Banachi ruum. Li-
saks eeldatakse operaatorilt lineaarsust ja pidevust. Kui operaato-
ri vadrtuste hulk on Ioplikumdotmeline, siis raédgitakse loplikumoot-
melisest operaatorist. Topoloogiliste mdistete “hulga kompaktsus” ja
“hulga nork kompaktsus” abil defineeritakse kompaktsed ja norgalt
kompaktsed operaatorid. Koigi kompaktsete operaatorite hulk ja koi-
gi norgalt kompaktsete operaatorite hulk kujutavad endast Banachi
ruume. Loplikumddtmelised operaatorid paiknevad seejuures kom-
paktsete operaatorite ruumis, mis omakorda asetseb noérgalt kom-
paktsete operaatorite ruumis.

Uks Grothendiecki memuaari kuulsamaid aproksimatsioonioma-
dusega samavéadrseid tingimusi vidljendub loplikumdotmeliste ope-
raatorite asendis kompaktsete operaatorite ruumis: 16plikumdéstme-
lised operaatorid paiknevad seal koikjal tihedalt. Artiklis [10] iseloo-
mustatakse nii Banachi ruumi kui ka tema kaasruumi aproksimat-
siooniomadusi 1oplikumo6otmeliste operaatorite asendi kaudu kom-
paktsete operaatorite ruumis, kuid erinevalt Grothendiecki tingimu-
sest véiljendutakse siin operaatorite ruumide kaasruumide geomeetria
kaudu, kasutades kerade ldikumisomadusi ja ideaalide terminoloo-
giat (Godefroy, Kalton, Saphar 1993, Studia Math. 104).

Artikli [14] esialgseks eesmérgiks oli iseloomustada aproksimat-
siooniomadust 10plikumootmeliste operaatorite asendi kaudu nor-
galt kompaktsete operaatorite ruumis (mis on oluliselt suurem ruum
kui kompaktsete operaatorite ruum). Uuringud selle eesmérgi rea-
liseerimise nimel votsid aga tunduvalt ulatuslikuma iseloomu ning
tulemusena voib 6elda, et lisaks pShieesmérgi realiseerimisele sisal-
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dub kirjeldatavas artiklis veel vihemalt kolm fundamentaalse tdhtsu-
sega tulemust. Esiteks, toestatakse Dawvis-Figiel-Johnson-Petczyriski
(1974, J. Funct. Anal. 17) kuulsa faktorisatsiooniteoreemi isomeet-
riline ja iihtlane variant. Teiseks, selle rakendusena luuakse teooria
Banachi ruumide ja nende kaasruumide aproksimatsiooniomaduste
iseloomustamiseks norgalt kompaktsete operaatorite ruumi kaasruu-
mi geomeetria kaudu. Kolmandaks, on leitud iihtne ja efektiivne mee-
tod meetriliste aproksimatsiooniomaduste kindlakstegemiseks juhul,
kui ruumidel ilmnevad aproksimatsiooniomadused. Kirjeldatava ar-
tikli {iheks koige meeldivamaks tulemuseks on teoreem, mis oluliselt
tdiendab Grothendiecki memuaari: Banachi ruumi aproksimatsioo-
niomadus on samaviirne tingimusega, et 16plikumootmelised ope-
raatorid, mille norm on < 1, paiknevad norgalt kompaktsete operaa-
torite ruumi iihikkeras koikjal tihedalt (tugeva operaatortopoloogia
mottes). Meetodid, mida kasutas Grothendieck, voimaldasid tal toes-
tada iiksnes selle tingimuse tarvilikkuse kaasruumi (isegi mitte ruumi
enda!) aproksimatsiooniomaduse jaoks.

Oeldakse, et Banachi ruum on separaabel, kui temas leidub niisu-
gune elementide jada, mis paikneb selles ruumis koikjal tihedalt. Se-
paraablite ruumide uurimiseks on olemas rikkalik spetsiifiliste mee-
todite varasalv. Nii monigi kord juhtub, et neid meetodeid kasutades
onnestub toestada mingi iildine teoreem separaablite ruumide jaoks.
Siis piistitub kohe loomulik kiisimus: kas see teoreem kehtib ka iildis-
tes, sh. mitteseparaablites, Banachi ruumides? Sedasorti kiisimustele
vastatakse artiklis [6], kus, kasutades aproksimatsiooniomadusi, iil-
distatakse separaablitelt Banachi ruumidelt iildistele Banachi ruumi-
dele rida pohitulemusi artiklitest Kalton, D. Werner 1995, J. reine
angew. Math. 461; Paya, W. Werner 1991, Proc. Amer. Math. Soc.
111; Lima, Oja, Rao, D. Werner 1994, Michigan Math. J. 41.

Aproksimatsiooniomadust saab alati kirjeldada teatud l6pliku-
mooOtmeliste operaatorite perede — aproksimeerivate perede —
kaudu. T66s [13] on loodud uus iihtne teooria, mille iiks pohitu-
lemusi véidab, et aproksimeerivate perede kvantitatiivsed omadused
on olemuslikult ja adekvaatselt seotud Banachi ruumide kaasruumi-
de sisemise geomeetriaga. Seejuures osutub, et vaadeldavad aprok-
simeerivate perede kvantitatiivsed omadused on jadaliselt madra-
tud. Ulalmainitud teoorias mingib olulist osa klassikaline Simonsi
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vorratus, millele artiklis [9] antakse lithike ja elementaarne toestus.
Teooria rakendusena arendatakse vilja alternatiivne ja iihtne ning
olemasolevast tunduvalt lihtsam meetod kompaktsete operaatorite
M-, u- ja h-ideaalide teooriate iilesehitamiseks (varem kasutati kdi-
gil kolmel juhul tdiesti erinevaid spetsiifilisi meetodeid), mis erinevalt
varasematest meetoditest rakendub vordselt ka mitteseparaablitele
ruumidele. Muuhulgas iildistatakse voi parendatakse néiteks Cabel-
lo, Casazza, Cho, Godefroy, Johnsoni, Kaltoni, Lima, Nieto, Sapha-
ri, Simonsi, D. Werneri ja W. Werneri valdavalt aastatel 1990-1995
ilmunud tulemusi. Teooria pdohiteesid [11] ilmusid Pariisi Teadus-
te Akadeemia toimetistes, mis on tuntud oma iilima selektiivsuse
poolest: sealne artikkel peab olema “the first report of an important
discovery or a significant result”.
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