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1 Markovi ahelad (diskreetse ajaga)

Ulesanne 1.1. Kolm valget ja kolm musta palli on jagatud kahte urni nii, et
kummaski urnis on 3 palli. Me iitleme, et siisteem on olekus k, k = 0,1, 2, 3,
kui esimeses urnis on k valget palli. Igal sammul vétame kummastki urnist
suvalise palli ja paneme esimesest urnist voetud palli teise ja teisest urnist
voetud palli esimesse. Olgu X, sellise siisteemi olek n-ndal sammul. Selgita,
miks {X,,, n=1,2,...} on Markovi ahel ja leia tema iileminekumaatriks.

Ulesanne 1.2. Olgu antud kolme olekuga (0, 1,2) Markovi ahel Xg, X1, ...

tileminekumaatriksiga

0,7 0,2 0,1
P=|0 06 04
05 0 05

ja algjaotusega pJ = P{Xo = 0} = 0,3, p = P{X, = 1} = 04 ja
P9 =P{Xy =2} =0,3. Leia

a) P{XO = O,Xl = 1,X2 = 2};

b) P{Xl == 1,X2 == 1|X0 == 0},

c) P{Xy=1,X3=1[X; =0}

d) P{Xy =1, X3 =2|X,=0}.
Ulesanne 1.3. Toestada, et Markovi ahela definitsioonis toodud tingimuse
voib sonastada jargnevalt: fikseeritud oleviku korral tulevik ei séltu mine-
vikust, kontrollides téenédosuste korrutamise lauset soltumatute siindmuste
jaoks: néidata, et suvaliste tg < ... < tp_1 < {tp < tpr1 < ... < tptm korral
kehtib
P{th+1 = Tp+15--- ’th+n = Tkin, Xto = ZQ,--- )th,1 = xk—l’th- = xk} =

P{th+1 = Tk+1y- - ,th+n = .rkJrn‘th = :L'k}

. P{Xto = X0y - ,th71 = .’Ek_1|th = fL’k}

Ulesanne 1.4. Juhuslikud suurused Y7, Y5, ... on sdltumatud ja sama jao-
tusega, nende téendosusfunktsioon on toodud jargmises tabelis:

k 0o 1 2 3
P{Y =k} 01 03 02 04

Olgu Xy = 0ja X, = max{Y7,...,Y,}. Leia Markovi ahela { X, } {ileminekumaatriks.



Ulesanne 1.5. Vaatleme tootmisprotsessi, kus iga valminud toode liigita-
takse kas heas korras vo6i defektiga tooteks. Oletame lisaks, et tGendosusega
« jargneb heas korras tootele heas korras toode ja téenédosusega [ jargneb
defektiga tootele defektiga toode. Kirjelda antud protsessi Markovi ahelana
ja leia selle iileminekumaatriks. Kui esimene toode oli heas korras, milline
on téendosus, et viies toode on esimene defektiga toode?

Ulesanne 1.6. Osake liigub kolme oleku vahel (0, 1,2) Markovi ahela ko-
haselt, mille tileminekumaatriks on

P =

= NI= O
N~ O ol
O NN

Ti#histagu X,, osakese asukohta n sammu jirel. Leia P{X,, = 0/X, = 0},
kus n=0,1,2,3,4.

Ulesanne 1.7. Vaatleme laoseisu mudelit, kus ndudlus toodete jérele igas
perioodis saab olla kas 0, 1 voi 2, kusjuures

P{Y = 0} = 0,4, P{YTL = 1} =0,3, P{Yn = 2} =0,3

ning lao kriitiline alampiir s = 0 ning iilempiir S = 3. Olgu X, laoseis
perioodi n 16puks, leia Markovi ahela {X,,} iileminekumaatriks.

Ulesanne 1.8. Urnis on 3 punast ja 3 rohelist palli. Vaatleme jirgmist
protsessi: igal sammul voetakse urnist suvalised 2 palli, kui iiks pallidest
on punane ja teine roheline, siis pannakse nende asemel urni 2 sinist palli,
vastasel korral pannakse voetud pallid urni tagasi. Protsessi korratakse kuni
urnis on ainult sinised pallid. Tahistagu X,, punaste pallide arvu urnis peale
n-ndat sammu ja algolek on seega Xy = 3. Tegemist on lihtsa keemilise
reaktsiooni mudeliga, kus rohelised ja punased aatomid tekitavad iihinedes
sinise molekuli. Leia Markovi ahelale { X,,} vastav iileminekumaatriks.

Ulesanne 1.9. Visatakse kolme ausat miinti. Olgu X; saadud ”kirjade”
arv. Seejarel voetakse need miindid, mille tulemus oli "kiri” ja visatakse
neid uuesti. Olgu X, niimoodi saadud "kullide” arv (st need, mis saadi
esimesel viskel 4+ need, mis saadi teisel viskel). Seejdrel voetakse koik need
miindid, mille tulemus oli "kull”ja visatakse neid uuesti ning X3 on laual
olevate "kirjade” arv. Protsess jatkub sama loogikaga (loeme kokku "kirjad”,
viskame ko6ik "kirjad” uuesti, loeme kokku ”kullid”, viskame ”kullid” uuesti,
jne), kusjuures Xy = 3. Leia Markovi ahela {X,,} iileminekumaatriks.



Ulesanne 1.10. Markovi ahela, mille seisundid on {0, 1,2,3}, iilemineku-
maatriks on

0,75 025 0 0
p_|025 075 0 0
0 0 1 0
025 05 0 025

a) Midrata selle ahela ebaolulised seisundid.

b) Jagada olulised seisundid kaasnevate seisundite klassideks.

¢) Méédrata selle ahela iga kaasnevate seisundite klassi korduvad seisun-
did, moéduvad seisundid, neelavad seisundid. Péhjendadal

Ulesanne 1.11. Oletame, et see, kas téna sajab, sdltub sellest, milline
oli ilm kolmel eelneval pideval (sadas/ei sadanud). Kuidas saab vaadelda-
va siisteemi muuta Markovi ahelaks? Mitu olekut ldheb vaja?

Ulesanne 1.12. Vaatleme protsessi {X,,, n = 1,2,...}, mis votab viidrtusi
0, 1 ja 2. Oletame, et
. _ ) , Pij» kui n on paaris,
P{Xn+1 :]|Xn :ZvXn—l :Zn—la"'7X0 :ZO} — " ) ]
Dijs kui n on paaritu,
kus Z?:opéj = Zizopg’j =1,i=0,1,2. Kas {X,,, n =1,2,...} on Markovi
ahel? Kui ei, siis kuidas me saaksime ta muuta Markovi ahelaks?

Ulesanne 1.13. Leida siimmeetrilise juhusliku ekslemise p=1-p= %),
kus 0 ja N = 4 on neelavad seisundid, iileminekumaatriks 2 ja 3 sammu
jooksul (seega P(2) ja P(3)).

Ulesanne 1.14. Niidata, et peegeldusega ekslemise korral 16igu [0, N] téis-
arvulistel punktidel (po1 = 1,pnny—1 = 1) on kéik seisundid olulised ja
kaasnevad.

Ulesanne 1.15. Olgu meil kaks ”ebaausat” miinti, esimesel kulli tule-
mise téendosus 0,7 ja teisel 0,6. Konstrueerime jargmise siisteemi: valime
koigepealt suvalise miintidest (toendosusega %) ja viskame seda. Kui tule-
museks on kull, siis viskame jargmisel katsel esimest miinti, kui kiri, siis
teist miinti. Milline on toen&osus, et kolmandal katsel peale avakatset vis-

kame esimest miinti?

Ulesanne 1.16. Vaatleme kahe seisundiga Markovi ahelat, mille iilemineku-

p_[ P 1-»p
I-p p

maatriks on



Toestada matemaatilist induktsiooni kasutades, et

Ulesanne 1.17. Uleminekumaatriksit nimetame topelt-stohhastiliseks, kui
lisaks ridade summadele on ka veergude summad vordsed iithega: iga j kor-
ral » . p;; = 1. Vaatleme iihte sellist Markovi ahelat ja eeldame lisaks, et
ta on taandumatu ja aperioodiline ning voimalikud seisundid on 0,1, ..., M.
Ndita, et sellisel juhul piirtdenéosused p; avalduvad p; = ﬁ, j=0,1,..., M.

Ulesanne 1.18. Olgu Y,, n tiringuviske tulemusel saadud punktide summa.
Leia lim,,_, P{Y}, jagub arvuga 13}.

Vihje: defineeri sobiv Markovi ahel ja kasuta eelmise iilesande tulemust.
Ulesanne 1.19. Suurfirmas on t661 N to6tajat ja firma on tegev kolmes

erinevas valdkonnas. Firma tootajad liiguvad valdkondade vahel (teineteisest
soltumatult) Markovi ahela jargi, mille {ileminekumaatriks avaldub:

0,7 02 0,1
P=102 06 0,2
0,1 04 05

Millised on tootajate osakaalud tegevusvaldkondades?

Ulesanne 1.20. Vaatleme 2 hasartmingijat A ja B, sh olgu miingija A
voidu toendosus 0,49. Olgu iga méngu panus 1 rahaiihik ja alustagu molemad
méngijad 50 rahaiihikuga. Milline on tdenéosus, et méngija A laostub? Mil-
line on see téendosus juhul, kui mingija B alustab 25 rahaiihikuga? Milline
on see toendosus juhul, kui mélemad méngijad alustavad 500 rahaiihikuga?

Ulesanne 1.21. Vaatleme loengus toodud niiidet maletajatest (niide 1.5.4).
Naiidata, et

p*—pzep_q
1 1—2¢

kus p on voidu tdoendosus méngija A korral. Analiiiisida, millal on vorduse

parem pool suurem nullist, millal viiksem nullist (¢ v6ib olla nii suurem kui

véiksem nullist).

Ulesanne 1.22. Vaatleme kahe seisundiga (0 ja 1) Markovi ahelat {X,,, n =
1,2,...} ja olgu teada, et pog1 = « ja pjp = (. Kirjuta vilja selle ahela
tileminekumaatriks P ja leia piirvéédrtus lim,, ., P". Piirvédédrtuse leidmisel
vaata eraldi juhte a = 0,0 < @ < 1, = 1 (sama £ korral).



2 Poissoni protsessid

Ulesanne 2.1. Teatud tiiiipi raadiote t66iga on eksponentjaotusega juhuslik
suurus keskviirtusega 10 aastat. Uliopilane ostab veerand hinnaga raadio,
mis on 8§ aastat vana ja tootab. Kui suur on toendosus, et see raadio toGtab
veel vihemalt 12 aastat?

Ulesanne 2.2. Vaatleme soltumatuid juhuslikke suurusi X ~ £(\1), Xa ~
E(A2) ja X3 ~ E(A3). Leia jargmised toendosused:

(a) P{X1 < Xs};

(b) P{min(Xs, X3) > z};

(C) P{Xl = min(Xl,Xg,Xg)};

(d) P{X1 < Xy < X3}.

Ulesanne 2.3. Niidata (iildjuhu jaoks), et Poissoni protsessi definitsioonist
2.2.3 jareldub
)"
P{N(t) =n} = (M) e ™M n=0,1,2,....

n!

Ulesanne 2.4. Siutsud vaadeldavasse Twitteri uudisvoogu saabuvad Pois-
soni protsessi kohaselt, keskmiselt 3 sdutsu tunnis.

a) Leia toendosus, et kella 8:00 ja 12:00 vahel ei saabunud iihtegi sédutsu.
b) Mis jaotusega on aeg esimese sdutsu saabumiseni?
Ulesanne 2.5. Kiilastajad saabuvad kaubanduskeskusse Poissoni protsessi

kohaselt intentsiivsusega A = 2. Olgu N (t) ajahetkeks ¢ saabunud kiilastajate
arv. Leia jargmised toenéosused:

a) P{N(1) = 2};
b) P{N(1) < 2};

c) P{N(1) =2,N(3) =6};
d) P{N(1) =2|N(3) = 6};
e) P{N(3) =6|N(1) =2}
f) P{N(1) = 2[N(1) > 1}.

Ulesanne 2.6. Olgu {N(t),t > 0} Poissoni protsess parameetriga A\ = 2.
Leia jargmised keskvadrtused:

a) E[N(2)];
b) B{N(1)}?);
c) EIN(1)N(2)].



Ulesanne 2.7. Maja asub tee #iires, kus autod liiguvad Poissoni protsessi
kohaselt tihedusega 1 auto 2 minuti kohta.

(a) Milline on tdendosus, et 10 minuti jooksul méodub majast téapselt 5
autot?

(b) Milline on tdenéosus, et 10 minuti jooksul mésdub majast téapselt 5
autot, kui on teada, et esimese 5 minuti jooksul méodus majast 1 auto?

(c) Milline on toeniosus, et kdigis kolmes ajavahemikus 10°0 — 1092, 1002 —
1094, 10% — 10% moodus majast vilhemalt 1 auto.

(d) Kas Poissoni protsess sobib kirjeldama tiheda liiklusega teed? Pdhjenda.

Ulesanne 2.8. Toestada, et kahe soltumatu Poissoni jaotusega juhusliku
suuruse summa on samuti Poissoni jaotusega, kusjuures parameetrid liitu-
vad.

Vihje: Newtoni binoomvalem (a + b)" = S p_, CkaFbn=*.

Ulesanne 2.9. Olgu S,, n-nda siindmuse toimumise hetk Poissoni protsessis
intensiivusega A. Niita, et

)"

fs.(t) = Ame :

Vihje: vota valemist (2.5) tuletis t jirgi.

Ulesanne 2.10. Olgu meil antud Poissoni protsess intensiivsusega . Vaat-
leme selle protsessi jirgnevaid véimalikke muudatusi:

(a) Kustutame iga teise siindmuse toimumise hetke.

(b) Lisame siindmuste toimumised hetkedel ¢t = 1,2,3, .. ..

(c¢) Lisame siindmuste toimumised hetkedel 2¢, kui siindmused toimusid
hetkedel ¢.

(d) Lisame siindmuste toimumishetked soltumatust Poissoni protsessist
intentsiivsusega .

(e) Kustutame koik toimumishetked, mis on eelmisele toimumishetkele
ldhemal kui 1 ajaiihik.

(f) Iga iiksiku toimumishetke korral kustutame ta tdoendosusega p, sdltumata
teistest toimumishetkedest.

Millised nii saadud protsessidest on Poissoni protsessid? Péhjenda.

Ulesanne 2.11. Vaatleme kolme sissekiiguga pubi. Kiilastajad saabuvad
esimesest uksest sagedusega 1 inimene minutis, teisest uksest sagedusega
1 inimene 2 minutis ja kolmandast uksest sagedusega 1 inimene 3 minutis
(seejuures kiilastajate saabumine iithest uksest ei soltu kiilaliste saabumi-
sest teistest ustest). Kasutades Poissoni protsessi mudelit, leia jérgmiste
slindmuste téenéosused:



(a) Esimese 6 minuti jooksul peale avamist ei saabu esimesest uksest iihtegi
kiilastajat.

(b) Esimese 6 minuti jooksul ei saabu iildse iihtegi kiilastajat.

(c) Esimese 6 minuti jooksul saabub 5 kiilastajat, neist (tépselt) 2 esime-
sest uksest.

(d) Esimese 6 minuti jooksul saabub igast uksest viilhemalt 2 kiilastajat.

(e) Teine kiilastaja saabub teisest uksest.

Ulesanne 2.12. Vaatleme sama pubi, mis eelmises iilesandes, aga eeldame
lisaks, et esimene uks viib eraldi baari. Baarman on selle baari kiilastajaid
pikalt jilgides tihele pannud, et 60% tellib 6lut, 25% mahla ja 15% veini.
(a) Kui pika aja pérast peale baari avamist on téendosus, et baarman on
viahemalt korra olut serveerinud, vihemalt 0,8 (teenindusaega mitte
arvestada)?
(b) Milline on tden#osus, et kolm esimest kiilastajat tellivad koik eri tiitipi
jooki (suvalises jirjekorras)?
(¢) Milline on ligikaudne toenéosus, et esimese 2 minuti jooksul tellitakse
rohkem veini kui mahla?

Ulesanne 2.13. Kiilastajad saabuvad teenindusasutusse Poissoni protses-
si kohaselt sagedusega A klienti tunnis. Olgu N(¢) ajahetkeks ¢ saabunud
klientide arv ja tdhistagu Sp, So,... klientide saabumisaegu. Leia tinglik
keskvadrtus E(S5|N(t) = 3).

Ulesanne 2.14. Telleril kulub klientide teenindamisele eksponentsiaalne
aeg keskviirtusega kolm minutit. Teie sisenedes panka teenindatakse seal
parajasti kahte klienti ja teie lahete kolmanda kassa juurde. Kui toéenéoline
on, et teie saate varem teenindatud kui enne teid pangas olnud kliendid?

Ulesanne 2.15. Lillekiosk on avatud 10 — 18. Kioskisse saabuvad kliendid
mittehomogeense Poissoni protsessi kohaselt, mille intensiivsus on A(t) =
3+ 4t + 0.5t%, t € [0,8]. Miiiijal on kokku lepitud, et ta helistab lattu kell
139 kéne pikkus on 15 minutit.

(a) Kui suur on toendosus, et selle aja jooksul ei tule iihtegi ostjat?

(b) Oletades, et helistamise ajal saabunud kliendid jéévad ootama, leida
toendosus, et kone loppedes on ootamas kaks inimest (enne jarjekorda
ei olnud).

Ulesanne 2.16. Immigrandid saabuvad piirkonda A Poissoni protsessi ko-
haselt sagedusega 10 immigranti aastas, kusjuures Soome immigrantide osa-
kaal on % Leia tGen#osus, et kolme aasta jooksul ei saabu piirkonda A
iihtegi Soome immigranti.



Ulesanne 2.17. Oletame, et perekonnad migreeruvad piirkonda B Poisso-
ni protsessi kohaselt intensiivusega A = 2 aastas. Olgu inimeste arv igas

perekonnas séltumatu ja votku vaadrtusi 1, 2, 3, 4 vastavalt tdendosustega
11 1
6> 3 3
arvu keskvairtus ja dispersioon.

%. Leia sellesse piirkonda 5 aasta jooksul migreeruvate inimeste

Ulesanne 2.18. Vihmasaju ajal sadas igale ruutdetsimeetrile keskmiselt 8
piiska. Milline on téen#osus, et trepile ununenud tikutoosile, mille méotmed
on 4x5cm,

(a) ei langenud iihtki piiska;

(b) langes mitte iile 3 piisa?

Vihje: vdta protsessi argumendiks t pindala.

Ulesanne 2.19. Viikese vihmasaju ajal sadas igas sekundis igale ruutdetsi-
meetrile keskmiselt 1 piisk. Milline on toenfosus, et pooleks minutiks trepile
ununenud tikutoosile, mille mé6tmed on 4x5cm,

(a) ei langenud iihtki piiska;
(b) langes mitte iile 3 piisa?

Vihje: vota protsessi argumendiks t aja ja pindala korrutis.

Ulesanne 2.20. Teatud tiiiipi bakterid on vees jaotunud Poissoni protses-
si kohaselt intensiivsusega A = 0,6 organismi mm?® kohta. Mooteseadeldis
loendab baktereid 10 mm? vees. Leia toensiosus, et selles veekoguses on roh-
kem kui 2 bakterit.

Ulesanne 2.21. Kiilastajad saabuvad teenindusasutusse Poissoni protsessi
kohaselt, mille intensiivsus ei ole teada. Oletame, et viimase 3 tunni jooksul
on saabunud 12 kiilastajat. Olgu N; kiilastajate arv, kes saabusid i-ndal
tunnil, 7 = 1, 2, 3. Leia tdenédosus, et N1 =3, No =4 ja N3 = 5.

Ulesanne 2.22. Parandustéokoja andmete pohjal on taskulambi paranda-
misele kuluv aeg eksponentjaotusega juhuslik suurus, keskvéartusega pool
tundi. Milline on tdenéosus, et

(a) parandamine votab aega kauem kui pool tundi?

(b) kui parandamine on juba 12 tundi kestnud, siis ta kestab veel vihemalt
pool tundi?



3 Tekke ja kao protsessid

Ulesanne 3.1. Kirjuta vilja Kolmogorovi ettesuunatud vérrandid

(a) lineaarse puhta tekke protsessi jaoks;
(b) tekke ja kao protsessi jaoks, mille korral kao intensiivsus on 1 ja tekke
0, n=0

) , kus n on populatsiooni suurus.
2 n>1

n’

intensiivsus on {

Ulesanne 3.2. Niidata, et lineaarse puhta kao protsessi korral, kus iga
indiviidi suremise/lahkumise intensiivsus on v (seega koguintensiivsus po-
pulatsiooni suuruse i korral on iv), kehtib

Pit) = Gl (1 = ),
Milline on populatsiooni véljasuremise téendosus aja t jooksul, st. Pjo(t)?

Ulesanne 3.3. Niidata, et lineaarse puhta tekke protsessi (Yule’i protsessi)
korral (st. igal indiviidil on jirglase andmise intensiivsus p, koguintensiivsus

populatsiooni suuruse i korral iu), kehtib

Pyj(t) = Cj2y(e7H) (1 — e~/
Vihje: ldhtu Kolmogorovi ettesuunatud vorranditest puhta tekke protsessi

jaoks.

Ulesanne 3.4. Vaatleme populatsiooni, milles on algolekus 3 indiviidi ja
iga indiviid annab keskmiselt 1 jirglase nddalas (soltumata teistest).

(a) Milline on tdenéosus, et 2 niddala pérast on populatsioonis tapselt 10
indiviidi.

(b) Kui pika aja peab ootama, et tdenfosus, et selle aja jooksul iihtegi uut
indiviidi ei teki, oleks viiksem kui 0.017

(¢) Milline on tden#osus, et 3 nidala pirast on populatsiooni suurus 10,
kui on teada, et 1 nddala pdrast on suurus endiselt 3 ja 2 nddala pérast
5.

Ulesanne 3.5. Kiimme tudengit 16petavad iilikooli ja lihevad toGturu-
ametisse t66d otsima. Oletame, et sobivad té6pakkumised (mille pakkumise
saanu alati vastu votab) tulevad igale tudengitele (s6ltumatult teistest) kesk-
mise sagedusega 3 pakkumist aastas.
(a) Milline on tdenéosus, et 2 aasta pérast on koik tudengid saanud t667
(b) Milline on tdendosus, et viimane tudeng saab t66 kolmandal aastal?
(c¢) Kui kaua peab ootama, et toendosus, et kdik tudengid on saanud t56le,
oleks suurem kui %



4 Teenindussiisteemid

Ulesanne 4.1. Vaatleme jirjekorrasiisteemi M/M/1 tasakaaluseisundit. Ol-
gu sisendvoo intensiivsus p, viljundvoo intensiivsus v, kusjuures p := £ < 1,
ja olgu X siisteemis viibijate arv. Naita, et

(a) tdensiosus, et siisteemis on k isikut avaldub: py = pFpg, k > 1;

(b) po=1-p;

(c) EX = £,
Ulesanne 4.2. Vaatleme jérjekorrasiisteemi M /M/1, kus saabumiste inten-
siivus on 5 isikut tunnis ja keskmine teenindusaeg on 10 minutit. Oletame,

et siisteem on to6tanud juba pikka aega (on tasakaalus). Leia

(a) keskmine jdrjekorra pikkus;
(b) toendosus, et jirjekorda pole;

(c) toendosus, et jirjekorras on rohkem kui 10 inimest.

Ulesanne 4.3. Kingaparanduses (iiks kingsepp) on ruumi maksimaalselt
kahele kliendile. Potensiaalsed kliendid saabuvad Poissoni protsessi kohaselt
intensiivsusega kolm inimest tunnis. Teenindusajad on séltumatud ekspo-
nentjaotusega juhuslikud suurused keskvéartusega 15 minutit.

Tahame teada

a) mitu klienti on keskmiselt t66kojas?

b) mitu protsenti potensiaalsetest klientidest liheb kaduma (kolmas ei
mahu)?

¢) mitu korda kasvab teenindatud klientide arv kui kingsepp hakkab kaks
korda kiiremini toole ?

Ulesanne 4.4. Potensiaalsed kliendid saabuvad iihe postiga téisteenusega
tanklasse Poissoni protsessi kohaselt intensiivsusega 20 autot tunnis. Klien-
did jadvad ootama ainult sel juhul kui tankla ees on mitte iile kahe auto,
kaasa arvatud parajasti teenindatav auto. Uhe auto teenindamiseks kuluv
aeg on eksponentjaotusega juhuslik suurus, mille keskvédrtus on viis minu-
tit. Tahame teada

(a) mitu protsenti ajast kulub tankla ainsal t66tajal autode teenindamise-
le?

(b) mitu autot viibib selles tanklas keskmiselt?

(c) kui palju saab té6taja rohkem vaba aega, kui ta tootab kiiremini, ku-
lutades iihe kliendi teenindamisele keskmiselt kolm minutit?
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Ulesanne 4.5. Taksod saabuvad taksopeatusse Poissoni protsessi kohaselt
intensiivsusega 1 takso minuti kohta. Soéitasoovijate Poissoni voog selles pea-
tuses on aga intensiivsusega 2 klienti minutis. Taksod jadvad ootama olene-
mata sellest, mitu taksot on peatuses juba ees. Kliendid aga taksode puu-
dumisel ootama ei jai ning lahkuvad.

Meid huvitab

a) mitu taksot on selles peatuses keskmiselt?
b) mitu protsenti saabuvatest klientidest leiab takso ootamas?

c) kuidas see protsent muutub, kui taksode saabumise intensiivsus kasvab
1.5 korda?

Ulesanne 4.6. Poe ees on nelja parkimiskohaga parkla. Poekiilastajad saa-
buvad parklasse sagedusega 6 autot tunnis. Kui parklas on vabu kohti, siis
kiilastaja pargib suvalisele vabale kohale, kui vabu kohti pole, siis séidab
minema. Kiilastajate poesviibimise aeg on eksponentjaotusega, keskmiselt
poolt tundi ja ei soltu teistest poekiilastajatest.

(a) Néidata, et siisteemi tasakaaluseisundis on parklas hetkel viibivate au-
tode arv N kirjeldatav jaotusega

8 3k

PN =k =150

k=0,1,2,3,4.

(b) Kui suure osa ajast on parkla t#is?

Ulesanne 4.7. Vaatleme iihe teenindajaga jérjekorrasiisteemi, kus uue klien-
di saabumise aeg ja teenindusaeg on eksponentjaotusega, sama parameetriga
A. Olgu siisteemi ooteruumi suurus 7, st. siisteemi ei mahu iile n + 1 isiku.
Leia siisteemis viibijate arvu jaotus siisteemi tasakaaluolekus (nn. siisteemi
tasakaalujaotus).

Ulesanne 4.8. Vaatleme iihe teenindajaga jérjekorrasiisteemi, kus uue klien-
di saabumise aeg ja teenindusaeg on eksponentjaotusega, parameetritega p
ja v vastavalt, kusjuures toendosus, et saabunud klient jaib jarjekorda oo-
tama, on af, kus 0 < a < 1 ja n on siisteemis juba viibivate isikute arv
(jérjekord + teenindatav).

(a) Ndéita, et siisteemi tasakaalujaotuse toendosusfunktsioon py on vordeline
. . k(k—1)
funktsiooniga pfa™ 2z, k=0,1,2,..., kus p=£

v®
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(b) Milliste p védrtuste korral tasakaalujaotus leidub?

Ulesanne 4.9. Jinesepargi metsas on aeg jirgmise jinesepoja siinnini eks-
ponentjaotusega keskviirtusega 6(k + 1) aastat, kus k on populatsiooni
suurus. Aeg jirgmise jdnese saakloomaks langemiseni on eksponentjaotu-
sega keskvairtusega 3k aastat ning jargmise jinese muul pohjusel surmani
on aeg eksponentjaotusega keskvéirtusega 4k aastat.

a) Leia 2 probleemi, miks selline mudel reaalsusega hésti ei sobi.
b) Muuda iilesannet nii, et vihemalt 1 probleem kaoks.

¢) Leida muudetud iilesande jaoks toendosus, et tasakaaluolekusse joudnud
siisteemis ei ole iihtegi jénest.
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5 Taastuvad protsessid. Browni liikkumine

Ulesanne 5.1. Olgu {N(t),t > 0} taastuv protsess. Millised toodud viidetest
vastavad toele?

(a) N(t) < n parajasti siis, kui Sy, > t;

(b) N(t) <n parajasti siis, kui S,, > t;

(c) N(t) > n parajasti, siis kui S,, < t.

Ulesanne 5.2. Uuringud on niidanud, et reisijad saabuvad iihe raudtee-
liiniga raudteejaama taastuva protsessi kohaselt, kusjuures keskmine aeg
saabumiste vahel on g minutit. Rongifirma maksab raudteejaamale nc ra-
haiihikut minutis, kus n on ootavate reisijate arv. Rong véljub raudteejaa-
mast siis, kui juba N reisijat on ootamas, ja rongide iga viljumisega protsess
”taastub”.

(a) Milline on keskmine summa minutis, mis raudteejaamale makstakse?

(b) Oletame, et rongide iga véljasdidu eest kasseerib raudteejaam rongi-
firmalt 6 rahaiihikut. Olgu lisaks teada ¢ = 2 ja p = 1, milline peaks
olema N, et rongifirma poolt raudteejaamale makstav summa oleks
protsessi pikaajalise t66 korral minimaalne?

Ulesanne 5.3. Vaatleme iihe teenindajaga teenindussiisteemi, kuhu klien-
did saabuvad Poissoni protsessi kohaselt intensiivsusega p. Kui teenindaja
on vaba, asub ta kohe saabuvat klienti teenindama, vastasel korral jaab saa-
buv klient jérjekorda ootama. Teenindusajad on soltumatud sama jaotusega
juhuslikud suurused keskvéirtusega %, kus v > p. Kui suure osa ajast on
teenindaja hoivatud?

Ulesanne 5.4. Olgu {X(t),t > 0} standardne Browni liikumine ja 0 < t; <
to < t3. Tahistame T, := inf{t : X (¢) = a}, kus a € R. Leia

(a) E[X(t1) + X (t2)];
(b) DIX(t1) + X(t2)];
(c) E[X(t2)|X(t1) = a,X(t3) = bl;
(d) DX (t2)|X(t1) = a, X (t3) = b];
(e) E[X(t1)- X(ta2) - X(3)];

)

Ulesanne 5.5. Olgu { X (¢),t > 0} Browni litkumine, mille korral EX (t) = 0
ja DX (t) = 9t (mittestandardne Browni liitkumine!). Olgu teada, et X (2) =
3 ja X(5) = 4.

(a) Leia toendosus, et toodud tingimustel X (7) > 7.
(b) Leia tinglik keskvéirtus E[X (1)|X(2) = 3, X(5) = 4].
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