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EESSONA

Kéesolev kursus “Korgem matemaatika II” algab tutvumisest algebra tdhtsamate mdistetega,
milleks on vektorruumi mdiste, vektorite lineaarse soltuvuse ja sdltumatuse mdiste,
vektorruumi baasi ja vektori koordinaatide mdisted.

Matemaatilisest anallilisist tutvume arvridade ja astmeridade mdistetega, nende koondumis-
kriteeriumidega. Seejarel tegeleme mitme muutuja funktsioonidega, tutvume osatuletiste
mdistetega ning rakendustega,  tdisdiferentsiaali mdistega, [0puks kahekordsete ja
kolmekordsete integraalide mdistetega ning nende rakendustega.

Viimases osas Opime lahendama erinevaid diferentsiaalvOrrandeid. Alustame eralduvate
muutujatega diferentsiaalvorrandite ja lineaarsete diferentsiaalvorrandite mdistete ja
lahendusmeetodite  meelde tuletamisest, edasi tutvume selliste esimest jarku
diferentsiaalvdrrandite liikidega nagu homogeenne, eksaktne ja Bernoulli diferentsiaalv@rrand
ja nende vorrandite lahendusmeetoditega. Jatkame teist jarku diferentsiaalvGrranditega,
kdrgemat jarku diferentsiaalvdrranditega, diferentsiaalvdrrandite susteemidega ning 18puks
uurime kahe muutuja funktsiooni jaoks osatuletistega diferentsiaalvGrrandite lahendamist.

Ké&esoleva loengukonspekti 16pus on loetelu kirjandusest, kust 6ppematerjal parineb ning kust
on vdimalik huvi korral oma teadmisi taiendada.

Kursuse “Korgem matemaatika II” ldbinud iilidpilane on ettevalmistatud jatkukursusteks
matemaatika, matemaatilise statistika, futsika, keemia, materjaliteaduse ja informaatika alal,
kus vOidakse ka antud materjali osaliselt korrata. Kindlasti on kursuse eesmargiks ka tlidpilaste
matemaatilise mdtlemisoskuse arendamine, mis tuleb kasuks igal erialal.

Selle kursuse labinud tliépilane on omandanud jargmised oskused.

1. Oskab defineerida vektorruumi ja teab vektorite lineaarse soltuvuse ja sdltumatuse mdisteid.
2. Oskab defineerida ja leida osatuletisi ja taisdiferentsiaali mitme muutuja funktsioonile.

3. Oskab leida funktsiooni ekstreemumeid, tunneb Lagrange’i meetodit.

4. Oskab defineerida ja leida kahe- ja kolmekordseid integraale.

5. Teab hariliku diferentsiaalvdrrandi mdistet, oskab defineerida ja lahendada eralduvate
muutujatega, eksaktset, homogeenset, Bernoulli diferentsiaalvdrrandit, lineaarset esimest ja
teist jarku diferentsiaalvGrrandit.

6. Tunneb numbrilisi meetodeid esimest jarku diferentsiaalvorrandite lahendamiseks.

7. Tunneb osatuletistega diferentsiaalvorrandeid, oskab lahendada neist lihtsamaid.

K&rgem matemaatika I, Ella Puman 5



| PTK VEKTORRUUMID, VEKTORITE
LINEAARNE SOLTUVUS JA SOLTUMATUS

SISSEJUHATUS

Selles peatiikis tutvume algebra the olulise mdistega, milleks on vektorruum. Tegemist on
teatava ehitusega mittetiihja hulgaga. Vektorruumi mdiste on tegelikult Gldisem, kus
reaalarvude hulga osas on suvaline korpus. Meie kursuses on korpuse osas konkreetne korpus,
milleks on reaalarvude korpus R. Kuna meie kursuses korpuse mdistet ei vaadelda, siis
reaalarvude Kkorpust vaatleme Kkui reaalarvude hulka. Korpuse mdistet tutvustatakse
loengukursuses ,,Algebra I*.

1.1. VEKTORRUUM ULE REAALARVUDE HULGA

Vaatleme mittetihja hulka V, mille elemente nimetame vektoriteks. Vektorid tahistame
edaspidi rasvases kirjas, et eristada vektoreid skalaaridest.

Definitsioon 1.1.

Mittetiihja hulka V nimetatakse vektorruumiks tle reaalarvude hulga R, kui sellel hulgal
on defineeritud lineaarsed tehted: hulga V elementide liitmine ja hulga V elementide
korrutamine skalaaridega nii, et on téidetud jargmised tingimused:

Hulk V on kinnine elementide liitmise suhtes: iga a, b € V' korral kehtib
a+bev.

1) Liitmine on assotsiatiivne: iga a, b,c € V korral kehtib

(a+b)+c=a+ (b+c). (VR1)
2) Leidub nullelement 0 € V, nii etiga a € V korral kehtib:
a+0=0+a=a. (VR2)
3) lga a €V korral leidub vastandelement —a € V, nii et:
a+(—a)=—a+a=0. (VR3)
4) Liitmine on kommutatiivne: iga a, b € V korral kehtib
a+b=>b+a. (VR4)
Hulk ¥V on kinnine skalaariga korrutamise suhtes: iga k € R jaiga a € V korral
kaeV.

Kehtivad distributiivsused:

5) lgak e Rjaigaa, b €V korral

k(a+ b) = ka + kb. (VR5)
6) lgak,l € Rjaiga a €V korral

(k+Da=ka+la. (VR6)
7) Skalaariga korrutamine on assotsiatiivne: iga k,l € R jaiga a € V korral

k(la) = (kDa. (VR7)

8) Unitaarsuse tingimus: iga a € V korral
la = a. (VR8)




Edaspidi nimetame vektorruumi lle reaalarvude hulga R lihidalt vektorruumiks. Vektorruumi
elemente nimetame vektoriteks, nullelementi nimetame nullvektoriks ja vastandelementi
nimetame vastandvektoriks.

Vektorruumi definitsioonist saame teha jargmised jareldused.

Jareldus 1. Vektorruumis on ainult tiks nullvektor.

Jareldus 2. Vektorruumis on igal vektoril ainult Uks vastandvektor.

Vektorite a, b € V vaheks a — b nimetatakse vektorit
a—b=a+ (—b).

Vektorite lahutamisel kehtivad liitmisega analoogilised arvuga korrutamise distributiivsuse
omadused.

Jareldus 3. Igak € R jaigaa, b € V korral kehtib

k(a— b) = ka — kb.
Jareldus 4. Iga k,l € Rjaiga a € V korral kehtib

(k—Da = ka - la.
Jareldus 5. Iga a € V korral kehtib:

O0a = 0.
Jareldus 6. Iga k € R korral kehtib:
k0 = 0.
Jareldus 7. Iga a € V korral kehtib:
(-1a = —a.

Olulisemad vektorruumide tulbid: geomeetrilised ja aritmeetilised. Geomeetrilisteks
vektorruumideks on tasandi vabavektorite hulk [E, ja kolmemddtmelise ruumi vabavektorite
hulk E5. Aritmeetilised vektorruumid on hulgad R™, kus n € N, millel tehted on defineeritud
komponenthaaval:

(aq,...,a,) + (by,...,by) == (a; + by, ..., ay, + by),

k(ay,..,a,) = (kay, ..., kay),
kuik,a,, ...,a,, by, ...,b, € R.

Naide 1.1. Koigi reaalarvude hulk R on arvude liitmise ja korrutamise suhtes vektorruum.

Naide 1.2. Kompleksarvude hulk € on vektorruum, kui liitmisena vaadelda kompleksarvude
liitmist ning reaalarvu c ja kompleksarvu a + bi korrutis defineeritakse kui c(a + bi) := ca +
chi.

Naide 1.3. Kdik (m x n) maatriksid Mat,, ,, on maatriksite liitmise ja reaalarvuga korrutamise
suhtes vektorruumid (m,n € N). Vektorruum R™ on sisuliselt sama, mis Mat ,, .
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1.2. VEKTORRUUMI ALAMRUUM. LINEAARKATE.

Olgu U vektorruumi V mittetthi alamhulk.
Definitsioon 1.2.

Vektorruumi alamruumiks nimetatakse vektorruumi V mittetiihja alamhulka U, kui U on
vektorruumi V tehete (liitmise ja arvuga korrutamise) suhtes vektorruum lle reaalarvude
hulga R.
Liitmine ja arvuga korrutamine vektorruumis V' on teheteks tema mittettihjal alamhulgal U,
kui

1)iga a,b € U korral kehtib

a+bel. (1.1)
2)iga k € R jaiga a € U korral kehtib
kaeU. (1.2)

Kuna alamruum U c V, siis saame mittetlihja alamhulga U vektoreid liita ja arvuga korrutada.

Teoreem 1.1.
Vektorruumi V' mittetiihi alamhulk U on tema alamruum siis ja ainult siis, kui vektorruumi V
tehted on alamhulga U teheteks.

Tingimused (1.1) ja (1.2) on samavééarsed jargmise tingimusega:

3) lga k,l e R jaiga a,b € U korral kehtib ka + lb € U. (1.3)
Naide 1.4. Vektorruum on iseenda alamruum, sest V c V ja V # @ ning alamhulk V' on
vektorruumi V tehete suhtes vektorruum.

Naide 1.5. Vektorruumi nullvektorist koosnev alamhulk {0} on tema alamruum, sest mistahes
kahe arvu k,l € R ja mistahes kahe vektori a = 0, b = 0 korral vaadeldavast alamhulgast
kehtib tingimus (1.3), sest

kO+10=0+0=0.

Neid kahte alamruumi nimetatakse triviaalseteks alamruumideks. Vektorruumi 0 = {0}
nimetatakse triviaalseks vektorruumiks.

Naide 1.6. Kui vektor a € V, siis hulk {ka, k € R } on vektorruumi V alamruum.

Kuna nullvektor sisaldub igas vektorruumi V alamruumis, siis ei ole vektorruumi koigi
alamruumide Ghisosa tuhi.

Naide 1.7. Hulk U = {(k, 0,1), k, ! € R} on alamruum vektorruumis R3.

Naide 1.8. Fikseeritud sirgetega paralleelsete vabavektorite hulk on alamruum tasandi
vabavektorite vektorruumis E,.

Lause 1.1. Vektorruumi iga alamruum sisaldab nullvektorit.

Lause 1.2. Vektorruumi V' iga alamruum on ise ka vektorruum tehete suhtes, mis on defineeritud
samamoodi nagu vektorruumi V tehted.



Teoreem 1.2.
Vektorruumi V' mistahes kahe alamruumi U; ja U, Uhisosa U; N U, on samuti vektorruumi
alamruum.

Olgu a4, ay, ..., a,, vektorruumi V elemendid ja m € N. Mistahes avaldist
kiay + kya, + ...+ kpay,

kus ky, ...,k € R, aga ka selle avaldise poolt madratud V elementi, nimetatakse vektorite
a, ..,a, lineaarseks kombinatsiooniks. Skalaare kg, ...,k,, nimetatakse selle
lineaarkombinatsiooni kordajateks.

Definitsioon 1.3.

Vektorruumi V elementide a4, a, ..., a,, lineaarkatteks ehk lineaarseks katteks
nimetatakse hulka

L(al, a,, ...,am) = {k1a1 + kzaz + ...+ kmam, kl,kz, ,km € R}

Teoreem 1.3.
Lineaarkate L(a,, a, ..., ay, ), KUs a4, a,, ..., a,, € V, on vektorruumi ¥V alamruum.

Naide 1.9. Vektorruumi R3 vektorite u = (1,0,0) ja v = (0,0,1) lineaarne kate on alamruum
L(u,v) ={(k,0,01),k, 1| € R}

1.3. VEKTORSUSTEEMI LINEAARNE SOLTUVUS JA
SOLTUMATUS

Vatame vektorruumist teatav arv vektoreid, naiteks n € N vektorit. Uhte ja sama vektorit vdib
vOtta mitu korda, tahtis on vektorite jarjestus.

Vektorsusteemiks nimetatakse vektorite a4, ..., a, € V komplekti a,, ..., a,,, kus on fikseeritud
elementide jarjekord.
Kdige liihem vektorsiisteem koosneb uhest vektorist.

Definitsioon 1.4.

Vektorsusteemi ay, ..., a,, nimetatakse lineaarselt sdltumatuks, kui mistahes k4, ..., k, € R
korral vdrdusest
k1a1 + kzaz + ...+ knan — 0 (14)

jareldub, et
ki=k,= ..=k,=0. (1.5)

Vektorite stisteemi nimetatakse lineaarselt sdltuvaks, kui ta ei ole lineaarselt sGltumatu.

Lineaarkombinatsiooni nimetatakse triviaalseks, kui koik tema kordajad on nullid. Kui
vahemalt Uks kordaja on nullist erinev, siis 6eldakse, et see lineaarkombinatsioon on
mittetriviaalne.

Teoreem 1.4.
Uhest elemendist koosnev vektorsiisteem a on lineaarselt sltuv siis ja ainult siis, kui vektor
a = 0 (vektor a on nullvektor).
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Jareldus.

Uhest elemendist koosnev vektorsiisteem a on lineaarselt sdltumatu siis ja ainult siis, kui vektor
a # 0 (vektor a ei ole nullvektor). Kui stisteem koosneb thest vektorist, mis ei ole nullvektor,
siis see stisteem on lineaarselt s6ltumatu, sest vordus ka = 0 kehtib vaid juhul, kui k = 0.

Kui ks vektoritest, néiteks a, on nullvektor, siis susteem a4, ..., a,, on lineaarselt sdltuv, sest
(1.4) kehtib juhul, kui votta nditeks

klzl,kzz :kn:()

Kui osa vektoritest a4, ..., a,,, m < non lineaarselt sdltuvad, siis on ka kogu stisteem lineaarselt
sOltuv, sest kehtib vordus
klal + kzaz + ...+ kmam == O

Vorduse (1.4) saame, kui vOtame

Teoreem 1.5.

Vektorststeem, milles on vahemalt kaks vektorit, on lineaarselt sdltuv siis ja ainult siis, kui
selle vektorstisteemi vahemalt (iks vektor avaldub lineaarse kombinatsioonina Ulejaanutest.

Toestus.
Tarvilikkus.
Olgu vektorisiisteem ay, ..., a, lineaarselt sdltuv siis on taidetud tingimus (1.4) kusjuures
vahemalt (ks kordaja k,,, m = 1,...,n on erinev nullist. Oletame, et k,, # 0. Siis vOrdusest
(1.4) saab avaldada
D D W . P
n kn 1 kn 2 kn n—1-

See tahendab, et a,, on lineaarne kombinatsioon llejaénutest.

Piisavus.

Olgu néiteks ks vektor a,, avaldatav lineaarse kombinatsioonina ulejaénutest
an = k1a1 + kzaz + ...+ kn_lan_l.

Kirjutame v@rduse teisiti
k1a1 + kzaz + ...+ kn_lan_l + (_1)an = 0

Siis on taidetud vordus (1.4) kusjuures k, # 0, mis tdhendab, et vektorid on lineaarselt
sOltuvad. -

Jareldus.

Vektorsiisteem, milles on véhemalt kaks vektorit, on lineaarselt sltumatu siis ja ainult siis,
kui sellest vektorsilisteemist ei saa avaldada (htegi vektorit lejadnud vektorite lineaarse
kombinatsiooni kaudu.

Definitsioon 1.5.
Vektorsiisteemi aq, ..., a,, alamststeemiks nimetatakse vektorststeemi a; , ..., a;, , kui arvud
k,iy,..., i, € Nselliselt,eti; < ... <i <n.

Teoreem 1.6.
Vektorsusteem, millel on lineaarselt s6ltuv alamsiisteem, on lineaarselt soltuv.
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Jareldused:

1. Lineaarselt s6ltumatu vektorsisteemi kdik alamsusteemid on lineaarselt sdltumatud.
2. Vektorslisteem, mis sisaldab nullelementi, on lineaarselt s6ltuv.

3. Lineaarselt sdltumatu vektorsiisteem ei sisalda nullelementi.

Naide 1.10. Olgu V vektorruum. Kas kehtib jargmine véide: kui a,b,c € V on lineaarselt
sOltumatud vektorid, siis ka a + 2b; b + 2c ja ¢ + 2a on lineaarselt s6ltumatud?

Oletame, et
k(a+ 2b) + (b + 2¢) + m(c + 2a) = 0,

kus k, [, m on mingisugused reaalarvud. Kasutades vektorruumi aksioome, saame, et ka
(k+2m)a+ (2k+ Db+ (2l + m)c = 0.

Kuna vektorid a,b,c on lineaarselt sdltumatud, siis sellest vordusest jareldub, et
lineaarkombinatsiooni kdik kordajad on vordsed nulliga:

k+2m=2k+1=2l+m=0.

Jarelikult
Idm—-1=0=2l4+m,
kust
I9Im =0
ja seega
m=1=k=0.

Oleme néidanud, et lineaarkombinatsioon
k(a+ 2b) + (b + 2¢c) + m(c + 2a)
on triviaalne, mis tdhendab, et vektorid a + 2b; b + 2c ja ¢ + 2a on lineaarselt s6ltumatud.

Naide 1.11. Naidata vektorite stisteemi 2x + 1; x — 2 lineaarselt sdltumatust.

Oletame, et
k(2x+1)+1l(x—2)=0.

Funktsioonid on vordsed, kui nende vaartused on kdigi argumendi vaartuste korral vordsed.
Seega iga x, € R korral
k(2xg+ 1) +1l(xg—2)=0
ehk
Rk +Dxy+k—-2L=0.

Vottes x, = 0, saame k = 2. VVottes x, = 2, saame 5k = 0. Seega k = [ = 0 ja slisteem on
lineaarselt sdltumatu.

Definitsioon 1.6.

Vektorruumi V vektorite sisteemi M nimetatakse moodustajate susteemiks ehk tekitajate
susteemiks, kui vektorruumi V iga vektor avaldub sisteemi M kuuluvate vektorite
lineaarkombinatsioonina.

Enamasti on vektorruumil palju moodustajate siisteeme, moéned neist suuremad, moned
vaiksemad. Eriti kasulikud on moodustajate ststeemid, mille kaudu iga vektori saab avaldada
tapselt thel viisil.
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Vastavalt definitsioonidele v6ime 6elda, et siisteem a4, ..., a; on vektorruumi ¥V moodustajate
suisteem parajasti siis, kui V on selle ststeemi lineaarne kate:

V = L(ay, ..., a).

Lemma 1.1.

Olgu ay, ..., ag vektorruumi ¥V moodustajate stisteem. Kui selle siisteemi mingi vektor avaldub
ulejéanud vektorite lineaarkombinatsioonina, siis selle vektori valjajatmisel sustemist a, ..., a
saame jallegi vektorruumi ¥V moodustajate siisteemi.

Kuna susteem a4, ..., a; on lineaarse katte L(a,,...,a,) moodustajate stisteem, siis saame
lemmast 1.1 teha jargmise jarelduse.

Jareldus.
Kui vektor a;, kus i€1,2,..,n, avaldub susteemi ay,..,a, Ulejddnud vektorite
lineaarkombinatsioonina, siis

L(aq,...,a,) = L(ay, aj_1, Qjy1, ) Qp)-

Néiteks L(a, b,a,c,b,b) = L(a,b,c) mistahes vektorite a, b, c € V korral.

1.4. VEKTORRUUMI BAAS. VEKTORI KOORDINAADID.

Definitsioon 1.7.

Vektorruumi V baasiks {eq, ..., e,} nimetatakse vektorruumi V lineaarselt sGltumatut
moodustajate siisteemi.

Teoreem 1.7.
Vektorruumi kdikides baasides on samapalju elemente.

Vektorruumi mddtmeks ehk dimensiooniks nimetatakse elementide arvu vektorruumi baasis.
Ainult nullvektorist koosneva vektorruumi mdodtmeks loetakse arv 0. Selles vektorruumis ei ole
baasi, sest ei ole lineaarselt séltumatuid vektorite slisteeme.

Vektorruumi V mdddet tahistatakse dim (V).

Lause 1.3

n-madtmelises vektorruumis on iga n lineaarselt séltumatust vektorist koosnev stisteem
baas.

Naide 1.12. Leidke vektorruumi R? kolm erinevat baasi.

Kuna vektorruumi R? mddde on 2, siis selle vektorruumi mistahes baasi kuulub kaks vektorit,
mis on lineaarselt sGltumatud. Vektorruumi tiheks baasiks on vektorite siisteem {e;, e, }, kus

e; = (1,0),e, = (0,1).
Teiseks baasiks on vektorite stisteem {a,, a,}, kus a; = (1,1),a, = (0,1).
Kolmandaks baasiks on vektorite susteem {d,, d,}, kus d, = (0,1),d, = (2,3).

Viimane vektorite sisteem on lineaarselt sdltumatu, kuna lineaarse kombinatsiooni
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kd, +1ld, = (0,k) + (21,31) = (2L, k + 30)

vordumisest nullvektoriga saame avaldada kordajad k ja [

(2L k + 30) = (0,0),
siisl =0jak + 31l = 0ehk k = 0. Seega slisteem {d, d,} on lineaarselt séltumatu ja vastavalt
lausele 1.3 vBime Gelda, et stisteem on vektorruumi R? baas.
Kui vektorruum ¥V on n-m&dtmeline, siis vektorruumi baasiks on {ei,...,e,} ja baasi
definitsiooni kohaselt avaldub vektor a € V reaalarvude x4, x,, ..., x,, € R kaudu jargmiselt:

a=x.e, +xe, + ...+ x,e,.

Definitsioon 1.8.

Vektori a koordinaatideks baasil {e, ..., e,,} nimetatakse kordajaid x,, x,, ..., x,, avaldises

a=Xxieq + X2€5 + ...+ xnen.

Vektorite liitmisel, lahutamisel ja arvuga korrutamisel tuleb vektorite koordinaadid vastavalt
liita, lahutada ja arvuga korrutada.

Olgu vektorruumi V kaks erinevat baasi {ey, ..., e,} (vana baas) ja {e;, ..., e5,} (uus baas) ning
kuulugu vektor a vektorruumi V (a € V). Avaldugu vektor a uue baasi kaudu jargmiselt:

a=xje; +x3e;+ ...+ xpey.
Uue baasi elemendid avaldugu vana baasi kaudu jargmiselt
e; = a; 181+ azie; + .+ age,
e; = Aq261 + Ayz€y + ..+ Apzey
en = AQupe; + ayney + ..+ appen
Leiame vektori a koordinaadid vanal baasil:

a=xje; +x5e;+ ..+ xpe, =
— ! /4
=x;(ay1e1 + aziex + .+ apen) + x5(ae1 + agpey + ot anzen) + .
+ x5, (aypey + azpe, + o+ apnen).

Votame kokku litkmed vana baasi kaudu, saame:

_ ’ ! ! ’ ’ ’
a = (xja,1€1 + x1a5165 + ...+ x1ap16,) + (X5a1261 + X5052€5 + .+ XpaAp265) + ...
+ (xjaipe1 + Xpaynes + ...+ XpApnen) =
_ /] 1] ’ ’ I ’
= (x1a11 + X301 + ..+ xpap)e; + (x1a51 + X305, + .+ xja5,)e; + .
1A 1A !
+ (x1ap1 + X500 + ..+ X App)en.

Saime koordinaatide teisenemise valemid tleminekul thest baasist teise:
X1 = Q11X + AQ12X5 + o+ AgnXy,
Xy = Ap1X1 + Ap3Xy + oot AopXy,
Xy = Ap1X1 + ApaXy + oo+ App Xy,

Antud seost on vBimalik esitada maatrikskujul jargmiselt:
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xl all a12 aes aln ‘xl

Xp | _ [ Q21 Q22 . G2n || X
Xn An1 Qnz2 - Qdnpn X;l
Tahistame maatriksi
all alz s aln
a21 a22 e aZn
A=
Ap1 QAny . Qun

Maatriksit A nimetatakse baasiteisenduse maatriksiks tileminekul vanalt baasilt uuele baasile.
Baasiteisenduse maatriks on regulaarne, see tahendab, et |A| # 0.
Saame Uleminekuvalemid kirjutada lihemal kujul:

x1 xi
X2 | A Xy
Xn X,’1
Kehtib ka vastupidine seos:
X1 X1
x; — A_1 X2
x;l Xn

Naide 1.13. TBestage, et hulk U = {(uq, Uy, .., Up—1,Uy) | U, Uy, e, Uy ER} € R™
on vektorruumi R™ alamruum ning leidke selle alamruumi baas ja modde.

Naitame, et hulk U on vektorruumi R™ alamruum. Kuna
(uq, ug, o Up_p, uq) + (W1, V9, .., U, 1) = (U + V4, e, U F U, Uy 1) € U,

sest viimase vektori esimene ja viimane komponent on vordsed, siis U on Kinnine liitmise
suhtes. Kuna
k(ul, Uy,..,Up_1, u1) = (kul, kuZ, ey kun_l, kul) S U,

siis U on kinnine ka reaalarvuga korrutamise suhtes. Seega U on alamruum. Alamruumi U
vektorite stisteem

e; = (1,0,0,...,0,1),
e, = (0,1,0, ...,0,0),
e,—1 = (0,0,0, ...,1,0).
on lineaarselt sdltumatu, sest ikski vektor ei avaldu tlejaanute lineaarkombinatsioonina. Ta on
ka moodustajate stisteem, sest alamruumi U iga vektor (uq, u,,.., u,—1,u;) € U avaldub kujul
(Uq, U, .oy Up_1,Uy) = Ugeq FUzey + o4+ Upy_1€p_1.

Jarelikult e, ey, ...,e,—; oOn alamruumi U baas. Kuna vektorruumi modde on tema
baasivektorite arv, siis
dimU =n—1.
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Il PTK READ

2.1. ARVREAD, REA SUMMA

Definitsioon 2.1.

Arvreaks (lihemalt reaks) nimetatakse I6pmatut summat, mis avaldub kujul

z Uy =Ugtu + ..+u, + .. (2.1)
k=0

Rea litkmeteks nimetatakse arve ug, uq, .... Uy, ...
rea uldlitkmeks nimetatakse suvalise indeksiga rea liiget u,,.

Moodustame rea (2.1) osasummad jargmiselt:
SO = uo;

Sl = Uy +u1,

Sn = Ug.

=
||M=
o

Rea osasummade jadaks nimetatakse jada (S,

—

, kus

S‘n = Uy.

NgE

&
Il
(=]

Definitsioon 2.2.

Rea summaks nimetatakse piirvaartust (kui see eksisteerib)

S=1ims§S,,

n—>oo

Kirjutame

Nk

Uy.

=
Il

0

Aritmeetilised read. Vaatleme rida, mille lilkkmed on aritmeetilise jada liilkmed. Aritmeetilise
jada a,, = a; + d(n — 1) esimese n liilkme summa S,, avaldub kujul

S, = Z(a1 +(k=1d) =a, + (@ +d) + (ag + 2d) + ..+ (ar + (n = 1d).
k=1

Kirjutame rea liikmete summad tagurpidises jarjekorras
Sp,=(a+(n-Dd)+(a;+(n—-2)d) + ...+ a,.
Liites kokku mblemad avaldised, saame

2S5, =QRa;+(n—-1Dd)+ 2a; +(n—1Dd)+ ..+ 2a; +(n—1)d) =
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=n(2a, + (n — 1)d),
S, = g(Zal +(n—1)d).
Esimese n naturaalarvu summa saame, kui a; = d = 1, siis
S, =1+24+3+ ...+n=g(n+1).

Geomeetrilised read.

Geomeetrilise jada tldliige on a,, = a;q™ ! jaesimese n lilkkme summa S,, avaldub jargmiselt

n-1
S —Zaxk—a +a;x+a x>+ .. +ax?
n — 1 — Y1 1 1 1 .
k=0

Korrutame saadud summa muutujaga x:

x-Sy, =a;x+a;x?+ ..+ ax™

Lahutame kaks eelnevat avaldist, saame
Sp—x-Sp,=a; —a;x" =a,;(1—x"),
a; (1 —x"
S, 1—x)=a,(1—x") = §,= g.
1—x
Kui a; = 1, siis
1—x"

=14+x+x?>+x3+ .. +x" 1L
1—x

Geomeetriliseks reaks nimetatakse rida kujul

Zq"=1+q+q2+ U L
k=0

Harmoonilised read.

Harmooniliseks reaks nimetatakse rida kujul

il 1+ +1+ a>0
ke 3a :

Kui a = 1, siis saame jargmise harmoonilise rea

il—l+1+1+
k_ 2 3 e
k=1

Selle rea osasumma S,, on jargmine

5—1+1+(1+1)+(1+1+1+1>+ +1
no 2 \3 4 5 6 7 8 o
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Naide 2.1. Leida osasummade jada ja summa jargmisele reale

(0]

n=1
Lahutame kdigepealt murru osamurdude summaks jargmiselt:
2 A B

n(n+ 2) =z+n+2'
Méarame kordajad A ja B vOrdusest
2=A(n+2) + Bn.
Kui votame n = 0, siis saame A = 1 ja kui vGtame n = —2, siis saame B = —1. Seega
2 1 1

nn+2) “n on+2
Leiame osasumma

~(1-3+G-9+G9) 579G
N 3 2 4 3 5 n—-1 n+1 n n+2/)

Koondame liikmed ja saame

Rea summa saamiseks peame votma piirvaartuse

S=1imS§, = li <1+1 1 1 )—3
= i on T e, 2 n+l n+2) 2

Seega saime rea summaks

5_3
=3

2.2. ARVRIDADE KOONDUVUS JA HAJUVUS

Rida (2.1)

k=0
koondub summaks S, kui rea summa S on 16plik (kui eksisteerib I6plik piirvaartus lim S,,),
n—->oo

ehk kui rea osasummade jada (S,,) koondub summaks S.
Rida (2.1) hajub, kui piirvéartust ei eksisteeri voi kui piirvaartus on I6pmatu ehk kui rea
osasummade jada (S,,) ei koondu. Seega kui

o] (o 9]

Zukzoo V(")iZuk:—oo,

k=0 k=0
siis on tegemist hajuva reaga.
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Kui real on 16plik summa, siis siimboliga
2,
k=0
téhistatakse nii rida kui ka tema summat.
Tarvilik tingimus rea koonduvuseks (rea hajumise tunnus).

Lause 2.1.

Kui rida Y-, u koondub, siis tema tldliige 1aheneb nullile:

’l(im u, =0. (2.2)
Toestus.
Kui rida koondub, siis eksisteerib 16plik piirvéaartus
lim S,, = S.
n—-oo

Samuti kehtib
lim S,,_; =S.
Kuna kehtib vdrdus e
Uy, =Ugt U+ ot Uy F U, — Uy — U — o= Upq =S — Sn—1s
siis vottes mdlemast vorduse poolest piirvaértuse, saame

limu, = lim (S, = Sp-1) = limS, — limS,; =§ —5 =0.

n—-oo

Tarvilikku tingimust tuleks kdigepealt kontrollida. See tdhendab, et tarviliku tingimuse
kehtimine ei ole piisav rea koondumise tle otsustamiseks, vaid teame seda, et kui tingimus
ei ole taidetud, vBime kindlalt 6elda, et rida hajub. Seetdttu vaib tarvilikku tingimust
nimetada ka rea hajumise tunnuseks.

Naide 2.2. Uurida jargmise rea koonduvust

PG
- k=1
Z(—1)k=—1+1—1+1—---;
k=1
S;=-1, S,=-141=0, S;=-1+1-1=-1,...

Rea osasummad moodustavad jada
(-1,0,-1,0,...),

mis on hajuv ja seetdttu ka vastav rida on hajuv.
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Naide 2.3. Uurida jargmise rea koonduvust

Y1
k=1

oo

Z1=1+1+1+1+
k=1

$:=18=1+1=2,8=14+1+1=3,...,5,=n,..
Rea osasummad moodustavad jada
(1,2,3,4,..,1,...),

mis on tdkestamata
lim S, = limn = oo

n—->oo n—-oo

ja seetdttu on tegemist hajuva reaga.

Kirjutame valja arvrea (2.1) jargmise summana

Zuk—Zuk+ Z U . (2.3)

k=n+1

Arvrea (2.1) jagklitkmeks nimetatakse rida

Uy. (2.4)
k=n+1

Arvrea summa S vbime samuti Kirjutada jargmisel kujul
S=S,+R,

kus R,, on rea (2.4) summa.
Koonduva rea (2.1) korral on rea jaékliige samuti koonduv rida ja tema summa R,, on ldpmata
vaike suurus piirprotsessis n — oo ehk

lim R,, = 0.

n—oo

Tehted koonduvate ridadega.

1. Kui arvreas (2.1) juurde lisada vdi ara jatta I6plik arv liikmeid, siis see ei mfjuta rea
koonduvust. Koonduv rida jadb koonduvaks ning hajuv rida jaab hajuvaks.
2. Kuiarvrida (2.1) koondub, siis koondub ka rida Y, cuy, kus ¢ on reaalarv, kehtib vordus

o [o9]

:E: CUy ::(f:E:'uk.

k=0 k=0

3. Kui kaks erinevat rida Y u; ja ), v, koonduvad, siis koonduvad ka read, mis on
moodustatud nende ridade summast Y.(u; + v,) ja vahest Y. (u; — vy) ning kehtib

vOordus
>t su0=Yu Y
k=0 k=0

k=0
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Naide 2.4. Uurida jargmise rea koonduvust

[ee]

z n
n+5

n=0

Kontrollime koonduvuse tarvilikku tingimust (2.2), selleks leiame piirvaartuse.

lim —"— = fim —— =1
nl—r>£lon+5_nl—r>rolo 5

1+ﬁ

Tarvilik tingimus koondumiseks ei ole téidetud, seega saame 6elda, et antud rida hajub.
Lause 2.2.

Geomeetriline rida

Zq"=1+q+q2+

k=0
koondub siis ja ainult siis, kui |g| < 1. Geomeetrilise rea summa avaldub sel juhul
valemiga
S = z qk = —
k=0
Toestus.

Kasutame seost
A-¢9A+qg+qg*+ ..+ q") =1—q"*?,

n
=qu=

k=0
suvalise n € N, korral. Kui |g| < 1, siis lim g™t = 0, mist6ttu
n—-oo

Saame

_ qn+1 1 qn+1 1 1 1
_ . _ . — . N — n+1 —
S—il_l;glosn—il_l;l(}o 1—gq rllg{)lol—q 1flzl—r>rc>lol—q 1—gq 1—q7111—r>£10q 1-q
Seega juhul |q| < 1 rida Y3, q* koondub summaks
1
S =—-
1-¢q

Kui |q| = 1, siis ei ole tarvilik tingimus koondumiseks tdidetud, ehk lim q™ # 0. Sellest
n—->0o
jareldub, et sel juhul geomeetriline rida hajub.

Lause 2.3.
Harmooniline rida

il—u P
Lik 3 4
hajub.

Harmoonilise rea uldliige avaldub valemiga u,, = 1/n, koondumise tarvilik tingimus (2.2) on
taidetud, sest
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1

lim u,, = lim —= 0.
n—oo n-on
Jareldus.
Tarvilik tingimus lim u,, = 0 ei ole piisav rea koondumiseks.
n—-0oo
Lause 2.4.

Harmooniline rida

koondub parajasti siis, kui a > 1.

2.3. POSITIIVSED JA VAHELDUVATE MARKIDEGA
ARVREAD

Definitsioon 2.3.

Positiivseks arvreaks nimetatakse rida

(0]

z g, kus w, = 0igak = 0,1,2 ... korral. (2.5)
k=0

Lause 2.5.
Positiivne rida (2.5) koondub siis ja ainult siis, kui tema osasummade jada on tdkestatud, ehk
kui leidub arv M > 0, nii et

n
Sn = Z u, < Migan=20,1,...korral. (2.6)
k=0

Jarelikult positiivsete ridade korral rida koondub, kui

[ee]

Su<n

k=0

co
zuk:w.

k=0

rida hajub, kui

Positiivsete arvridade vordluslaused.

1. Lause 2.6. (esimene vordluslause)

Olgu Y.p=o uk Ja Y=o vk Sellised read, et
0 < uy, < vy, igak € N korral.

a. Kuirida Yz, v, koondub, siis koondub ka rida ;- ug.
b. Kuirida Y.;_,uy hajub, siis hajub ka rida Y3, vg.
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Jareldus. Lause 2.6 vdited a ja b kehtivad, kui mingist indeksist n alates kehtib vorratus u;, <
vy iga k = n Kkorral.

2. Lause 2.7. (teine vordluslause)

Kui k — oo korral on
Up~CV

mingi konstandi ¢ > 0 korral, siis m&lemad positiivsed read Y-, ux ja Xr=o Vr Kas
koonduvad voi hajuvad tiheaegselt.

Tahistus u, ~cvy, tahistab suuruste ekvivalentsust. Suurused on ekvivalentsed, kui piirvaartus
nende suhtest on vordne arvuga 1 ehk

Seega, kui eksisteerib I6plik piirvéaartus
lim—% = [, 0,
Uk
siis positiivsed arvread Y.py_,ur Ja YoV, kas koonduvad vdi hajuvad iheaegselt. See
tahendab, et rida Y7, u; koondub parajasti siis, kui koondub rida Y7, vi.

Naide 2.5. Uurida jargmise rea koonduvust

o1

Kuna2k—1=k+ (k—1) =k, siis

1 1
< —
) 2k—1" k
ning
1 < 1
2k —1)? ~ k?
iga k € N puhul. Olgu
1 1

Siis harmooniline rida Y-, v, koondub lause 2.4 pdhjal ja vordluslause 2.6 a kohaselt koondub
ka rida )., ug, jarelikult on tegemist koonduva reaga.

Naide 2.6. Uurida jargmise rea koonduvust

(o] Zn
Zl+3n'

n=0

Rea uldliikme kohta kehtib hinnang
n

2" <2n _ (2)
1437 3 \3/°

Saime geomeetrilise rea uldliikme kui ¢ = 2/3. Kuna q < 1, siis geomeetriline rida koondub
ja esimese vordluslause (lause 2.6 a) pbhjal v6ime jareldada, et ka temast vdiksem rida
koondub.
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Naide 2.7. Uurida jargmise rea koonduvust

-1
Kui n — oo, siis rea ldliikme kohta kehtib jargmine hinnang
1 1 1 11
Z - - "R
V3nZ +1 Jn2(3+%) n3+o(1) V3

Saime harmoonilise rea tldlitkme 1/n. Kuna harmooniline rida hajub, kui a = 1 siis teise
vordluslause (lause 2.7) p6hjal hajub ka antud rida.

2.4. POSITIIVSETE RIDADE KOONDUVUSTUNNUSED

D’Alembert’i koonduvustunnus. Kui leidub piirvaartus
u < 1,siis rida (2.5) koondub,
lim ZH { > 1, siis rida (2.5) hajub,
n—->00
n = 1, siis ei saa otsustada.

Cauchy koonduvustunnus. Kui leidub piirvaartus

lim ’{/u_n

n—-oo

> 1, siis rida (2.5) hajub,

{ < 1,siis rida (2.5) koondub,
= 1, siis ei saa otsustada.

Raabe koonduvustunnus. Kui leidub piirvaartus

U > 1, siis rida (2.5) koondub,
lim n (1 — ZH){ < 1,siis rida (2.5) hajub,
n-—->oo
n = 1, siis ei saa otsustada.

Logaritmiline koonduvustunnus. Kui leidub piirvéaartus

% < 1,siis rida (2.5) hajub,
= 1, siis ei saa otsustada.

lim
n-o Inn

lnui { > 1, siis rida (2.5) koondub,

Integraaltunnus. Olgu funktsioon f'(x) pidev monotoonselt kahanev piirkonnas [a, o) ja olgu
u, = f(n).Rida (2.5) koondub siis ja ainult siis, kui paratu integraal

foof(x)dx

koondub, kusjuures tema jadkliikme jaoks kehtib hinnang

R, < ff(x) dx.

Cauchy tunnus on vdimsam kui d’Alembert’i tunnus. Kui d’Alembert’i tunnus vdimaldab
otsustada rea koonduvust vOi hajuvust, siis vBimaldab seda ka Cauchy tunnus, kuid mitte
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vastupidi. Raabe tunnus on vdimsam kui d’Alembert’i tunnus. Logaritmiline tunnus on
omakorda voimsam Cauchy ja Raabe tunnusest. Rea koonduvuse uurimist alustatakse tavaliselt
ndrgemate koonduvustunnuste rakendamisega, sest nad on lihtsamad. V8imsamaid tunnuseid
kasutatakse siis, kui nérgemad tunnused ei anna vastust.

Naide 2.8. Uurida jargmise rea koonduvust olenevalt parameetri a > 0 véaartustest

o

251

n=0
Kasutame Cauchy tunnust, saame
N _ an ) a
lim J/u, = lim = lim =a.
n—-oo n-oon + n—-oo 1 1

Rida koondub, kui a < 1 jahajub kui a > 1. Kui a = 1, siis koondumise tarvilikust tingimusest
saame

lim @, = lim (——)" = 1 L
nl—{goun_nl—{?o(n+1) T\ 1] T

1\
= <lim <1+—> ) =e ' #0.
n—oo n
Seega rida hajub ka a = 1 korral.

Naide 2.9. Uurida jargmise rea koonduvust

i n
2n+ 1)
n=1
Kasutame d’Alembert’i tunnust, saame
n+1)2n+1)! C (n+1D)(2n+1)! _ n+1)
im = lim = lim =
n-on(2(n+1)+1)! n-o n(2n+ 3)! n-on(2n + 3)(2n + 2)

_ m+y B
T alen2n+ 32+ 1) now2n(2n+3)
Seega d’ Alembert’i tunnuse pdhjal rida koondub.

0<1.

Naide 2.10. Ndidata, et jargmine harmooniline rida koondub, kui a > 1 ja hajub kui a < 1.
S
2.
n=1

lim — = limn% = oo,
n-oo nt n—oo

Kui a < 0, siis rida hajub, sest

Vaatame juhtu, kus a > 0. Kasutame integraaltunnust, funktsiooniks f(x) = 1/x¢.
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dx c
a=1: f—= lim lnx| = lim (Inc—In1) = lim In¢ = oo.
1

X c—+00 c—+0o0 c—+00

Oo d X x—a+1
— = lim
x@ x@ oo —a + 1|,
1

C

lim(c1~% - 1).
1 — @ c—>

a+1
a>1=>1—-a<0:

dx 1 . | 1 1
f—a= lim (¢ —1)—1 hm(ca_l—l):Ta-(—l)=aT
1

1—ac-ow —acow 1 1
] 23
d 1.84
a<l=1-a>0: f_a: lim(c1™% — 1) = oo. 163
— A c>o© 1.44
1 1.24
¥ 19
Seega oleme ndidanud, et integraal koondub juhul, kui a > 1, o
ulejéadnud juhtudel integraal hajub. Integraaltunnuse pdhjal vdime 043
jareldada sellest, et ka harmooniline rida koondub juhul a > 1. " L g2
ngend
p— = S
a=1/2 a=<1
Definitsioon 2.3. Vahelduvate méarkidega reaks nimetatakse rida kujul
Z(—l)"an,kus a, > 0. 2.7)
n=0

Vahelduvate méarkidega arvrea koonduvuse uurimiseks kasutatakse Leibnizi tunnust.

Leibnizi koonduvustunnus. Kui
a) a,=za; = ...=2a, = ..,

b) lima, =0,

siis rida (2.7)

Z(—l)"an,kus a,>0

n=0
koondub ja tema jaakliikme

R, = z (_1)kak
k=n+1
jaoks kehtib hinnang:
|Rn| < @piq-

Naide 2.11. Uurida jargmise rea koonduvust

- (—1)"

nlnn’
n=2

Rea Uldliige avaldub jargmiselt
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_ 1
= i nn

Kontrollime Leibnizi koonduvustunnuse tingimusi.

1
a, 21n2>a3—m>...>an>...

1 1

lima,, = lim .
nsoonlnpn n-oon lnn

Leibnizi tunnuse pdhjal rida koondub ja tema jaékliikme jaoks kehtib hinnang:

- 1 1
Z (—1)k < .
kink| = (k+ DIn(k + 1)

k=n+1

|Rn| =

2.5. RIDADE KOONDUVUSTUNNUSED
Definitsioon 2.4.

Rida (2.1)

X

k=0

nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui rea liikmete absoluutvaartustest moodustatud

rida (2.8) on koonduv
>l (28)
n=0

Kui rida (2.1) koondub aga ei koondu absoluutselt, siis sellist rida nimetatakse tingimisi

koonduvaks.

Iga absoluutselt koonduv rida on koonduv. Kui koondub rida (2.8), siis sellest jareldub, et
koondub ka rida (2.1). Vastupidi tuleb alati kontrollida, sest tegemist vGib olla tingimisi

koonduva reaga.
Rea absoluutse koondumise uurimiseks on kaks p6hilist koonduvustunnust.

D’Alembert’i koonduvustunnus.

Kui leidub piirvéartus
u < 1,siis rida (2.1) koondub absoluutselt,
n+1

=l

> 1, siis rida (2.1) hajub,
= 1, siis ei saa otsustada.

lim

n—oo

Cauchy koonduvustunnus.

Kui leidub piirvéartus
< 1,siis rida (2.1) koondub absoluutselt,

ll(im i {> 1, siis rida (2.1) hajub,
= 1, siis ei saa otsustada.
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Naide 2.12. Uurime jargmise rea koonduvust
i (-1)"
nlnn’

n=2
Leibnizi tunnuse pdhjal vahelduvate mérkidega rida koondub (ndide 2.11). J&b Ule uurida, kas

rida koondub absoluutselt. Absoluutset koonduvust uurime integraaltunnuse abil, kust ndeme,
et rida hajub, sest pératu integraal hajub:

o c c

dx ) dx _ d(lnx) . c _
J. = lim f = lim f = lim(Inlnx)| = lim(nlnc—Inln2) = .
xInx coo) xlnx o In x c—o 2 c—>00

2 2 2

Kuna vaadeldav rida koondub aga ei koondu absoluutselt, siis tegemist on tingimisi koonduva
reaga.

Naide 2.13. Uurime jargmise rea koonduvust

(o]
n2"
gn
n=1

Kasutame d’Alembert’i tunnust.

(n+1)2nt1 5n

1
. 2n+1) 2(”5) 2
ST | = Jim ———— = lim ——— =

=1

N0 n Noo 5 5

Un+1
un

lim

n—-oo

n—->oo

Jarelikult rida koondub absoluutselt.
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2.6. ASTMEREAD

Definitsioon 2.6.

Astmereaks nimetatakse rida, mille liikkmeteks on funktsioonid f,, (x) = a,x™ kujul
Z ax®=ag+ax+ax*+ .. +a,x" + .. (2.9)
k=0
Astmerea uldisem kuju
z a,(x—a)=ay+a;(x—a)+a,(x—a)?*+ ..+a,(x—a)"+ .., (2.10)
k=0
kus a € R on fikseeritud arv.

Astmerea kordajateks nimetatakse arve ay, ay ...,
rea tldliikmeks nimetatakse suvalise indeksiga rea liiget a,,.

Geomeetriline rida on astmerida kujul (2.9), kus a;, = 1 iga k € N, korral.

Astmerea Uldisemalt kujult (2.10) saame muutuja vahetusega x — a = t Ule minna reale (2.9)
ja vastupidi. lga astmerea jaoks on vdimalik leida suurus R, mille korral astmerida koondub
absoluutselt, kui |x|] < R (|x —a| < R) ja hajub, kui [x]| >R (]x —a]| >R ), kus 0 <R <
0,

Definitsioon 2.7.

Astmerea (2.9) koonduvusvahemikuks nimetatakse vahemikku (—R, R),
astmerea (2.10) koonduvusvahemikuks vastavalt vahemikku (@ — R, a + R).
Suurust R nimetatakse koonduvusraadiuseks.

Kui R = 0, siis koondub astmerida vaid punktis x = 0.

Koonduvusvahemike otspunktides vBib astmerida koonduda kas tingimisi voi absoluutselt voi
hajuda.

Koonduvusraadiuse leidmiseks kasutatakse valemeid:

R = lim , (2.11)
noo 1yt
1
= lim , (2.12)

kui a,, # 0 ja piirvaartused eksisteerivad.

Definitsioon 2.8. Astmerea koonduvuspiirkonnaks nimetatakse hulka X

X = {x € R:rida Z ax® koondub}.
k=0

Definitsioon 2.9. Astmerea absoluutse koonduvuse piirkonnaks nimetatakse hulka A

A= {x € R:rida Zlakllxl" koondub}.
k=0
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Naide 2.14. Leida koonduvusraadius R, koonduvuspiirkond ja absoluutse koonduvuse piirkond
jargmisele astmereale

© (—1)"x™

n+1

n=0

Kdigepealt leiame koonduvusraadiuse R kasutades valemit (2.11):

2

| @n _n+2 ”(“‘ﬁ)
R=11ma =11mn+1=11m—1=1.

n n(1+n)

Saime R = 1 ja seega koonduvusvahemik on (—1,1). Selles vahemikus vaadeldav astmerida
koondub absoluutselt. Vahemiku otspunktides tuleb koonduvust eraldi uurida. Kui x = —1,
saame

N (—1)“(—1)n:i 1

n+1 n+1
n=0 n=0
Saime harmoonilise rea, mille koondumist saame uurida integraaltunnuse abil
+ 00
dx . c .
a=1: f = limIn|x+1|]] = lim (Inc—In1) = limInc = oo.
x+1 c—>+ 0 c—o+0 c—>+

0

Integraaltunnuse pohjal saame 6elda, et x = —1 korral rida hajub.
Kui x = 1, saame
C (DM (D"
n+1 — n+ 1

n=0 n=

Saime vahelduvate markidega rea, mille koondumist saame uurida Leibnizi tunnuse abil. Kuna

lim 0,

noon+1

saame Leibnizi tunnuse abil 6elda, et rida x = 1 korral koondub, kuid ei koondu absoluutselt.
Seega koonduvuspiirkond X = (—1, 1] ja absoluutse koonduvuse piirkond A = (—1,1).

Naide 2.15. Leida koonduvusraadius R ja koonduvusvahemik jargmisele astmereale
2, x2n
Kuna argument x on astmes 2n, teeme kdigepealt muutuja vahetuse t = 2n, saame astmerea

kujul

t

00

2
t.

t=2

1

t+1 tll+z

= lim |—— =limu
t—oo t t—oo t

Kasutame valemit (2.11):

=1.

R = lim

n—-oo

An+1

Seega R = 1 ja koonduvusvahemik on (—1,1).
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Naide 2.16. Leida koonduvuspiirkond ja absoluutse koonduvuse piirkond jargmisele
astmereale

R =

n—-oo

Saime R = 1 ja seega vaadeldav astmerida koondub absoluutselt vahemikus (—1,1). Vahemiku
otspunktides tuleb koonduvust eraldi uurida. Kui x = —1, saame arvrea

i (—1)*
k )
k=1
mis koondub, kuid ei koondu absoluutselt. Kui x = 1, siis saame arvrea
i 1
k )
k=1

mis on hajuv (harmooniline rida, ¢ = 1). Seega koonduvuspiirkond X = [—1, 1) ja absoluutse
koonduvuse piirkond A = (—1,1).

Teoreem 2.1.

Cauchy-Hadamardi teoreem. Astmerida

(o]
o

k=0
koondub
(@) juhul R = 0 vaid punktis x = 0 ehk
A =X ={0}.

(b) juhul 0 < R <
e koondub absoluutselt vahemikus (—R, R)
e hajub hulgas (—oo0, —R) U (R, =) ehk

(—-R,R) c Ac X c [-R,R].
(c) kui R = oo, siis astmerida koondub absoluutselt igas punktis x € R, s.t.
A=X=R

Cauchy-Hadamardi teoreem ei vaida midagi astmerea koonduvuse kohta koonduvusvahemiku
(—R, R) otspunktides, kui 0 < R < oo.

Teoreem 2.2.
Astmerida (2.9) vdib igas I6igus [0, x], kus x € (—R, R), lilkmeti integreerida, kusjuures
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X [o'e]
_ Ak k41
ff(t)dt—kz(;k_l_lx .

0
Teoreem 2.3.

Astmerida (2.9) vdib igas punktis x € (—R, R) liikmeti diferentseerida, kusjuures

ff(x)=) kagxk1,
kZl )

Teoreemid 2.1-2.3 kehtivad ka astmerea (2.10) korral.

Abeli lemma.
Kui astmerida (2.9) koondub koonduvusvahemiku (—R, R) parempoolses otspunktis R, siis
selle astmerea summa f'(x) on vasakult pidev punktis R ehk f(R—) = f(R):

[ee] (o]
lim ) ax* = z a,R¥.
X—R

k=0 k=0

Kui astmerida (2.9) koondub punktis —R, siis selle astmerea summa f(x) on paremalt pidev
punktis —R ehk f(—R) = f(—R+).

Funktsioon f on vahemikus X arendatud astmereaks (esitatud astmereana), kui iga x € X =
(¢ — R,c + R) korral on

oo}

)= apx— o

k=0

2.7. TAYLORI JA MACLAURINI READ

Olgu funktsioon f(x) maaratud punkti c € R mingis imbruses. Oeldakse, et funktsioon f(x)
on arendatav astmeritta punktis c, kui leidub astmerida, mis punkti ¢ mingis imbruses on
vordne funktsiooniga (koondub funktsiooniks f(x)):

[ee]

)= apx—ot

k=0
Oeldakse, et rida on funktsiooni arendus astmeritta (astmereaks).

Definitsioon 2.10.

Funktsiooni f(x) Taylori reaks nimetatakse astmerida, mille kordajad (Taylori kordajad)
avalduvad kujul

a =lf(")(c) n=0,1,2
n n' ) ydy4y e

Taylori rida avaldub jargmisel kujul

co

Z a,(x —o)" =

n=0

= () +#(x o+

(n)
(x—c)+ ...+f @)

] = (x—c)"+ ..
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Definitsioon 2.11.
Maclaurini reaks nimetatakse rida, mis saadakse Taylori reast, vottes ¢ = 0:

0 ™o 0 "0 (n)o
an!() f(0)+f() f()x2+...+fn!()

1] o0 x4+ ..

n=0

2.7.1. TAYLORI VALEMI TULETAMINE

Oletame, et funktsioon y = f(x) omab kdiki tuletisi kuni jarguni (n + 1) (kaasa arvatud)
mingis punkti x = a sisaldavas vahemikus. Leiame hulkliikme B, (x) nii, et

P.(a) = f(a); P'n(a) = f'(@); P'w(a) = f"(a),...,P" (@) = fF™(a) (2.13)
Hulkliiget B, (x) hakkame otsima kujul
Bx)=co+c(x—a)+c(x—a)’+c3(x—a)>+ ..+ c,(x —a)* (2.14)

Selle hulkliikme kordajad leiame tingimusest (2.13). Selleks leiame enne B, (x) tuletised:
P (x)=c;+2c,(x —a) +3c3(x —a)? + ...+ nc,(x —a)" 1,
P'y(x) =2c, +2-3c3(x—a)+ ..+ n(n—1Dc,(x —a)*?, (2.15)
P" . (x)=2:3c3+ ..+n(n—1(n—-2)c,(x —a)* 3,

PPYx)=n(n-1Dn-2)(n—-3)-..-2-1-cp,
Asendame nuld valemitesse (2.14) ja (2.15) x = a, saame
B,(a) =cy; P'p(a) =cy; P",(a) =2c,; P'",(a)=2"3cs; (2.16)
s PP@=n-Dn-2)(n—3)...-2-1-c,.
Vordustest (2.13) ja (2.16) saame

1
co=f(a) c1= f'(a); c; = 7f"(a)i

3 = " (a), ..

—f™(a)

1-2-3 ~1-2-3

ehk
1
Ck = Ef(k)(a), k=0,1,2,..,n,
kus
FO>@) = f(a); 0'=1;1! = 1.

Asendame nulid need véartused c¢,, k=0,1,2,..,n valemisse (2.14), saame otsitava
hulkliikme

P = f@ + 52 () 1 L G-ar. 217)

Téhistame tdhega R,,(x) vahe f(x) — B,(x) = R,(x) = f(x) = B,(x) + R, (x).
Saime valemi, mida nimetatakse Taylori valemiks

)
-+ . +f (@)
n!
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f( ) f' (@) f(")( )

fx) =f(a) + ——(x — )+—( a)?+ ..+

R, (x) nimetatakse Jaaklllkmeks. Jarelikult vBime nende argumendl x véartuste korral, mille
korral R,(x) on kullalt véike, vaadelda funktsiooni y = f(x) asemel hulkliiget (Taylori
valem).

Jareldus 2.1.
IImselt R,,(x) = 0 siis, kui funktsioon on n- astme hulkliige, see tdhendab

(x —a)" + R,(x),

f(x) = By(x) = ag + a1x + ax? + azx3 + -+ a, x™

Sel juhul kujutab avaldis (2.17) endast lihtsalt antud hulkliikme teist kuju. Iga niisuguse
hulkliikme vdib lahutada x — a astmete jargi.

Naide 2.17. Esitada hulkliige P,(x) = —5 + 2x + x? muutuja x — 3 astmete jargi.

Selleks asendame
X = (3+(x—3)),

Py(x) = =5 +2(3+ (x—3)) + (3+ (x—3))" = 10+ 8(x — 3) + (x — 3)2

Vahemikus X = (¢ — R, c + R) piiramata diferentseeruv funktsioon f on arendatav Taylori
reaks selles vahemikus parajasti siis, kui funktsiooni f Taylori valemi jaakliige R,, rahuldab
vahemikus X tingimust

lim R, = 0.

n—oo

Taylori valemi jaikliige Lagrange’i kujul on

(n+1)
FODED e

R,(x) = D! (x a<é, <x,
fO* V(a4 6,(x — a)) "
R,(x) = T ! (x — a)™1, 0<0,<1.
Maclaurini valemi jadkliige Lagrange’i kujul
fOO) g
R,(x) = Wx" ) 0<6,<1.

Kui funktsioon f on arendatav astmereaks vahemikus X, siis see astmerida on funktsiooni f
Taylori rida. Paljude funktsioonide arendused astmereaks saame tuntud astmeridadest
aritmeetiliste tehete, rea liikmeti integreerimise ja liikmeti diferentseerimise teel.

2.7.2. TUNTUIMAD ASTMEREAD

Tegemist on Maclaurini ridadega monedest pohilistest elementaarfunktsioonidest.

x x* x3
1+1|+5+§+ . +—+ z—

n=0
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[o9]
x3 x5 x7 X o nm (_1)nx2n+1

smx=x—§+§—ﬁ+---+msm7+ e — W’

n=0
x2 x4 X s (- 1)n 2n

cosx—l—?+z+ +—cos—+... Z

n=0
n—1 nmn—1)n-2)-2

(a+x)”=a"+na"‘1x+n—( )an‘zxz ( ) ) ax™ ! +x",
2! (n—1)!
1 [o.0]
1T=1+X+X2+ e x™ + ...=Zx”,x€(—1,1),
X n=0
1
——=1—x+x?—x34+ ..+ ()" + .= z(—l)"x",x € (-1,1),
1+ x
x2 %3 had 1
In(1 =x——+— ...=Z—1” ,x € (—1,1],
n(l+x)=x 2+3+ ()n+1x( ]
n=0
. x3+x5 °°( )n x2n+1 .
arctanx =x — —+—— — X -1,1].
3 5 +1

n=

Naide 2.18. Leida funktsiooni f(x) = arcsin x Maclaurini rida n = 3 korral.

Kui n = 3, siis leiame funktsiooni tuletised kolmanda jarguni ja vastavate tuletiste vaartused
punktis x = 0, seejarel asendame leitud vaartused Maclaurini valemisse.

f(x) = arcsinx, f(0) =0,
1 !
flx) = — (0) =1,
e — £7(0) = 0
X) = —s—, =0,
2. /(1 —x2)3
1223 — . 3%
27 _ (1 ¥ ) * 2 (1 _xZ) rr 0)=1
fe) = e =1
Saime Maclaurini rea
’ " " 3
arcsinx = f(0) +f1(:))x +f2(!0)x2 +f 3(!O)x3 + .= +%+

Naide 2.19. Leida funktsiooni f(x)=1/(1—2x) Maclaurini rida, maérata rea
koonduvusraadius R.

f&x) =

! 0)=1
—. FO =1

2
f'(x)=m, f'(0) =2,
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8

144 — , 14 0 — 8,
'@ = G5 f"(0)
48
1 — _— 22 0 — 48.
") = G £'(0)
Saime Maclaurini rea
=1+2x+4x*>+8x3+ ...
1-—2x

Sama rea saamiseks voime kasutada ka jargmise funktsiooni arendust astmeritta

oo

=Zx”=1+x+x2+

n=0

1
1—x

Asendades suuruse x suurusega 2x, saame

1 oo oo
1_2x=Z(2x)"=Zznxn=1+2x+4x2+8x3+
n=0 =0

Rea koonduvusraadius on

=1 2—1__1
_1£E; _.2_

2n
R = lim | —

n—-oo

2

2.8.ORTOGONAALREAD"

Néitena ortogonaalreast vdime kirjutada funktsiooni (2.9) Legendre poliinoomide lineaarse
kombinatsioonina

(o]

F(x) = coPo(X) + ¢1P1(X) + 2Py (X) + .. = Z (). (2.18)
k=0
Legendre vorrand on teist jarku lineaarne diferentsiaalvérrand kujul

(1—x2)y" —2xy' + 1(Il + 1)y = 0, kus [ on reaalarv (vt punkt 5.5.6).

Definitsioon 2.12.
Legendre poliinoomideks nimetatakse [ astme polinoome, mis on Legendre vdrrandi
erilahenditeks.

1-3-5-...-(2[—1){l I(1-1) l_2+l(l—1)(l—2)(l—3) 4 }

Pi(x) = Il S TOTIE 2-42l—1D)2l-3) "
Kui—1 <x <1, siis Py(x) =1, P,(x) =x,

1 1
P(x) =5(Bx* = 1), P3(x) = 5 (5% = 3x),

1 4 2 1 5 3
P,(x) = §(35x —30x°+3), Ps(x) = §(63x — 70x> + 15x).

Funktsioon P, (x) on k jarku muutuja x polinoom. Iga x astet saame ndidata Legendre
poliinoomide lineaarse kombinatsioonina
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1 1
xOZPO, x1:P1, x2:§(2P2+P0), x3:§(2P3+3P1),

1 1
x* = = (8P, + 20P, + 7P,), x° = 3 (8P5 + 28P; + 27P,).
Sellisel juhul funktsioon (2.18) avaldub kujul

a a
f(X) = a0P0+a1P1 +?2(2P2+P0)+?3(2P3+3P1)+
Ay as
+£(8P4 + 20P, + 7P,) +a(8P5 + 28P5 +27P) + .=

a a 3a 3a 2a 4a
=(a0+—2+—4+ ...)P0+(a1+—3+—5+ ...>P1+<—2+—4+ ...>P2+ (2.19)

35 5 7 3 7
+(2a3+4a5+ )P +(8a4+ )P +(8a5+ )P +
5 9 en 3 35 en 4 63 es 5 xxl

Loodusteadustes kasutatakse lahendeid, mis asuvad 16igus —1 < x < 1, sellel 16igul kehtib

1 0, k+m

2
= — = 2
ka(x)Pm(x) dx Ty 16k,m { Ck=m (2.20)
-1 2m+1

Seda kasutame vorrandis (2.18) olevate kordajate c; leidmiseks. Selleks korrutame vorrandit
(2.18) funktsiooniga P, (x) ja integreerime

(o]

dx = Ck JPm(x)Pk(x) dx.

[ P f@ax = [ P [i P (0)
k

-1 -1 = k=0
Kasutades vorrandit (2.20)
1 1
[ P £Gdx = [ PuCOPY) dx = .
21 21
2 1 2
m +
m =" [ P fG0)dx

-1
Kasutades valemit (2.9), saame Kirjutada

1

[} 0 1
2Zm+1 2m+1
tm = ]Pm(x) Z apxk dx = > Z ay me(x) xk dx.

-1
Asendades saadud avaldisse poltinoomid P, (x), saame avaldada konstandid c,,, konstantide a,,
kaudu.
Naide 2.20. Leiame m = 0 korral kordaja c,.
PO = 1,

1 0 1 1 1 2
x .
c0=—Zakakdx, Jxk dx = =k +1’ k paaris
2 k+1 .
k=0 1 21 -1 0, k paaritu
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CO —a0+?+_+_+

k=0
Saime sama kordaja P, jaoks, kui valemis (2.19).

Uldjuht.

Definitsioon 2.13.
Integreeruva ruuduga funktsioonide stisteemi {g,(x)} nimetatakse ortogonaalseks Idigul
[a, b], kui

fgn(x)gm(x) dx=0, m#%n

ja ortonormeerituks I6igul [a, b] , kui

0, #*
[ 9,09, @ dx=6p,={] mTT
a

Olgu {g,(x)}, n = 1,2,3,..., funktsioonide susteem, mis on ortogonaalne I08igus [a, b]
kaalufunktsiooni w(x) suhtes

b
fgfn(X)gn(x) w(x)dx = 0, m # n.

Olgu f(x) suvaline funktsioon, mis on defineeritud I6igus [a, b], mida saab laiendada hulka

{gn ()},

o

b
=Y @ [g,emed ||
b

k=0
b

[ gmeor@we dx = Z ¢ j GG OWE) dx = [ g1 (@I gaGIWE) d

a a

Asendame m muutujaga n
_ Iy gnGfw() dx
[ 92 g COW () dx

Nimetaja on funktsiooni {g,, (x)} normeerimisintegraal, ruut normist

b
lgnll = f GG OW(E) dx,  cp=

a

1 b
||g,%||f grn(f )w(x) dox.

Funktsiooni normeerimiseks tuleb funktsioon jagada tema normiga, tulemuseks saame
ortonormeeritud hulga

b

= () [ 33008 wow) dx = 8, =
gn_”gn”gnx; g n\X)g n(X)W\(X)aX = Opmn = 1,

a
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[o0]

f69 =) e, (0.
k=0

1 [ ’
o [ G W@ dx = [ 3G W) dx

a

Cn =

Ortonormeeritud ststeem {g,(x)} on taielik, kui iga funktsioon f(x) on avaldatav 16igus
lineaarkombinatsioonina stisteemi funktsioonidest

) b
FO =) e gal,  en= [ GaFCOWE) d.
k=0 a

Funktsioonid f(x) vBivad olla pidevad ja ka tikiti pidevad, omavad I8pliku arvu Iplikke
katkevusi ning 18pliku arvu maksimum- ja miinimumpunkte selles 18igus. Funktsiooni saab
arendada ritta

fx) = fi(x) = cogo(x) +¢19,(x) + ... + crgx (x),

b
f[f(x) - fk(X)]ZW(x) -0, k> oo.

Rida f; (x) koondub 18igul [a, b] keskmiselt funktsiooniks f'(x). See tdéhendab, et koondumist
funktsiooniks f(x) ei pea toimuma iga muutuja x korral.

Loodusteadustes on rakendusteks jargmised néited:
1. Elektrostaatikas ja gravitatsiooniteoorias

o)

(1—2xt +t3>)"/2 = Z tkpP,(x).

k=0

Rida koondub kui |x| < 1 ja |t| < 1. Elektrostaatiline potentsiaal.
2. Hajumisteoorias

e™ = % 2k + 1)i* - j (t) - P (%),
kzzo k k

kus j (t) on sféarilised Besseli funktsioonid. Rida koondub kui |x| < 1 iga t korral.

2.9.FOURIER READ

Tuntuim ja kdige enam uuritud ortogonaalrida on trigonomeetriline stisteem {1, cos x, sin x,
cos 2x, sin 2x, ...}.Olgu f(x) I6igus [—m, m] mé&&ratud funktsioon. Teatud tingimustel on
funktsioon f(x) esitatav summana

a
f(x) =?°+Z(ak cos kx + by sinkx ), (2.21)
k=1

kus a,, a4, by, a,, by, ... on mingid konstandid. Eeldame, et f(x) on 18igus [—m, ] integreeruv
funktsioon ja korrutame vorduse (2.21) mdlemat poolt trigonomeetrilise slisteemi elementidega
ja integreerime Ule 18igu [—m, ] (oletame, et see on vdimalik). Kasutades seoseid
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s s s

jcoskxdxz fsinkxdxz fsinkx-coskxdsz,

-1 -1 -1
T T
f cos? kx dx = f sin® kx dx = m,
-1 -1
T
f dx = 2m,
-1
T s T
f coskx-cosmxdx = fsinkx ssinmxdx = fcos kx -sinmxdx = 0, k #m,
—T1T -1 -1

saame kordajate a;, ja by jaoks valemid

s
1
ay == jf(x)-coskxdx, k=0,12..;
-1
(2.22)

T
1
bk=Eff(x)-sinkxdx, k=12, ..
[

Definitsioon 2.14.

Funktsiooni f(x) trigonomeetriliseks Fourier’ reaks 18igus [—, ] nimetatakse rida

a
f(x) = 70-1—2((1,( cos kx + by sinkx ), (2.23)
k=1
kus kordajad a,, ay, b, on madratud seostega

1 T
a == jf(x)-coskxdx, k=0,12,..;
-
(2.24)

T
1
bk=; ff(x)-sinkxdx, k=12, ..
-

Valemi (2.23) vBime kirjutada ka kujul

a
flx) = 70+ a, COS X + a, cos 2x +az cos 3x + ...+ by sinx + b, sin 2x + b sin3x + ...

Naide 2.21.
1, 0<x<m,

0, —n<x<0.
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a
f(x) = 70+ Z(ak cos kx + by, sinkx ),
k=1

T
1
akzgff(x)-coskxdx, k=012, ..
-1

s
1
bkzgff(x)-sinkxdx, k=1,2,..
-7
Punktis 0 on katkevuspunkt

T 0 T
a0=%ff(x)-ldx=%ff(x)-ldx+%]f(x)-1dx=1,
S “r 0

T

_1[() kd—lj kd_lsinkx"_
ak_n flx cosxx—n cosxx—n k1, =0
-7 0
s s T
1 _ 11 . 1/ coskx 1
b, =— ff(x)-smkxdx=—fsmkxdx=—(— ) = — (1 —coskmn),
s s s k o km
-7 0
1, k paaris 2 _
cos kn—{_l, k paaritu k= k paaritu,
a . . ) 1 2/ . sin3x sinb5x
f(x)=—+b151nx+b351n3x+b551n5x+...=—+—(smx+ + + )
2 2w 3 5
Osasummad
5_1 S—1+2' S—1+2(' +sin3x>
1 =55 Sp =5+ —sinx; Sy =5+—(sinx 3 )
g _1+2<_ +sin3x+sin5x>
s =5+ —|sinx 3 =)

08

08

h-—1 04
04

0
A2

() 0.5)
— l 3

-1 -3 0 5 10

-05

FOURIER’ REA KOONDUVUS

Definitsioon 2.15.

-2

A0
Legend

52

o
g
-
o]
=
w

Funktsiooni nimetatakse siledaks vahemikus (a,b), kui ta on selles vahemikus pidevalt
diferentseeruv ehk funktsioon on diferentseeruv ja tema tuletis on pidev funktsioon.

40



Definitsioon 2.16.
Funktsiooni f(x) nimetatakse tukiti siledaks vahemikus (a,b), kui seda vahemikku on
voimalik jagada I6plikuks arvuks osavahemikeks punktidega

a=c¢cy<c<-<cp=b, n €N,

nii, et igas osavahemikus on funktsioon f(x) sile, kusjuures funktsioonidel f(x) ja f'(x)
eksisteerivad oma katkevuspunktides 18plikud ihepoolsed piirvéartused.

Sileda funktsiooni graafik on sile joon. Tukiti sileda funktsiooni graafik koosneb 16plikust
arvust siledatest osadest.

Teoreem. Dirichlet’ teoreem.
Kui funktsioon f(x) on tikiti sile vahemikus (—m, ), siis selle funktsiooni Fourier’ rida
koondub summaks S = S(x),

S(x) = % + z (a, cos(nx) + b, sin(nx)),

kusjuures
1. Funktsiooni f(x) pidevuspunktides

Sx) = f(x).

2. Funktsiooni f(x) katkevuspunktides vordub rea summa funktsiooni f(x) parempoolse ja
vasakpoolse piirvaértuse aritmeetilise keskmisega ehk kui x = ¢ on funktsiooni f(x)
katkevuspunkt, siis

1
s@=5lfle)+fleHl

Fourier’ ridadega esitatavate funktsioonide klass on lai. Fourier’ ridu kasutatakse
matemaatilises flilisikas ja mehaanikas. Teooriat funktsioonide arendamisest Fourier’ reaks
nimetatakse harmooniliseks analtsiks.

Néaide 2.22. Leiame Fourier’ rea perioodilisele funktsioonile, mille periood on 27, mis on
maéaratud jargmiselt:

o) = {—x,kui —m<x<0,
x,kui 0<x <m.

4..

£(x) 3

™ ~
X

r.
X

—12566 —0774 —6091 —4180 —1396| 1306 | 4180 6081 0774 12566
_ 1—-
EE,W.—T

Kdigepealt mddrame Fourier’ kordajad.
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1 1 [ 1
aozgff(x)dngf(—x)dx+gfxdx=7t,
- —1T 0

T

1 1 [ 1
a, = - ff(x) cos(kx) dx = - f(—x) cos(kx) dx + Ef x cos(kx) dx.

0

Kordajate a; madramiseks peame integreerima ositi mdlemat integraali, kus maarame
u = —x,du = —dx, dv = cos(kx) dx,v = Esin(kx)
esimeses integraalis ja

1
u=x,du = dx, dv = cos(kx) dx,v = Esin(kx).

teises integraalis. Saame

0
1 sin(kx)0 +1 J‘ in(kx) d +1 sin(kx)|” 1j‘T in(kx) dx| =
ak_n x . . sin(kx) dx 7Ix T 0 k sin(kx) dx| =
B 1 cos(kx) 0 cos(kx) 7 B 2 (cos by - 0, kui k on paaris
Tk k| k o = k2 oSV B —— kui k on paaritu’
T 0 T
1 1 1
b, = - jf(x) sin(kx) dx = - J(—x) sin(kx) dx + Ef x sin(kx) dx = 0.
- - 0

Kordajad b, on nullid, sest integraalimargi all on paaritu funktsioon (ka integreerides saame
nulli). Saime rea
() = T 4[cosx N cos(3x) cos(5x) cos((2n + 1x) _
f=5=11712 32 52 =TT 2n+1)2 T

[ee)

w4 Z cos((2n + 1)x)

2 = (2n + 1)2

Rida koondub kdikides punktides ja tema summa on vordne antud funktsiooniga.
Fourier’ rea osasummade joonised erinevate n vaartuste korral.

] 5 10 -10 -5 0
5 X

n=20 n=1
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n =30
Fourier’ rida funktsiooni korral, mille periood on 21.

Kui f (x) on perioodiline funktsioon, mille periood on 21, mis tldiselt erineb arvust 27. Sellise

funktsiooni arendamisel Fourier’ reaks peame tegema muutujavahetuse
l
x =—t.
7t

Saime argumendi t funktsiooni, mis on perioodiline funktsioon perioodiga 2w, mille saame
arendada Fourier’ reaks 1oigul —m < x < m:

! Qo C .
fl=t)=—=+ ) (ajcos(kt) + by sin(kt)),
(n ) 2 ; k k

kus

f (% t) cos(kt) dt,

~
N
ERES
o~
SN——
Sy
N
Q
=
Il
Al
|
)

-1t

Endisele muutujale x tagasi minnes kehtivad

x ==t t=x
[

Fourier’ rida 2[-perioodilise funktsiooni jaoks saab kuju

flx) = % + i (ak cos (an x) + by, sin (anx»,

k=1

l T dt—nd
K -7

kus
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ao =%f:f(x)dx, ay =%Jf(%t>cos<k7ﬂx>dx,

l
=t 1L (e
k=7 fﬂ sin lx X.
Fourier’ integraal.

Fourier’ integraali saame, kui teisendame Fourier’ rea integraalkujule

[0e]

f(x) = f [u(y) cos xy + v(y) sin xy]| dy,

0

1 [ 1 [
u(y) = - f f(x) - cosxydx, v(y) = - f f(x) - sinxydx.
Fourier’ integraali saab esitada ka eksponentkujul. Kasutades Euleri vorrandeid
1, . . 1, . .
cos xy zi(elxy +e ), sinxy =2—l,(e”‘y — e b)),
Defineerime funktsiooni

1
w(y) = 3 [u(y) —iv(y)].

Asendame Fourier’ integraali, saame Fourier’ rea eksponentkuju

[0e] [ee]

. 1 .
fx) = jW(y)e””’dy. w(y) = ff(x)e_”‘ydx.

— 00

Kui teha asendus g(y) = v2nw(y), saame

1 [ ;© |
f) =E_£ g dy,  g(y) = E[e F)e dx.

Neid valemeid nimetatakse Fourier’ teisendusteks.
Fourier’ teisenduste jaoks on vajalik, et funktsioon oleks méadratud vahemikus (—oo, ) ja seal
absoluutselt integreeruv, ehk leidub Q:

f FGOldx = Q.
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Néide 2.23.

4, —a<x<a
f(x)_{o, mujal
' 1 ( )__ 2Aa sin ay
0.89 gy ‘[271. ay
1 )2< 3 4 &5 2 T T
1
a>0, 9g(y) = ——e g,
1 1
08 0.81
0B 0.6
¥ ¥
04 1]
02 0.2\
RS AR R I T P 1 3 33
F =™, x>0a>0  g0) = =(r %) Re(90)) = =()
x)=e %, x>0,a =—(—=),Re - (=
gy 2 \a? + y? g 2m \a? + y?
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11l PTK MITME MUUTUJA FUNKTSIOONID

3.1. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONI MOISTE

4+ Kui x ja y on ristkiliku kiilgede pikkused, siis pindala S avaldub valemiga S = xy. Igale
x ja y vaartuste paarile vastab pindala tks vaartus, S on kahe muutuja funktsioon.

4 Kui risttahuka servade pikkused on x,y, z, siis tema ruumala avaldub kujul V = xyz.
Ruumala V on kolme muutuja funktsioon.

#+ Ideaalse gaasi olekuvdrrandist pV = nRT saame avaldada gaasi ruumala

nRT
V(p, T, Tl) = T

Ruumala V on 3 muutuja p, T ja n funktsioon ehk V = f(p, T, n).
+ Funktsionaalne sdltuvus R on nelja muutuja funktsioon, mis on antud jargmiselt
R( N x? +y?+z2
X, V¥, 2, =
V1 +t2

Definitsioon 3.1.

Kahe muutuja x ja y funktsioon on z, kui igale muutuvate suuruste x ja y paarile vastab
uks ja ainult Uks muutuva suuruse z vaartus z = f(x, y).

Votame argumendi vaartuste paari: x = x,, y = y,. Kui nendele vastav z vaartus on olemas,
siis Oeldakse, et kahe muutuja funktsioon z = f(x, y) on maératud punktis (x,, yo)-
Kolme v6i enama arvu muutujate funktsioonid defineeritakse analoogiliselt.

Definitsioon 3.2.

Kahe muutuja funktsiooni maaramispiirkonnaks nimetatakse argumentide x ja y
vaartuspaaride (x,y) hulka, mille puhul funktsioon z = f(x, y) on maaratud.

Funktsiooni maaramispiirkonda saab kujutada geomeetriliselt. Kui x ja y iga véartuspaari
kujutada xy tasapinna punktidena, siis funktsiooni maaramispiirkonda kujutab teatud punktide
hulk tasapinnal.

Naide 3.1. Leida mé&&ramispiirkond funktsioonile 15

fly) =1 —x*—y2
Et funktsioon oleks maéaratud, peab juuritav olema mittenegatiivne:

1-x2—-y2>0 > x2+y?<1. 15 15
Ma&ramispiirkonnaks on punktid ringjoone sees vdi ringjoonel.

Naide 3.2. Leida mé&&ramispiirkond funktsioonile
-5

flx,y)=In(1—-x?-y%) = x?+y?<1.
Maé&ramispiirkonnaks on punktid ringjoone sees, ringjoon ei ole kaasa arvatud.
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Naide 3.3. Leida mé&&ramispiirkond funktsioonile g
f(x,y) =In(a? — x?) + In(b? — y2). b
a’?—x>>0 =2 —a<x<a,
b —y?>0 = —b<y<b, 4 2 x
kus a, b on konstandid.
—b

Vaatleme funktsiooni z = f(x, y), mis on méaratud xy — tasapinna
mingis piirkonnas G. Plstitame piirkonna G igas punktis (x, y) ristsirge ja asetame sellele 18igu,
mis vBrdub funktsiooni vaartusega f (x, y).

Nii saame punkti P koordinaatidega (x, y, z), kus z = f(x, y). 4t
P

Definitsioon 3.3.
Kahe muutuja funktsiooni f (x, y) graafikuks nimetatakse
punktide P hulka, mille iga punkti koordinaadid rahuldavad
vorrandit z = f(x,y).

0 [
Jargnevalt defineerime m muutuja funktsiooni, % G

tema madramispiirkonna ja graafiku.

Definitsioon 3.4.

Olgu hulk D c R™. Kui igale punktile P = (x4, x5, ..., X;n) hulgast D on eeskirja f abil
vastavusse seatud ks ja ainult tks reaalarv u, siis 6eldakse, et hulgal D on maaratud m
muutuja funktsioon ja Kirjutatakse

. u= f(xll xZI "'Ixm)' v(xll xZI ;xm) € D
VoI
w=f(P), VPED.

Hulka D nimetatakse funktsiooni f maaramispiirkonnaks.
Funktsiooni f graafikuks nimetatakse hulka

Gr(f) ={Q = (x4, e, Xy w): P = (x4, X3, ., X;p) € D,u = f(P)}.

Kaks m muutuja funktsiooni u = f(xq, X3, ..., xp) jau = g(xq, x5, ..., X;,) OSutuvad samadeks
funktsioonideks, kui neil mdlemal on Uks ja sama madramispiirkond D ja samad vastavuse
eeskirjad.

3.2. KAHE MUUTUJA FUNKTSIOONI
PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Olgu antud xy tasapinna mingis piirkonnas D maératud funktsioon z = f(x,y). Vaatleme
mingit punkti M, (x,,v,) Selles piirkonnas. Téhistame kahe punkti vahelist kaugust d (4, B).

Definitsioon 3.5.
Punkti M,(xo,v,) Umbruseks raadiusega r nimetatakse punktide hulka, mille iga punkti

koordinaadid rahuldavad vorratust J(x —x0)? + (y — y9)? < r, need punktid asetsevad ringi
sees, mille raadius on r ja keskpunkt on M, (xo, yo)-
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Punkti M,(x,,v,) nimetame hulga D sisepunktiks, kui punktil M, leidub iUmbrus, mis
tervenisti sisaldub hulgas D.

Punkti M,(x,,y,) nimetame hulga D rajapunktiks, kui punkti M, iga Umbrus sisaldab nii
hulga D punkte kui ka hulka D mittekuuluvaid punkte (vt joonis).

.: '. (J(U,i) \
(a) Interior point (b) Boundary }-mi' nt
Joonis 3.1. Sisepunkt ja rajapunkt hulgas R. (Thomas’ Calculus [8])

Definitsioon 3.6.

Funktsiooni f(x,y) piirvaartuseks punkti M(x,y) lahenemisel punktile M,(x,, Vo)
nimetatakse arvu A, kui argumendi tdkestamatu I&henemine punktile (x,,v,) toob kaasa
funktsiooni f(x, y) vaartuste tokestamatu l&henemise arvule A.
Kui arv A on funktsiooni f (x, y) piirvaartuseks punkti M (x, y) lahenemisel punktile M,, siis
Kirjutatakse

dim f(x,y) = A

Y=Yo

ehk f(x'y) - A, kUl (xly) - (XOIyO)-

Kui A = 0, siis 6eldakse, et funktsioon f (x,y) on punkti M,(x,,y,) Umbruses I6pmata véike
suurus.

Kui A = oo vdi A = —oo, siis Oeldakse, et funktsioon f(x,y) on punkti M,(x,,y,) Umbruses
I6pmata suur suurus. Kahe muutuja funktsiooni piirvaartuse korral kehtivad he muutuja
funktsiooni piirvaartuste teooria pdhilised teoreemid.

Teoreem 3.1.
Lopliku arvu funktsioonide_summa piirvadrtus vordub nende piirvadrtuste summaga.

x = X0,y = Vo f(x,¥) > A4,g(x,y)— B siis
fx,y)+gxy) - A+B.

Analoogiliselt
fx,y)—g(x,y) > A-B.

Teoreem 3.2.
Funktsioonide korrutise piirvaartus vordub piirvaartuste korrutisega.

x = x0,¥ = Yo; f(x,y) = A, glx,y) - Bsiis
f(x,y)-g(x,y) > A-B.

Teoreem 3.3.

Kahe funktsiooni jagatise piirvaartus vordub nende funktsioonide piirvaartuste jagatisega
eeldusel, et nimetaja piirvaartus ei vordu nulliga.

Kui

x = x0,Y Yo, f(x,y) > A,9(xy)— B,
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Siis
f(x,y) .
g(x,y)

A
5

Definitsioon 3.7.
Kui punkti My = (xo,¥0) Umbruses on funktsioonil f(x, y) olemas piirvaartus

Jim f(xy) = 9()
ja piirvaartus
lim g(y) =4,
Y=Yo

siis arvu A nimetatakse funktsiooni f(x,y) korduvaks piirvaartuseks punktis M, ja
kirjutatakse
lim lim f(x,y) = A.
. Y—=Yo X—>Xo
Analoogiliselt

lim lim f(x,y) = B.

X—Xo YYo

Naide 3.4. Leida jargmised piirvéartused.

5—xy
lim(2x? —y?) =-2; lim——= =75;
x—1 x-1x2 yZ
y-2 y—0
. Sinxy _xsin xy ) . Sinxy
lim = lim = lim x - lim =a-'1l=a,
xX—-a y x—-a xy xX—-a x—-a y
y—=0 y—0 y—0 y—0
sin (x% + y?) _ sinz?
x-0  x2 4 _’y2 220 72
y—=0

ULEMINEK POLAARKOORDINAATIDELE

Polaarkoordinaatidele Gleminekul kasutame jargmist teisendust:
X =T1cos¢@, Yy =rsin .
Kui (x,y) — 0, siisr — 0 iga nurga ¢ Kkorral ja
x%+y%=r?

Leiame polaarkoordinaatidele tile minnes jargmise piirvaartuse:

x3+y3 r3(cos3¢ + sin®
lim—— 2 = lim (cos”y 2 limr(cos®p + sin®p) = 0.
x—>8 xz + yz r—0 7«-2 >0
y—)
Arv A on funktsiooni f(x,y) piirvaartuseks punktis M, siis ja ainult siis, kui piirprotsessi iga

lahenemisteed modda punktile M, annab arvu A.

Kui on vaja néidata, et piirvdartust punktis M, ei eksisteeri, tuleb leida kaks erinevat
lahenemisteed punktile M,, mille korral piirvaartused on erinevad.
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Né&itame, et jargmist piirvaartust ei eksisteeri:
x2__ 2
lim =
(x,y)-(0,0) X2 + y?
Laheneme punktile (0,0) modda sirget y = x, siis
x2—-y?  x?-x* _ x*(1-1) 0
= im————-=

lim ———=Ilim = = =0.
(xy)-00) x% +y2 x>0x%2 +x2 x>0 2x2 2
y=x

Laheneme punktile (0,0) mooda sirget y = 2x, siis

x*—y?  x*-(2x)* = -3x* 3

e Ty (2 M T
y=2x
Markus. Kui argumendid lahenevad punktile (x,y), kus nad ei ole vOrdse vaartusega: x # y,
siis tuleks piirvéaartuse leidmisel laheneda punktile médda sellist sirget, mis 1abib antud punkti.
Naéiteks punkti (—1,1) korral vdib laheneda punktile motda sirget y = x + 2 vbi y = —x.

Definitsioon 3.8.

Funktsiooni z = f(x,y) nimetatakse pidevaks punktis (xg,yq), kui ta on selles punktis
madratud ning funktsiooni véartus punktis (x,, y,) vOrdub tema piirvéartusega lahenemisel
sellele punktile

lim f(x,y) = f(x0,¥0).

X—X(

y=Yo

Funktsiooni, mis on pidev mingi piirkonna igas punktis, nimetatakse pidevaks selles piirkonnas.
Pidevuse tingimuse vdib Kirjutada ka kujul
lim Az = 0.
Ax—0
Ay—0
Ko6ik mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad oma maaramispiirkonnas.
Kui funktsioon f(x,y) ei ole pidev punktis (x,,y,), siis 6eldakse, et funktsioon f(x,y) on

katkev selles punktis. Sellel juhul nimetakse punkti (xo,v,) funktsiooni f(x,y)
katkevuspunktiks.

Teoreem 3.4.
Ka&ik mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad oma maaramispiirkonnas.

Naide 3.5. Néaidata, et funktsioon
xy?
fOoy) =1 x2 + y?

0, kui x2+y2=0

, kuix?+y2#0

on pidev oma mé&aramispiirkonnas.

Funktsiooni f maaramispiirkond on kogu xy-tasand. Igas piirkonnas, kus x? + y2 = 0, on
funktsioon f elementaarfunktsioon ja teoreemi 3.4 pohjal pidev. Kontrollida tuleb funktsiooni
f pidevust ainult punktis (0,0). Selleks kasutame pidevuse definitsiooni ja vtame piirvaartuse

xy?

lim ———=
(xy)~(0,0) x2 + y?

)
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siis jarelikult funktsioon f on pidev ka punktis (0,0), sest piirvaartus argumendi ldhenemisel
arvule 0 on vordne funktsiooni védértusega selles punktis. Seega funktsioon f on pidev oma
méaaramispiirkonnas. Kui piirvaartus ei vordu funktsiooni vaartusega antud punktis, siis
funktsioon on katkev selles punktis.

Kahe muutuja funktsiooni piirvéartuse ja pidevuse mdisteid saab Uldistada ka m muutuja
funktsioonide jaoks. Olgu hulk D ¢ R™ ja funktsioon f:D — R ning olgu punkt A =
(aq,ay, ...,an) € D hulga D kuhjumispunkt (see tdéhendab, et punkti A igas Umbruses leidub
vahemalt Uiks temast erinev vaadeldavasse hulka kuuluv punkt).

Definitsioon 3.9.

Kui argumendi P = (x4, ...., X,,) tdkestamata l&henemine punktile A = (a4, a,, ..., a,,) toob
kaasa funktsiooni f vaartuste f(P) tbkestamata ldhenemise arvule c, siis Utleme, et
funktsiooni f piirvaartus protsessis P — A on arv c ja kirjutame

})i_r)xzf(P) =c

lim f(xq, ..., xm) = C.
X1, Xm—0aA1,42,...,.a1m

Funktsiooni u = f(P) nimetatakse pidevaks punktis A, kui
lim f(P) = f(A).

Kui funktsioon ei ole pidev punktis A, siis funktsiooni nimetatakse katkevaks punktis A.

3.3. OSATULETISED

Olgu antud kahe muutuja funktsioon z = f(x, y). Anname muutujale x juurdekasvu Ax, jéttes
y vadrtuse muutmata. Siis funktsioon z saab juurdekasvu (osamuudu)

AZx = f(x + Ax,y) _f(x'}’)
Definitsioon 3.11.

Funktsiooni z = f(x,y) esimest jarku osatuletiseks argumendi x jargi nimetatakse
piirvaartust
' . sz . f(x+Axry)_f(ny)
Zy = lim — = lim )
Ax—0 Ax  Ax-0 Ax

Funktsiooni z = f(x,y) esimest jarku osatuletiseks argumendi y jargi nimetatakse
piirvaartust
s Az foy+Ay) - f(xy)
zy = lim — = lim :
Ay-0 Ay  Ay-0 Ay

Osatuletist argumendi x jargi tahistatakse

dz
Zo o= K@Y,z fGoy)

Osatuletist argumendi y jargi tahistatakse
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0z
5 5. K@Y,z HEy)

Osatuletise defineerimisel funktsiooni osamuut A,z arvutatakse muutumatu y puhul ja
funktsiooni osamuut A,z muutumatu x puhul, véime definitsioonid formuleerida jargnevalt.
Funktsiooni z = f(x,y) osatuletise leidmiseks x jargi voetakse tema tuletis argumendi x
jargi, mis arvutatakse eeldusel, et y on konstantne.

Analoogiliselt: funktsiooni z = f(x,y) osatuletise leidmiseks y jargi vOetakse tema tuletis
argumendi y jargi, mis arvutatakse eeldusel, et x on konstantne.

Siit on ndha, et osatuletiste leidmiseks sobivad ihe muutuja funktsiooni tuletise leidmise
eeskirjad, tuleb meeles pidada, millise muutuja jargi osatuletist otsitakse. Tuletame veel meelde
reeglid konstandi tuletise leidmiseks: konstandi tuletis on null aga kui konstant on funktsiooni
kordajaks, mille jargi osatuletist leiame, siis jdab konstant tuletise ette kordajaks.

¢ =0,(cf(x))" = c(f(x))".

Naide 3.6. Leida osatuletised funktsioonile z = x? + 3y? + 2xy?.

V/0ttes osatuletise argumendi x jérgi, argumendi y tuletist vdtame konstandi tuletise reegli jargi,
ehk teises liidetavas on ainult argumendist y sdltuv funktsioon, seega

ByH; = 0.

Kolmas liidetav sdltub ka argumendist x, seega tuletise votmisel jadvad konstandid tuletise ette
kordajateks:

(2xy®); = 2y*(x)y = 2y*.
V/Ottes osatuletise argumendi y jérgi, argumendi x tuletist vGtame konstandi tuletise reegli jargi,
siis esimeses liidetavas on ainult argumendist x s6ltuv funktsioon, seega

(x?)} = 0.
Kolmas liidetav sdltub ka argumendist y, seega tuletise votmisel jadvad konstandid tuletise ette
kordajateks:
(2xy?)}, = 2x(y2)y' = 2x2y = 4xy.
Osatuletised funktsioonile z on kujul

% _, +2y? g +4
ox YT oy YT

Naide 3.7. Leida osatuletised funktsioonile z = x2 sin y.

z), = 2x siny, zy = x*Cos y.

Sarnaselt kahe muutuja funktsiooni osatuletise mdistele defineerime m muutuja funktsiooni
osatuletised.

Definitsioon 3.12.

Olgu hulk D ¢ R™, funktsioon f:D — R ning P = (x4, ..., X,,) Mmaédramispiirkonna D
sisepunkt. Piirvaartust

lim f(xl, vy Xi—1, X + Axi,xi_,_l, ...,Xm) — f(xl, ...,xm)

Ax;—0 Ax;

nimetatakse funktsiooni f osatuletiseks muutuja x; jargi punktis P ja t&histatakse
[ (X1, oov ) X)) VOI
af

a—xi (Xl, ,xm).




OSATULETISTE GEOMEETRILINE TOLGENDUS

Osatuletis dz/dy vordub arvuliselt pinna z = f(x,y) ja tasapinna x = const I8ikejoone
puutuja tdusunurga tangensiga (joonis). z

Osatuletis dz/dx vordub arvuliselt pinna
z = f(x,y) jatasapinna y = const IGikejoone
puutuja tdusunurga tangensiga.

Arvutades osatuletised esimest jarku osatuletistest,
Neid téhistatakse jargmiselt

0 (0z 0%z y "
&(&) - ﬁ’ xx(xl y)l Zxxs Zxxr fxx(x' Y);
d [0z aZZ " "
@ (&) N M' xy(x' Y), Zxy Zxy» fxy(x' );
0 [0z aZZ " "
@(@) T oy?’ hy(uy),  zyy, Zyyr Fy(6y)

Naide 3.8. Leida koik teist jarku osatuletised jargmise funktsiooni jaoks

z=x*—5x%y? + 6xy + 7.

9 42— 10297 46 % 10x?y+6
Frial xy Yy, 3y~ X%y + 6x,
622—122 10y? azz_ 20xy + 6
oxz v oxay | YT
%2 _ _1ox? 92 _ ooxy+6
dy? X dyox Xy T o
Definitsioon 3.13.
Teist jarku segatuletisteks nimetatakse osatuletisi
0%z 0%z
doxady’ dyox

Méaratud ja pideva funktsiooni z korral on funktsiooni pidevad segatuletised vordsed. Kehtib
jargmine teoreem.

Teoreem 3.5.
Kui funktsioon z = f(x, y) ning tema osatuletised
0z 0z 0%z 0%z
dx’ 0y’ dxdy’ dyox
on punktis M(x,y) ning selle mingis Umbruses méaaratud ja pidevad, siis selles punktis teist
jarku segatuletised on vordsed

0%z 0%z

0x0y - 0yox
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Definitsioon 3.14.

Funktsiooni f(x,y) nimetatakse diferentseeruvaks punktis P(a, b), kui funktsioonil on
selles punktis osatuletised maé&ratud ja pidevad.

Kahe muutuja funktsiooni diferentseeruvus antud punktis tdhendab geomeetriliselt selle
funktsiooni graafiku puutujatasandi olemasolu vastavas graafiku punktis.

Definitsioon 3.15.
Pinna z = f(x,y) puutujatasandiks punktis Q,(x,,y,) nimetatakse tasandit, millel asuvad
kdik pinna punkti Q,(xo, y,) labivate joonte puutujad.

z|

<

Definitsioon 3.16.
Pinna normaalsirgeks (normaaliks) punktis Qq(x,, yo) nimetatakse punkti Q,(x,,y,) labivat
sirget, mis on risti puutujatasandiga punktis Q,(xg, ¥o)-

Teoreem 3.6.

Olgu funktsioon z = f(x, y) pidev punkti P(a, b) mingis imbruses. Kui funktsioon f(x, y) on
diferentseeruv punktis P(a,b), siis tema graafikul eksisteerib puutujatasand punktis A =
(a, b, f(a, b)). Puutujatasandi vorrand on

z—f(a,b) = fi(a,b)(x —a) + fy(a,b)(y — b).

Teiselt poolt, kui funktsiooni f(x,y) graafikul eksisteerib punktis A puutujatasand, kusjuures
see puutujatasand ei ole paralleelne z-teljega, siis funktsioon f(x, y) on diferentseeruv punktis
A.

Pinna z = f(x,y) normaalsirge punktis A = (a, b, f (a, b)) on esitatav kahe vorrandiga:
1) parameetriline vérrand
x =a+tf;(ab)
y=b+tf,(ab)

z=f(ab)—t
2) kanooniline vorrand
x—a y—b z—f(ab)
fx,(al b) a fyl(aﬂ b) a -1 .
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3.4. TAISDIFERENTSIAAL

Eeldame, et kahe muutuja funktsioon f(x,y) on pidev. Anname argumentidele x ja
y juurdekasvud Ax, Ay. Siis funktsioon saab juurdekasvu

Az = f(x + Ax,y + Ay) — f(x, y).

Eeldame lisaks, et funktsioonil on punktis (x, y) pidevad osatuletised. Avaldame Az osatuletiste
kaudu. Selleks liidame ja lahutame vorduse paremast poolest lilkkme f(x,y + Ay)

Az = [f(x+Ax,y +Ay) — f(x,y + AY)] + [f (x, ¥y + Ay) — f(x, )]

Molemates nurksulgudes on iihe muutuja funktsioonid. Rakendame neile Lagrange’i
keskvaartusteoreemi

[f(x+Ax,y+Ay)—f(x,y+Ay)]=W-Ax, X € [x,x + Ax],
If(x, 7
PG+ = el = L2y, ety +ay)

Asendame

_0f(x,y + Ay) of (x,¥)
=———Ax+

d0x dy
Eelduse kohaselt on osatuletised pidevad (pidevuse definitsioonist ja piirvaartuse omadusest

saame)

Az “Ay.

af(f,y+Ay)=6f(x,y) - af(f,y+Ay)=6f(x.y)+

I
A% Ox Ox dx Ox &1
Ay—0
- 0f(xy) _9f(xy) ofx,y) _of(x,y)
lim = = = + &,
oo 9y oy oy oy

Jarelikult

of (x, of (x,

fey) . 0f&y)
dx ady

Kaks viimast liidetavast on kdrgemat jérku IGpmata vdikesed suurused vorreldes kahe

esimesega ja funktsiooni muudu Az peaosa moodustavad kaks esimest liiget.

Argumendi diferentsiaaliks nimetatakse argumendi muutu

Az = Ay + g1Ax + &,Ay.

dx = Ax,dy = Ay.
Definitsioon 3.17.

Kahe muutuja funktsiooni juurdekasvu peaosa argumentide juurdekasvude tOkestamatul
kahanemisel nimetatakse selle funktsiooni taisdiferentsiaaliks. Tahistatakse

of (x, of (x, 0 d
flx y)-Ax+ flx y)-Ayz—)ZCdx+—}Z]dy,

dz = 0x dy

dz = zy dx + zydy.

Geomeetriliselt tdhendab funktsiooni z = f(x,y) tdisdiferentsiaal funktsiooni graafiku
puutujatasandi aplikaadi (z-koordinaadi) muutu Gleminekul punktist P(x,y) punkti P;(x +
Ax,y + Ay).
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Kahe muutuja funktsiooni téisdiferentsiaali saab kasutada
funktsiooni juurdekasvu ligikaudseks arvutamiseks, sellisel juhul
loetakse

Az ~ dz ehk Az ~ z, dx + z)dy.

Selline vordsustamine on digustatud, kui argumentide
juurdekasvud on véikesed. Samast valemist on véimalik
leida ka funktsiooni uus véartus f(x + Ax,y + Ay), selleks
avaldame funktsiooni muudu avaldisest

Az = f(x +Ax,y + Ay) — f(x,¥)
funktsiooni uue vaartuse téaisdiferentsiaali kaudu jargmiselt
fx+Ax,y + Ay) — f(x,y) = zy dx + z;dy,

f(x+Ax,y + Ay) = f(x,y) + z, dx + z,dYy.

Naide 3.9. Leida funktsiooni z = 3x2 + cos y téisdiferentsiaal.
— =6 —=—-siny = dz=6xdx—sinyd

:

X, sin z x dx —sinydy

Naide 3.10. Olgu silindri kérgus 25 cm ja raadius 10 cm. Kui palju muutub silindri ruumala,
kui kdrgust suurendada 2 mm ja pdhja raadiust vahendada 1 mm vorra?

Silindri ruumalaV = nr?h = V(10,25) = w+ 100 - 25 = 2500m.

v ov_,
on ar T
dV = nr? dh + 2nrh dr.
r=10; Ar = -0,1 (cm); h = 25; Ah=0,2 (cm).

av~ av =Y ar+ Yoan
A T

AV =~ nr? Ah + 2nrhAr = w[100-0,2 —2-10-25+0,1] = —30m.
Ruumala véheneb 30w vorra.
V, =V + AV = 2500 — 30 = 2470m.
Uue ruumala tapne véartus on
V=mnr’h =V(10-0,1;25+0,2) =m-9,92- 25,2 = 2469,85m.

Naide 3.11. Arvutada taisdiferentsiaali abil ligikaudselt avaldise 2,973 - 3,01* vaartus.

Kasutame valemit
flx+Ax,y + Ay) = f(x,y) + zy dx + z,dy.

Leiame kdigepealt funktsiooni kuju ja osatuletised argumentide jargi, siis argumentide
arvulised véaartused ja juurdekasvud.

floy) =x%y*  fi=3x%"% f) =4x%y3
x =3, Ax = -0,03; y=3, Ay = 0,01.
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f(3,3)=12187,  f£/(3,3)=2187,  f;(3,3) = 2916.
Funktsiooni uue véartuse ligikaudne suurus on
2,973 -3,01* ~ 2187 + 2187(-0,03) + 2916 - 0,01 = 2150,55.
Tapne vaartus esitatuna tuhandikeni on 2,973 - 3,01* = 2150,4796 ...

Taisdiferentsiaal m muutuja funktsiooni u = f (x4, ..., x,,,) jaoks punktis P, avaldub kujul
df(PO) = fxl(PO)dxl + fxz (PO)de + -+ fxm(PO)dxm-

3.5. KORGEMAT JARKU OSATULETISED

Olgu antud kahe muutuja funktsioon z = f(x,y). Leiame esimest jarku osatuletised.
Osatuletised on argumentide x, y funktsioonid, leiame uuesti osatuletised x jay jargi, saame
teist jarku osatuletised.

Teist jarku osatuletised

0%z 0%z

9x2 = fix (0, ¥), dy2 = fyy(er):
0%z ., 0%z .,
axay - yx(x'y): ayax - xy(xr:V)-

Teist jarku tuletisi vGib omakorda diferentseerida x ja y jérgi, saame kolmandat jarku
osatuletised

03z 03z 03z 03z 03z 03z 03z 03z

ox3’  0y3  0x20y’ 0yodx?’ 0y20x’ 0xoy?’ 0xd0ydx’  0ydxdy

3.6. KAHE MUUTUJA FUNKTSIOONI
EKSTREEMUMID. OPTIMISEERIMINE

Tuletame kd&igepealt meelde (he muutuja funktsiooni jaoks ekstreemumite tarvilikud
tingimused. Funktsioonil y = f(x) on punktis x = x, maksimum parajasti siis, kui f'(x,) =
0 ja f"(xg) < 0.jamiinimum parajasti siis, kui f'(x,) = 0 ja f"(x,) > 0.

Punkti Umbruse mdistest jareldub, et punkt P(x, + h, y, + k) kuulub punkti P, r—limbrusesse
siis ja ainult siis, kui h? + k% < r2.

Tdepoolest, kui leiame punktide Py(xq, yo) ja P(xq + h, y, + k) vahelise kauguse, saame

\/(X0+h_x0)2+(y0+h_y0)2<T, Vh2+k2<'r.

Definitsioon 3.17.
Funktsioonil z = f(x, y) on lokaalne maksimum punktis Py(xg, ¥o), kui leidub selle punkti
kullalt vaike umbrus, mille kdikides punktides f(x,y) < f(xq,¥o)-

'y

z VA

i

0} y

X
. X
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Definitsioon 3.18.
Funktsioonil z = f(x,y) on lokaalne miinimum punktis Py(x, ¥o), kui leidub selle punkti
kullalt vaike imbrus, mille kdikides punktides f(x,y) = f(xo, Yo)-

Kui funktsioonil on punktis (x, ¥) ekstreemum, siis kehtivad tingimused:
fi(x0,¥0) =0,  fy(x0,¥0) = 0.

Toepoolest, kui kahe muutuja funktsioonil on punktis (x,, o) ekstreemum, siis ka Gihe muutuja
funktsioonil F (x, y,) on punktis x = x, ekstreemum ja jarelikult tema tuletis argumendi x jérgi
on vordne nulliga. Samuti peab ekstreemumpunktis x = x, osatuletis argumendi y jargi olema
vordne nulliga. Saadud tingimused ei ole piisavad tingimused ekstreemumi olemasoluks.

Naide 3.12. Leida funktsiooni z = xy statsionaarsed punktid.

Antud funktsiooni korral on tarvilikud tingimused on téidetud aga
ekstreemumi ei ole:

70(0,0): z(z9) =0, zy(zp) = 0.

Definitsioon 3.19.

Statsionaarseks punktiks nimetatakse punkti, mille korral funktsiooni kdik osatuletised
selles punktis on vordsed nulliga.

Definitsioon 3.20.

Kriitiliseks punktiks nimetatakse punkti, kui see punkt on statsionaarne punkt voi
osatuletist selles punktis ei eksisteeri voi osatuletis on [dpmatu.

Nditeks funktsioonil f(x,y) = —y/x? + y? on kriitiliseks punktiks (0,0)
(joonis).
Funktsiooni Kriitiline punkt vGib asetseda ka maaramispiirkonna rajajoonel.

Funktsioonil vdib lokaalne ekstreemum esineda vaid tema Kriitilises N
punktis. '
Teoreem 3.7. Va4

Kui funktsioonil z = f(x,y) on olemas punkti (x,,y,) Umbruses esimest ja teist jarku
osatuletised, siis punktis (xq, o), kus

[x(x0,y0) =0, fy(x0,y0) =0
on lokaalne ekstreemum juhul, kui selles punktis on téidetud tingimus

n n
xx xy

" "
yx yy

sealjuures on punktis (xg, ¥o)

Wx,y) = = frx" ;,y’y - (f;c,y)z >0,

lokaalne maksimum, kui selles punktis fx(xq, ¥o) < 0,
lokaalne miinimum, kui f,(xo,yo) > O.
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Kui W(x,y) < 0, siis funktsioonil f(x,y) selles punktis lokaalset ekstreemumit ei ole. Kui
W (x,y) = 0, siis tuleb funktsiooni kaitumist uurida, kas Az sdilitab méarki punkti (x,,y,)
umbruses.

W (x, y) nimetatakse funktsiooni diskriminandiks.

Sadulpunktiks nimetatakse diferentseeruva funktsiooni f(x,y) kriitilisele punktile (a,b)
vastavat punkti (a, b, f (a, b), mille igas imbruses on punkte, kus f(x,y) > f(a, b) ja punkte,

kus f(x,y) < f(a,b).
Naide 3.13. Leida funktsiooni z = 3x + 24y — x3 — 2y3 lokaalsed ekstreemumid.
fi=3-3x% 3x*2=3 = x=+=I;
fy =24—6y% 6y*=24 = y=%2.
Funktsiooni statsionaarsed punktid on: (1,2); (1,—2); (—1,2); (—1,—2). Saime neli punkti.
Kontrollime nendes punktides diskriminandi W véaartust.
W = (—6x)(—12y) — 0% = 72xy.
(1,-2):72-1-(=2) < 0; (-1,2):72-(-1)-2<0;
(1,2): 72:1-2>0; fll. = —6x = —6 < 0.
Maksimumpunkt: z(1,2) =3+ 48 —1 — 16 = 34,
(-1,-2): 72 (1) (=2) > 0; f{L = —6x =6 > 0.

Miinimumpunkt: z(—=1,—-2) = -3 —-48+ 1+ 16 = —34.
Seega funktsiooni lokaalsed ekstreemumid on:

Zmin(—1,—2) = —=34; z,.x(1,2) = 34.

Naide 3.14. Leida funktsiooni z = cos (y? + x2) lokaalsed ekstreemumid.
zy = —2x sin (y® + x?), z, = =2y sin (y* + x?).
{—Zx sin (y? + x2) =0,
—2y sin (y? + x?%) = 0.
Ekstreemumpunktiks on punkt koordinaatidega (0; 0).
zyh, = —2sin(y? + x?) — 4x? cos(y? + x2),

2y, = —2sin (y? + x?) — 4y? cos(y? + x?),

Zyy = —4xy cos (y? + x?).

W = (=2sin(y? + x?) — 4x? cos(y? + x2))(—2 sin (y? + x2) — 4y? cos(y? + x?2))
— (—4xy cos (y? + xz))z.
W(0,0) = 0. Kuna diskriminant on vordne nulliga, tuleb funktsiooni tdiendavalt uurida,
jooniselt on néha, et tegemist on maksimumpunktiga.

Kui kolme muutuja funktsioonil u = f(x, y, z) on olemas punkti (x,, y,, zo) Umbruses esimest
ja teist jarku osatuletised, siis punktis (xg, ¥o, Zo), Kus
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fx(x0,Y0,20) =0,  fy(x0,¥0,20) =0, f2(%0,¥0,20) =0
on lokaalne ekstreemum juhul, kui selles punktis on téidetud tingimus

n 12
xx xy
12} 12}

yx yy

=i fiy = (1) >0,

Wx,y) =

sealjuures on punktis (xq, o, Zo)
o fry [iz
124 124 12

lokaalne maksimum, kui selles punktis f,(xo, ¥0,20) <0, A= |fyx [yy [fyz| <O,

44 44 r

zx zy zz
n rn n
XX Xy Xz
I - rn rn n
lokaalne miinimum, kui fiy,(xo,¥0,20) > 0, A= |fyx fyy fyz|>0.
12} 124 124
zx zy zz

Definitsioon 3.21.

Globaalseks ekstreemumiks nimetatakse funktsiooni suurimat ja vahimat vaartust antud
piirkonnas.

Nende leidmiseks peame leidma kdigepealt lokaalsed ekstreemumid, seejérel leiame
funktsiooni véartused rajapunktides, neist suurim on globaalne maksimum ja vahim on
globaalne miinimum.

Definitsioon 3.22.
Kui funktsioon f on antud piirkonnas D, siis funktsioonil on punktis P, € D globaalne
maksimum, kui piirkonna D igas punktis P kehtib vorratus

fP) < f(Py)
ja globaalne miinimum, kui piirkonna D igas punktis kehtib vdrratus
f(P) = f(Po).
Naide 3.15. Leida funktsiooni z = x? + y? — x globaalsed ekstreemumid
piirkonnas D = {(x,y):x? + y? < 1}.
Zy =2x—1, zy = 2y, Zyy = 2, Zyy = 2, Zyy = Zyy = 0.

Vordsustades kaks esimest vorrandit nulliga, saame statsionaarseks
punktiks

1
X = E,y =0
Funktsiooni véartus selles punktis on
1 1 2 2
—,O):—— T +y —x
42 4

Piirkonna rajajooneks on ringjoon keskpunktiga koordinaatide alguspunktis, raadiusega 1.
Rajajoonel kehtib vorrand x2? + y? =1 ehk y? =1—x2, kus x € [—1,1]. Kontrollime
rajajoonel olevaid funktsiooni vaartuseid punktides (—1,0),(0,—1),(1,0) ja (0,1), kust
leiame maksimaalse ja minimaalse, seejarel vordleme neid vééartusi leitud lokaalsete
ekstreemumitega.
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Suurim vaartus rajajoonel on z(—1,0) = 2 ja vahim z(1,0) = 0. Seega funktsiooni globaalsed
ekstreemumid on

1 1
Zmin (§»0> = _Z; Zmax(_l' 0) = 2.

Definitsioon 3.23.

Funktsiooni f(x,y) optimiseerimiseks nimetatakse funktsiooni maksimumi ja miinimumi
(ekstreemumite) leidmist.

Paljudes optimiseerimistilesannetes on vaja rahuldada ka lisatingimused, mis kujutavad endast
Uhte vBi mitut muutujate vahelist seost. Lihtsamatel juhtudel saab kasutada muutujate
elimineerimise votet, kus ks voi mitu lisatingimust vdimaldavad avaldada tundmatu teiste
kaudu ja asendada vorranditesse.

3.6.1. TINGLIKUD EKSTREEMUMID.
LAGRANGE’Ii MEETOD

Lagrange’i kordajate meetod on lisakitsendustega optimiseerimisiilesande lahendusmeetod.
Ulesande lahendamiseks tuleb moodustada Lagrange’i funktsioon (laiendatud funktsioon)

J=f+4g

kus f on funktsioon, g lisatingimus kujul g = 0 ja 4 Lagrange’i kordaja, mille peame leidma.
Lahendamiseks leiame osatuletised funktsioonist J kdigi tundmatute jérgi, vordsustame
osatuletised nulliga. Saame jargmise stisteemi
0_] =0,i=12,..,n,
axi
g=0.

Saadud vdrrandisisteemist leiame tinglikud statsionaarsed punktid.
Seejuures eeldame, et nende punktide Umbrustes, mis on saadud siisteemi lahenditeks, on
funktsioonide f ja J esimest jarku osatuletised pidevad.

Definitsioon 3.24.

Tinglikuks kriitiliseks punktiks nimetatakse punkti, kui see punkt on statsionaarne punkt voi
punkte, mis rahuldavad lisatingimust ja kus funktsioonide f ja J osatuletised ei ole pidevad.

Funktsioonil vGib tinglik lokaalne ekstreemum esineda vaid tema tinglikus kriitilises punktis.
Kui Lagrange’i funktsioonil J on tinglikus statsionaarses punktis vastava A = A, korral lokaalne
vOi globaalne ekstreemum, siis funktsioonil f on selles punktis P, vastav tinglik lokaalne voi
globaalne ekstreemum.

Vaatame kahe muutuja funktsiooni f(x,y), mille jaoks on vaja leida lokaalne ekstreemum
lisakitsenduse g(x,y) = 0 korral. Siis Lagrange’i funktsioon on kujul /] = f(x,y) + Ag(x,y)
ja statsionaarsed punktid leiame siisteemist
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of (x, 29(x,
fxy) 5 99%y) _
dx d0x
of (x, ag(x,
fxy) 5 99(y) _
| 0dy dy
k glx,y)=0.
Kolme muutuja funktsiooni u = f(x, y, z) ja lisakitsenduse g(x,y, z) = 0 jaoks on Lagrange’i

funktsioon kujul J = f(x,y,z) + Ag(x,y,z) ja statsionaarsete punktide leidmiseks saame
stisteemi

0,

0,

a » Yo a »
(v, 09@y.2) _
0x dx
a » Yo a »
foyz) 090 ys) _
3 dy dy
a » Yo a »
fy.2) 9%y _
0z 0z
\ g(x,y,z) =0.
Saame kolm vorrandit ekstreemumite leidmiseks, lisaks peab olema rahuldatud

lisakitsendus. Kokku neljast vdrrandist leiame ekstreemumpunkti kdik koordinaadid (x,y, z)
ja Lagrange’i kordaja A véartuse.

)

Markus. Kui votame osatuletise ka Lagrange’i kordaja A jargi, saame vorrandi g(x,y,z) = 0,
seega vOime lisatingimuse asendada osatuletisega:

a

04
Naide 3.16. Leida lokaalsed tinglikud ekstreemumid funktsioonile f = x? + y? lisakitsendusel
x+y=4.

0.

Moodustame funktsiooni J = f + Ag, mis sisaldab summat esialgsest funktsioonist ja
Lagrange’i kordajaga labikorrutatud lisatingimusest

J=x*+y2+A(x+y—4).
Votame osatuletised tundmatute jargi, saame

6]_2 + A
ox x ’
aJ

— =2 A.
dy y+

Vordsustame saadud osatuletised nulliga, lisakitsendusega koos saame lahendamiseks susteemi

2x+1=0,
2y+1=0,
x+y=4

Susteemi lahenditeks on x = 2,y = 2, A = —4. Kuna f;, = 2 > 0, siis leitud punkt vdib olla
lokaalseks miinimumpunktiks. Kui uurime ekstreemumi piisavaid tingimusi, selgub, et

W=2-2-0>0,

seega tegemist on lokaalse ekstreemumiga. Leitud punktile (2, 2) vastav funktsiooni véértus on
8. Seega funktsioonil on lokaalne tinglik miinimum f,,,;, (8,2) = 8.
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Uldjuht. Olgu antud n muutuja funktsioon f(xy, x5, ..., x,) ja m lisatingimust kujul
91 (X1, X2, o, Xp) = ay, k=12,..,m

kus a4, a,, ..., a,, on konstandid. Tuleb konstrueerida funktsioon

J=F+ Mg+ g+ ot Amgm =+ ) Ml

Osatuletised kdigi argumentide jargi

o] _of 091 P 0gm _ Z 6gk
ax; 6xi+)’1 ox; 4 ox; /Im 0x; 0xl a A

kus i =1,2,..,n. Osatuletised vdrdsustame nullidega ja lisades lisakitsendused,

lahendamiseks jargmise ststeemi
0 d
(_] =0 = +z gk i = 1,2,...,”;

{ axi
k g =ay, k=12,.,m

Tundmatuid on kokku m + n: argumente x; on n ja Lagrange’i kordajaid A4; on m.

Naide 3.17. Ruutvormid n muutujaga:

f(xl,xz, ...,xn) = Cljxlxj ,

INGE
INGE

=

i

g(x1; X2y ey xn) =

Il
o~ H
I M s -
ot Il
=
KAl
|

kus C;; = Cj; on konstandid. Juhul n = 3 saame

3 3
f(xy,x2,x3) = Z Z Cl]x Xj =

i=1j=1

= C11X% + 2C13x1%5 + 2C13%1%3 + Copx2 + 2C53%5x3 + C33x3,

3
g(xq1,%5,%x3) = lez =x?+x5+x3=1.
i=1
Lagrange’i kordajate meetod

Saame

J = (C11 — DxZ 4 2C131%5 + 2Cy3%1%3 + (Cpp — DX + 2Co3xx3 + (C33 — A)x3,

(C11 — Dxy + Cipxp + C13x3 =0
Co1x1 + (Cop — Dxp + C3x3 =0
C31%1 + C32%5 + (C33 — Dx3 =0

Saime karakteristliku vOrrandisisteemi.
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Naide 3.18. Leida punktid ellipsil 17x2 + 12xy + 8y? = 100, mis on kdige ldhemal ja kdige
kaugemal koordinaatide alguspunktist.

Tegemist on ellipsiga (vt joonis), mille keskpunkt asub koordinaatide alguspunktis ja me peame
leidma punktide koordinaadid ellipsi Iihema ja pikema poolteljele jaoks, mis annavadki lihima
ja pikima kauguse koordinaatide alguspunktist. Peame leidma ekstreemumid funktsioonile, mis
leiab kauguse koordinaatide alguspunkti ja ellipsi suvalise punkti vahel. Tahistame suvalise
ellipsi punkti tdhega P(x, y), siis kaugus avaldub

d=\(=02+(y—0)2=x2+y2

Et ekstreemumi leidmine oleks lihtsam, votame funktsiooniks )
kauguse ruudu '8

d* = f(x,y) = x* +y?,

lisakitsenduseks on ellipsi vorrand
17x2 + 12xy + 8y? = 100.
Seega funktsioon J saab kuju
] =x%+y%+ A(17x? + 12xy + 8y? — 100).
Leiame osatuletised kdigi tundmatute jargi:

(a—]=2x+34/1x+12/1y -
ox ’

0]
{ 3= =2y +12Ax + 161y,
ay y+ x + y

\6_/!1 = 17x% + 12xy + 8y%? — 100.
Saame vorrandisusteemi

2x +A(34x +12y) =0,

2y +A(12x +16y) =0,

17x2 + 12xy + 8y? = 100.

Esimesest kahest vorrandist avaldame Lagrange’i kordaja A ja paneme mdlemad avaldised
omavahel vérduma, saame
—2x -2y

- S 12x% + 16xy = 34xy + 122,
34x + 12y 12x + 16y X0 loxy = Sy + 1ey

Lihtsustame ja jagame v@rrandit arvuga (—3/2), saame
8x2 — 12xy — 8y? = 0.
Liites saadud vdrrandi juurde viimasele sisteemi vorrandile, saame
25x2 =100 = x = +2.
Edasi leiame argumendi y véartused. Kui x = 2, siis
y2+3y—4=0,

kust saame
(y—1D(@y+4) =0ehky=1y=—4,
Kui x = =2, siis
y2—3y—4=0,
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kust saame
y+1D(y—-4)=0ehky=—-1,y = 4.

Kokkuvottes oleme saanud 4 ekstreemumpunkti: (2, 1), (—2,—1), (2, —4) ja (—2,4). Punktide
koordinaatide pdhjal saame Gelda, et kaks esimest punkti on koordinaatide alguspunktile kdige
lahemal ja kolmas ja neljas punkt on kdige kaugemal punktist (0,0).

3.7.VAHIMRUUTUDE MEETOD

Kui ei ole olemas funktsiooni esitust analtdtiliselt, vaid on uurimistulemused tabeli kujul
(katseandmed)

X X1 X, Xy
y Y1 Y2 Yn

Tahame saada antud sbltuvuse esitust valemi kujul y = f(x). Saame tuletada ligikaudse
valemi. Vahimruutude meetodi idee seisneb selles, et parimaks valemiks, mis esitab
katseliselt saadud s@ltuvust, peetakse seda, mille puhul katsel saadud vaartuste ja valemi
jargi arvutatud vaartuste vahede ruutude summa on vahim.

Kdigepealt tuleb ette anda funktsiooni y = f(x) kuju, mis sisaldab teatava arvu parameetreid.
Nende parameetrite leidmiseks kasutame vahimruutude meetodit. Milline funktsioon valida,
selleks tuleks katseandmed kanda joonisele. Paarid (xi,y1), (x2,¥2), ..., (x5, ¥n) esitavad
punkte xy tasandil. Kui graafikul on ndha, et punktid on grupeerunud jargmisel viisil:
+ teatud sirge lahedale (joonis 3.1), siis vGib eeldada, et x ja y vahel on lineaarne sdltuvus,
mis on esitatav valemiga y = ax + b, kus a ja b on otsitavad parameetrid,;
+ mingi kdvera timbruses (joonis 3.2), siis on tegemist ruutsdltuvusega
y = ax* + bx + ¢, kus otsitavad a, b ja ¢ leiame vahimruutude meetodil;

Regressioonisirge Regressioonikdver oy
T y=03x+2 4
2 _
R4=0,9 3

o ey y = 0,125x2 + 3E-15x + 1,875
" Regressioonisirge ‘ : 0 RZ=1 ‘
-4 2 0 2 4 -4 2 0 2 4
Joonis 3.1. Joonis 3.2.

+ eksponentsiaalne séltuvus (joonis 3.3) y = ab* kus otsitavad on a ja b.

Eksponentsiaalne soltuvus
A y= 1 ,QA1 2a0,0955x

4

R%=0,2921

3 ¢

-

z -

1

w L vy
v
: . 0 Flzkcnnnpnf (y) .
-4 2 0 2 4
Joonis 3.3.
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LINEAARNE REGRESSIOON

Olgu antud empiiriline valem kujul
y =ax + b.

Leiame parameetrid a ja b tingimusest, et sirge tuleb tdmmata nii, et empiiriliselt saadud
punktide ordinaatide ja samadele abstsissidele vastavate sirgete punktide ordinaatide
vahede ruutude summa on minimaalne, ehk

u = [y1 — (ax; + D)I* + [y, — (ax; + D)I*+... + [y — (ax, + b)]* > min

Saadud summat vdib vaadelda kui kahe muutuja funktsiooni a ja b suhtes ((xx,vx) on
etteantud). Tuleb leida funktsiooni u = u(a, b) miinimum. Tarvilik tingimus selleks on
osatuletiste nulliga vordumine:
du _ 0 ou _ 0
da ' 9b

Leiame vastavad osatuletised

0
—— = 2l — (@x + )] (=x0) + 20y, = (@¥, + D] - (=x) ... 4203 = (an + )]
) (_xn):
O = 2y, — (axy + D] (1) + 20z — (axg + )] (- Db 420y, — (ax, + )]
- (—1).

Vordsustades osatuletised nulliga, saame otsitavate a ja b suhtes kaks lineaarset vorrandit kahe
tundmatuga

{Z[yl — (axy + b)] - (=x1) + 2[y, — (ax; + b)] - (=xz)+... +2[y, — (axy + b)] - (—=x,,) =0,

2[y; — (axy + b)] - (=1) +2[y, — (ax; + b)]- (=1) +...+2[y, — (ax, + b)]- (=1) =0.
{(axl +b—y) x;+(ax, +b—y,) x,+...+(ax, + b —y,) " x, =0,
(ax;+b—y;) +(ax,+b—y,) +...+(ax, + b —y,) = 0.

{a(xf +x2+ L+ x2)+ b+ x X)) =Xy F XY o XV,
a(x;y +x; + .+x,)+b-n =y +y, + .+
n n

( n
ain2+bei =inyi,

i=1 i=1 i=1
n n

ain+b-n =Zyl-.
i=1 i=1
Saadud ststeemi nimetatakse normaalvorrandite stisteemiks. Leiame siit a ja b ning asetame

empiirilisse valemisse y = ax + b. Seda nimetatakse ka lineaarseks regressiooniks.
Kontrollime, kas on tegemist miinimumiga ja ka ekstreemumi piisavaid tingimusi.

2 n
ou_ ., , 2 2 2 -
322 =2x7 +2x5+...+2x; =2 ) x{ >0 = min,
i=1
0%u
W=2+2+...+2=2n,

66



Schwartz’i Bunjakowski vorratus
n n n
Z}’iz lelz = Z()’i ‘1), i =xi; ui=1).
i=1 i=1 i=1

REGRESSIOONIKOVER

Olgu x ja y vaheline seos kirjeldatav ruutseosega

y = ax* + bx + c.

Leiame kordajad a, b ja ¢ vahimruutude meetodi abil analoogselt lineaarse regressiooniga

u = [y, — (ax? + bx; + ¢)]? + [y, — (ax3 + bx, + c)|*+... +[y,, — (ax2 + bx,, + ¢)]?,

n
= - @?+bx+OF,  u=u(abo),
i=1
Ju 5
92> 2[y; — (ax? + bx; + ©)] - (—x2) + 2[y, — (ax3 + bxy + )] - (—x2) + ...

+2[y, — (ax2 + bx, + c)] - (—x3),

ou
FT 2[y; — (axf 4+ bxy + )] - (—x1) + 2[y, — (ax3 + bx, + )] (—x;) + -

+2[y, — (ax + bx, + c)| - (—xp),

du
i 2[y; — (ax? + bx; + ©)] - (—=1) + 2[y, — (ax3 + bx, + ¢)] - (—1) + -~

+2[y, — (axj; + bx, + c)| - (-1).
Kokkuvottes saame stisteemi

( a
¢ Z 2[y; — (ax? + bx; + ¢)] - (—x?),
Tl

< ZZ i — (ax? + bx; + )] - (—xy),

Tl

2[y; — (ax? + bx; + ©)] - (—1).

i=
Funktsiooni u = u(a, b, ¢) miinimumi tarvilikud tingimused on:
ou Ju du

£=O, %=0, %=0.
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2[—yix? + axt + bx} + cx?] =0,

2[—y; + ax? + bx; + c] =0.

n
2
n
{ Z 2[—yix; + ax} + bx? + cx;] = 0,
i=1
n

r n n n n
afo+bei3+c2x,2 =Zx,?yi,
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
3 aZx?+be,-z+c2xl =2xiy,-,
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
a2x§+b2xi+c n =Zyl
\ i=1 i=1 i=1
Piisavus
0%u .
Frvie 2xf + 2x5+.. . +2xt = ZZx{" >0 = min,
i=1
n
0%u
35 2x% 4 2x% + -+ + 2x2 =22xi2,
i=1
o%u 24+2+4...42=2
— = .. +2 =2n,
dc?
n
0%u
3
3008 = 2(x3 +x5 + +x3)=2 ) %,
i=1
n
0%u
=2(x? +x3 + ..+ x% =22x-2,
dadc (x 2 ") AT
=1
0%u -
hac 200 +xp + 4 Xx,) = Zle-.

1l
[

L

EKSPONENTSIAALNE SOLTUVUS
Otsime valemit kujul
y = ab”,
otsitavateks on parameetrid a ja b. Logaritmime ja kasutame logaritmi omadusi:
logy = log(a - b*),
logy =loga + xlogb.
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Néeme, et log y s6ltub argumendist x lineaarselt. Leiame parameetrid kujul log a, log b

u = [logy; — (x;logh + loga)]? +

+[logy, — (x;logh + log a)]*+... +[logy,, — (x, logb + loga)]?,

n
u= Z[log yi — (x; log b + log a)]?,

i=1

u = u(log a,log b).

Miinimumi tarvilikud tingimused
ou ou
=0, =0,
d(log a) d(log b)

Ju
3log @) ZZ logy; — (x; log b +log a)] - (—1),

n

Sty = 0. 2llogy: = i logh + g ] (=),

i=1

n

(
4 inlogb+n-loga ZIOgyl,
ka logb+z loga—leogyl,

(
logbe, +n-loga Zlogy,,
logbe +loga Zx —le log y;.

Siit saab leida log a ja log b, nendest avaldada otsitavad a ja b.
Piisavus

0°u _, 0%u _Zzn: 5
aloga)? " a(logh)?  “ LV

n
0%u _, Z
d(loga)d(logh) i

- i x?- 2n—< in)

Schwartz’i-Bunjakowski vorratus

n n n
Z)’iz Z#lz = Z(Yi B, vi=xi; p=1).
=1 i=1 i=1
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Naide 3.19. Katse tulemusel saadi jargmised x ja y vaartused:

X

-3

-1

1

3

Y

1

2

2

3

Leida sirge vorrand, mis véljendaks sdltuvust y = ax + b. Saadud seose pdhjal prognoosida

y(2).

Arvutuste lihtsustamiseks on maistlik paigutada lahteandmed koos tehetega tabelisse.

Xi Vi x; XiYi
-3 1 9 -3
-1 2 1 —2
1 2 1
3 3 9
Summa 0 8 20
in Z}’i lez inyi
i=1 i=1 i=1 i=1
( n Katseandmed ja regressioonisirge
3.5 =013 2
|a2xlz+b2xl leyl, 5 szzr):,;
{ i= n i=1 711 5t /
Lale +b z : /
- - /715
{20a+0b=6, " N ' y
Oa +4b =8. .
a = 20 - 10 - »
b 8_
=2=

Regressioonisirge vorrand on y = 0,3x + 2. Argumendi vaartuse 2 korral prognoositav
vaartus on

y(2)=03-2+2=26.

Arvutused on lihtsalt teostatavad nditeks Microsoft Exceli tabelarvutusprogrammi kasutades,
pannes paika esimesed valemid ja kopeerides valemid kdigi argumendi véartuste jaoks.
Graafikule saab lisada regressioonisirge, kui valida Scatter tuipi graafik (ainult punktid) ja
parema hiireklahviga katseandmete peal valides avanevast rippmentdst Add Trendline. Samas
on Excelis olemas funktsioonid regressioonisirge kordajate a ja b arvutamiseks, need on
vastavalt slope(x,y) ja intercept(x,y), kus argumentide x ja y asemele tuleb maérkida
piirkond vastavate argumentide arvuliste vaartuste asukohaga.

Téapselt samal kujul on olemas funktsioonid ka néiteks inseneriprogrammis Mathcad 15.0 vOi
Mathcad Prime 2.0, mis lisaks MS Exceli vOimalustele lubab teha integraal- ja
diferentsiaalarvutust, sumbolarvutust, lahendada vdrrandeid, vOrrandisiisteeme ja
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diferentsiaalvorrandeid, lisaks teha kolmedimensionaalseid graafikuid pindadest ning koostada
animatsioone.

3.8.LIITFUNKTSIOONI TULETIS. TAISTULETIS

Olgu antud funktsioon z = F(u,v), kus u ja v on sdltumatute muutujate x ja y funktsioonid:
u=¢@(,y), v=w(xy). Sellisel juhul on z argumentide x ja y liitfunktsioon. Funktsiooni z
vOib avaldada ka vahetult x ja y kaudu

z=F(o(x,y),w(xy)) (3.24)

Naide 3.20. Ndide liitfunktsiooni kohta: z = u3v3 + u+ 1, u=x%+y? v=e*V +1.

z=((x*+y2)3E*"Y+ 13 +x* +y%2 + 1.
Liitfunktsiooni osatuletise valemi tuletamine.
Eeldame, et funktsioonide z = F(u,v),u = ¢(x,y),v = w(x,y) osatuletised argumentide
jargi on pidevad. Pilame leida osatuletised mitte kasutades vdrrandit (3.24). Anname
argumendile x muudu Ax, jattes y vaartuse muutumatuks. Siis funktsioonid u ja v saavad
muudu A,u, A, v ja ka funktsioon z = F(u, v) saab muudu Az.

JoF

oF
Az = anu + a—vAxv +y1Au+ yA 0, |: Ax

Az  OFAwu  OF A Ayu Ayv

Ax ~ du Ax +6v Ax th Ax T2 Ax’
Leiame piirvéartuse, kui Ax - 0
Az 0z . Ayu du . Ay Ov . .
pS0AX  Ox’ ss0 Ax | Ox’ axso Ax  ox’ Alalcrilo V1= Alalcrjlo r2=0.

Jarelikult
9z _OF du OF ov
dx OJu dx OJv dx
Andes argumendile y muudu Ay ja jattes x muutumatuks, voib analoogiliselt leida
dz OF O0u OF o0v
9y ou 9y ov oy
Naide 3.21. Leida osatuletised funktsioonile z = In (u? + v), u =e**’, v=x%+y.

0z 2u u

_ +y?2
Y R Y
Ju u*+v ox

=e ,

au_z x+y? az_ 1 617_2 617_1
dy ye C v wr+v ax T dy
0z _0z du 0z 6v_2uex+3’2+ 2 __ 2 iy
dx odu dx Odv 0x ul+v u2+v_u2+vu x

0z 0z 6u+az 6v_2u2yex+y2+ 1 1 (4u?y + 1)
dy ou 9y ov dy  ul+v wrv wrvo Y '
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Naide 3.22. Leida osatuletised funktsioonile

z=sin(W?+v3), u=e%, v=Ihx.

62_ W +v%) 2 6u_22x au_o

oy = cos Wit u, 35 = 2¢ oy =

0z v 1 dv

— = 2 3) - 3v?, —=-, — =0

e cos (u* +v°)-3v o x 3y
0z 1 3v
9x = OS (u? +v3) - 2u-2e? + cos (u? + v3) - 3v? 15 = cos (u? +v?) <4u + T)

0z
@zcos(u2+v3)-2u-0+cos(u2+v3)-3v2-0=0.
Saadud valemeid vdib uldistada suurema arvu muutujate juhule. Olgu
w=F(z,u,v,s),
kus z,u, v ja s on sdltumatute muutujate x ja y funktsioonid

z=2z(x,y),u=ulx,y),v=v(xy),s=sl,y)

ow oOw 0dz oOw Ou 0w dv OJw O0s

_:_._+_._+_._+_._’

dx 0z O0x Ou Ox OJv Jdx O0Js Ox

ow oJdw 0z JOw du OJdw Jdv Ow O0s

_— —— — ——  ——

dy 0z dy Ou 0y Jdv dy 0Jds 0y
Olgu antud funktsioon

z=F(x,y,u,v),
kusy = y(x),u = u(x),v = v(x), siis z on tegelikult the muutuja x funktsioon ja leiame tema
tuletise x jargi
dz 0z 6x+6z 6y+az 6u+az dv 0x
dx _ ox ox dy 0x Odu dx 0v ox’ ox
Saame liitfunktsiooni taistuletise valemi
dz 0z 0z ay 0z du 0z dv
t— =t ——t—
dx _ ox ay ax  ou ax  ov ox
Erijuhul, kui funktsioon u = f(x, y, z) muutub ajas, ehk x = x(t),y = y(t), z = z(t), siis
funktsiooni taistuletis avaldub kujul
du Odu dx+6u dy+6u dz
dt ~ ox dt dy dt 0z dt’

=1.

Naide 3.23. Leida osatuletised funktsioonile z = x? + [y, ¥ = sin x.

0z ) Jz 1 dy

ox X dy 2\/7 ox cos %,
dz 0z Lz 0z ay —oxt 1 ax + COS X
—=— ——cos x = 2x :
dx Ox ay ax 2/y 2+/sin x
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3.8.1. LIITFUNKTSIOONI TAISDIFERENTSIAAL

Vaatame funktsiooni z = F(u, v), kus u = ¢(x,y), v = w(x, y). Arvutame tdisdiferentsiaali

Asendame siia vastavad liitfunktsioonide osatuletised

dz OF 6u+6F dav dz OF 6u+6F v
dx ou 0x odv dx' dy oOu dy Odv 9y

JdF ou OF 0dv dF ou OF 0dv
4= (30 5 35 3%) “(m@*%'@)d%
JdF (0u du dF (0v av
dZ=£<adx+ady>+%<adx+@dy),
J0F 0F dz dz
dz=adu+%dv, dz=£du+%dv.

Mitme muutuja funktsiooni esimest jarku téisdiferentsiaali avaldis on invariantne ehk ei olene
sellest, kas u ja v on s6ltumatud muutujad voi funktsioonid.

Naide 3.24. Leida liitfunktsiooni taisdiferentsiaal

z = u?vs, u = x2siny, v = x3eY.
0z 0z
— =2uv?®, —=u?3v? dz=2uvidu+ 3uvidv.
Jdu v
6u_2 ) au_ 5 6v_32y v o5,
e = 2Xsiny, ay—x cosy, - =3x%, ay—xe.

du = 2x siny dx + x?cosydy, dv = 3x%eY dx + x3e” dy.

dz = 2uv3(2x sin y dx + x2cos y dy) + 3u?v?(3x%e” dx + x3e¥ dy),

0z

0z
dz = (4uv3x sin y + 9u?v?x2e¥)dx + RQuv3x?cos y + 3u?v?x3e¥)dy = adx + @dy.

3.9.ILMUTAMATA FUNKTSIOONI TULETIS

Valjendagu suuruste x ja y vahelist sGltuvust vorrand F(x,y) = 0.

Teoreem 3.8.

Kui pidev funktsioon y on antud ilmutamata kujul vGrrandiga
F(x,y)=0

ja F(x,y),F, F; on pidevad punktis (x,y) ja F;(x,y) # 0, siis funktsiooni y tuletis
vaadeldavas punktis on

y __EGy)
Y FMxy)
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Toestus.
Anname sOltumatule muutujale x muudu Ax. Siis funktsioon y saab muudu Ay ehk argumendi
vaartusele x + Ax vastab funktsiooni vaartus y + Ay. Seetottu

F(x + Ax,y + Ay) = 0.

Jarelikult ka
F(x+Ax,y+Ay) —F(x,y) = 0.
See on kahe muutuja funktsiooni tdismuut
JoF JoF
F(x + Ax,y + Ay) — F(x,y) = an + @Ay + y1Ax + y,Ay.

Kuna vdrrandi vasak pool vordub nulliga, jarelikult on null ka parem pool
aFA +aFA +y1Ax +y,Ay =0 |: A
Oxx ayyhxyzy—, P AX

0F OF Ay Ay

a*‘@a*‘h TV T

Avaldame sellest suhte Ay/Ax

0.

JoF
Ay  x +7
Ax  OF |
3y t72

Leiame piirvéartuse, kui argument Ax — 0. Siiskay; - 0,y, = 0

. oF .

8y ox _

AT oF T VTR
dy

Me ei tea funktsiooni ilmutatud kuju y = f(x), aga oskame leida y tuletist. .

Naide 3.25. Leida funktsiooni F(x,y) = x% + y? — 1 tuletis.
oF JF 2x  x

!

—=2x, —=2y, ===z
ax <X oy Y Ve 2y y

Teine vdimalus tuletise arvutamiseks on arvestada, et funktsioon y sdltub argumendist x,
tuletise leidmiseks kasutame liitfunktsiooni tuletise reeglit.

X
2x+2y-y'=0 > y =—-—.
y
Naide 3.26. Leida funktsiooni e¥ — e* + xy = 0 tuletis.
JoF JoF —e*+y e*—-y
_—— x-|— , —_— y+ . = — = .
0x e Ty dy erTx % eY+x eY¥+x
e’y —e*+y+xy' =0 e+ x)=ef-y > ,zex—y
y yrXxy N y Y = ia
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3.10. NIVOOJOONED, NIVOOPINNAD.
TULETIS ANTUD SUUNAS

Kahe muutuja funktsiooni graafiku joonestamisel on abiks selle 16iked tasanditega, mis on risti
Uhega kolmest koordinaatteljest (paralleelne (ihega koordinaattasanditest). Koordinaattasandite
vorrandid on jargmised: yz-tasandi vorrand on x = 0, xz-tasandi vorrand on y = 0, xy-tasandi
vorrand z = 0.

Tasand x = a on x-teljega risti, yz-tasandiga paralleelne. -

Tasand y = b on y-teljega risti, xz-tasandiga paralleelne. C_T

Tasand z = c on z-teljega risti, xy-tasandiga paralleelne.

Definitsioon 3.24.

Pinna z = f(x,y) nivoojoonteks ‘
(tasandildigeteks tasanditega z = C erinevate C véartuste

korral ) nimetatakse jooni z = f(x,y) = C.

Naide 3.26. Joonestada pinna z2 = x2 + y?
nivoojooned, mis tekivad pinna I6ikamisel tasanditega _
z=0,z=1,z=—-1ljaz=2,z= -2 Ve

ning ldiget tasandiga x = 0.

\
'
1
\ I
\ |
' ) !
T
)
i
i
I
I
I
' |
’
'
'
'
'
/
/
.
[}

—
(1S3
—=t
(3
=

Olgu ruumi mingis piirkonnas D defineeritud funktsioon u = u(x, y, z). Sel juhul deldakse, et
piirkonnas D on antud skalaarne véli. Kui u = u(x, y, z) tdhendab néiteks temperatuuri punktis
M(x,y, z), siis 6eldakse, et on antud temperatuurivéli.

Kui piirkond D on tdidetud vedeliku vOi gaasiga ja u = u(x,y, z) tdhendab rdhku punktis
M (x,y, z), siis on tegemist réhuvéljaga.

Vaatleme piirkonna D punkte, kus funktsioonil u = u(x, y, z) on konstantne vaértus C

u=u(xyz) =C.
Need punktid moodustavad mingisuguse pinna. Kui votame konstandile C teise vdartuse, saame
teise pinna. Neid pindu nimetatakse nivoopindadeks.

Definitsioon 3.25.
Vektori suunakoosinusteks nimetatakse nende nurkade koosinusi, mis vektor moodustab
koordinaattelgede positiivsete suundadega. Tahistame cos «, cos 8, cos y.
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1=(1,00), [Tl=1 j=(010), |jl=1, k=(001), |k|=1.

Kui leiame skalaarkorrutise vektorist @’ = (x;,y4,24) ja z
thikvektorist © = (1,0,0), saame a
aUT=x"1+y,-0+2-0=x. L]
1 V1 1 1 2|y
Skalaarkorrutis on avaldatav ka jargmiselt: . B
a- v =|al|lt] cosa, cosazﬁ. i
Analoogiliselt saame leida suunakoosinused é
cosf = Y cosy = 2
la’|” la’|
Tdstame kdik suunakoosinused ruutu ja lildame kokku
2 2 2 2 2 2
x y z xX{+yi+z
2 2 2 1 1 1 1 1 1
cos“a+cos“p +cos°y = =5+ -= —= = —
Pty "Frtar " e~ far
Et
) |&| =Va @ = x? + y? + 22,
siis

cos?a + cos? B+ cos?y =1.

Olgu vektor e’ vektoriga a” kollineaarne tihikvektor, siis [e’] = 1.

— (%1 Y1 Z1\ _
=\ Era = (cosa,cos B, cosy).

a=(x1,y1,21), ldl= /xf +y12 +le:

cosar—ﬁ cosﬁ—£ cosy—i
lal’ lal’ lal

TULETIS ANTUD SUUNAS

Vaatleme piirkonnas D funktsiooni u = u(x, y, z) ja punkti M(x, y, z). Rakendame punktis M

“©y

vektori s, mille suunakoosinused on cos @, cos B,cosy. Votame vektoril s° punkti
M;(x + Ax,y + Ay, z + Az), mille kaugus vektori alguspunktist on As. Seega
As = \/(Ax)2 + (Ay)? + (Az)2, MM, = (Ax, Ay, Az). z1
——

Eeldame, et funktsioon u ja tema osatuletised kdikide argumentide | Ay M,
jargi on piirkonnas D pidevad. Funktsiooni tdismuut esitub kujul ———— d

ou Ju du M
Au = an + @Ay + gAz + &1Ax + £,Ay + 34z, // Ay _Ax
kus &1, &, &1 — 0, kui As — 0. 0 y
Jagame vorduse koik litkmed suurusega As x

Au_6qu+6uAy+6qu+ Ax+ Ay+ Az
As  dxAs dyAs  0zAs F1as T2 as T B s
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Ax Ay Az

A—Szcosa, A—Szcosﬁ, A—Szcosy.
Jarelikult
Au oJu N ou N ou N N N
— = —coSs a + — oS —cos £,C0S a + £,C0S £3COS V.
As  Ox 3y B EP Yy Té& 2C0S 8 + €3c0s ¥

Definitsioon 3.26.
Funktsiooni u = u(x, y, z) tuletiseks punktis (x,y,z) vektori s suunas nimetatakse suhte
Au/As piirvaartust, kui As — 0 ja téhistatakse du/ds
ou . Au
. .. Bs  AsS0As
Leiame piirvaartuse

au_l_ Au  du +6u +6u
ds  assbAs  oax 0 ¢ dy cos f az %Y

Teades osatuletisi, on lihtne leida tuletist suunas s’.

Naide 3.27. Leida funktsiooni u tuletis suunas s, kui on teada suunavektori nurgad
koordinaattelgedega

s T
a=0,ﬁ=§,y=§.
Kuna koosinused antud nurkadest on
cos 0 =1, cos %= 0,
siis funktsiooni u tuletis suunas s avaldub
Ju Jdu Ju T Ju T du
£=ac050+@cos E+ECOS >

Naide 3.28. Olgu antud funktsioon u = x% + y? + z2. Leida tuletis du/ds punktis M(1,1,1)
vektori §° = 27 + T + 3k suunas.

Vektor s” = (2; 1; 3). Leiame suunakoosinused, siis osatuletised ja asendame valemisse.

5] =22 + 12 + 33 = V14,

2 1

\/ﬁ' cosﬁ=ﬁ, cosy =
ou Jdu 2 ou 1 oJu 3
s~ 0xvid  Oyvid 0714

cosa =

3
Via

a—u=2x, a—u=2y, a—u=22,
0x dy 0z
Mo, M, M,
axly 7 ayl, 7 0zly
ou 1 12

2 3
— =2 +2 +2 = :
ds V14 V14 V14 14
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3.11. GRADIENT

Vaatleme funktsiooni u = u(x,y,z) maaramispiirkonna D igas punktis vektorit, mille
projektsioonideks koordinaattelgedel on selle funktsiooni osatuletiste du/dx, du/dy,o0u/0z
vaartused selles punktis.

Definitsioon 3.27.

Gradiendiks nimetatakse vektorit

ou ou ou—

gradu=al +EI +£k

Gradienti tahistatakse ka V£ (x,y). Utleme, et piirkonnas D on maaratud gradiendi vektorvali.

Omadused.

1. Gradient on igas punktis risti pinna nivoojoontega.

2. Gradient on vektor, mis nditab pinna kiireima tdusu suunda, gradiendi vastandvektor nditab
kiireima languse suunda.

3. Gradiendiks oleva vektori pikkus néitab suurimat tdusu.

6=6.28

8=6.28 f fla)=5.93

1 a=(6.4,03) Duf(a) =225 u=(-1.00,0.08)  Diffa)=2.25 l

u=(-100,008)  Vi(a)=(-2.26,0.18)  IVa)i = 2.25 Uffa) = (-2.25,0.18)  [Vf(a)] =225

Allikas: http://mathinsight.org/applet/gradient directional derivative mountain

Teoreem 3.9.
Kui on antud skalaarne véli u = u(x, y, z) ja selle skalaarse vélja gradientvali

ou_, Ou_ OJu—

du=—U+—J +k,
Bradu =55t "9y’ Tz

siis tuletis du/as vektori s” suunas vordub vektori grad u projektsiooniga vektoril 5.

Ju _, d du = du

35— So gradu, prsgradu=_-. u grad u
Piltlikult saame esitada nii: vaatame sfaari, millele grad u on diameetriks. p
Rakendame vektori s* punktis M .

ou S
MP = |gradu|-cos¢p = MPza.

Omadused.

Tuletis antud punktis vektori s° suunas on maksimaalne siis, kui vektor s° on gradiendi-
suunaline, tuletise maksimaalne vaartus on |grad u]|.

Tuletis nivoopinna puutuja sihilise vektori suunas voérdub nulliga.
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3.12. KORGEMAT JARKU TAISDIFERENTSIAAL

Olgu meil funktsioon z = f(x, y). Mitme muutuja funktsiooni téisdiferentsiaali nimetatakse ka
esimeseks taisdiferentsiaaliks. Olgu funktsioonid f;, f, diferentseeruvad punktis M(x,y).

Jarelikult £y, fyx on pidevad ja £, = f,» . Esimest jarku taisdiferentsiaalil on kuju

_of(ey) L Af(xy)
dz = e dx+—ay dy,

kus dx ja dy vaatame kui konstantseid kordajaid. Suurus dz on kahe muutuja funktsioon.
Leiame tema taisdiferentsiaali

d(dz) = d(fidx + fydy) = (fidx + fydy)_dx + (fidx + fy'dy)’ dy =
= (fx’,’cdx +fy’,’cdy)dx + (f,é’,dx + f, dy)dy fexdx? + Zf dxdy +f
Saime valemi teist jarku taisdiferentsiaali jaoks
d(dz) = fydx* + 2f}, dxdy + f,dy*
Kolmandat jarku taisdiferentsiaali valem

aBZ 3 3 3

3, __ %43 2
d’z = dx> +3 dxdy+3a x3y? dxdy+

0’z
d9x3 0xZ2dy Y

ay3

3.13. TAYLORI VALEM MITME MUUTUJA
FUNKTSIOONIDE JAOKS

Taylori valem (ihe muutuja funktsiooni jaoks on kujul

f() f"() f(”)()

fG) = (x—a) + ..+

Olgu antud funktsioon

(x —a)" + Ry (x).

z=f(xy),

mis on méératud mingis piirkonnas S. Eeldame, et punkti M,(a, b) imbruses on funktsioonil
z pidevad osatuletised kuni jarguni n 4+ 1. Toome sisse abifunktsiooni

o) = f(x,y),

kus
x=a+tAx, y=b+tAy, 0<t<1.

Kui
t =0,siis My(a,b).

Kui t = 1, siis saame punkti M(a + Ax, b + Ay). Asendame (ihe muutuja Taylori valemisse
funktsiooni ¢(t) jaoks a = 0 korral:

¢'(0) "(0) w(”)( 0)
o) = 0(0) + t+ 2t

- > t"+R,.  (3.25)

Leiame tuletised
o) =f(x,y) = f(a+tAx, b + tAy),
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@' (8) = fixe + fyyi = fibx + fyAy = df (x,y),
0" (©) = (Fixt + fiye) i+ (Fixd + fyi) vi =
= fix(Dx)? + [, AxAy + fy AyAx + fyy, (Ay)? =
= fix(Ax)? + 2f5 AxAy + fy5,(Ay)? = d*f (x, ).
Analoogiliselt
9" (t) = A3 f(x,) .. @™(t)=d"f(x,y),
¢(0) = f(a,b), ¢'(0)=df(ab),
¢"(0) = d*f(a,b), ..., (0) = d"f(a,b).

Asendame vorrandisse (3.25) t = 1 korral

2 D)
f,y) = f(ab) +df(1a!'b) 4 f;?'b) P ACL)) };(!a'b) +R,,.

1
fCoy) = f(ab) + fi(a,b)Ax + fy(a, b)Ay + 3 fir(a,b) (Ax)* + fi (a, b)AxAy

1
+ Efy’j’,(a, b)(Ay)? + ...
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IV PTK. KORDSED INTEGRAALID

4.1. KAHEKORDNE INTEGRAAL

Olgu funktsioon f (x, y) médratud kinnises tdkestatud piirkonnas D. Olgu piirkond D jaotatud n
osapiirkonnaks D; pindaladega AS; ning olgu igas osapiirkonnas D; valitud punkt (x;, y;).

Moodustame summa 4
y
n
I, = Zf(xi: y)AS;. A4S;

i=1 Dy 5
Definitsioon 4.1.
Summat I,, nimetatakse funktsiooni f(x, y) integraalsummaks D
piirkonnas D.
Kui piirkonna igas punktis f(x,y) = 0, siis integraalsumma 0 X

kujutab selliste kdversilindrite ruumalade summat, mille pohjapindala on AS; ja kdrgus on
funktsiooni vaértus punktis (x;, y;) ehk f (x;, y;). Osapiirkondadeks jaotamine toimub suvalisel
viisil, see tahendab, et igal osapiirkonnal on erinev diameeter d;. Osapiirkonna diameeter on
selle piirkonna suurim punktide vaheline kaugus. Téhistame suurima osapiirkondade diameetri
tdhega

A = max(d;).

Definitsioon 4.2.

Funktsiooni f(x,y) kahekordseks integraaliks tle piirkonna D nimetatakse tema
integraalsumma piirvaartust, kui suurim osapiirkondade diameeter A — 0, kui see piirvaartus
eksisteerib ja ei sbltu piirkonna D osadeks jaotamise viisist ega punktide (x;, y;) valikust

n

[[reyras =1im> ryons:

D =1

Kui eksisteerib 10plik piirvaartus, siis funktsiooni nimetatakse integreeruvaks piirkonnas D.
Kui funktsioon f(x,y) on pidev kinnises piirkonnas, siis piirvaartus eksisteerib. Piirkonda D
nimetatakse integreeruvuspiirkonnaks.

Kdversilinder on ruumiline kujund, mis alt on piiratud N
piirkonnaga D, Ulalt pinnaga z = f(x, y) ja kulgedelt z z=f(x7y)
pustsilindrilise pinnaga.

Kahekordse integraali geomeetriline télgendus.
Kahekordne integraal funktsioonist f(x,y) = 0 lle
piirkonna D on vordne kdverjoonelise silindri ruumalaga,
kui silinder on pealt piiratud pinnaga z = f(x,y) ja

alt pinnaga D

0

V= g‘ f(x,y) dxdy.
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Integreerimispiirkonna D pindala avaldub valemiga

S:ff dxdy.
D

4.2. KAHEKORDSE INTEGRAALI OMADUSED JA
ARVUTAMINE

Kahekordse integraali omadused on analoogilised méaratud integraali omadustega.
1. Kui funktsioonid f(x,y) ja g(x, y) on integreeruvad piirkonnas D, siis on integreeruv ka
nende summa ja vahe.

[Jren £g@mias = || ey as+ [[ gy as
D D D

Toestus. Definitsiooni kohaselt kirjutame

J[1reey) £ gy 1as = tim D 1r6xu 30 £ gxuy0las: =

Kdoigepealt kasutame summa omadust, mille pdhjal moodustame summad mdlemast liikmest ja
hiljem piirvadrtuse omaduse pdhjal kirjutame piirvaartuse summast piirvaartuste summana
lahti.

n n n n
= /15_1)1(1) [z f(xi, y)AS; £ Z g(x;, y)AS; | = }11_%2 f(x;, ¥:)AS; £ }11_1}(1) Z g(x;, yAS; =
i=1 i=1 i=1 i=1

Selle tulemusena saime kahekordse integraali definitsiooni pdhjal kahe integraali summa (vahe)

=ﬂf(x,y) dSiﬂg(x,y) ds.

2. Konstantse kordaja v8ib tuua integraali margi ette

ﬂc-f(x,y) dSzcﬂf(x,y) ds.

Toestus on sarnane eelmisega.

3. Aditiivsus. Integreerimispiirkonda D vdib jaotada osadeks D; ja D,, millel pole Ghiseid

sisepunkte: D = D, U D,
fff(x,y) d5=fff(x,y) ds+ﬂf(x,y) s,

Toestus. Definitsiooni kohaselt ei tohi piirvaartus sbltuda osapiirkondadeks jaotamise viisist,
seega vOime valida Uiheks jaotuseks piirkondade D, ja D, Uhise rajajoone. Jaotades piirkonda D
edasi suvalisel viisil, tekivad piirkondade D; ja D, suvalised jaotused osapiirkondadeks.
Jaotame integraalsumma kaheks liidetavaks. Esimesse liidetavasse votame need korrutised, mis
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sisaldavad piirkonna D, osapiirkondi, ja teise liidetavasse need korrutised, mis sisaldavad
piirkonna D, osapiirkondi, tahistame need vastavalt

Z f(xi»}’i)ASi,z f(xi, y)AS;.
D; D,

Kui 4 on piirkonna D koigi osapiirkondade suurim diameeter, siis sellest, et A — 0 jareldub, et
ka piirkondade D, ja D, osapiirkondade suurimad diameetrid lahenevad nullile. Jarelikult, kui
vOtame vorduse

> FCuyons =) flayDASi+ Y O yDAS
D D4 D,
mdlemalt poolt piirvaértuse suurima diameetri lahenemisel nullile, saame omaduse vaite

lim " £Or, y)BS; = lim > FOo, y)AS: + lim > £(x,y)AS,
D D4 D,

fff(x,y) d5=ﬂf(x,y) dS—i—fff(x,y) ds.
Dy D,

D

4. Monotoonsus. Kui funktsioonid f (x, y) ja g(x, y) on integreeruvad piirkonnas D ja kehtib
f(x,y) < g(x,y)iga (x,y) € D korral, siis

[[reyas < [[ g as.

D D

Kahekordse integraali arvutamine lihtsamatel juhtudel taandub kahe maédratud integraali
arvutamisele.
Kui integreerimispiirkond on antud vorratustega

D={a<x<b@x)<y<¢@,(x)}

siis

b[ @22 Y Yy = @a(x)
[[ray azay=[| [ rey ay|ax
D a [p1(x)

Kdigepealt leiame sisemise integraali algfunktsiooni

@2(x) : |

Fo= | rendy, = |

@1 (%) : y_(pl(x) I

kus integreerimisel argumendi y jargi késitletakse 0 a b

argumenti x konstandina.

Edasi leiame saadud algfunktsioonist integraali argumendi x jargi
b

[ reey axay = [ Fa

D a
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>

KuiD={c<y<d ¢1(y) < x < @(y)}, siis v

92()

[ s as

»1(y)

d

i [ reey) axay= |

c

dy.

Kui integreerimispiirkond D on keerulisema kujuga,
kui Glaltoodud lihtsamatel juhtudel, siis jagatakse ¢
piirkond lihtsamateks osadeks

n
k=1

Integraal on sel juhul summa integraalidest tile osapiirkondade

f | rexy) dxdy - 3 | resy) axay.

k=1 Dy,
Naide 4.1. Arvutada
ff (4 — x? —y?) dxdy,
D

kus D on piiratud sirgetegax = 0,x =1,y =0,y = 3/2.

3

1

(4 —x%2 —y?) dxdy = (4—x2—y?)dyldx =
[ il

0 1]o0

0

f[6 )| -
- (3x-3%)

1 3§
yZ
= 4_2__
[|(s-5-%)
0

1

0

1
3
dx=f[<4-§—x2-
0

Naide 4.2. Leida xy-tasandil asetseva kujundi pindala, kui

kujund on piiratud joontega y = x jay = x2.

X 1 1

1

0.4]

=J-dxdy=f fdy dxzfyﬁzdx:f[x—xz]dx: oo
D 0

x2 0 0
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Naide 4.3. Vahetada integreerimisjarjekord integraalis

3 6-y
fdyf f(x,y)dx.
0 y

Integreerimispiirkond on maéaaratud jargmiselt: D ={(x,y):0<y<3,y<x<6-—y}.
Kanname joonisele vastavad sirged. Integreerimisjarjekorra muutmiseks on vaja esitada
argument x piirkonnas [a, b] ja argument y funktsioonina argumendist x. . ,
Jooniselt ndeme, et argument x muutub 18igus [0, 6] aga argumendi y \/

jaoks saame 0 < y < ¢(x), kusjuures

(x) = {x, 0<x<3 ‘ '
P =l6-x3<x<6 A =
0.5 : 6—:1‘
Seega peame integreerimispiirkonna jagama kaheks osaks sirgega x = 3 / e \ g
3 3 6 6—x I I 3

[ ay Bf_yf(x,y) d = [ dx f foyydy+ [ dx [ fenmdy,
y 0 0

0 0 3

4.3. MUUTUJA VAHETUS KAHEKORDSES
INTEGRAALIS

Kui funktsioonid x = x(u, v) jay = y(u, v) koos oma esimest jarku osatuletistega on mingis
uv-tasandi 18plikus kinnises piirkonnas D' pidevad ja maaravad iksiihese vastavuse piirkonna
D' ja xy-tasandi piirkonna D punktide vahel ning kui jakobiaan
dx O0x
J(u,v) = ou v o i (u,v) € D'
) ay ay ) ) .
Ny _ ou Jdv
Siis muutuja vahetuse valem on

j f(x,y) dxdy = H f(x(w,v), y(u,v))|J(u,v)| dudv.

D Dr

1
U ) -JEnl=1,  [Jwv)l= Tl

Naide 4.4. Leida kahekordne integraal funktsioonist

f(X,y) = (ZX +y— 2)2,
kui integreerimispiirkond on antud valemiga

D={(xy):-1<x-y<1-1<2x+y<2}

Arvutuste lihtsustamiseks teeme jargmise muutuja vahetuse
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u=x—-y,v=2x+y, (uv)€eD.
Integreerimispiirkond D' on ristkilik
D'={(u,v):—-1<u<1-1<v<2}
Jakobiaan on kujul

J(x,y) =

!
X

Uy Uy
!
Uy Uy

=, 7l=3
Jarelikult

1
J(u,v) 3

= o) =
Integreeritav funktsioon uutes muutujates on
QRx+y—2)2=@w-2)>
Oleme saanud kahekordse integraali
1 2 1

_fl _f(v— Z)Z%dvdu :%_fl@

2
1
du=—f9du=—(9u) = 6.
1 -1

4.4. KAHEKORDNE INTEGRAAL
POLAARKOORDINAATIDES

Polaarkoordinaatide kasutamine on digustatud siis, kui integreerimispiirkonnaks on ring voi
selle osa, samuti on teatud joonte (ellips, lemniskaat, kardioid, astroid jne) esitus
polaarkoordinaatides lihtsam kui ristkoordinaatides. Uleminekul polaarkoordinaatidele
kasutame seoseid

X = 0 COS @,
{y=Qsingo,

kus o on polaarraadius ja ¢ polaarnurk.
Muutuja vahetusele vastav jakobiaan on kujul

dx Ox
90 dp| _|cosg —esing . .
J(o, )| = dy dy|=lsing ocose = o cos? @ + psin? ¢ = p(cos? ¢ + sin? ).
do d¢
lJ(o, 0)| = 0.

. y |
ﬂ f(x,y)dxdy = y f (e cos g, 0sin ) ¢ dedg.

D

Kui piirkond A on antud vorratustega

A={(p,0):a < ¢ < f; 01(9) < 0 < 0,(p)}, siis
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BT 0200)

f f(o cos @, 0 sin @)o dodp = f f f(o cos @, 0 sin p)o do|do.
A a leoi(p)
Kui piirkond A on antud vorratustega A= {(¢,0):a < 0 < b; ¢,(0) < ¢ < @,(0)}, siis

¢ = @2(0)

e=»hb
e=a ? =100
0 0
b e200)
J f (o cos @,0sin p)o dodep = f f f (o cos @,0sin p)ode|do.
A a Lei(e)

Naide 4.5. Arvutada kahekordne integraal

f Vx2 4+ y2dx dy

D

1.5

uleminekuga polaarkoordinaatidele, kui integreerimispiirkond
D on antud vOrratustega

Dz{(x,y):OSysl; —J1—y2 SxS«/l—yz}.

Integreerimispiirkonnaks on pool ringi. Polaarkoordinaatides

-05

k- 1817

X = QCosQ,

y=psing
ja
x% + y? = p%cos?g + p%sin?¢p = 2.

Uueks integreerimispiirkonnaks on A= {(¢,0):0 <0 <1; 0 < ¢ < m}.

m] 1 m| 1
5
ff3vx2+y2dxdy=f fi/?@de d<p=f f@§d9 dg =
D 0 |O 0 |0

b1 §1 4
_J 03 p _de 3 " 3m
o [31], 0

o 8
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Naide 4.6. Arvutada kahekordne integraal
ff(xz + 2xy )dy dx
D

tleminekuga polaarkoordinaatidele, kui integreerimispiirkond D on antud vorratustega

={wyosx<spo<y<V1-x2}

Integreerimispiirkonnaks on veerand ringi. Polaarkoordinaatides
x% 4+ 2xy = 0%cos?p + 20%sing cosg.
Uueks integreerimispiirkonnaks on
A={(9,0):0<0<1;0< ¢ <m/2}.
Polaarkoordinaatides saame integraali arvutada jargmiselt

L

ff(xz + 2xy )dy dx = f ll-l- (02cos?p + 20?%sing cos@) d(pJI do =
D o |0

Y E

[z 1| 1
= f”g (cos?¢ + 2sing cos) d(pldQ ji 93 (1+cos 2¢) + sin 2(p) d(pidg =
0 lo 0[ J

|

1
fg“” (p+—sm2go)—zc052<p)
0

T
2

NE

[y

do =
0

1
1 1
do =—JQ3 ((p + =sin 2¢ —cosZgo)
. 2 2

0

1
[e(Z+2)ae-L (1)) -
0

Vaatame niilid polaarkoordinaatidele tileminekut
natuke keerukama integreerimispiirkonna jaoks. W T
Kui integreerimispiirkond asub valjaspool ringi
raadiusega
e=1 |

m+4
16

1
2

ja seespool kardiodi 0
0=1+cosgp

(Joonis), siis integreerimispiirkonna sisemine
polaarraadius on ringjoon raadiusega 1. Vélimine
raadius on aga antud seosega 1 + cos ¢,
kokkuvottes raadius muutub piirkonnas

1<0<1+cosep.

Polaarnurga jaoks vaatame piirkonna alumist punkti, kus nurk on vordne —m/2 ja Glemist
punkti, kus nurk on vérdne /2. Seega muutub polaarnurk piirkonnas
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Integreerimisrajad kahekordses integraalis on

E 1+cos ¢

qu)f f (e, p)eode.

Kui funktsioon f (g, ¢) = 1, siis kahekordne integraal annab integreerimispiirkonna pindala.

4.5. KAHEKORDSE INTEGRAALI RAKENDUSED

Tasandilise kujundi mass.

Olgu aine mass Am piirkonna D osapiirkonnas AS. See tdhendab, et piirkond D on kaetud mingi
ainega nii, et piirkonna iga osapiirkonna pindala AS jaoks tuleb teatud hulk Am seda ainet.
Suhet Am/AS nimetatakse aine keskmiseks pindtiheduseks (mass pindalatihiku kohta).
Osapiirkonna suuruse véahendamisel punktiks piirvaartuse kaudu, saame defineerida aine
pindtiheduse.

Aine pindtihedus punktis P(x, y) on piirvaartus keskmisest pindtihedusest

lim m
AS— oAS = 0(x,).

Olgu tasandilise kujundi pindtihedus antud pideva funktsiooniga o(x,y), kus (x,y) € D.
Tasandilise kujundi D mass avaldub siis kahekordse integraalina tle piirkonna D:

mp = f f o(x,y) dxdy.
D

Naide 4.7. Mé&éarata immarguse plaadi mass, kui plaadi raadius on 4 ja aine pindtihedus plaadi
igas punktis on vordne selle punkti kaugusega plaadi keskpunktist.

Pindtihedus kauguse kaudu ja integreerimispiirkond avalduvad jargmiselt

o(x,y) =x2+y2,D = {(x,y):x* + y* < 4%}

Kuna tegemist on ringjoonega, siis laheme (le polaarkoordinaatidele. Polaarraadiust tahistame
tahega r, et pindtihedusega mitte segi ajada. Integreerimispiirkond polaarkoordinaatides

D={(r¢):0<r<4,0<¢ < 2n},
pindtihedus avaldub polaarkoordinaatides jargmiselt

o(x,y) =\/r2 cos?@ +1r?sin2¢ =r, J(r, @) =r.

Seega plaadi mass on
2w 4

m = Hg(xy)dxdy ffr drde = f

Tasandilise kujundi inertsimoment. Masspunkti M inertsimoment punkti 0 suhtes I, = mr?2,
kus m on mass ja r punktide 0 ja M vaheline kaugus.

f6 _ 2”_128
3 4= R
0
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Inertsimoment koordinaattelgede ja koordinaatide alguspunkti suhtes homogeense piirkonna
jaoks, kus pindtihedus on koikjal 1, avaldub jargmiste valemitega:

Ixszyzdxdy; Iy=ffx2dxdy;
D D

L=L+1I,= Jf(xz + y?) dxdy.
D
Mittehomogeense materjali korral tuleb korrutada vastav avaldis pindtihedusega

I, = f f o(x,y)y*dxdy; I, = ﬂ o(x,y)x? dxdy,
D D

Iy = ff 0(x,y)(x* + y?) dxdy.
D

Naide 4.8. Arvutada joontega y? =1-—x,x =0,y =0 piiratud tasandilise kujundi
inertsimoment y telje suhtes, kui pindtihedus igas punktis vordub selle punkti ordinaadiga y.

1 N1-x 1 =% 1
x2y? 1
L, = ﬂyx2 dxdy=j j yx2dy dx=j > dx=§fx2(1—x)dx=
D 0 0 0 0 0
(2 x* 1_1(1 1)_1
“2\3 4 0_2 3 4/ 24

Tasandilise kujundi massikese. Kui tasandilise kujundi D pindtihedus on o(x,y), siis
tasandilise kujundi massikeskme (x., y.) koordinaadid saab arvutada valemitest

1
Xp = m—D ffx o(x,y)dxdy
D

kyc = LD ﬂyg(x,y) dxdy
D

m
Avaldisi

My= || xeyydxdy, M= || yoty)dxdy
D D

nimetatakse tasandilise kujundi staatilisteks momentideks vastavalt y ja x telje suhtes.
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4.6. KOLMEKORDNE INTEGRAAL

Olgu ruumis antud mingi piirkond V', mis on piiratud Kinnise pinnaga S. Oletame, et selles
piirkonnas V ja pinnal S on defineeritud mingi pidev funktsioon f(x,y, z). Olgu piirkond V
jaotatud n osapiirkonnaks V; ruumaladega AV;. Valime igas osapiirkonnas mingi punkti P; ja
tahistame f (P;) funktsiooni f véartust selles punktis. Moodustame integraalsumma

Zn:f (P;) AV;.

Suurendame osapiirkondade arvu nii, et nende suurim 1abimd6t 1aheneks nullile. Tahistame
suurima osapiirkondade 1&bimdddu

A = max(d;).
Definitsioon 4.3.

Piirvaartust, mis ei sdltu piirkonna V jaotusviisist ja punktide P; valikust, nimetatakse
kolmekordseks integraaliks

[ s i - [ rer - g s
14 v =1

z=19,(x,y)

/ “Nz=yi ()
\/

Kui integreerimispiirkond V on alt piiratud pinnaga

z =YP1(x,y)
ja Glalt pinnaga
z =1Y(x,y),
kusjuures nendel pindadel on z-teljega paralleelsete sirgetega ainult iks ihine punkt, ja kui

piirkonna V projektsioon xy-tasandil rahuldab kahekordse integraali integreerimispiirkonna
koiki tingimusi, kusjuures

a<x<b  @:(x)<y<p,(x),
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siis on kolmekordne integraal avaldatav kujul

b[ 20T Y2(xy)

jj f(x,y,2) dxdydz=j j j f(x,y,z)dz|dy|dx.
v

a le1(x) LY1(xy)

Kolmekordse integraali arvutamiseks vaadeldakse algul muutujaid x ja y konstantidena ja

avaldatakse madratud integraal integreerimismuutuja z jargi, siis arvutatakse kahekordne
integraal.

Yo (x,y) p[ ¢2(x)
f f(x,y,2)dz = F(x,y); J [ J F(x,y)dy|dx.
P1(xy) a Lei(x)

Kui kahekordse integraali korral on véimalik kasutada kahte erinevat integreerimisjarjekorda,
siis kolmekordse integraali korral on erinevaid integreerimisjarjekordi 6.

Naide 4.9. Arvutada jargmine kolmekordne integraal
2[Vvx[z 1 1
JU |f ycos(z+x)dz|dy|dx.
°fo e I ]

Arvutamist alustame kdige sisemisest integraalist, saadud tulemuse viime keskmise integraali
alla ja 16puks keskmise integraali vaartuse integreerime esimese integraali sees argumendi x
jargi.

e

L
—x 12

y cos(z + x)dz = y sin (z + x)

o N

= y(1 — sin x).

0
Vx

v 2
J y-(1—-sinx)dy = (1—sinx)J ydy = (1—sinx)y7
0 0

Vx

X
=2 (1 - sinx).
0 2( sin x)

s T s
2 2 2
X 1 1
5 (1 —sinx)dx = > (x — x sinx)dx = Ek xdx — | x sin xdx) =
0 0

0 0
1 (x?
E T—XCOSX

ST

N— —

ositi
T
n 2
2

1 [x? _
+fcosxdx =3 7—(—xcosx+smx)
0

I

0




Naide 4.10. Leida integraal

ﬂf 3 gxdyd
1—x—y X ay ez,
174

kui piirkond V on piiratud tasanditega

x=0y=0z=0x+y+z=1;, x,y,z=0.

Leiame vajalikud rajad antud tasandite vGrranditest.

\\ylk
z=0, z=1-x—-y. N
—x— DN =1-—x
o 3x 3x 1=x=y \\y\
P :
l—x—-y l=-x-y |, <
0 0 1 \\
1—x 1-x 1 1
3x? 1
f3xdy=3xy =3x(1 —x) = 3(x —x?), fS(x—xz) dx = T—x3 =5

0 0

0 0

Kolmekordse integraali omadused on analoogilised kahekordse integraali omadustega.
1. Kui funktsioonid f(x,y, z) ja g(x,y, z) on integreeruvad piirkonnas V, siis on integreeruv
ka nende summa ja vahe.

[[Jrwrngwyniw = || reyn v [ guy.n av.
\%4 %4 |4

2. Konstantse kordaja voib tuua integraali mérgi ette

([ remnar=c [[[ remy. av.
v 14

3. Integreerimispiirkonda V vGib jaotada osadeks V; ja V,, millel pole thiseid sisepunkte:

V=V UV,
Jﬂfﬁﬂjﬁw=1Hfmy@dv+ﬂfﬂ%%@du
% A i

4.7. MUUTUJATE VAHETUS KOLMEKORDSES
INTEGRAALIS

Vaatame teisendust
x =x(u,v,w)
y=yu,v,w), (w,v,w) eV,
z=z(u,v,w)

mis teisendab uvw-ruumis asetseva kinnise piirkonna V' xyz-ruumis asetsevaks piirkonnaks V.
Kui teisendus on uksthene ja kui funktsioonidel x, y ja z on olemas esimest jarku osatuletised
piirkonnas V' ning kui teisenduse jakobiaan
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Xy Xy o Xy
Jwv,w) =y Y Yu|#0kui (w,v,w)eV’,

Zy Zy  Zu

siis muutujate vahetuse valem on kujul
fff f(x,y,z)dxdy dz = ﬂ:f fx(u,v,w),y(u,v,w), z(u, v, w))|J(u,v,w)| du dv dw.
%4 Vr

Kuna jakobiaani ja poordteisenduse jakobiaani korrutis on 1, saame leida teisenduse jakobiaani
poordteisenduse jakobiaani kaudu
Uy Uy Uy 1
J,y,z2) = vy v

= )
u,v,w
W% Wé Mé ]( » Uy )

/=yt

Naide 4.11. Leida ellipsoidi ruumala.

Ellipsoidi valem on

xZ yZ ZZ
E + ﬁ + C_Z = 1.
Ruumala arvutamiseks teeme jargmise muutujate vahetuse
X
x = au, u=-, u € [—-1,1],
a
y
y = bv, U=E, veE[-1,1],
VA
Z=cw, WZE, weE[-1,1]
Muutujate vahetuse jakobiaan on
Xy Xy Xw| |a 0 O
Jwv,w)= |y ¥ Yw|[=|[0 b O0|=abc.
Zy,  Zy  Zy 0 0 ¢

Ellipsoidi vOrrand uutes muutujates on

u+vi+wi=1
ja ruumala arvutamise valem

1 1 1 1

1 1 1
Jdu Jdv Jabcdw= fdu fabc(w)llldvz Jdu jZabc dv =
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
1

= fZabc(v)Illdu =4abc(u)|l, = 8abc.
-1
Thupilised asendused praktikas on dleminek silinderkoordinaatidele, elliptilistele

silinderkoordinaatidele, sfaérkoordinaatidele, ellipsoidkoordinaatidele ja Uldistele ellipsoid-
koordinaatidele. Tutvume neist kahe tahtsamaga.
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SILINDRILISED KOORDINAADID

Silindrilistele koordinaatidele tleminek on pd&hjendatud, kui integreerimispiirkonnaks on
silinder voi silindri osa. Lisaks polaarkoordinaatidele on antud kdrgus h. Tegemist on muutuja
vahetusega kujul

X=pcCosgQ, z
{ y=psing,
) ) ) z=h. °

Teisenduse jakobiaan on

Xo Xg Xp cosp —psing 0 h
Jo,o,h) = Yo Yo Yn|=|sing ocose 0f=

! 4 ! 0 O 1
Zy Zy Zp 0 -
=pcos? @ +psin® g = p. $_~8

X
ff f(x,y,z)dxdydz=ff f(ocosq,osing,h) odo de dh.
v A

0 = 0,, |

Z -
| . rand z vary
/

)
(Zo

W

=20

rand 0 vary
/

~y

- r=a,
6 and z vary

r=5 8=13.14 z=4

Allikad: http://mathinsight.org/applet/cylindrical coordinates Thomas’ Calculus

SFAARILISED KOORDINAADID

Sfaarilisi koordinaate kasutatakse siis, kui integreerimispiirkond on sfaér voi selle osa. Uuteks
muutujateks votame nurga z-telje suhtes, mille tahistame kreeka tdhega 8 ning punkti kauguse
koordinaatide alguspunktist tdhistame o. Muutuja vahetus on jargmisel kujul

X = pcos ¢ sinf,
y = psin¢ sinf,
Z = pcosf.
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z
r =psinf Y
L P
r
e
0

0 r=opsin6 e 0 g

® =0 y X

/x

Muutuja vahetuse jakobiaan

Xo Xg Xy
](Qler(p): yQ, yé y(;l =

! ! !
Zy Zg Zg

cos@sind pcospcosf —psin@sinf
singsinf psingcosf pcosesind |
cosf —p sinf 0

|J| = 0?sin®.
U f(x,y,z)dxdydz=ﬂ f(ocos@sin@,psingsin,pcos) p?sinf do do db.
% A

Uus nurk muutub vahemikus 0 < 8 < m (keskmine joonis).

Z

74 % ‘y

p=549 =245 ®=067 $=077 p=3

Allikas: http://mathinsight.org/spherical_coordinates (tahistused: ¢ = 6,0 = @)

Kui koik eelnevad joonised kokku votta, saab koik sfaérilised koordinaadid kujutada uhel
joonisel.

¢ = by
pand 0 vary

d N
e/ Pla, by, Op)

, Allikas: Thomas’ Calculus
o=ta (tahistused: ¢ = 6,0 = @)
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Naide 4.12. Leida integraal sfadriliste koordinaatide kaudu

fffxzdxdydz,xz +y24+2z2=1,x=0,y=0,z=0.

14
Integreeritav funktsioon sfaarilistes koordinaatides on

xz = p*cosgsinfcos®,  J(o,9,0) =ncinA
Kuna
x% +y?% + 2% = 02,

siis integreerimispiirkonna vorrandiks saame g2 = 1.

Integreerimispiirkond sfaarilistes koordinaatides on seega

T T
0<p<=,060<—-,0<5p<1

2’ T T2
Arvutame kolmekordse integraali uues piirkonnas
TL' s s
2 1 2 2 1 L
_ sin3 0 |2
fcosgod j *do jsm29c050d0=jcos<pd<pjg4 3 do =
0 0 0 0 0
n
f cos @ dop = I
0

4.8. KOLMEKORDSE INTEGRAALI RAKENDUSED

1. Keha mass.

Kui eeldada, et piirkonnas E on f(x,y,z) = 0, siis vdime seda funktsiooni tdlgendada aine
tihedusena o punktis (x,y,z) € E. Siis Uhe punkti P; fikseerimine osapiirkonnas E; ruumalaga
AV; tdhendab seda, et kogu osapiirkonnas on aine tihedus loetud konstantseks ehk vordseks aine
tinedusega selles valjavalitud punktis. Sellisel juhul korrutis f(P;)AV; on tihedus korda
osapiirkonna ruumala ehk ligikaudu osapiirkonna mass. Ligikaudu sellepérast, et osapiirkonnas
muutuv tihedus on loetud konstantseks. Integraalsumma tahendab sellisel juhul ligikaudu kogu
piirkonna E massi. Piirprotsess A — 0 tdhendab seda, et kdikide osapiirkondade diameetrid
kahanevad. Jérelikult hakkab aine tihedus hes suvaliselt valjavalitud punktis Uha tdpsemalt
iseloomustama tihedust kogu osapiirkonnas. T6lgendades integreeritavat funktsiooni f (x, y, z)
aine tihedusena, tdhendab kolmekordne integraal piirkonna E massi. Olgu jaiga keha E ruumala
V ja aine tihedus kehas muutuv ehk o = o(x, v, z), kus (x,y, z) € E. LGpmata véikse ruumala
dV korral loeme tiheduse konstantseks ja mass dm = o(x,y, z)dV ja jérelikult

n
mg = lli_r)r(l)z o(x;,yi,z) AV; = ﬂj o(x,y,z)dxdydz.
i=1 E

2. Piirkonna E ruumala.

Kui piirkond E on tdidetud ainega, mille tihedus igas punktis o(x,y,z) = 1, siis piirkonna E
mass ja ruumala on arvuliselt vordsed, seega piirkonna E ruumala on arvutatav jargmise
kolmekordse integraali abil
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Vg = ff dxdydz.
E

3. Massikeskme koordinaadid ja inertsimoment.

Materiaalse keha E massikeskme C = (x., y., z.) koordinaadid avalduvad jargmiselt

1 1

e = fﬂ x o(x,y,z) dxdydz; y. = —jff y o(x,y,7) dxdydz;
mg mg

E E

1
Z, = —fff zo(x,y,z)dxdydz,
mg
E

kus mg on keha mass.

Naide 4.13. Leida massikese kehale, mis on homogeensest materjalist tihedusega ¢ = const.

Keha on alt piiratud ringjoonega
x2+y?<4
ja Ulevalt piirab keha paraboloid
z=4-x*—y?%

Rajad:
0<z<4-—x%-—y?
siis
—2<x<2
ja
y=+V4—x2,

Et tegemist on summeetrilise kujundiga x telje suhtes,
on massikeskme koordinaadid
X =Y. =0.

4—x?—-y?

mEzgff dxdydz=gffdxdy f dz =
E D

0

=0ﬂ(4—x2—y2)dxdy=

*

Edasi on mdistlik Gle minna polaarkoordinaatidele, sest integreerimispiirkond on ring.

Ringjoone puhul

0<ep<2mjad<r<2.

Siis

4—x2—y?=4—-(x2+y?)=4—12

ja
Jr,p)=r.

2T 2 2T

0 0 0

98

21

Qf d(pf(4—r2)rdr:gf <4Trz—§>2d<p=gf<8—%>d<p:
0

0



21
= Qf 4dp =40(p)|§™ = 8om.
0

Niud arvutame massikeskme koordinaadi z. tileminekuga polaarkoordinaatidele.

4—x2-y?z
1 1
= — = — __ _ 22)2 —
Zc—mE fﬂzgdxdydz 8o gf dxdy J zdz ff(4 x? —y?)2dxdy =
0
1 2T 2
fd<pf(4 0%)%odo = n] d<p]169 803+ 0°do =
0 0
1 1602 8 T 64
B 0 o* o _
_16nf<2 + 6 ) f32 et )d"’
0 0
2T
f 2 164 4
3 ¥ TTen3 T T3
0

Saime keha massikeskme koordinaatidega

C—<004)
- :13-

Materiaalse piirkonna inertsimoment koordinaattelgede ja koordinaatide alguspunkti suhtes
avaldub

b= M(yz +2°) o(x,y,2) dxdydz; I, = W(xz +22) o(x,y, 7) dxdydz;
E E

I, = ﬂ (x? +y*) o(x,y,z) dxdydz; I, = ﬂ (% +y2 + 22) 0(x, y, 2) dxdydz.
E E

Naide 4.14. Avaldada materiaalse piirkonna R inertsi-
moment z-telje suhtes, kui piirkonda tditev aine on
tihedusega § ja piirkond R asub sfé&éri

x% 4+ y% + 7% = 4a?
sees ning valjaspool silindrit
(joonis).

Inertsimoment z-telje suhtes piirkonnas R on x

I = gf(xz +y2)5dv.

Teeme muutujate vahetuse, minnes le silindrilistele koordinaatidele

X =Q0COSQ,
{y= esing, j(o,¢) = o.
z=h,
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Sfaéri ja silindri vorrandid silindrilistes koordinaatides on
h? = 4a? — 02, 0% =

Integreerimipiirkonnaks saame

:{(Q,<P»h)iaSQS2a, 0<¢ <2m, OShS\MaZ—QZ},

seetdttu saame inertsimomenti avaldise kujul
4q2— 92

21
I—ff (x? +y2)6dxdydz—26j d(deQ f oo dh.
0 a 0
Integreerime kdigepealt muutuja h jargi, saame
2T 2a 21 2a
I= 25f d(pf ((g3h)|g4“2‘92)d9 = zaf dq)f (o*/4aZ = ¢?) do =
0 a 0 a

Muutuja g jargi integreerimiseks teeme muutuja vahetuse

du
u = 4a’® — 0%, 0?2 =4a? —u,du = —2pdo, — — = odo.

2
Uued rajad on
0 =a,u=3a? o=2au=0.
3 1 5/°
—25] do f——(4a —u)\/_du—Z(SJ —2a? —u2+5u2 do =
3a?

3a?

27
4 3 1 5 11 22 44
= 26j (a2§(3a2)5 - §(3a2)5> do = 26a5\/§f ?dgo = ?\/§6a52n = ?\/§5a57'[.
0

0
4.9. ESIMEST LIIKI JOONINTEGRAAL
Olgu antud funktsioon u = f(x,y,z), mis on maératud kaarel AB. Jaotame kaare AB n

elementaarkaareks A;_44;, i = 1,...,n; Ay = A,A, = B.Olgu As; kaare Aj,_, A pikkus.
Valime igal kaaretiikil vabalt punkti M;(x;, y;, z;). Funktsiooni integraalsummaks piki joont

AB nimetatakse summat . [
n
u=7xvy,z
Zf(xi»J’i;Zi)ASi- _ M; [(&.y,2)
= A=A, \/
=
Olgu suurim elementaarkaarte pikkustest A = max As;. \/
Leiame piirvéértuse maksimaalse elementaarkaare l&henemisel
nullile.
0 y
X
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Definitsioon 4.4.
Kui piirvaartus eksisteerib ja ei s6ltu joone AB osadeks jaotamise viisist ja punktide M; valikust,
siis nimetatakse seda esimest liiki joonintegraaliks Ule kaare AB funktsioonist u

n
ff(x, y,z)ds = ai_{l(}z f(xi,yi,z;)As;.
AB =1

Kui on tegemist pideva funktsiooniga f(x,y, z), siis piirvéaartus eksisteerib. Integreerimisteed
AB margitakse ka the tdhega L. Joon AB vdib olla ka kinnine, siis A = B.

Joonintegraali omadused:
1. Joonintegraal ei s6ltu integreerimissuunast:

ff(X;J’»Z) ds = ff(x,y,z) ds.
AB BA

2. Kui funktsioonid f(x,y, z) ja g(x,y, z) on integreeruvad joonel AB, siis on integreeruv ka
nende summa ja vahe

f[f(x,y,Z) +9(x,y,2)]ds = jf(x.y,Z) ds + Jg(x.y,Z) ds.

AB AB AB

3. Konstantse kordaja voib tuua integraali margi ette

fcf(x,y,z)ds=c Jf(x,y,z)ds.
AB

AB

4. Kui AB koosneb kaartest AC ja CB ja funktsioon f (x, y, z) on integreeruv joonel AB, siis
ff(x,y,z)ds = ff(x,y,z)ds+ ff(x,y,z)ds.
AB AC CB

Joonintegraali arvutamine.

Kui joon on esitatud parameetriliste vorranditega, siis kaare pikkuse diferentsiaal avaldub

5= @)+ (@) + (&) @
= \ae dt dt '

Joonintegraali saame Kirjutada méératud integraalina ile parameetri t.

a) Olgu ruumiline kbver AB esitatud parameetriliste vorranditega

x=x(t), J’:J’(t), Z=Z(t)’ Az(x'ylz)|t=a' Bz(ny'Z)|t=,B' aStSﬂ'

A 2 2 2
Jf(x,y,Z) ds = Jf(x(t),y(t),z(t))\/(%) +<%) +(%) dt.

b) Tasandiline kdver. Kui joon AB asub xy tasandil, siis funktsioon f(x, y) on avaldatav
parameetrilise vOrranditega

x=x@), y=y®, 2z2=0, A=))l=a» B=@xY=p, a<t=<p,
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2

ﬁ 2
A£ F(x,y,2) ds = &f F(x(0),y(®) J(%) +(%) dt.

Naide 4.15. Leida joonintegraal jargmistel tingimustel:

fxzyds, AB:x* +y?* =4,y > 0.
AB
Tegemist on ringjoone Ulemise o0saga, raadiusega 2, mille parameetrilised vorrandid on:

x(t) = 2cost, y(t) = 2sint, te[0,m] x'(t)=-2sint, y'(t) = 2 cos t,

2 Vi

A 2
ff(x(t),y(t))\](%) + (%) dt = f 4cos?t - 2sin ty/ (=2 sin t)2 + (2 cos t)2dt =
a 0

A 71'
= f 8cos?t sin t,/4( sin? t + cos2t)dt = f 16cos?t sin tdt =
0 0

1
wBIt 32
= f—16 widt = —16—| =22
3 3
-1 -1

c¢) Tasandiline kdver. Kui tasandiline kdver AB esitatud vorrandiga

2

b
d
y=y@. asxsbh [f@yds=[rlyw) [1+(3F) ax
AB p

Naide 4.16. Leida joonintegraal

fxy2 ds, AB:y =2x,A=(0,0),B =(24), y()=2x, y'(x) = 2,x € [0,2].
AB

2 2 2

4

X
f fGy)ds = f (20T T Pz = 43 f dx = wEL]| = 16V,
AB 0 0

0

d) Tasandiline kdver. Kui tasandiline kdver AB esitatud vdrrandiga

a 2
x=x0), csysd, [r@yds=[raom |(G) +1e.

e) Tasandiline kdver polaarkoordinaatides. Kui tasandiline kdver AB esitatud vorrandiga

B
r =1(p), a<@p<p, Jf(x,y) ds = ff(r cos @,rsin@)\r? + r'2de.
AB a
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JOONINTEGRAALI RAKENDUSED

1. Kdvera mass ja massikeskme koordinaadid. On antud ruumiline kdver AB, millel aine
tihedus on jaotunud funktsiooni p = p(x, v, z) jargi. Siis materiaalse kaare mass avaldub

m = fp(x,y,z) ds.
AB

Massikeskme C = (x,, y,, z.) koordinaadid avalduvad massi kaudu jargmiselt:

1
X, = — fxp(x,y,z) ds,
AB
1
Ye =— fyp(x,y,Z) ds,
AB

1
Ze=— fzp(x,y,z) ds.
AB

2. Muutuva jou t66. Kui punkt P liigub piki ruumilist joont punktist A punkti B. Punktile P
rakendatud joud, mis punkti P liikumisel muutub nii suuruse kui sihi poolest
F =P(x,y,2)0 +0Q(xy 2] +R(xv,2)k.
T66, mida teeb joud punkti P liikumisel piki joont, avaldub jargmiselt

W = f(P(x,y, z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz).
AB

3. Joone kaare pikkus. Kui ruumis on antud sile joon AB, siis tema pikkus avaldub valemiga

lAB = fds
AB

4. Silinderpinna pindala. Olgu funktsioon f(x,y) = 0 pidev xy tasandil asetseval siledal
joonel AB. Vaatame vertikaalset silinderpinda ABCD, mille alumine serv on joon AB ja
ulemine serv on funktsiooni f graafik z = f(x,y). Pinna ABCD pindala S,z.p avaldub
valemiga

Sapcp = ff(x,y)ds.
AB

Saadud valem annab esimest liiki joonintegraali geomeetrilise tdhenduse.

Z

D
z=f(x,y)

g
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4.10. TEIST LIIKI JOONINTEGRAAL?™*

Olgu antud funktsioon u = f(x,y,z), mis on maaratud kaarel AB. Jaotame kaare AB n
elementaarkaareks A;_14;, i = 1,...,n; A, = A,A, = B. Olgu As; kaare A;_, A pikkus.
Valime igal kaaretukil vabalt punkti M;(x;, y;, z;). Tahistame osakaare A;_;A; projektsioonid
koordinaattelgedele:

Ax; =x; —x;—1, Ay; = ¥i — Vi1 Jadz; = z; — 2.

Moodustame integraalsummad

n Zlk

Zlf(xi;yi;zi)AXi; w=fxy,2)

B A= AO et

n / Mi

Zf(xiﬂyiizi)Ayi; \

i=1

C >
Zf(xilyiyzi)AZi. 0 Yi-1 Vi y

H
1l
oy

X
Definitsioon 4.5.

Kui integraalsumma piirvaartus eksisteerib ja ei s6ltu joone AB osadeks jaotamise viisist ja
punktide M; valikust, siis nimetatakse seda piirvdartust funktsiooni f teist liiki
joonintegraaliks tle kaare AB projektsioonide jargi x teljele

n
ff(x, y,z)dx = lim Zf(xi, Vi, Z;)Ax;.
AB i=1

max Ax;—0

Samal viisil saab defineerida teist liiki joonintegraalid projektsioonide jargi y ja z teljele:

n
Jf(x'yrz) dy = lim OZf(xi'yi'Zi)AyiJ
i=1

max Ay;—
AB

n
ff(x, y,z)dz = lim_}oz f(xi,yi,z)Az;.
AB i=1

max Az;

Definitsioon 4.6.
Olgu joonel AB defineeritud kolm funktsiooni: p = P(x,v,z),q = Q(x,y,z) jar = R(x,y, z),
siis funktsiooni f teist liiki joonintegraaliks (le kaare AB nimetatakse integraali

JP(x,y,z) dx + fQ(x,y,z) dy + fR(x,y,z) dz =
AB

AB AB

= J P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz.
AB

Teist liiki joonintegraali omadused:

1. Teist liiki joonintegraal sdltub integreerimissuunast:
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dex+Qdy+Rdz=— dex+Qdy+Rdz.

AB BA

2. Kui funktsioonid P; (x,y, z) ja P,(x,y, z) on integreeruvad joonel AB, siis on integreeruv
ka nende summa ja vahe

f[Pl(x, y,z) + P,(x,y,z)] dx = fPl(x, y,z)dx + fPZ (x,y,z) dx.

AB AB AB

3. Konstantse kordaja v6ib tuua integraali margi ette

ch(x,y,Z) dx =c fP(x,y,z) dx.
AB AB

4. Kui AB koosneb kaartest AC ja CB, siis teist liiki joonintegraal avaldub

dex+Qdy+RdZ= dex+Qdy+Rdz+ dex+Qdy+Rdz.
AB AC CB

Teist liiki joonintegraali arvutamine.
a) Olgu ruumiline kdver AB esitatud parameetriliste vorranditega

x=x(t), y=y@), z=2z(),
A = (x,y,z)|t=a, B = (x'y'z)|t=ﬁr a S t S B'

B
[ray.nax = [ ra@.y@20) @
AB a

B
[raynay=[ 1@y 0y ©a
AB a

B
j f(x,y,2) dz = j F(x (0, y(©), 2(0)7 ) dt,
AB a

fP(x, y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,2z)dz =
AB

B
= j {P(x(©),y(®),z()x'(©) + Q(x(®), y(®), 2() )y’ () + R(x(1), y(1), z(£))z' () }dt.

b) Tasandiline kdver. Kui joon AB asub xy tasandil, siis funktsioon f (x, y) on avaldatav
parameetrilise vorranditega

x=x(), y=y@®), z=0,
Az(xfy)|t=a' Bz(x’y)|t=ﬁ’ aStSﬁ,
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B
f F(x,y)dx = f £(x(0), y(©)x'(0) dt,
AB a

B
[r@nay = [ raoyoy@a
AB a

c) Tasandiline kdver. Kui tasandiline kbver AB esitatud vorrandiga

b
y=y(x), a<x<bh, Jf(x, y)dx = Jf(x,y(x))dx.
AB a

d) Tasandiline kdver. Kui tasandiline kdver AB esitatud vGrrandiga

d
x=x(y), c<y<d f fy)dx = f F ), )dy.
AB c

e) Tasandiline kdver polaarkoordinaatides. Kui tasandiline kdver AB esitatud vorrandiga

r=1r(p), a<@<=<Pp,
B

jf(x,y)dx=ff(rcos<p,rsingo)(r’cos<p—rsingo)d(p,
AB a

B
]f(x,y)dy=jf(rcos<p,rsin<p)(r’cos<p+rsin(p)d<p.
AB a

Kui kinnine joon AB asub xy-tasandil, on tegu integraaliga

J P(x,y)dx + Q(x,y)dy,

AB

siis loetakse integreerimistee positiivseks suunaks sellist suunda, et z-telje poolt vaadatuna
jaadb joone poolt piiratud ala vasakule (joon labitakse vastupdeva, kellaosuti liikumise
vastassuunas).

Teist liiki joonintegraali rakendused.

1. Tasandilise kujundi pindala arvutamine. Olgu xy-tasandil asetseva kujundi D rajajoon I’
takiti sile. Siis kujundi D pindala S, avaldub valemitega

Sp :fxdy,
L

SDz—fydx,
L

1
SD=Efxdy—ydx.
L
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2. Muutuva jou t66 arvutamine. Liikugu materiaalne punkt massiga m mdodda joont AB
punktist 4 punkti B jou F = (P, Q,R) toimel, kus P(x,v,2),Q(x,y,z) ja R(x,y,z) on
pidevad funktsioonid joonel AB. Siis jou F t66 W on arvutatav valemiga

W=m f P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz.

Greeni valem. Eksisteerigu pidevatel kahe muutuja funktsioonidel p = P(x,y) jaq = Q(x,y)
pidevad osatuletised
0P 0Q

ay’ox

tokestatud kinnises piirkonnas D, mille rajajoon I' on tikiti sile. Siis

(21
ff dx dy = J-de+ Qady.

4.11. PINDINTEGRAAL*
Olgu funktsioon F(x,y,z) pidev sileda pinna z = z(x,y) mingi tiki D punktides. Jaotame
pinnatlki n osapiirkonnaks D; diameetriga d; ja pindalaga AS; ning valime igas osapiirkonnas

punkti (x;, y;, ).
Tahistame suurima diameetri osapiirkondadel

A = maxd;.

Definitsioon 4.7.
Pindintegraal pindala jargi tle pinnatuki D defineeritakse jargmiselt

n
ﬂ F(x,y,z)dS = lim z F(xi, yi, z1)AS;.
D i=1

Pindintegraali saab teisendada kahekordseks integraaliks, asendades z = z(x,y) ning vottes

y

Integreerimispinnaks tuleb pinna D projektsioon xy tasapinnale D, . Saame

UF(x y,z)dS = UF(x y, z(x, y))\/1+( ) +<;I}Z]) dxdy.

Dy

Pindintegraal projektsiooni jargi on defineeritud l&bi osapiirkonna D; projektsiooni xy
tasapinnale, mille pindala on AS;

n
ff F(x,y,z)dxdy = %irré Z F(x;,y;,2;)AS;.
D i=1

K&rgem matemaatika 11, Ella Puman 107



Pindintegraali projektsiooni jérgi saab teisendada kahekordseks integraaliks le pinna D
projektsiooni D,

ff F(x,y,z) dxdy = ff F(x,y,2z(x,y)) dxdy.

Dyy

Analoogiliselt defineeritakse pindintegraalid projektsiooni jargi xz ja yz tasanditele.

ff F(x,y,z)dxdy = ff F(x,y(x,2),z)dxdz,

ﬂ. F(x,y,z)dxdy = ff F(x(y,z),y,z)dydz.
D

Dy
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V PTK HARILIKUD
DIFERENTSIAALVORRANDID

5.1. SISSEJUHATUS

Tehniliste Ulesannete matemaatiline analuitis koosneb kolmest etapist:
ulesande tingimuste esitamine matemaatika keeles,

matemaatilise tlesande lahendamine,

saadud tulemuste t6lgendamine.

Oletame, et funktsioon y = f(x) Kirjeldab mingi néhtuse kvantitatiivset kiilge. Sageli ei ole
néhtuse vaatlemisel voimalik kindlaks teha x ja y vahelist s6ltuvust, kuid saame maddrata
suuruste x,y,y’,y", ... vahelise seose, ehk saame koostada diferentsiaalvdrrandi. Saadud
seosest muutujate x, y ja tuletiste vahel on vaja tuletada otsene seos x ja y vahel ehk s6ltuvus
y = f(x) ehk tuleb integreerida diferentsiaalvérrand.

Naide 5.1. Mingilt kérguselt visatakse alla keha, mille mass on m. Leida seaduspérasus, mille
jargi muutub keha langemiskiirus v = f(t), kui kehale mdjub peale raskusjdu veel hutakistus,
mis on vordeline kiirusega (vOrdetegur on k).

Newtoni Il seaduse pdhjal

dv dv
at’ dt
a on liikuva keha kiirendus (Kiiruse tuletis aja jargi), F on kehale liikumise suunas mdjuv joud.

See joud koosneb kahest komponendist: raskusjoust mg ja Ohutakistusest—kv, see on keha
liilkumisele vastassuunaline

F=m a,

v _ k 5.1
kus v = f(t) on otsitav funktsioon. Saime seose otsitava funktsiooni ja tema tuletise vahel ehk
diferentsiaalvdrrandi funktsiooni v suhtes. See valjendab moningat tulpi langevarjude
langemise seadust. Lahendada diferentsiaalvdrrand, tdhendab leida selline funktsioon v =
f(t), mis samaselt rahuldab diferentsiaalvorrandit. Selliseid funktsioone on lIdpmata palju.
Osutub, et antud diferentsiaalv@rrandit rahuldab funktsioon

k m
v=_Ce m 4 Tg (5.2)
kus C on mistahes arv (integreerimiskonstant). Kontrollime lahendi igsust, leides lahendist
(5.2) tuletise ja asendades vorrandisse (5.1) eraldi vasakule ja paremale poolele.

_k, mg _k,
p.D. mg—kv=mg—k(Ce m +T)=—Cke m,

Parem pool ja vasak pool on vdrdsed, jarelikult avaldis (5.2) rahuldab vérrandit (5.1).
Milline neist funktsioonidest annab otsitava seose v ja t vahel?
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Selle leidmiseks kasutame lisatingimust: keha allaviskamisel anti talle algkiirus v,. Siis
funktsioon v vorrandis (5.2) peab rahuldama algtingimust. Liikumise alghetkel aeg t = 0 ja
kiirus

v(0) = v,.
Asendame mdlemad suurused valemisse (5.2) ja avaldame C
ko, Mg mg mg
=Cem®+—==C+—2 > C=vy——
2 e m- + I + I Vg .

Seega konstant C on leitud ja sdltuvus v ja t vahel avaldub kujul

v= ( mg) e_%t + g

5.2. DIFERENTSIAALVORRANDI MOISTE,
CAUCHY ULESANNE

Definitsioon 5.1.

Diferentsiaalvérrandiks nimetatakse vdrrandit, milles on otsitavaks ihe v6i mitme muutuja
funktsioon, vdrrand seob otsitavat funktsiooni ja tema tuletisi sdltumatute muutujatega.

Vastavalt sOltumatute muutujate arvule liigitatakse diferentsiaalvGrrandeid harilikeks ja
osatuletistega diferentsiaalvorranditeks.

Definitsioon 5.2.

Harilikeks diferentsiaalvérranditeks nimetatakse diferentsiaalvOrrandeid, kus otsitav
funktsioon on ihe muutuja funktsioon.

Naéited harilike diferentsiaalvérrandite kohta:
2 8
"=2x—1, y'+-y' +—=y=0,
y'=2x Yoy 3y
kus otsitavaks on funktsioon y = f(x).
Harilikud diferentsiaalvérrandid on ka vdrrandid kujul
dx

dv+3 =7 =4
ac TV ac T "

kus otsitavaks funktsiooniks on vastavalt v = v(t) ja x = x(t).

Definitsioon 5.3.

Osatuletistega diferentsiaalvorranditeks nimetatakse diferentsiaalvorrandeid, kus
otsitavaks on mitme muutuja funktsioon ja vorrand sisaldab osatuletisi.

Definitsioon 5.4.

Diferentsiaalvorrandi jarguks nimetatakse vorrandis esinevate otsitava funktsiooni
tuletiste kdrgeimat jarku.

Esimest jarku hariliku diferentsiaalvrrandi tldkujuks on
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F(x,y,y") =0.
n-jarku hariliku diferentsiaalvérrandi tldkujuks on
F(x,y,y,y", ...y™) =0,

Funktsioon F esitab seose sOltumatu muutuja x, otsitava funktsiooni y = y(x) ja otsitava
funktsiooni tuletiste vahel.

Definitsioon 5.5.

Diferentsiaalvorrandi lahendiks nimetatakse sellist funktsiooni, mille asetamine
vorrandisse muudab vGrrandi samasuseks séltumatu muutuja suhtes.

Definitsioon 5.6.

Diferentsiaalvérrandi integraalkdveraks nimetatakse diferentsiaalvérrandi lahendile

y=y(x)
vastavat joont xy-tasandil.

Naide 5.2. Olgu antud diferentsiaalvorrand

" 21+2 =0
y x}’ xz}’—-

Néitame, et funktsioon
y = 2x + x?
on antud diferentsiaalv@rrandi lahend. Selleks votame lahendist esimese ja teise tuletise
y' =2+2x, y'=2

ning asendame saadud tuletised koos lahendiga esialgsesse varrandisse:
2 2 4 4
2-=-Q2+20)+—=@x+x*)=2-=-—-4+-+2=0.
X X X X

Kuna varrandi parem pool vordub niiiid nulliga, millega vordub ka parem pool, oleme ndidanud,
et tBesti on tegemist vorrandi lahendiga.
Naide 5.3. Olgu antud diferentsiaalvorrand

y'=2x—-1

Vorrandi lahendiks on
y = x?% — x,
aga ka funktsioonid y = x? — x + C, kus C on suvaline konstant.

Definitsioon 5.7.

Diferentsiaalvorrandi ldlahendiks ehk Gldintegraaliks nimetatakse diferentsiaal-
vorrandi lahendit, mis sisaldab suvalist konstanti C.
Vorrandi Gldlahendis sisalduvate suvaliste konstantide arv on vordne vdrrandi jarguga.

n —jarku diferentsiaalvdrrandi tldlahendiks on funktsioon, mis sisaldab n suvalist konstanti
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y = f(x,Cq,Cy, ...,C,),
ilmutamata kujul F(x,y, C4,C,, ..., C,) = 0.

Naiteks diferentsiaalvorrandi y’ = 2x — 1 ldlahendiks on y =x2—x+ C. Nende
paraboolide haripunktid asuvad sirgel x = 1/2. Uldlahend esitab paraboolide parve. Naiteks,
kui

feq _1o 113
-t PTy YT Y
C=0 SV S P A
T PEy YTy T Y
1 1 1 5
C=-lL x=3y=37371=73 4

Et leida selle parve hulgast niisugune, mis labib punkti A(1; 2), tuleb maarata konstant C:
2=1-14+C = C=2.

Jarelikult punkti A(1; 2) labib integraalkdver y = x? — x + 2.

Definitsioon 5.8.

Diferentsiaalvorrandi erilahendiks nimetatakse diferentsiaalv@rrandi lahendit, mis on
saadud uldlahendist konstantidele arvuliste vaartuse andmisel.

Esimest jarku diferentsiaalvdrrandi Gldlahendist saame erilahendi, kui rahuldame algtingimuse
v(xg) = yo, Kus xq,yo on etteantud arvud. Kuna n-jarku diferentsiaalvdrrandi uldlahend
sisaldab n suvalist konstanti, siis on konstantide madramiseks vaja n algtingimust.

Definitsioon 5.9.

Cauchy ulesandeks nimetatakse ulesannet, kus on vaja leida diferentsiaalvorrandi

F(x,y,y’,y”, ...,y(”)) =0
lahend y, mis rahuldab algtingimusi

y(x0) = Y0, ¥’ (%0) = Y1, e, YV (x0) = Yoy

Algtingimusi nimetatakse ka Cauchy tingimusteks. Algtingimusi v6ib esitada ka teisiti.
Esimest jarku hariliku diferentsiaalvdrrandi Cauchy tlesanne on (lesanne, kus on vaja leida
diferentsiaalvorrandi y' = f(x,y) selline lahend, mis argumendi véaartusel x = x, omandab
védértuse y = y, ehk rahuldab algtingimust

y(x0) = Yo
Jarnevalt sGnastame Cauchy llesande jaoks lahendi olemasolu ja Gihesuse teoreemi.

Teoreem 5.1.

Cauchy teoreem. Olgu f (x,y) jadf (x, y) /0y méaratud ja pidevad muutujate x, y piirkonnas
D. Siis iga punkti (x,, yo) € D korral on Cauchy tlesandel

y, = f(x'y)r }’(xo) =Yo
parajasti uks lahend y = y(x).
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Teoreemi testus on diferentsiaalvorrandite 6pikus [6] Ik. 50-58.

5.2.1. CAUCHY ULESANDE LAHENDAMINE
ASTMERIDADE ABIL

Kui funktsioon f(x,y) on antud analitiliselt muutujate x,y piirkonnas D, siis iga punkti
(%0, ¥o) € D korral on funktsioon arendatav astmeritta

Fy) =) Y ayle =5y = o),
i=0 j=0
mis koondub punkti (x,,y,) teatavas Umbruses. Sellisele funktsioonile vastava
diferentsiaalvorrandi y’' = f(x,y) lahend on samuti arendatav astmeritta iga x, korral
madramispiirkonnast y(x)

oo}

Y0 = ) e = x)¥,

k=0
mis koondub punkti x, teatavas timbruses. Rea kordajad ¢, avalduvad kujul

_ y® (x0)

Cp = Kl , k=0,1,2,....

Naide 5.4. Olgu antud Cauchy ulesanne
y' =x?+vy%  y(0)=0.

Lahendame Ulesande astmeridade abil. VOrrandi diferentseerimisel saame, arvestades, et
funktsioon y on sdltuv argumendist x

y'=xt+y%  y"=2x+2yy, oy = 2+20)%+2yy",
yIV=4y'y" +2y'y" +2yy" = 6y'y" + 2yy",

y =60 +6yy" +2y'y" +2yy" =6(y")? +8y'y" + 2yy",
y'=12y"y" +8y"y" +8y'y" +2y'y" + 2yy" = 20y"y"" + 10y'y"V + 2yy",

yVII =20(y"")? + 30y"'y!V + 12y'yV + 2yyVYl.
Siit arvutame

y(0) =0, »y'(0)=0, y"(0)=0, y"(0)=2
yV(©)=0, y"(0)=0, y"'(0) =0, y"'(0) = 80.
Seega llesande
y'=x*+y?,  y()=0
lahislahendiks vdib votta funktsiooni
2 80 1 1

— 2,34 7,7 234 = 7
y—3!x +7!x —3x +63x.
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5.3. ESIMEST JARKU HARILIKUD
DIFERENTSIAALVORRANDID

5.3.1. ERALDATUD JA ERALDUVATE MUUTUJATEGA
DIFERENTSIAALVORRANDID

Vaatleme diferentsiaalvérrandit kujul f(x)dx + g(y)dy =0, kus dx ja dyon vastavalt
muutujate x ja y diferentsiaalid ja f(x) ja g(y) on antud funktsioonid.

Definitsioon 5.10.
Eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvdrrandit kujul
f)dx + g(y)dy = 0,

milles dx kordaja f (x) s6ltub ainult muutujast x ja dy kordaja g(y) s6ltub ainult muutujast
y.

Uldlahendi saamiseks tuleb vorrand integreerida, leida miaramata integraalid kordajatest f(x)
jag(y)

jf(x)dx + f g(ydy =,

kus C on suvaline konstant. Uldlahend avaldatakse kujul
y = F(x,C).

Kui vorrand on antud kujul y'-g(y) + f(x) =0, siis lahendamisel esimese sammuna
asendame
Y

T dx

ja korrutame vdrrandi l&bi diferentsiaaliga dx, edasi saame integreerida.

y

Definitsioon 5.11.

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvdrrandit
kujul
i) g1 )dx + f,(x)g.(y)dy = 0, (5.3)

kus funktsioonid f; (x), f>(x) on argumendi x funktsioonid ja g,(y), g>(y) argumendi y
funktsioonid.

Diferentsiaalide dx ja dy kordajateks on nuud selliste funktsioonide korrutised, millest tks
tegur s6ltub ainult argumendist x ja teine tegur ainult argumendist y.

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi lahendamiseks peame muutujad eraldama.
Muutujate eraldamiseks jagame vorrandi (5.3) mdlemaid pooli jargmise avaldisega (tuleb
jagada labi nende funktsioonide korrutisega, mis sisaldavad teist muutujat, kui diferentsiaal):

I g1(y) - f2(x),

Vorrand saab siis kuju:

fl(x)dx—l—gZ(y)dy—O.

f2(x) 91(y) B
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Integreerime vorrandit liikkmeti, saame eralduvate muutujatega diferentsiaalvérrandi (5.3)
uldlahendi

fl(x)d fgz(Y) dy = C.

W x 91(»)

Naide 5.5. Leida eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandi Gldlahend (lahendada
diferentsiaalvdrrand)
e¥y' =2x+1.

Kdoigepealt asendame tuletise diferentsiaalide jagatisega, siis korrutame labi diferentsiaaliga
dx . Uldlahendi saamiseks peame vOrrandit integreerima. Lahenduskéik on jargmine: asendame
tuletise diferentsiaalide jagatisega, korrutame suurusega dx ja integreerime

,_dy
Y T dy
d
ey—y=2x+1, |- dx
dx

e¥dy = (2x + 1)dx.
feydy = j(Zx + 1)dx,

ey =x2+x+C. |ln

Selleks, et avaldada Uldlahendis muutuja y, votame mdlemast vorrandi poolest naturaal-
logaritmi, ning kuna In e¥ = y, saame vorrandi tldlahendiks

y =In(x? + x + C).

Kontrollime vastuse digsust, leides tldlahendist tuletise ja asendades esialgsesse varrandisse:

, 2x+1
Y Ty ¥x+c
2x +1 2x +1
Yol — pn(x24x+c) =7 "~ _ 24 x+0)———=2x+1.
ey =e x2+x+C (" x )x2+x+C g

Naide 5.6. Leida jargmise eralduvate muutujatega diferentsiaalvérrandi tldlahend
X
14 y?

Vorrandi lahendamiseks peame koigepealt muutujad eraldama. Antud vdrrandis on
diferentsiaali dx kordajaks muutujat y sisaldav funktsioon kujul 1/(1 + y?) ja diferentsiaali
dy kordajaks on muutujat x sisaldav funktsioon kujul (2 + x?). Muutujate eraldamiseks peame
vorrandit 1abi jagama mdlema funktsiooniga.

dx + 2y(2 + x*)dy = 0.

Y dx+2 2+x¥)dy=0 2tx
T4yz X TEET I =R Ty
X
2y(1 2 =
T %2 dx +2y(1+y*)dy =0,
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Nuld on tegemist eraldatud muutujatega diferentsiaalvdrrandiga, mille lahendamiseks
integreerime vOrrandi mélemat poolt

x
2y(1 2 =
f2+x2dx+f y(1+y*)dy =C,

Esimese integraali leiame jargmise muutuja vahetusega:

du
mv. u=2+x? du=2xdx, 7=xdx,

fdu+2f d +2J 3dy = C
o ydy y>dy =C,

1 2
§1n|2+x2|+y2+zy4=6, |- 2

Saadud Gldlahendis otsitav funktsioon y ei ole logaritmi argument, samas on vorrandis kordajad
1/2, uldlahendi v6ime korrutada labi kordajaga 2. Kuna integreerimiskonstant C on suvaline
konstant, siis asendame esialgse konstandi uuega, mille tdhistame C;

In|2 + x?| + 2y% + y* = 2C, C, = 2C,
In |2+ x?| + 2y2(1 + y?) = C,.

Naide 5.7. Lahendada eralduvate muutujatega diferentsiaalvdorrand

x+y

yy' = xe

y(0) = —1.
Muutujate eraldamiseks kirjutame kdigepealt e**¥ korrutisena

algtingimusel

ety =e¥ -V,
Edasi teisendame otsitava funktsiooni tuletise diferentsiaalide jagatiseks ja korrutame 1&bi

diferentsiaaliga dx:

d_y =xe*eY, | dx
Y dx '

muutujate eraldamisel paneme tahele, et vdrrandi paremal pool on dx kordajaks muutuja y
funktsioon e”
ydy = xe*e¥ dx, |: e¥

y o x
e—ydy =x-e*dx,
y-eYdy= x-e*dx.
fy-e‘ydy— fx-exdsz.
Madlemad integraalid integreerime ositi.

Jy-e‘y dy = —e‘yy+fe_ydy=—e_3’y—e_y,

fx-exdx=xex—fexdx=xex—ex,
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—eYy—eV —xe*+e*=C,
—eV(y+1)—e*(x—1) =C.
Erilahendi saamiseks kasutame algtingimust, et Gldlahendist avaldada C vaartus.
y(0)=-1: —e V(=141 —-e%0-1)=C = (=1,
Erilahend on jargmine

—eV(y+1)—e*(x—1)=1.

Naide 5.8. Leida jargmise diferentsiaalvdrrandi

Y =y*+1
erilahend algtingimusel
y(0) = 1.
dy
'=y*+1, —=y*+1,
y =y"+ dx +
dy = (y?+ 1dx, |:y*+1
dy
yz—-l-l = dx.

dy
jy2+1_de=C’

arctany —x = C,
arctany = x + C.

Seega vorrandi tldlahend on

y = tan (x + C).
Erilahendi saamiseks avaldame konstandi C algtingimusest jargnevalt:
w
y(0) =1: arctanl—-0=C, C = T

Saime vorrandi erilahendi
y = tan (x + E)
4

5.3.1.1. ERALDUVATE MUUTUJATEGA VORRANDID
KEEMIAS*

Keemilise reaktsiooni vdib kirja panna tldise valemiga kujul
aA+bB+ ..=pP+qQ+ ..,

kus suurtdhtedega 4, B, ... on tahistatud keemilise reaktsiooni lahteaineid (reagente) ja paremal
pool vordusmarki téhistavad tdhed P, Q, ... keemilise reaktsiooni k&igus tekkivaid produkte.
Véiksed tdhed a, b, ... ja p,q, ... tAhistavad vastava keemilise aine molekulide arvu. Seega
tahendab vdrrand, et lahteainet A voetakse a molekuli ning l&hteainet B voetakse b molekuli,
keemilise reaktsiooni tulemusena tekib p molekuli ainet P ning g molekuli ainet Q. Vaatame
naiteks keemilist reaktsiooni
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ZHZ + 02 = 2H20,

siin reageerib 2 molekuli vesinikku ja ks molekul hapnikku ning reaktsiooni tulemuseks on
kaks molekuli vett.
Termodunaamikas ja kineetikas Kirjutatakse ldine keemiline reaktsioon kujul

0= ZVBB,
B

kus vBetakse summa tle kdigi ainete. Nii l&hteainete kui ka saaduste jaoks on molekulide arvud
maéaratud kordajaga v, kusjuures lahteainel ja saadusel on erinev mark. Seega saame antud
valemi kirjutada kujul

0=—-aA—-bB+pP+qQ+ ..=v4A+vgB +VvpP +v,0Q + ..
Keemilise reaktsiooni vesiniku ja hapniku jaoks voime kirjutada kujul
0 = —2H, — 0, + 2H,0.
Keemilise reaktsiooni Kiirus.

Olgu ny, algne ainehulk aine A jaoks ajahetkel ¢ = 0 ning olgu n, ainehulk ajahetkel t. Olgu
reaktsioonimaar &, siis saame
Ny = Nyo + V4$.

Tahistame reaktsiooniméara muutumise kiirust aja jargi r:
dé
=
See Kiirus on esitatav ka ainehulga muutumise kiirusena iga aine jaoks, kui leiame tuletise ny,
avaldisest ja arvestame, et ny, ja v4 on konstandid:

r

dn, B dé
dt  Adr
Seega saame avaldada:
B dé 1 dny

r=—=——"
dt vy dt
Fulsikalises keemias kasutatakse ainehulga asemel reaktsiooni kiiruse avaldamisel aine

kontsentratsiooni, mis tahistatakse nurksulgudega: aine A kontsentratsioon ruumala V' jaoks on
esitatav:

ny
[A] = v
Siis reaktsiooni kiiruse aine A kontsentratsiooni jaoks saame:
r 1d[A]
BN

Uldise keemilise reaktsiooni jaoks vdime kirjutada reaktsiooni kiiruse jargmiselt:
1d[A]  1d[B] 1d[P] 1d[Q] _

adt bdt pdt gq dt
Keemilise reaktsiooni kiiruse vesiniku ja hapniku naite jaoks saame kirjutada kujul

_ _1dlH] _ _d[0,] _1d[H;0]

2 dt dt 2 dt
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Keemilise reaktsiooni toimumise mehhanism on (Gldiselt keeruline, meie vaatleme ainult
lihtsamaid reaktsioone, mille kiirus sltub ainult lahteainete kogustest, sellise reaktsiooni Kiirus
on avaldatav jargmiselt:

v = k[A]*[B]” ..,

kus k on reaktsiooni kiiruskonstant ja suurused a, 3, ... defineerivad reaktsiooni jargu. Konstant
a annab reaktsiooni jargu vastavalt laheaine A kogusele, konstant  annab reaktsiooni jargu
vastavalt ldheaine B kogusele jne. Summa a + 8 + ... annab kogu reaktsiooni jargu.

Naéiteks kui reageerib ks molekul lahteainet A, siis on tegemist esimest jarku reaktsiooniga,
kui reageerib kaks molekuli lahteainet A, siis on tegemist teist jarku reaktsiooniga. Kui
reaktsioonis osaleb kaks lahteainet A + B, mida mdlemat on tiks molekul, siis reaktsiooni jargu
annab nende ainete molekulide summa ehk tegemist on teist jarku reaktsiooniga.

Esimest jarku keemilise reaktsiooni Kiirus, kui reageerib tiks molekul l&hteainet A:

d[A]
v = _7 = k[A]
Lihtsuse mottes tahistame aine A kontsentratsiooni [A] ajahetkel t muutujaga x,
dx
E = —kx, ‘ X
1dx
i N
dx
— = —kdt.
X

N0dd on tegu eraldatud muutujatega vdrrandiga. Integreerides saame:

In|x| = —kt + C,
jarelikult

x = Ce ¥kt,

Leiame C vaartuse, olgu alghetkel t = 0 aine kontsentratsioon vdrdne konstandiga:

x(0) = x,,
Siis
xo=Ce *0 =,
Siit saame, et
C = x,.

Seega saab aine A kontsentratsiooni arvutada igal ajahetkel kahaneva eksponentfunktsiooni
kaudu:
x = xge Kt [A] = [A] e .

Teist jarku keemilise reaktsiooni Kiirus, kui reageerib kaks molekuli 1&hteainet A:

1d[4] ,
=~77q k4l
ehk
dx
A 2
T 2kx=, | X
Ldx_ ok | (—dt)
x2 dt ’
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dx
- —2 = det
X
Integreerides saame:
1
— =2kt +C.
X

Leiame C vaartuse algtingimusest: olgu alghetkel t = 0 aine kontsentratsioon vdrdne
konstandiga ehk x(0) = x,, siis

1
—=0+C.
X0
Siitsaame, et C = 1/x, ja
1 1
— =2kt +—.
X Xo
Seega saab aine A kontsentratsiooni arvutada igal ajahetkel jargmiselt:
X A
x=—="_ [A]= i
1+ 2ktx, 14 2kt[A],
Teist jarku keemilise reaktsiooni A + B — saadused jaoks reaktsiooni kiirus avaldub:
d[A] d[B]
=— =— = k[A][B].
v 1t 7r — klAllB]

Olgu algtingimused lahteainete esialgsete kontsentratsioonide jaoks jargmised:
[Alo = a,[B]o = b.
Seega ajahetkel t on ainete kontsentratsioonid vastavalt

[A]=a—x,[B]=b—x
ja vastav reaktsiooni kiirus on

dla—x) dx
% A k(a—x)(b — x).
Lahendus s6ltub algtingimustest. Vaatame kdigepealt juhtu, kus a = b.
2
% =k(a — x)?, : %
dx
m = kdt

NUdd on tegu eraldatud muutujatega vBrrandiga. Integreerides saame:

=kt +C.

a—Xx
Leiame C vaartuse algtingimusest, ajahetkel t = 0 on aine A kontsentratsioon a — x vordne
[A], = a,sestx(0) =0

Seega
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Aine A kontsentratsiooni saame arvutada igal ajahetkel jargmiselt:

a A
a—x=1 [A] = H[k—i(EA]o'
Vaatame niid juhtu, kus a # b. Siis
%zk(a—x)(b—x), : (a—xc)iib—x)
X kar
(a—x)(b—x)
Integreerimiseks peame lahutama murru osamurdude summaks
1 A B _A(b—x)+B(a—x)

(a—00b—x) i—x bh—x_ (a—x)(b—x)
Leiame mé&aramata kordajad asendades x = b ja x = a, Siis
1 1
B

Saime
dx dx

@-00b-a) @a-bb-x
Integreerime mdlemat vorrandi poolt, saame

kdt.

- In(a — x) — In(b—x) =kt +C,
—a a—>b
1 b—x
(ln ) =kt +C,
b—a a—x
Algtingimusest x(0) = 0, saame
c=—1 (b)
" b—a n a
Seega uldlahend on kujul
! (lb_x>—kt+ 1()
b—a na—x B b—a " a

ehk

5.3.2. HOMOGEENSED
DIFERENTSIAALVORRANDID

5.3.2.1. HOMOGEENSED FUNKTSIOONID

Olgu D mingi piirkond xy- tasandil, mis koos iga punktiga (x,y) € D sisaldab ka Kiire

(tx, ty),t > 0.
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Definitsioon 5.12.
Piirkonnas D ma&ératud funktsiooni f(x,y) nimetatakse k-astme homogeenseks
funktsiooniks, kui iga (x,y) € D jaiga t > 0 korral kehtib vérdus

f(tx,ty) = t“ f(x,p),
kus k on reaalarv ja t > 0.

Uldjuhul, n-muutuja funktsiooni korral, k-astme homogeenseks funktsiooniks nimetatakse
funktsiooni f(xq, x5, ..., x,), Kui kehtib v8rdus

f(txy, txy, .., txy) = tFf(xy, x5, o0, Xp)
kdikide x4, x5, ..., x,, vadrtuste ja iga t vaartuse korral.

Naide 5.9. Leida jargmiste homogeensete funktsioonide jaoks aste k.
a) f(x,y) = ax + by,
f(tx,ty) = atx + bty = t(ax + by) = tf (x,y).
Antud funktsioon on esimese astme homogeenne funktsioon ehk k = 1.
b) f(x,y,z) = x* + y? + z2,
f(tx, ty, tz) = (tx)? + (ty)? + (tz)? = t?(x? + y? + z%) = t*f (x,y, 2).
Tegemist on teise astme homogeense funktsiooniga ehk k = 2.

&) flry) = %
tx + ty t(x+y) B
f(tx, ty) = (t0)* — (ty)* = t4(x* — y4) =t73f (x, ).

Tegemist on (-3). astme homogeense funktsiooniga, k = —3.

Euleri teoreem. Kui funktsioon f (x4, x5, ..., X,,) on k-astme homogeenne funktsioon, siis

X1foe, T X2f %, + oo + Xnf%, = kf (X1, X2, ..., X3).

Naide 5.10. Néidata Euleri teoreemi véite kehtivust jargmise homogeense funktsiooni jaoks
flx,y,2) = x* +y? + 22

k=2 fi=2x, f,=2y, f;=2z
xfy +yfy +zf, = 2x% + 2y* + 22% = 2f (x,y, 2).
Naide 5.11. Naidata Euleri teoreemi vaite kehtivust, kui

X
f(x,}’) _;

(t t)—tx—t0
f(tx, ty v

<R

0. jarku ehk k = 0, siis saame
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X X

Naide 5.12. Naidata Euleri teoreemi vaite kehtivust, kui

xX+y
f(X,}’)——x4_y4, k =-3.
, Xyt —axi(x+y) | xt—yt—4yP(x+y)
fe = (x* — y*4)2 v Jy T (x* — y4)?2 ’
o+ f,zxx4—y4—4x3(x+y)_ x4—y4—4y3(x+y)=
x TV]y (x* — y4)2 y (x* — y*)2
_ x> —xyt —4x*(x +y) —yx* + y° + 4y*(x + y) _ =3(x+y)(x*—yh
(x4- _y4-)2 (x4 _y4)2
= -3f(x,y,2).

5.3.2.2. HOMOGEENSED DIFERENTSIAALVORRANDID

Definitsioon 5.13.

Homogeenseks esimest jarku diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvdrrandit

y' =fxy),
kui f(x,y) on 0-astme homogeenne funktsioon:

f(tx, ty) = f(x,y),t > 0.

Homogeenne diferentsiaalvarrand on esitatav kujul

y' =£(2), (5.4)

X
kus f(y/x) sBltub muutujate y ja x suhtest.

HOMOGEENSE DIFERENTSIAALVORRANDI
LAHENDAMINE ULDKUJUL

Homogeenne diferentsiaalvérrand taandub eralduvate muutujatega vorrandiks, kui teha
jargmine muutuja vahetus

z= Y y =2ZzZx

x ) )
kus z = z(x) on argumendi x funktsioon.
Muutuja vahetusega peame leidma uue muutuja diferentsiaali, selleks leiame avaldise y = zx
tuletise argumendi x jargi
dy dz

a=Z+xE.
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Asendame saadud seose vorrandisse (5.4), saame vorrandi uue muutuja z = z(x) kaudu
jargmiselt:
4 dz @
X— = .
z T f(z
Saadud diferentsiaalvGrrand on muutuja z suhtes eralduvate muutujatega vérrand, lahendame
saadud vorrandi dldkujul

xdz = (f(z) —z)dx, |: x(f(z) —2z)
dz _dx
f2)—-z «x’

=15

dz
ijIHIXI+C.

Kui teostame integreerimise ja asendame otsitava z tagasi suhtega y/x, jduame esialgse
diferentsiaalvdrrandi tldlahendini. Kuna ldlahendis tegemist on jagatisega, siis valem ei kehti
juhul kui

f(z)—z=0¢ehk f(z) =z
Vaatleme seda juhtu eraldi

_ Y
f@=z f(Z)=%
Tegemist on eralduvate muutujatega vorrandiga, esialgne vorrand saab kuju
dy _y
dx x
y
dy ==dx, |:
y==2dx, |y
dy dx
y x’
j dy (dx
y ] x’

In|y| = In|x| + InC.

Juhul, kui koikides liikmetes esineb naturaallogaritm, on madistlik votta naturaallogaritm ka
integreerimiskonstandist, sellega asendame konstandi teise konstandiga In C, C > 0. Jargnevalt
saame kasutada naturaallogaritmi omadusi ja teisendada summa korrutiseks v6i vahe jagatiseks.
Edasi tuleks mdlemad vorrandi pooled tdsta arvu e astmeks (vOib kirjutada kujul T e), et
avaldada otsitav funktsioon y.

In|y| = In|xC|,Te

eln lyl — eln |xC|’

y = Cx.
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Naide 5.13. Leida homogeense diferentsiaalvdrrandi tldlahend

Lahendamiseks kordame k&iki samme, mida tegime lahendamisel Gldkujul, kdigepealt teeme
muutuja vahetuse ja arvutame diferentsiaali:

y dy dz
m.V. ;zz, y = ZX, a=z+xa.
Asendame vorrandisse:
dz _ )
Z+ xa =z —Zz“.

Oleme saanud eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi, mille lahendamiseks korrutame
vorrandit kbigepealt suurusega dx:

zdx + xdz = (z — z?)dx,

Eraldame muutujad ja integreerime

xdz = (z — z% — z)dx, |: xz?2

dz dx

—2+—= 0,

z x

dz dx

_f_2+ — =2,
z x
1
—E+ln|x| = InC, |- (—1)

1
— = In|x| + InC,
z

LApuks asendame tagasi muutuja vahetuse avaldise kaudu

x
— = In|xC|,
y
Saime vorrandi ldlahendi:
X
Y = xC|

Homogeenseks diferentsiaalvdrrandiks taandub varrand kujul

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0,

kus P(x,y), Q(x,y) on Uhe ja sama astme homogeensed funktsioonid. Selleks tuleks vBrrandit
labi jagada argumendi x sellise astmega x%, mis on vdrdne vorrandis oleva argumendi y
kdrgeima astmega.

Naide 5.14. Leida diferentsiaalvorrandi

(y? — x®)dx — 2xydy = 0
erilahend, mis rahuldab algtingimust
y(1) = 2.

(2 —x¥)dx—2xydy =0, |:x%dx
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2_x2 d 2 d
yPox ydy ooy o ydy
x2 x dx x2 x dx
_ _ dy dz
m.v x_Z' y = zx, Ix z xd,
dz
22—1—22(z+x—>=0, |- dx
dx
(=z? —1dx —2zxdz=0, |1 —(z*>+ Dx
dx 2z dz = 0
x —(z24+1) z
fdx+ 2z dr=C
X 241 ’

mv. u=z%>+1, du=2zdz
In|x| +In|z2 + 1| = InC,
In|x(z2+1)|=InC, 1Te
x(z2+1) =C,

X ((ici)2 + 1) _¢,

Vorrandi Gldlahend on kujul
y? = Cx — x?,

Erilahendi leidmiseks asendame uldlahendisse algtingimuse:
y(1)=2: 22=C—-1,
C =5.
Vorrandi erilahend on kujul

y? = 5x — x2.
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5.3.3. DIFERENTSIAALVORRAND, MIS SISALDAB
MURDLINEAARSET AVALDIST

Diferentsiaalvorrand, mis sisaldab murdlineaarset avaldist, on kujul

' F<a1x+azy+a3>
Y byx + b,y + b3/

Kui a; = b; = 0, siis on tegemist homogeense diferentsiaalvérrandiga. VVGrrandit,

y' =g9(xy)
kus g(x,y) on kas murdlineaarne avaldis x ja y suhtes voi selle funktsioon

ax +ay+ a3)

YY) =F
9t6y) <b1x+b2y+b3

saab taandada homogeenseks vorrandiks (vOi eralduvate muutujatega vorrandiks) muutuja
vahetusega, mis oleneb determinandi D vaartusest, determinandi moodustame x ja y kordajatest

murru lugejas ja nimetajas

a, a

D—b1 b2|¢0, mv. x=X+u y=Y+pv,
a, a,

D = b, b2|_0' mv. z=ax + a,y.

Kui D # 0, muutuja vahetuses sisalduvad konstandid u ja v tuleb méadrata nii, et muutujatele X
ja Y lle minnes on vabaliikmed saadavas murdlineaarses avaldises vordsed nulliga. Selleks

lahendame lineaarse vorrandislisteemi tundmatute konstantide u ja v suhtes:
{alu +a,v+az; =0,
biu+ byv + by = 0.
Funktsiooni F argument peale muutuja vahetust on kujul
a X +ayY
byX +byY

Kui D = 0, siis ei saa u ja v Uheselt m&arata ja seetbttu kasutame muutuja vahetust z = a;x +

a,y. Peale muutuja vahetust saame eralduvate muutujatega vorrandi.

Naide 5.15. Leida diferentsiaalvdrrandi erilahend, mis rahuldab tingimust y(0) = —2

dy 2x—y+1
dx —2x+y+2

p=|3 Til=o

, , dz dy

mv. z=2x-y, z =2-y, a=2—a.
dz z+1
2_&:—z+2'
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dz z+1
dx T —z+2
dz —-2z4+4-—2z-1
E: —z+ 2
dz —3z+3
dx  2-2z
—3z+3 —3z+3
dz=—2_Z dx, :—Z—Z
2—z
3(1—2)

3(1—2) fdx

Integreerimiseks jagame arvu 2 kaheks liidetavaks, mis vdimaldab murru esitada kahe murru

summana:
1—-z+1
—dz —fdx

3(1-2)
11—z 1 z

§j1_zdz+§ _Z=jdx,
1
—Z—glnll—z|=x+C, |- 3

1
3

)

|- dx

dz = dx,

z—In|1—2z|=3x+C.
Minnes tagasi endisele muutujale, kui z = 2x — y, saame ldlahendi kujul
2x —y—In|1 -2x +y| =3x+C.
Erilahendi saamiseks asendame algtingimuse tldlahendisse:
y(0)=-2:2:042-1In]1-2:-0-2|=3-0+C,
C=2-1In|-1| =2,
2x —y—In|1 -2x+y| =3x+ 2,
—x—y—In[1-2x+y|—-2=0,
x+y+Inl-2x+y|+2=0.

Naide 5.16. Lahendada diferentsiaalvdrrand
xX—Yy
= ——— 41
Y x+y-—3
Viime vorrandi paremal pool oleva murru Ghisele nimetajale, saame
x—y+x+y 3  2x—3
x+y-—3 x+y 3"

!

y

Teeme muutuja vahetuse vastavalt determinandi vaartusele

B Y-z
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mv.x=X+u y=Y+v, dx=dX, dy=4dy,

_ 2X+2u—3
X4 u+Y+v-3’
{Zu—3=0, :>~u—E 17—3—u—E
u+v—-3=0, T2 B T2

Saadud vdrrand on homogeenne diferentsiaalvdrrand kujul:
dy  2X 2X

X X+Y (1 +Z)
Lahendame homogeense vorrandi

2
zdX + Xdz = ——dX,
1+2z

2
Xdz-(——z)dX
1+z

z°4+z-2 z°4+z-2
Xdz=—-—|——1]dX, [X|——
1+2z 1+2z

1+z X
ZZ+Z—2dZ:_7'
1+z ax
jzz+z—2 =T x

Vorrandi vasaku poole integreerimiseks peame nimetaja lahutama teguriteks ning murru
lahutama osamurdude summaks

z2+z-2=(Z+2)(z-1),
1+z
[zt = [ e
z2+z—2

1+Z=A(Z—1)+B(z+2),

1 2

Azg, Bzg
1 dz 2 dz dX
§fz+z+§fz_1:‘ X’

1 2
gln|z+2|+§ln|z—1| =—In|X|+InC, |-3
In|z+ 2|+ 2In|]z— 1] = =3In|X| +InC,

In|(z+2)(z—1)? =In

=l e
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(z+2)(z-1)? =3

Asendades muutuja vahetuse avaldise tagasi, saame

o)) -5

X3
(Y+2X)(Y—X)2_ C
X X o ox3’
Y4200 -X?2 ¢
X3 - X3

(Y + 2X)(Y — X)? = C,

Ldpuks asendame esialgse muututja vahetuse avaldise:

3
x=X+ E y=Y+—

b)) -

Diferentsiaalvdrrandi tldlahend on kujul

(y+2x—;>(y—X)2=C

5.3.4. LINEAARSED DIFERENTSIAALVORRANDID

Definitsioon 5.14.

Lineaarseks esimest jarku diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit, mis on
lineaarne otsitava funktsiooni y ja selle tuletise y’ suhtes.

Lineaarses diferentsiaalvorrandis on nii otsitav funktsioon kui ka otsitava funktsiooni tuletis
esimeses astmes.

Hariliku esimest jarku lineaarse diferentsiaalvdrrandi tldkuju on
Po(x)y' + P1(x)y = Q(x),
kus Py (x), Py (x) ja Q(x) on antud funktsioonid ja y = y(x) on otsitav.

Teoreem 5.2.

Olgu vorrandi Py(x)y" + P;(x)y = Q(x) kordajad Py(x),P;(x) ja Q(x) pidevad
funktsioonid vahemikus (a, b), kusjuures Py (x) # 0 kbigi x € (a, b) korral.
Olgu x4 € (a, b) jay, € (—o0,00) mingid etteantud arvud.
Siis on vorrandil
Py(x)y’ + P1(x)y = Q(x)
olemas parajasti tiks lahend
y =y,
mis rahuldab tingimust
y(xo) = yo.
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Kui kordaja P,(x) erineb nullist, saab vorrandi sellega labi jagada, tulemuseks on lineaarne
esimest jarku diferentsiaalvérrand kujul

Y\ by = 5.5
2 4 PGy = ), (55)

kus P(x), Q(x) on funktsioonid, mis s6ltuvad muutujast x.

Funktsiooni Q(x) nimetatakse vérrandi vabaliikmeks.

Kui Q(x) = 0, siis nimetatakse vdrrandit (5.5) lineaarseks homogeenseks diferentsiaal-
vOrrandiks. Siin omab sdna “homogeenne” teistsugust tahendust (vOrrelda voib homogeensete
ja mittehomogeensete lineaarvorrandististeemidega). Vorrandi (5.5) lahendamiseks vaatame
kolme erinevat meetodit.

1. Integreeruvuteguriga korrutamise meetod.

Vaatame funktsiooni
U= ep(x),

kus funktsioon p(x) on funktsiooni P(x) mingi algfunktsioon: p’(x) = P(x).
Funktsiooni pu = eP™ nimetatakse lineaarse diferentsiaalvdrrandi (5.5) integreeruvus-
teguriks.

Korrutame vérrandit (5.5) funktsiooniga e?™®), saame vérrandi kujul
y'eP® 4 p(x)yeP® = Q(x)eP™,

Vérrandi vasak pool on korrutise yeP?® tuletis, seega saame kirjutada vérrandi kujul

d
a(yezp(x)) = Q(x)eP™.,
Integreerides saame

yeP®) = J Q(x)eP™ dx + C.

Otsitava funktsiooni y avaldamiseks korrutame vérrandi mélemat poolt suurusega e P,
saame

y = e PW (f Q(x)eP™ dx + C)
ehk
y = e~ JP()dx (f Q(x)el POIAx gy 4 C).

Oleme saanud valemi lineaarse diferentsiaalvorrandi lahendamiseks, tldlahendi samal kujul
saame ka kasutades muutuja vahetusega voi konstantide varieerimise meetodiga lahendust.

2. Muutuja vahetusega lahendus.
Otsitav funktsioon on kahe esialgu tundmatu funktsiooni u(x) ja v(x) korrutis:
y=uv, u=u(x),v=urvx).
Meie eesmaérgiks on leida nende kahe funktsiooni avaldised. Selleks kbigepealt leiame korrutise
tuletise valemi abil

— =v—tu—. (5.6)
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Asendame vorrandisse (5.6) ja toome muutuja v sulgude ette:

d d
v—u + u—v + P(x)uv = Q(x),
dx dx

(du+ P(x) )+ dv_ @)
v I x)u udx = Q(x).
Funktsioonide u ja v kohta pole midagi eeldatud.

Nouame, et sulgudes olev avaldis vorduks nulliga, siis saame kahest vorrandist koosneva
stisteemi:

du
dv

Vorrand (5.7) on eralduvate muutujatega diferentsiaalvdrrand u = u(x) suhtes. Eraldame
muutujad ja integreerime, saame

du
Pl P(x)dx, Inju| = — j P(x)dx,
u = e JPWdx (5.9)
Asendame saadud u avaldise vorrandisse (5.8), saame
dv dv
- [P(x)dx 2~ _ - [P(x)dx
e 7 = ), I = (e :

v = f Q(x)e/ PWax gy 4 .

Me otsime lahendit kujul y = u - v, seega lineaarse diferentsiaalvdrrandi

y'+P(x)y =Q(x)
lahend on kujul

y = g~ P¥ax (J Q(x)el Pax gy 4 C).

Vorrandi praktilisel lahendamisel vBib korrata iga kord seda mdéttekdiku, samuti on véimalik
vorrandi lahendamisel asendada lahendivalemisse konkreetsed funktsioonid P(x) ja Q(x) ja
leida lahend valemi jargi.

3. Konstandi varieerimise meetod (Lagrange’i meetod).

Konstandi varieerimise meetodil lahendus taandub samuti kahe eralduvate muutujatega
diferentsiaalvorrandi lahendamisele. Kdigepealt lahendame vastava homogeense vorrandi

Y o PGy =0
dx Xy =5

See on eralduvate muutujatega vorrand

d
Y —P(x)dx,
y
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In|y| = —fP(x)dx-i—ln C,

In |%| = —fP(x)dx,

y — e—fP(x)dx’

C
yp, = Ce™J P@dx, (5.10)
Lineaarse mittehomogeense diferentsiaalvorrandi (5.5) lahendit otsime kujul (5.10), Kkus
konstanti € loeme otsitavaks argumendi x funktsiooniks. Seega
y = C(x)e—fP(x)dx’

Leiame tuletise otsitavast funktsioonist arvestades, et C(x) on tundmatu funktsioon, mis sdltub
argumendist x:
d dC(x
d_ic/ = % e~ [PMdx 4 ¢(x)e=/PWax(—p(x)).
Asendame y ja dy/dx mittehomogeensesse diferentsiaalvorrandisse, saame
dC(x
% e~ IPWdx 4 c(x)e= /PO . (—p(x)) + P(x)C(x)e~ T PWax = g(x),
dC(x)

dx

= Q(x)el P,

C(x) = f Q(x)el POax gy 4 (.
Asendame saadud C (x) avaldise lahendisse (5.10), saame
y= (f Q(x)el P@dxgy 4 C) e~/ P(dx,
Saime lineaarse vorrandi tldlahendi jaoks sama valemi.

Naide 5.17. Lahendada lineaarne diferentsiaalvdrrand
y +y=x.
1) Lahendame k&igepealt vdrrandi integreeruvusteguriga korrutades.
Kuna antud vrrandis P(x) = 1 ja Q(x) = x, siis integreeruvustegur e?® on
eP®) = ofP()dx — o[ 1dx — eX,
Siis korrutame vorrandi vasakut ja paremat poolt funktsiooniga e*, saame
e*y' +e*y = e*x,

kuna e*y’ + e*y = (e*y)’, saame vorrandi kujul

ie"y = xe¥,

) o dx
integreerimisel saame

efy=e*(x—-1)+C
ehk
y=x—1+4+Ce™.
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2) Konstandi varieerimise meetodil jaguneb lahendus kaheks osaks:
2.1) vastav lineaarne homogeenne vérrand on kujul y' + y = 0, mille lahendamisel saame

dy

d—x+y = 0,
d

—y+dx =0,
y

In|y| + x = InC,
Y| _

ln|E|——x,

—-X

y _
—_ = , :C x_
C e Vn e

2.2) erilahendit otsime kujul
X

vy, =C(x)e ™.
Asendades y;, esialgsesse vorrandisse y’ + y = x, saame
y',=Cx)e™ - Cx)e™,
C'x)e™ —C(x)e™ +C(x)e™ = x,
C'(x)e ™™ =x,
C'(x) = xe*,
C(x) = jxex dx =e*(x—1)+Cy,
y=(€*(x—-1)+Cle*=x—-1+Cie™ .
Lahendamiseks vdib ka kohe funktsioonid asendada lahendivalemisse. Seega

y= (fQ(x)efP(x)dx dx + C) e~/ P()dx — (f xel ¥ dx + C)e‘fdx =
= (J xex dx+ C>€_x = (ex(x_ 1) + C)e_x =x—-1+ Ce_x.

Naide 5.18. Lahendada lineaarne diferentsiaalvdrrand

y' = ox =xyx%2+1.

2+1”
Lahendame vorrandi muutuja vahetusega:

Asendame vorrandisse, saame

du dv 2x
uv = x/x2 +1,

vV—+u——
dx dx x2+1

du 2x dv
v( -u>+u—x=x\/x2+1,

dx x2+1
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du 2x

dx x2+1
du 2x
ETRE I

In|u| = In|x? + 1],

u=20,

u=x*+1.
dv
(x? + 1)a= xx% + 1,
xVx2+1

W=y

x
dv = dx,
x2+1

v=4x24+1+C.

Lahendiks on u ja v korrutis, seega y = uv = (x% + 1)(Vx2 + 1+ C).

Markus. Mdned diferentsiaalvorrandid kujul

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0,
mis on mittelineaarsed Ghe muutuja suhtes, vbivad osutuda lineaarseks teise muutuja suhtes.
Siis vBib vaadelda naiteks s6ltumatu muutuja osas suurust y, siis dy # 0 ning jagades vdrrandit
suurusega dy, jduame lineaarse v@rrandini, kus otsitavaks on funktsioon x = x(y).
Naide 5.19. Lahendada lineaarne diferentsiaalvorrand

dx — (x cos(y) + 2sin(2y))dy = 0.

Jagame vorrandit suurusega dy, saame lineaarse vorrandi kujul

dx

dy
Lahendamiseks asendame funktsioonid lahendivalemisse. Selles ulesandes

P(y) = —cos(y),Q(y) = sin(2y),

(cos(y))x = sin(2y).

seega
X = (J Q(y) - e/ POy gy 4 C) e~/ POdy

= (f sin(2y) - el ~cosMay gy 4 C> e~ J—cos(mdy —

= ( f sin(2y) - e~ dy + C) esSin®),
Leiame integraali

fsin(Zy) e~sin®) gy,
Selleks teeme muutuja vahetuse
t = sin(y), dt = cos(y) dy.
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Kuna sin(2y) = 2 sin(y) cos(y), saame peale muutuja vahetust ja ositi integreerimist
fsin(Zy) ce™sSin0) gy = 2 f t-e tdt =2(—te ") +2 f e tdt = —-2te t—2et =

= —2sin(y) e~ SIN0) —2¢=snO) 4 (¢,

kus C; on suvaline konstant, mille vétame C; = 0, sest lahendivalemis on konstant C juba
olemas. Asendame saadud tulemuse lahendivalemisse, saame vdrrandi lahendiks jargmise
avaldise

x = (—2sin(y) e SiNW) —2¢=50) 4 () esIN0O) = CesiNG) — 2(1 + sin(y)).

5.3.4.1. LINEAARSED DIFERENTSIAALVORRANDID
KEEMIAS*

Enamus keemilisi reaktsioone toimuvad mitmes elementaarses jargus ja nende Kirjeldus
protsessi kiiruse kohta hdlmab esimest jarku diferentsiaalvOrrandit. Esimest jarku protsess on
kirjeldatav jargmise skeemiga:

kl k2
A > B C
Aine A koosneb alghetkel (t = 0) a molekulist ehk
[A]o = a
ja tema kontsentratsioon ajahetkel t on a — x ehk
[A] = a — x.
Aine B tekib ainest A keemilise reaktsiooni kéigus ja tema molekulide arv alghetkel on 0:
[Blo =
ja ajahetkel t on molekulide arv y ehk
[B] = y.
Aine C tekib ainest B keemilise reaktsiooni kaigus ja tema molekulide arv alghetkel on 0:
[Clo=0
jaajahetkel tonx — y :
[C]=x—y.

Sellist protsessi saab modelleerida kahe esimest jarku diferentsiaalvGrrandiga, millest esimene
on eralduvate muutujatega diferentsiaalv@rrand ja teine on lineaarne.

d[A] d(a—x)
_dt = —kl[A] y dt - _kl(a - x)l
d[B] dy
2 = k,[A] — k;[B], \7 = ki(a—x)—kyy.
Lahendades esimese vOrrandi siisteemist, saame
a—x=ae 1t

seejarel asendame saadud suuruse teise vorrandisse, saame muutuja y suhtes lineaarse vorrandi:
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d
d—f +kyy = kyaeat, (5.11)

Lahendame selle vdrrandi konstandi varieerimise meetodil. Lahendamiseks peame eeldama, et
k, # k,. Kdigepealt lahendame vorrandile (5.11) vastava homogeense diferentsiaalvorrandi

dy dt

4y _ 12
Tily=o, |5 (512)
d

Y _k,dt.

y

Integreerides saame
lnlyl == _kzt + Cl'

Homogeense diferentsiaalvarrandi (5.12) tldlahendiks on sellisel juhul
y = Ce*t, (5.13)
Otsime nutd esialgse diferentsiaalvorrandi (5.11) lahendit kujul
y = Cy(t)e™ ",

asendame konstandi C; uue otsitava funktsiooniga muutujast t. See lahend peab rahuldama ka
diferentsiaalvdrrandit (5.11). Asendame lahendi vorrandisse (5.11) ja teeme jargmised
teisendused

d(C,(t)e Kzt
—( 2( ) ) + szZ(t)e_kzt = klae_klt;

dt
d(C,(t
%())e—m GOt 4 k€ (et = kygetat,
d(Cy(t
d(C,(¢))
—_— = (ky—kq)t
. dt k1a€ .
Integreerides saame
ak,
C,(t) = (ke=kDt 4,
2( ) kz — k1 e + 3

kus C5 on integreerimiskonstant.
Asendame saadud C,(t) vorrandisse (5.13), saame diferentsiaalvérrandi (5.11) lahendi kujul

ak
y = ( L ekt 4 63) e~kat, (5.14)
ko —ky
Leiame C; vaartuse kasutades algtingimust y(0) = 0, saame
ak,
C3 =— :
’ ka — k4

Asendame saadud konstandi C5 vaartuse vorrandisse (5.14) ja saame lahendiks
_aky
"k

Lahendist on n&ha, miks pidime eeldama, et k; # k,. Kui k; = k,, saame lahendiks y =
[A] k. te %1, Saime ainete 4, B ja C kontsentratsioonid ajahetkel ¢

(e—klt _ e—kzt)_

K&rgem matemaatika 11, Ella Puman 137



([A] = [Alge™F,

[Aloky  _ _
[A]okite Fat, ki = ks,

\ [C] = [A], — [A] = [B].

5.3.5. BERNOULLI DIFERENTSIAALVORRAND

Definitsioon 5.15.

Bernoulli diferentsiaalvérrandiks nimetatakse varrandit kujul

Y\ by = a 5.15
2 Py =0y" (515)

kus P ja Q on teadaolevad argumendi x funktsioonid, mis on pidevad vahemikus (c, d) ning
a on mingi reaalarv. Eeldame, et a # 0 jaa # 1 (sestsiis on tegemist lineaarse vorrandiga).

Bernoulli vrrand on teisendatav lineaarseks vorrandiks muutuja vahetusega

1-a
)

Z=Yy

seejuures eeldame, ety # 0.

Enne muutuja vahetust korrutame vorrandit (5.15) suurusega y~“

dy -a -a —
e + P(x)y'™ = Q(x)

ja seejarel teeme muutuja vahetuse:

4. Az a Jy~a dy dy _, dz 1
2EY O kT DY dx” Tdx 1-a
Asendame vorrandisse uue muutuja ja diferentsiaali:
dz

1
% 1-at P(x)z =Q(x),

dz 1 P =1
T+ (- Pz = (1- Q).

Saime uue muutuja z suhtes lineaarse varrandi. Kui a > 0, siis on v@rrandi lahendiks ka y =
0.

Naide 5.20. Lahendada Bernoulli diferentsiaalvérrand
y' —2xy = 2x3y2.

Vdrrandis a = 2. Lahendamiseks kdigepealt jagame v@rrandit suurusega |: y?, saame

"2x
y—z——=2x3,
y y
1 dz 1d
mv. z=yl"?2=— -__Y

yl &__yzgﬂ
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—z' — 2xz = 2x3,
7'+ 2xz = —2x5.

Saime lineaarse diferentsiaalvdrrandi, mille tldlahendiks on

z= (f Q(x) el P@axqy 4 C) ce~JP(Iax,

B 1
C1—x24Ce ¥

Lisaks sellele rahuldab vérrandit konstantne funktsioon y = 0, mida ei ole vOimalik saada
uldlahendist konstandi C mitte mingil konkreetsel véaartusel.

y

Naide 5.21. Lahendada Bernoulli diferentsiaalvérrand
x2(x—1)y —y?—x(x—=2)y =0.

Jagame vorrandit suurusega |: x%(x — 1)y?

y' x(x—2) 1
y2 oyx?(x—1) x*(x—1)
1 dz 1d
a=2, Z=y1_2=—' —=———y
y dx y2dx
, x—2 1
z

Cx(x— 1)Z=x2(x—1)'
z= (f Q(x) - el POIdxgy 4 C> Lo~ IPMax

x-2 xX—2
z= (J Wl—l) e THED™ gy + C) - e_f_x(x‘l)dx,

J x_zd—JAd+J L
x(x —1) = x—1%

x—2 A B

_x(x—1)=x x—1

—-(x—2)=A(x—-1)+Bx, A=-2, B=1

x—2 -2 1 x—1
f —dxzf—dx+f dx = —2In|x| +In|]x — 1| = In ,
x 1 x2

)

_x(x—l) X —
nzl o x—1
e x? = ")
1 x—1 x? 1 x?
Zz(sz(x—l). x2 dx+C).x—1=(_§+C>.x—1'
xZ

YT lvcx—1)
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Naide 5.22. Lahendada vérrand 3x%dx — (x3 + y + 1)dy = 0.
Jagame vorrandit kdigepealt suurusega dy, saame vorrandi
3x2g—x3—y—1 =0,
dy
Jagame vdrrandit suurusega 3x?2, saame
dx 1 y+1

dy 3773

Tegemist on Bernoulli vorrandiga, kus x = x(y) on otsitav funktsioon ja a = —2. Lineaarse
vorrandi saamiseks teeme muutuja vahetuse

-2

X

z=x1"0"2) = x3

dz 32 dx

ax " dy’
Lineaarne vorrand on kujul

zZ'—z=y+1.

Lineaarse vorrandi lahendiks saame funktsiooni
z=Ce’ —y—2,

Asendame muutuja z avaldisega x2, saame Ulesande lahendiks funktsiooni

1
x = (Ce¥ —y—2)3.

5.3.6. EKSAKTNE DIFERENTSIAALVORRAND

Definitsioon 5.16.

Diferentsiaalvdrrandit kujul M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 nimetatakse eksaktseks ehk
taisdiferentsiaaliga vorrandiks, kui leidub kahe muutuja funktsioon u(x, y), nii et vorrandi
vasak pool on vordne selle funktsiooni taisdiferentsiaaliga:

Ju du
—dx +—dy. (5.16)

M(x,y)dx + N(x,y)dy = du =
(x,y)dx + N(x,y)dy = du P 3y

Eksaktsuse tingimus.

Kui teadaolevad funktsioonid M ja N ning nende osatuletised dM /dy ja dN /0x on pidevad
muutujate x, y mingis piirkonnas D, siis vorrandi eksaktsuseks piirkonnas D on tarvilik
ja piisav, et iga (x,y) € D korral kehtib vordus

oM aN
dy dx’
Eksaktse vorrandi vdib kirjutada ka kujul
du(x,y) =0,
vorrandi tldlahend on kujul
u(x,y) =C.
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Saadud vOrdus méaarab eksaktse vorrandi Uldlahendi muutujate x,y piirkonnas, milles
M?(x,y)dx + N?(x,y)dy # 0. Eksaktse vOrrandi mistahes lahend on saadav tldlahendist
konstandi C mingil konkreetsel vaartusel (konstant C saab omada ainult niisuguseid véértusi,
mis kuuluvad funktsiooni u(x,y) vaartuste piirkonda). Funktsiooni u(x,y) leidmiseks on
mitmeid meetodeid. Vaatleme l&hemalt neist kahte.

1) L&htume vordusest (5.16) ja leiame funktsiooni u(x, y) jargmise vorrandististeemi abil:

Jdu

a_x = M(xJ’),
ou
k@ = N(x,y).

Kdigepealt integreerime esimese vdrduse mélemaid pooli muutuja x jargi, kusjuures loeme
muutuja y konstantseks.

ulx,y) = fM(x,y)dx+ c(y), (5.17)

kus C (y) on suvaline funktsioon muutujast y. Valime C (y) nii, et oleks tdidetud ka teine pool
seosest:

Ju N

Selleks diferentseerime vorduse (5.17) mdlemal poolel olevat avaldist muutuja y jargi ja
vOrdsustame tulemuse funktsiooniga N (x, y).

Saadavast vorrandist leiame C(y), mille asendame vordusse (5.17), saame otsitava funktsiooni
u(x,y) avaldise, millest vérrandi tldlahendi kirjutame kujul u(x,y) = C.

2) Lé&htume valemist

X y
u(x,y) = JM(x,y)dx+ JN(xo,y)dy
X0 Yo
vOi valemist
X y
u(x,y) = JM(x,yo)dx+ JN(x,y)dy.
X0 Yo

Arvud x, ja y, vOib valida vabalt, kuid nii, et punkt (x,, y,) kuuluks muutujate x, y piirkonda,
milles funktsioonid M, N, dM /dy ja dN /dx on pidevad.

Naide 5.23. Lahendada vérrand (x3 + xy?) dx + (x%y + y3) dy = 0.

M N
Antud vorrand on eksaktne, sest
oM 0 ON 0
— = —(x3 2y =2 — = —(x? 3Y = 2xv.
3y ay(x + xy®) = 2xy, Ix ax(x y+y°) =2xy

Jarelikult
(x3 + xy?)dx + (x*y + y¥)dy = du(x, y).

Uheaegselt peavad kehtima vérdused
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ou u
T _ 43 2 7 _ 2 3
e x° +xy“, ay x‘y+y°,

loeme y parameetriks ja integreerime x jargi

2,,2

x4

uGoy) = [ MG y)dx+C0) = [ 6+ xydn + C) =+

y
2

+ C(y),

a (x* x2y?
[ — 42 3,2 ' — 42 3
6y<4+ 5 +C(y)> x*y+y°, xy+C'(y) =x°y +y°,

4
, y
C'(y) =y3 C(y)=z+cl, c, =0.
2

4

N

Xy Y
u(x,y)—4+ > +4.
Varrandi uldlahend on kujul u(x,y) = C ehk
x4 x2 2 4
—+ 4 +y—= C.

4 2 4

Naide 5.24. Lahendada vérrand (x + 2y) dy + (y + 3x2) dx = 0.

N M
Kontrollime eksaktsuse tingimust:
oM 0 ON 0
—=— 2y=1, —=—x+2y)=1
3y ay(y+39c) R e WA C )

Vorrandi lahend avaldub kujul

u(x,y) = j(x + 2y)dy + C(x) = yx + y% + C(x).

0
a(yx+y2+C(x))=y+3x2, y+C'(x)=y+3x?%  C(x)=x5

u(x,y) = yx + y2 + x3.

Uldlahendiks on
yx +y2+x3=C.

5.4. NUMBRILISED MEETODID

Analitiline lahendus on alati parem kui numbriline, sest analutilist lahendit saame kasutada
mistahes s6ltumatu muutuja numbriliste vaartuste korral, numbriline lahend arvutatakse
konkreetsete muutuja vééartuste korral.

5.4.1. EULERI MEETOD

Olgu funktsioon f(x, y) pidev muutujate x, y piirkonnas D ning arvud x, ja y, olgu sellised, et
(x0,¥0) € D. Vaatleme esimest jarku diferentsiaalvGrrandit kujul

dy
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mis rahuldab algtingimust y(x,) = y,, otsitavaks funktsiooniks on y = y(x). Tahame teada
funktsiooni vaartust punktis x = b, seega votame 18igu [x,, b] ja jaotame n vOrdseks osaks

X, X1, X2, ) Xnp = b, xg < X1 < X3 < ... < Xpy.
T&histame vahed
X1 —Xg=Xy— X1 = .. =Xp, —Xp_1 =Ax =h.
b —x,

h = :
n

Olgu mingi funktsioon y = ¢(x) varrandi (5.18) mingi ligikaudne lahend ja

Yo = @(x0),y1 = @(x1), .., Yn = @(xy).
Tahistame
Ayo =y1 = Y0, AY1 = Y2 = Y1, BYn-1 = Yn — Yn-1-

Asendame vorrandi (5.18) tuletise igas punktis xg,xq, X5, ...,x, funktsiooni muudu ja
argumendi muudu jagatisega

Ay
H=f(xiy)r Ay:f(x'y)Ax
Kuix = xq jay = y,, Siis

Ay
—2 = £ (%0, Yo),

Ax
Ay, = f(x0,¥0)Ax,
y1— Yo = f (X0, Y0)h,
Y1 = Yo + f(xo,¥0)h.
Teada on y,, xo, h. Kui x = x; jay = y;, Siis

Ay,
E = f(xl, yl)'

Ay, = f(xy,¥1)Ax,
Y2 —y1 = f(xu,y0)h
Y2 =y1+ f(x,yDh
Teada on y;,, x4, h. Analoogiliselt leiame
Y3 =Y2+ f(x2, )0 .. ¥n = Yn-1+ f(Xn-1,Yn-1)h
Saime valemi diferentsiaalvorrandi lahendamiseks Euleri meetodil

Yn =Vn-1t f(xn—l' yn—l)h-

Seega on lahendi ligikaudsed vaartused punktides xg,xq,%5, ..., %, leitud. Uhendame
koordinaattasandil punktid (xg, o), (%1, Y1), -, (X5, ¥n). Saame integraalkdvera ligikaudse
kujutisena murdjoone. Seda murdjoont nimetatakse Euleri murdjooneks. Mida vaiksemad
sammud me teeme, seda lahedasem on Euleri murdjoon integraalkdverale.

Ulesannet vdib lahendada ka graafiliselt, konstrueerides Euleri murdjoone. Joonistame punkti
My(xo,yo) labiva joonelemendi, see on joon tdusuga f(x,,yo). Liigume mobda joont
argumendi x kasvavate vaartuste suunas punktist M, paremale punktini M, (x,,y;). Kordame
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sama tegevust: joonistame punkti M;(x;,y;) labiva joonelemendi ja liigume selle sihis
paremale jargmise punktini M, (x,, y,) jne.

Naide 5.25. Leida diferentsiaalvorrandi

y=y+x

ligikaudne lahend kohal x = 1, mis rahuldaks algtingimust y(0) = 1.

Jaotame 18igu [0,1] kiimneks osaks. Siis

x,=0;01;..;1, h=01, f(x,y)=y+x.

dy
a_y_f_x'

Y1 =Yo t+ f(x0,¥0)h.

Xy Yk f (X, vie) [ yidh = O+ yidh | Yisr = yie + (i + yidh
= Xk t Vi

0 1 1 0.1 11
0.1 11 1.2 0.12 1.22
0.2 1.22 1.42 0.142 1.362
0.3 1.362 1.662 0.1662 1.5282
0.4 1.5282 1.9282 0.1928 1.721
0.5 1.721 2.221 0.2221 1.9431
0.6 1.9431 2.5431 0.2543 2.1974
0.7 2.1974 2.8974 0.2897 2.4871
0.8 2.4871 3.2871 0.3287 2.8158
0.9 2.8158 3.7158 0.37158 3.1874
1.0 | 3.1874 Ligikaudne lahend y(1) ~ 3,1874 |

Tépse lahendi (analutilise lahendi) saamiseks lahendamine voérrandi y’ = y + x. Tegemist on
lineaarse diferentsiaalvorrandiga, mille lahendame muutuja vahetusega.

y=uv y =uv+vy,

Lahendame kahes osas: 1) (' —u) =0, 2)uv’ =x,
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1) (' —w) =0,
du
dx "
du = udx,
du
o= dx,
Inju| = x,
u=e*
2)uv’ = x,
v'e* =x,

uv+rv'u=uw+x viu' —u)+uv’ =x.




dv
dx ¢

dv = xe *dx,

fdv = Jxe‘xdx.

Paremal pool vordusmarki oleva integraali ositi integreerimiseks tahistame

x:x’

u=x, dv=e*dx, du=dx, v=—e "
fxe‘xdx = —xe ¥ — f —e *dx

v=—xe *—e*+C=—e*x+1)+C,
y=uv=e*-[(—e™®)(x+1)+C]=—x—1+ Ce*,
y(0)=1: 1=-0—-1+ Ce", C =2.

Uldlahend: y = —x — 1 + Ce*, erilahend y = —x — 1 + 2e*.
Arvutame niitid erilahendi vaartuse kohal

x=1: y(1) = —1—1+ 2e! = 2e — 2 = 3,43656.

Ligikaudne lahend on tapsem, kui suurendame osaldikude arvu, sellisel juhul on maistlikum
kasutada tabelarvutusprogrammide abi, et véltida arvutusvigade tekkimist.

5.4.2. RUNGE-KUTTA MEETODID

Meetodid on algoritmide pere harilike diferentsiaalvérrandite (ja harilike diferentsiaal-
vorrandite slisteemide) ilmutatud voi ilmutamata ligikaudse lahendi numbriliseks leidmiseks
algtingimustega ulesande korral. Nad pdhinevad iteratsioonil. Meetodi algse kuju tootas vélja
Saksa matemaatik Carl Runge aastal 1895 ning seda tildistas Martin Wilhelm Kutta aastal 1901.
K®oige suurema tapsusega on 4. jarku klassikaline Runge-Kutta meetod, see meetod on nii laialt
levinud, et seda nimetatakse sageli lihtsalt Runge-Kutta meetodiks.

Olgu meil Cauchy ulesanne kujul

dy _ _
i fy),  y&xo) =0,

siis funktsiooni véartus jargmises punktis arvutatakse valemi jargi:

h
Yn+1 = Yn T . (ki + 2k + 2k + ky),

h h
k= fOmd), o = (Xn 590 4510

h h
ks =f (¥ 450+ 3k ) ks = fCon+ by + hks),

kus h on sammu suurus argumendi x jargi.
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Naide 5.26. Leida vorrandi

y=y+x

ligikaudne lahend Runge-Kutta meetodiga kohal x = 1, mis rahuldaks algtingimust

y(0) = 1.

Tegemist on sama ulesandega, mis naites 5.25. Seekord jaotame 18igu [0,1] viieks osaks:

x,=0;02;..;1, h=02 f(x,y)=y+x

dy
a_y_*_x'

h
}’1:3’0+€'(k1+2k2+2k3+k4):
kl = f(xn' yn) =Xp t Yn,

h h
=xpt-+ynt5ky,

h h
kz:f(x”+§’y"+§k1) 2 2

h h h h
k3 =f(xn+§,yn+§k2)=xn+z+yn +Ek2,

k4=f(xn+h,yn+hk3)=Xn+h+yn+hk3

Yn+1
Xn In k1 k k3 ks =t g
- (ky + 2k,
+ 2ks + ky)
0 1 1 1.2 1,22 1,444 1,2428
0,2 |[1,24280 | 1,44280 1,687080 1,711508 1,985102 1,583636
0,4 |1,583636 |1,983636 | 2,282000 2,311836 2,646003 2,044213
0,6 |2,044213 | 2,644213 | 3,008634 3,045076 3,453228 2,651042
0,8 |2,651042 | 3,451042 | 3,896146 3,940656 4,439173 3,436502
1,0 |3,436502 Ligikaudne lahend y(1) = 3,436502

Téapne lahend oli y = —x — 1 + 2e*, (1) = 2e — 2 = 3,43656. Kuna tegemist oli tdpsema
arvutusmeetodiga, on lahend ka poole vahema osalGikude arvu korral tapsem.

Arvutustabeli voib teha kasutades ka modnda tabelarvutusprogrammi (Microsoft Excel voi
muud). Tuleb kirja panna valemid esimese rea jaoks ja teises reas valem, mis viitab esimese rea
viimasele veerule (y,,+1), Ulejadnud valemid tuleb kopeerida soovitud arvu kordi.
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0
0,2
0,4
0,6
0,8

1

1 1 1,2 1,22 1,444 1,2428

1,2428 1,4428 1,68708 1,711508 1,985102 1,583636

1,583636 1,983636 2,282 2,311836 2,646003 2,044213

2,044213 2,644213 3,008634 3,045076 3,453228 2,651042

2,651042 3,451042 3,896146 3,940656 4,439173 3,436502
3,436502




5.5. TEIST JARKU DIFERENTSIAALVORRANDID

5.5.1. KONSTANTSETE KORDAJATEGA LINEAARSED
HOMOGEENSED DIFERENTSIAALVORRANDID

Konstantsete kordajatega lineaarseks homogeenseks teist jarku diferentsiaal-
vorrandiks nimetatakse vorrandit kujul

d*y dy
Lzt ag thy=0 (5.19)
kus a, b on konstandid.

Teoreem 5.3.
Lineaarse homogeense vdrrandi (5.19) erilahendite summa on samuti selle vGrrandi lahend.

Teoreem 5.4.
Kui y; (x) on lineaarse homogeense vdrrandi (5.19) lahend, siis on lahendiks ka Cy, (x), kus C
on suvaline konstant.

Jareldus.
Kui y;(x) ja y,(x) on lineaarse homogeense vorrandi (5.19) lahendid, siis on lahendiks ka
nende erilahendite lineaarne kombinatsioon y = C;y; (x) + C,y,(x).

Kui y; (x) ja y,(x) on lineaarselt séltumatud vdrrandi (5.19) erilahendid, siis on

Yy =C1y1(x) + C2y2(x)

vorrandi (5.19) dldlahendiks.

Kaht funktsiooni y4(x) ja y,(x) nimetatakse lineaarselt s6ltumatuteks, kui

C1y1(x) + C2y,(x) =0
kehtib vaid

C,=C,=0

korral. Funktsioonid on lineaarselt sdltuvad, kui nad ei ole lineaarselt sGltumatud. Kahe

lineaarselt sdltuva funktsiooni suhe on konstantne
y1(x) G
20 €

Vorrandi (5.19) lahendit on loomulik otsida selliste funktsioonide seast, mille tuletised on

sarnased lahtefunktsiooniga, nii et parast vorrandisse asendamist vBiksid kdik liikmed vilja
koonduda. Uheks selliseks funktsiooniks on

C.

— ,kx
y_e )

kus k on parameeter. Leiame selle funktsiooni tuletised:
y' = kek*,y" = kZek*,

Kui funktsioon on vorrandi lahendiks, siis vorrandisse asendamisel peame saama samasuse,
seega

k2e** + ake** + be** =0
ehk
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e®*(k? + ak + b) = 0.
Kuna e** = 0, siis samasuse kehtimiseks peab olema null teine tegur:
k* + ak +b = 0.
Saime ruutvdrrandi, mille lahendid avalduvad kujul

ki, = —sy b
27 2= |4 '

Definitsioon 5.17.

Diferentsiaalvorrandile (5.19) vastavaks karakteristlikuks vdrrandiks nimetatakse
ruutvorrandit

k?+ak+b=0.

Diferentsiaalvorrandi (5.19) (ldlahendi leidmisel tuleb vaadelda 3 eri juhtu vastavalt
karakteristliku vorrandi lahenditele:

1)  reaalsed ja erinevad,

2)  reaalsed ja vOrdsed,

3)  komplekssed.

1) Reaalsed ja erinevad karakteristliku vorrandi lahendid.

Olgu vorrandi k? + ak+ b =0 lahendid kq, k, ja kehtib tingimus k; # k,. Siis
diferentsiaalvdrrandi (5.19) erilahendid on

y, = e¥1¥ jay, = ek2*,
Kontrollime, kas erilahendid rahuldavad vdrrandit:
(ek1x)’ — kleklx, (ekzx)l — kzekzx'
(eklx)lr — k%eklx, (ekzx)u — k%ekzx,
(e*1¥)" + a(ef*) + bek1* = kZek1* + ak,e*1* + be*1¥ = e*1*(k? + ak, + b) = 0.

Erilahend rahuldab vorrandit, sest
k? +ak,+b =0,
sest k, on karakteristliku vorrandi
k*+ak+b=0
lahend. Samasuguse tulemuse saame teise erilahendi jaoks:
(e®2¥)" + a(e*?¥)’ + bek2* = k2ek2* + ak,e*?* + bek2* = e*2*(k2 + ak, + b) = 0.

Seega
(ek1%)" 4+ q(e*1%)' 4 pek1* = 0,

(e*2X)" + a(e*2*)" + bek2* = 0,

sGltumata x vaartustest. Jarelikult on e*1*, ek2* vgrrandi (5.19) erilahendid. Leiame v, (x) ja
v, (x) suhte
y1(x) _ ghix _ kax—kpx
yo(x)  eke*

Funktsioonid y; (x) ja y,(x) on lineaarselt s6ltumatud.

#* const.
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Reaalsete ja erinevate karakteristliku vorrandi
k*+ak+b=0
lahendite k, ja k, korral on diferentsiaalvGrrandi (5.19) Gldlahend kujul
y = C,eM1* + Cek2¥,

kus C; ja C, on suvalised konstandid.

2) Reaalsed ja vordsed karakteristliku vorrandi lahendid.

a
klzkzz_i, a2_4‘b=O,
siis diferentsiaalvorrandi (5.19) tldlahendiks on funktsioonide (erilahendite)
a a

Y1 = e_fx,yz = xe_fx
lineaarne kombinatsioon. Uldlahend on
_a, _a, _a,
y==Ce 27+ Cxe 20 =(C; + Cyx)e 2.

Néitame, et y, ja y, rahuldavad diferentsiaalvérrandit (5.19):

a ! a a a aZ a a a2
(xe_fx =—Ee_fx—ie_5x+7xe_2x=e_7x<zx—a>,
2 2 2
_a_(a _a. a _a _a _a_(a a
e 2x<Zx—a>+a(e 2x—§xe 2x)+bxe ¥ =e¢ 2x<zx—a+a—7x+bx>=

_a a’ 1 _a
=e 2% —Zx+bx :—er Zx(a2—4b)=0.

Eelduse kohaselt
a’?—4b =0,
jarelikult erilahendid

_a, _a,
yi =€ 2 y Y2 = Xe 27,

rahuldavad diferentsiaalvorrandit (5.19). Kontrollime, kas erilahendid on lineaarselt séltumatud
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a
x) e 2¥ 1
N _ — = = # const.
Y2(x) L pm7x X

Funktsioonid y; (x) ja y,(x) on lineaarselt s6ltumatud.

Reaalsete ja vOrdsete karakteristliku vorrandi lahendite
k1 - kz - —a/2
korral on diferentsiaalvdrrandi (5.19) tldlahend on kujul

a
y = (€1 + C,x)eM* = (€ + Cyx)e” 2%,

3) Kompleksarvulised karakteristliku vorrandi lahendid.

Kompleksarvuliste lahendite korral peab ruutvdrrandi lahendivalemi ruutjuure alune avaldis
olema negatiivne

a’?—4b <0,
a 1 a 1
k1,2 = —Eii a2 —4p = _Eiz‘-v-’H\lél-b —az.
i
Téhistame
a 1
a=-z, ﬁzix/élb—az, ki =a+if, ky =a—ip.
Avaldame a ja b
1 1 1
a=—2a, ,82=Z(4b—a2), b=[32+za2=ﬁ2+z4a2=[32+a2,
b =%+ a?.
Diferentsiaalvdrrandi (5.19) erilahendid on
y1 = e**cos fx, y, = e**sin fx.
Naitame erilahendite kehtivust. Leiame tuletised
dy, ax ax g ax :
5 = xe*ieos Bx — fe*sin Bx = e*(acos fx — Bsin Bx),
dyz — ax oj ax — ax 3
= oevisin Bx + Be**cos fx = e**(asin fx + Bcos Bx),
dz}’l . . 2
T ae® (acos fx — Bsin fx) + e** (—afsin fx — f“cos fx) =
= e*™(a?cos fx — afsin fx — afsin fx — [%cos fx) =
= e®™(a?cos fx — 2afsin fx — B%cos Bx),
dz}’z . 2 .
i ae®™ (asin Bx + fBcos Bx) + e* (afcos fx — B*sin Bx) =

= e™(a®sin Bx + afcos Bx + afcos Bx — B2sin fx) =
= e (a?sin fx + 2afcos Bx — [?sin fx).

Asetame funktsioonid y, (x) ja y,(x) vorrandisse (5.19), asendame a = —2a,b = 2 + a?.

e (a?cos fx — 2aPsin Bx — B%cos fx) + ae®™ (acos Bx — Bsin fx) + be™ cos fx =

150




= e* (a%cos fx — 2afsin fx — B%cos fx + a(acos Bx — Bsin Bx) + bcos fx) =
= e%(cos px(a? — % + aa + b) + sin fx(—2af — aB)) =
= e%(cos fx(a? — % — 2a% + B% + a?) + sin fx(—2af + 2af)) = 0.
e (a?sin Bx + 2afcos fx — B?sin Bx) + ae® (asin Bx + Bcos Bx) + be™ sin fx =
= e™ (a’sin Bx + 2afcos Bx — B%sin Bx + a(asin Bx + Bcos Bx) + bsin fx) =
= e%(cos Bx(2ap + ap) + sin fx(a? — f2 + aa + b)) =
= e%(cos fx(2apf — 2ap) + sin fx(a? — p% — 2a? + f? + a?)) = 0.
Jarelikult funktsioonid
y, = e* cos Bx, y, = e sin fx
on diferentsiaalvdrrandi (5.19) lahendid. Kontrollime, kas lahendid on lineaarselt séltumatud
y1(x) e cos fx
y,(x) e%sin fx

Funktsioonid y; (x) ja y,(x) on lineaarselt s6ltumatud.

= cot fx # const.

Kompleksarvuliste karakteristliku vorrandi lahendite
k1 :a+ﬁi,kz :a—ﬁi
korral on diferentsiaalvdrrandi (5.19) tldlahend on kujul

y = e**(C;cos Bx + C,sin fx).

Naide 5.27. Lahendada diferentsiaalvorrand
y'+4y' + 3y =0.

Vastav karakteristlik v@rrand on
k2+4‘k+3=0, k1=_3, k2=—1
Lahendid on reaalsed ja erinevad, seega on tldlahend

y = Cief1* + C,ef2¥ = Ce 3% + (e,

Naide 5.28. Lahendada diferentsiaalvdrrand
y" +6y"+9y =0.
Vastav karakteristlik vdrrand on
k?+6k+9=0, k; =k, =-3.
Lahendid on vordsed, seega vorrandi tldlahend on

a
y = (C; + Cyx)e 2% = (C; + Cx)e 3%,

Naide 5.29. Lahendada diferentsiaalvorrand
y'+6y" +13y =0.
Vastav karakteristlik vorrand ja selle lahendid on
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k%2 +6k+13=0, ky = =3+ 2i, k, = =3 — 2i.
Lahendid on komplekssed, seega on dldlahend @« = -3, = 2:
y = e 3*(Cycos 2x + C,sin 2x).

5.5.2. KONSTANTSETE KORDAJATEGA LINEAARSED
DIFERENTSIAALVORRANDID

Konstantsete kordajatega lineaarne mittehomogeenne teist jarku diferentsiaalvorrand

on vorrand kujul
d’y dy
a2 als aa + by = F(x), (5.20)

kus a, b on konstandid ja F (x) on argumendi x funktsioon.

Vaorrandi (5.20) tldlahend on esitatav summa kujul

y=yntY,
kus y;, on vastava homogeense vrrandi

d*y  dy
ﬁ+aa+by—0

uldlahend ja Y on vorrandi (5.20) mingi erilahend.

Maaramata kordajate meetod erilahendi otsimiseks.
Erilahendit tuleb otsida sarnaselt funktsiooni F(x) kujule (vorrandi paremal pool asuv
funktsioon), lisades otsitavad maaramata kordajad, mille arv sltub funktsiooni F(x) kujust.

1)  F(x) on konstant: F(x) = C.
Esitame otsitava erilahendi samuti konstandi kujul

Y =A.

Kuna tegemist on konstandiga, siis tuletised Y’ =YY" = 0 ja v@rrandisse (5.20) asendades
saame

bA=C, A= ¢ Y = ¢
- T b
Erijuht. Kui vorrandis (5.20) b = 0, siis tuleb erilahendit otsida kujul
Y = Ax.

Leiame tuletised Y’ = C,, Y"' = 0 ja asendame vdrrandisse, saame

C C
aC0=C, Coza, Y=ax

2)  F(x) on polinoom.
Vaorrandi (5.20) erilahendit otsitakse sama astme poliinoomina, néiteks kui

F(x) =px®*+qx+r,

kus p, q ja r on etteantud, siis otsime erilahendit ruutpoliinoomi kujul
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Y = Ax?> + Bx + C.

Peame méaarama konstandid A, B ja C nii, et Y oleks vorrandi (5.20) lahend. Selleks leiame
tuletised
Y' =2Ax + B,Y" = 2A.

Asendame vorrandisse (5.20), saame

24+ a(2Ax +B) + b(Ax? + Bx+ C) = px? + qx + 1.
Korrastame vasakul pool vordusmarki olevad litkmed

Abx? + x(2Aa + Bb) + 2A+ aB + bC = px? + qx + 1.

Arvestame, et x sama astmete kordajad peavad olema vdrdsed mdlemal pool vérdusmarki.

i Ab=p, A=" - =q B=(0-20)
x“: Ab =p, A—b, x: 2da+Bb=¢q, B= > )
1 2p a 2ap
0. — N P _ g ==
x": 2A+aB+bC =T, c b[r 2 b< b)]

Erijuht. Kui vorrandis (5.20) b = 0, siis tuleb erilahendit otsida kujul
Y = x(Ax? + Bx + C).

3)  Eksponentkujul F(x) = pe™.
Erilahendit otsime kujul
Y = Ae™.

Paneme tahele, et arvu e aste ja&b samaks, kui funktsioonil F(x), otsime ainult arvu e kordajat.
Leiame tuletised
Y' = Ane™,Y" = An%e™
ja asendame vorrandisse
An?e™ + aAne™ + bAe™ = pe™,  |:e™

4

A(n? + +b) =p, A=——-—-——.
(n” +an )=p n?+an+b

Erijuht. Kui
n+an+b=0

ehk n on karakteristliku vorrandi lahend, siis otsime tldlahendit jargnevalt:
kui n on Ghekordne lahend (n = k; v0i n = k), siis

Y = Axe™,
kui n on kahekordne lahend (n = k; = k), siis
Y = Ax?e™.
4)  F(x) on trigonomeetrilisel kujul:
F(x) = sin wx, F(x) = cos wx, F(x) = p sin wx + q cos wx.

Erilahendit otsime alati Ghesugusel kujul (sdltumata sellest, kas F(x) sisaldab siinust,
koosinust vOi summat nendest)
Y = Asin wx + Bcos wx.
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Paneme tahele, et siinuse ja koosinuse argument jaab samaks, mis on funktsioonil F(x),
otsime ainult nende funktsioonide kordajaid.
Olgu F(x) = sin wx. Leiame tuletised ja asendame vdrrandisse

Y’ = Awcos wx — Bwsin wx, Y" = —Aw?sin wx — Bw?cos wx,

—Aw?sin wx — Bw?cos wx + a(Awcos wx — Bwsin wx) + b(Asin wx + Bcos wx)
= sin wx.

Vordsustame sin wx ja cos wx kordajad mdlemal pool vordusmarki, saame vorrandislisteemi
kordajate A ja B leidmiseks:
{—sz —aBw + bA =1,
—Bw? + aAw + bB = 0.
Erijuht. Kui vorrandis (5.20) a = 0, siis on tegemist erijuhuga, kui k1, = +fi ja w = B, siis
otsime erilahendit kujul
Y = x(Asin wx + Bcos wx).

Markused.

1. Kui vorrandi (5.20) paremal pool esineb eespool vaadeldud funktsioonide summa, siis
erilahendi saame, kui otsime teda samade funktsioonide summana.

2. Ulalkirjeldatud meetod sobib ka juhul, kui vérrandi (5.20) parem pool osutub korrutiseks,
siis otsitakse erilahendit korrutise kujul.

3. Erijuhtude arvestamata jatmisel tekib madramata kordajate leidmise kdigus vastuolu,
mistottu kordajaid ei ole véimalik madrata.

Naide 5.30. Leida vorrandi
y'+2y' =8y =2x+1
uldlahend.
Alguses leiame vorrandile vastava homogeense vorrandi
y'+2y'—8y=0

tldlahendi karakteristliku vorrandi
k?+2k—8=0
lahendite
k, = —4, k, =2
jargi, tldlahend on
yn = Cie " + C,e?*.

Erilahendit otsime antud tlesande paremal pool vérdusmarki asuva funktsiooni
F(x)=2x+1
kujuga sarnasel kujul aga méaaramata kordajatega.
Y = Ax + B, Y'=A4,Y"=0.

Mé&é&ramata kordajate A ja B leidmiseks asendame otsitava erilahendi ja selle tuletised
lahendatavasse vorrandisse, vordsustame mdlemat pool vordusmérki olevad x kordajad ning
vabaliikmed
2A —8Ax — 8B = 2x + 1,
1

. —8A=2 A=-—-
X 4
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3
x% 2A—-8B=1, B=-—,

16
1 3
r=-3""1
— —4x 2x 3
y = Cie + Ce _Zx_E'
Markus. Kui vorrandi paremal pool olev funktsioon ei oleks sisaldanud vabaliiget

F(x) = 2x,

siis sellele vaatamata olesime pidanud otsima erilahendit samal kujul koos vabaliikmega.

Naide 5.31. Leida vorrandi
y" =2y =x*+4x
uldlahend.

Leiame vastava homogeense varrandi tldlahendi
k2 —2k=0, ky=0, k,=2, y.=C,+Cre?*
Erilahendit otsime kujul (tegemist on erijuhuga, kuna b = 0)
Y = x(Ax? + Bx + C) = Ax® + Bx? + Cx,
Y' =34x%>+2Bx + C, Y" = 6Ax + 2B,
6Ax + 2B — 2(3Ax? + 2Bx + C) = x? + 4x,
6Ax + 2B — 6Ax? — 4Bx — 2C = x? + 4x,

2. _6A=1, A= -
X - ) - 61

5
x: 6A —4B =4, B=_Z'

5
x% 2B—2C =0, C:_Z'

Y = —€x3 —sz —Zx,
5 5
y=C + Ce®* ——x3 —sz vk

Naide 5.32. Leida diferentsiaalvorrandi

y" + 3y — 10y = 16e3*
uldlahend.

Leiame vastava homogeense vdrrandi Gldlahendi
k2 + 3k - 10 = 0, k1 = _5, kz = 2, yh = Cle_sx + Czezx.

Erilahendit otsime kujul
Y = Ae3*, Y' =34e3*, Y = 94e%*,

94e®* + 3 -34e3* — 104e3* = 16,
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84 =16, A=2,
Y = 2e3%,
y = Cre™* + C,e?* + 2e3*,
Naide 5.33. Leida vorrandi

y" + 4y = 12cos 2x
uldlahend.

Leiame vastava homogeense vorrandi tldlahendi
k?+4=0, k;=2i, k,=-2i, y, = Cycos2x + C,sin 2x.

Erilahendit otsime kujul

Y = x(Asin 2x + Bcos 2x),
sest tegemist on erijuhuga, sest kuna a = 0, siis k; , = +2i ja vorrandi paremal pool oleva
trigonomeetrilise funktsiooni argumendi kordaja w = 2 on v@rdne karakteristliku vaartuse
imaginaarosaga.

Y' = Asin 2x + Bcos 2x + x(2Acos 2x — 2Bsin 2x),
Y'" = 2Acos 2x — 2Bsin 2x + 2Acos 2x — 2Bsin 2x + x(—4Asin 2x — 4Bcos 2x) =
= 4Acos 2x — 4Bsin 2x — 4Axsin 2x — 4Bxcos 2x,
4Acos 2x — 4Bsin 2x — 4Axsin 2x — 4Bxcos 2x + 4(Axsin 2x + Bxcos 2x) = 12cos 2x,
cos 2x(4A — 4Bx + 4Bx) + sin 2x(—4B — 4Ax + 4Ax) = 12cos 2x,
Vordsustame koosinuse ja siinuse kordajad mdlemal pool vérdusmarki, saame
cos2x: 4A =12 A=3 sin2x: —4B=0 B =0

Y = 3xsin 2x, y = Cjcos2x + C,sin 2x + 3xsin 2x.

5.5.3. TEIST JARKU VORRANDID FUUSIKAS.
MEHAANILISED VONKUMISED™*

Olgu koormus massiga m elastsel vedrul, mis on kinnitatud mingis punktis A. Koormuse
kdrvalekallet tasakaaluasendi suhtes tdhistame y. Koérvalekallet alla loeme positiivseks ja ules
negatiivseks. Tasakaaluasendis koormus on tasakaalus vedru elastsusega. Oletame, et joud F;,
mis pulab koormust viia tasakaaluasendisse, on vdrdeline siirdega y

F, = —ky, k = const,k > 0,

k on vedru jaikus. Koormuse liikumist takistab vastupanujéud F,, mis on suunatud liikumise
vastassuunas ja on vordeline massi litkumise kiirusega

dy
F, = —sz—la, A = const, A>0.
Newtoni Il seaduse pdhjal
d?y
ma—F1+F2, a—ﬁ,
d*y y
—=—ky—1—, 21>0k>0.
M a 7
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Saime |1 jarku konstantsete kordajatega lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi

d’y dy A k

W+pa+qy=0, p=—.q=". (5.21)
Vorrandit (5.21) nimetatakse vabavonkumiste vérrandiks.
Oletame, et vedru alumine punkt A liigub vertikaalselt vastavalt seadusele

z = @(t).

Vedru alumine ots on kinnitatud rulli kiilge, mis koos vedru ja koormusega liigub mdoda
konarusi. Sellisel juhul on taastav joud

ning takistav joud
F, = —Av—A¢'(t) = —Ay' — 1¢'(1).

Vorrandi (5.21) asemel saame
my" = —ky —ke(t) — y" = 29" (D),
my" + Ay' + ky = —ko(t) — 1¢'(0),
ko(t) + 19" (t)

y'+py' taqy=f(>®), ft)=-

Vorrandit (5.22) nimetatakse sundvonkumiste vérrandiks.

A k
P —E,q —E. (522)

5.5.3.1. VABAVONKUMISED®*
Vabavonkumiste vdrrand saime kujul (5.21), kus otsitav funktsioon on y = y(t)
d’y dy y) k

TEtr L ray=0, p=—q=—. (5.23)

Lahendame vdrrandi, moodustame Kkarakteristliku vdrrandi ja analtlisime vdimalikke

lahendeid.
2 _ __p_ PP __p_p*_
k*+pk+q=0, k;= > L k, = 5 s

Kuna lahend sdltub karakteristliku vorrandi lahendist, siis vaatame erinevaid variante eraldi.
1. Kui p?/4 > q, siis lahendid on reaalsed ja negatiivsed ning tildlahend on kujul

y = Cief1t + Cyek?t, k, <0k, <0.

Jarelikult y —» 0, Kkui t — oo, jarelikult vOnkumist ei teki, kuna takistavad joud on suured
vorreldes vedru jaikusega k.

2. Kui p2/4 = q,k, = k, = —p/2, siis tldlahend

_D;
y = (Ci+CG)e 2,
siisy = 0, kui t — oo, ainult mitte nii Kiiresti.

3. Olgu p = 0, takistusjoud puudub, siis k? + g = 0, ky = Bi, k, = —pi, B = \/E
Uldlahend
y = C;cos ft + C,sin fSt.
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Tahistame
C; = Asin g, C, = A cos @,

kus A, ¢, on suvalised. Avaldame 4, ¢,

C
A= /Cf +C% @0 = arctanc—l,
2

y = A sin @ycos it + Acos @ysin St = Asin (@, + St),
y = Asin (¢ + St).

Sellist vonkumist nimetatakse harmooniliseks vonkumiseks. Integraalkdveraks on sinusoidid.
Vonkeperioodiks nimetatakse ajavahemikku T, mille jooksul siinuse argument muutub suuruse
2m vorra. Antud juhul
_ 21

ik
Vonkesageduseks nimetatakse vongete arvu aja 2 jooksul. Antud juhul on sagedus .

Vonkeamplituudiks nimetatakse suurimat halvet tasakaaluasendist. Suurim hélve
tasakaaluasendist on A. Suurust ¢, nimetatakse algfaasiks.

T

5.5.3.2. SUNDVONKUMISED*

Sundvonkumiste vorrand (5.22) on

ko(t) + Ap'(t) A k
" ! = =— =—,q =—. 24
y'+py' +tay=f©O, f(© — yp=—ng = (5.24)
Praktikas on sageli vonkeid pdhjustav vélisjoud perioodiline ja muutub vastavalt seadusele
2
f(t) = asinwt, y'+py' +qy = asinwt, p#0, Pz <q,

kus g on vedru jéikus ja p vedru takistus, mis on vdrdeline kiirusega. Leiame kdigepealt vastava
homogeense vorrandi lahendi. Vastava karakteristliku vorrandi lahendid on sel juhul komp-
leksarvulised

k2+pk+q=0 ki =a+ip,

. p ,pz 14 / p?
= — = ——+4 —_ = —— = —_—
k), =a—ip, k >+ |7 q, « 5 B 4+q,

y = e (C cospt + C,sin Bt).

Tahistame
Cy = Asin ¢y, C;, = A cos @y,

y = Ae® (sin @ycosft + cos @,sin ft) = Ae* sin (¢, + Bt).
Mittehomogeense vorrandi erilahendit otsime kujul
Y = Nsin wt + Mcos wt.
Leiame tuletised ja asendame vorrandisse:

Y’ = Nwcos wt — Mwsin wt, Y'" = —Nw?sin wt — Mw?cos wt,
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—Nw?sin wt — Mw?cos wt + p(Nwcos wt — Mwsin wt ) + g(Nsin wt + Mcos wt)
= a sinwt,

sinwt: — Nw? —pMw + gN = a, coswt: —Mw?+pNw +gM =0,
—apw N = a(q — w?)
(a)z—q)2+pza)2 ’ _(q_wZ)Z +pza)2'

M =

Uued konstandid A,, ¢,, M = A,sin ¢@,, N = A,cos ¢,.

a2p2w2 + aZ(q — (1)2)2 a
A, = /M2 + N2 =\/

[(q — w)? +p2w?]? Ja2(q — 0?)? + pw?’

" M

. = arctan—,

¢ N

Y = Nsin wt + Mcos wt = A,cos ¢,sin wt + A,sin @,cos wt =
a

sin(wt + ¢@,).

JaZ (- 0D+ pra?
Uldlahend on
a
y = Ae%sin (¢, + ft) + sin(wt + ¢,).
0 \/az (q — w?)? + p2w?
Esimene liidetav kujutab sumbuvat vonkumist, aja t kasvades see liige kahaneb ja teise
liidetava osatéhtsus suureneb. Teine liidetav maarab sundvénkumise. Vdngete sagedus w on

vordne vélisjou f(t) sagedusega. Sundvonkumiste amplituud on seda suurem, mida vaiksem
on p ja mida lahemal on suuruse w? vaartus q vaartusele.

5.5.3.3. SOOJUSE LEVIMINE VARDAS*

Horisontaalselt paigutatud metallvarras on paigutatud otstega tugedele. Tugede vaheline
kaugus on L. Vasakus otsas on konstantne temperatuur t,. Parem tugi hoiab konstantset
temperatuuri t, < t;. Varda materjal on soojusjuhtivusega A. Varda ristldikepindala on A ja
ristldike mbermddt on P. Soojuse &draandmise koefitsient varda pinnalt Umbritsevasse
keskkonda on konstantne
( kcal > A
a |—m———), a=

m? - h - grad ts—t

Umbritseva keskkonna temperatuur on t,. Leiame seose varda suvalise punkti temperatuuri ja
kauguse vahel soojemast otsast. Oletame et varras on nii peenike, et temperatuur on ristldike
ulatuses konstantne, siis on t = t(x), x on kaugus. VG6tame elementaarlGigu kaugusel x
pikkusega dx. Soojushulk, mis labib aja dt jooksul varda ristldiget kaugusel x, on vordne

—1A—drt.
dx t
Soojushulk, mis 1abib aja dt jooksul varda ristldiget kaugusel x + dx, on vdrdne

1A dt+d2td d
dx dx? x|at
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Varda piirkond, mis asub ristldigete vahel xja x + dx, saab ajavahemiku dt jooksul
soojushulga, mis on vordne nende soojushulkade vahega

2

/1Ad td d
T2 dxdr.

Sama aja jooksul soojuskadu sellelt vardaosalt on
aPdx(t — ty)dt.

Kuna vaadeldav protsess on statsionaarne, siis

d?t
AAdedr = aPdx(t — t,)dr,
millest
d’t aP
ﬁ—m(t—ts) = 0.

Saime teist jarku konstantsete kordajatega lineaarse mittehomogeense diferentsiaalvdrrandi.

5.5.4. LINEAARSED HOMOGEENSED
DIFERENTSIAALVORRANDID

Lineaarne homogeenne teist jarku diferentsiaalvdrrand on vérrand kujul

'+ p1(x)y" + p2(x)y = 0,
kus p1(x), p2(x) on pidevad funktsioonid.

Kui on teada lineaarse homogeense vorrandi kaks lineaarselt sdltumatut lahendit y, (x), y,(x),
siis selle vorrandi Uldlahendiks on

y = C1y1(x) + C2y2(x). (5.25)
Vorrandi erilahendi saame uldlahendist konstantide C;, C, sobiva fikseerimise teel.

Wronski determinant.

Vaatleme algul kahte funktsiooni y; = y,(x), vy, = y,(x), mis on pidevalt diferentseeruvad
ning lineaarselt séltuvad vahemikus (a, b). Siis leiduvad arvud k4, k, € R, millest vahemalt
uks on nullist erinev nii, et iga x € (a, b) korral kehtiks vdrdus

kiy1(x) + kay,(x) = 0.
Diferentseerime saadud vordust, saame

kiy1(X) + kzy;(x) = 0.

Neid kahte samasust vGime vaadelda lineaarse homogeense vorrandisusteemina suuruste k, ja
k, suhtes. Sisteemi determinant vordub nulliga, kui tegemist on lineaarselt sdltuvate
funktsioonidega ehk iga x € (a, b) korral

W(x) =0,
kus
yi(x)  y2(x)
y1(x) v (x)

Determinanti W (x) nimetatakse funktsioonide y; ja y, Wronski determinandiks.

W(x) =

= y1(0)y2(x) — y1 (). (x).
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Funktsioonide y; ja y, Wronski determinandi vérdumine nulliga on tarvilikuks tingimuseks
nende funktsioonide lineaarseks s6ltuvuseks antud vahemikus.

Lineaarse homogeense diferentsiaalvérrandi jargu alandamine.

Lineaarse homogeense vorrandi saab lahendada nii, et leiame kdigepealt selle vorrandi n
lineaarselt sOltumatut lahendit ja kirjutame vastuse kujul (5.25), selleks tldine meetod puudub.
Sellepérast tuleb vdrrandi lahendamiseks sageli kasutada jargu alandamise votet. Kui me
teame vorrandi mingit lahendit y,(x) # 0, siis vOime vorrandi jarku alandada vorrandi
lineaarsust sailitades. Seda saame teha kahe asendusega: esiteks asendame vorrandis

Y +p1()y" +pa(x)y =0
Yy=¥Y1"2
ning siis alandame vdrrandi jarku asendusega
z'=u, z=2z(x),u=u(x).

Vaatame Liouville’i-Ostrogradski valemini joudmise mottekdiku lineaarse homogeense
diferentsiaalvdrrandi jaoks kujul

y' +p1(x)y" +pa(x)y = 0.

Olgu y;(x) ja y,(x) vaadeldava vorrandi mingid kaks lahendit, mis on lineaarselt s6ltumatud
vahemikus (a, b). Siis iga x € (a, b) korral
_ y1 () + p1()y1(x) + p2()y1(x) =0
ja

y2 (X)) + p1(0)y3(x) + p2(X)y2(x) = 0.
Korrutades esimest vordust suurusega (—y,(x)) ja teist vordust suurusega y; (x) ning liites
tulemused, saame:

—y1' (0)y2(x) +y3 (0)y1(x) + p1 () (y2 (D)1 (%) = y1(0)y2 (%)) = 0.

Siin p; (x) kordaja on vdrdne lahendite y, (x) ja y,(x) Wronski determinandiga
y1(x)  y.(x)
y1(x)  ya ()l
esimese kahe lilkme vahe aga on Wronski determinandi tuletis W'(x)

W(x) =

yi(x)  y2(x)
yi(x) v (0l

yi(x)  ya(x) _

ven Ay ¥y ()] _ i) ya(x)
W) =2 ) vyl

dx ly1(x)  y2(0l — ly1(x)  y;(x)
Seega iga x € (a, b) korral kehtib v8rdus
W'(x) + p1 ()W (x) = 0.

Selle vorrandi lahendiks saame Liouville’i-Ostrogradski valemi. Rakendades Liouville’i-
Ostrogradski valemit C = 1 korral, saame

J’}(x) y?(x) — o~ IPi(x)ax
yi(x) y:(x)
Y1)y () = yi (1)y,(x) = eI P1x,
Saime esimest jarku lineaarse diferentsiaalvdrrandi teise erilahendi y, leidmiseks. Jagame
maolemad vorrandi pooled I&bi suurusega (y1 (x))z, esitame vorrandi kujul
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i(yz(x)) _ e_lpl(x)dx
dx \yi(x) (yl(x))z .

Integreerides mdlemaid vorrandi pooli saame

yz(x) _ .[‘e_fpl(x)dx
() (3’1(95))2

vottes C = 0, saame avaldada otsitava funktsiooni

dx + C,

e Jp1i()dx

—-dx.
(J’1(x))2

v =1 |
Naide 5.34. Lahendada diferentsiaalvorrand
(x2+1)y" —2xy'+ 2y = 0.
Vorrandi kordajateks on poliinoomid:
po(x) = x* +1, p1(x) = —2x, p(x) = 2.

On vaja leida ks vdrrandi lahend, et saaks Liouville’i-Ostrogradski valemit kasutada. Selleks
tuleb proovida kordajatega sarnaseid funktsioone, alustades kbige lihtsamast. VVotame p,(x) =
2 ja proovime y; (x) = C vdrrandi lahendiks sobivust. Asendades vorrandisse y = C,y’ =
y'" = 0, saame y; = 0. See lahend ei sobi, kuna vajame nullist erinevat lahendit. VVGtame
jargmise kordaja p, (x) = —2x ja otsime lahendit kujul

yi(x)=Ax+B, y;=A4, y;=0,

asendame vorrandisse, saame
—2Ax +2Ax+2B =0, B=0.

Otsitavaks erilahendiks sobib y, (x) = Ax, kus A on suvaline konstant. Vdtame erilahendiks

y1(x) = x.
Teisendame vdrrandi kujule
2x 2
y”_x2+1y,+x2+1y:0'
Liouville’-Ostrogradski valemi jargi leiame erilahendi y,
2x e_f_%dx
PO = e =x [

yz(x)=xj<xz);r 1)dx=x(f(1+x—12>dx>=x<x—%)=x2—1_

Tulemuseks on teine vorrandi erilahend, mille lineaarne kombinatsioon esimesena leitud
lahendiga annab meile vGrrandi Gldlahendi.

y1=xy, = (x*—=1),
y = C(x? — 1) + Cyx.
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Lahendame sama ulesande erilahendi y, = x korral, kasutades jargu alandamise votet

!

Y = Y12, Z =U.
Siis
y =xz
ja tuletised on kujul (korrutise tuletise valemi jargi)
y' =z+xz',y" =2z"+xz".

Diferentsiaalvdrrand saab peale asendust kuju

(x2+1)2z' + xz") — 2x(z+ xz') + 2xz = 0,
millest saame

(x3+x)z" + 22 = 0.
Teise sammuna teeme asenduse

saame
(3 +x)u' +2u =0,

tegemist on esimest jarku lineaarse diferentsiaalvorrandiga. Vorrandi jark on alandatud ning
saadud madalamat jarku vérrand on samuti lineaarne. See ongi lineaarsuse sailitamine. Kuna
tegemist on lineaarse homogeense vorrandiga, saame selle lahendada muutujate eraldamise teel

du —2dx
u  x3+x
Integreerimiseks peame vorrandi paremal pool asuva murru teisendama osamurdude summaks:
-2 _A+Bx+C_A(x2+1)+Bx2+Cx
x(x2+1) x  x24+1 x(x2+1)

Konstandid A, B ja C leiame, asendades v@rrandis
—2=x*(A+B)+Cx+A

argumendi vaartuseks x = 0, siis
A=-2.

Edasi vordsustades x? kordajad vasakul ja paremal pool vordusmarki, saame seose
A+B =0,

sest vasakul pool vastav liige puudub, see tahendabki, et ruutliikme kordaja on vardne nulliga.
Asendades juba leitud kordaja A = —2, saame

B = 2.
Viimaks kordaja C leidmiseks vordsustame x kordajad mdlemal pool vérdusmarki, tulemuseks

Cc =0.
Kokkuvottes oleme saanud
-2 -2 2x

x(x2+1)=7+x2+1'

du —2dx -2 2x
f J f—dx+J—dx,
x3 +x x2+1

Integreerime vorrandit
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In|u| = —2In|x| +In|x? + 1| + InC,

<x2+1>
u==, > .
x

LApuks asendame u = z' ja leiame z avaldise
) x2+1
z =0 2 /)

X2 +1 1 C,
Z=fC1 xz dx=leldx+C1dex=C1x—?+C2,

Kuna yx = z, siis

1
yx = C; (x—;)+C2, y = C(x* — 1) + Cyx.

5.5.5. LINEAARSED MITTEHOMOGEENSED
DIFERENTSIAALVORRANDID

Lineaarne teist jarku mittehomogeenne diferentsiaalvorrand on vorrand kujul

y'+ 1)y + p2(0)y = f(x),
kus p1(x), p2(x) on pidevad funktsioonid ja f(x) teadaolev funktsioon.

Kui on teada homogeense vdrrandi y” + p;(x)y" + p,(x)y = 0 kaks lineaarselt s6ltumatut
lahendit y,, = C;y;,(x) + C,y,(x) ja mittehomogeense vorrandi tks erilahend Y, siis tildlahend
avaldub kujul

Y=Y+ C1y1(x) + C2y,(x). (5.26)

Vorrandi (5.26) mistahes lahend on saadav uldlahendist konstantide C,,C, vaartuste
fikseerimisel.

Erilahendi leidmine konstantide varieerimise meetodiga.
Kui on leitud lineaarse homogeense vorrandi y" + p,(x)y' + p,(x)y = 0 kaks lineaarselt
sOltumatut lahendit, siis erilahendit Y (x) otsitakse kujul

Y(x) = C;(x0)y1(x) + C,(x)y(x).

Homogeense vdrrandi Uldlahendisse (5.25) asendame suvalised konstandid C;, C,
funktsioonidega C;(x), C,(x). Funktsioonid C;(x),C,(x) maarame nii, et Y(x) rahuldaks
mittehomogeenset vorrandit.

Koigepealt votame erilahendi avaldisest tuletise ja arvestame, et tegemist on korrutisega kahest
argumendi x funktsioonist

Y'(x) = C1(x)y1(x) + C1(0)y1(x) + C2(x)y,(x) + C2(x)y7 ().

Kuna meil on kaks otsitavat funktsiooni ja ainult tiks vdrrand, siis vitame teiseks vOrrandiks
seose

Ci(x)y1(x) + C3(x)y,(x) = 0.
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Siis
Y'(x) = C;(x)y1(x) + C,(x)y,(x),

Y7 (x) = C1(0)y1(0) + G )yy (1) + G2 () y2(x) + G (x)y5 ().

Asetame viimased kaks vorrandit esialgsesse diferentsiaalvarrandisse

C1(0)y1(x) + C1 () y1' (x) + C3(x0)y2(x) + C,(x)y; (x)
+ pl(x)(Cl(x)y{(x) + C(x)ys (x)) + pz(x)(Cl(x)yl(x) + C(x)y, (x))
= f(%).

Kuna y; ja y, on vastava homogeense diferentsiaalvdrrandi erilahendid, siis asendades need
homogeensesse vorrandisse, tekib samasus. Seega osa liikmeid saadud vorrandist annavad
kokku arvu 0

C1(x)y1 (x) + pl(x)(Cl(x)y{(x)) + Pz(x)(c1(x)3’1(x))
= G () (1 () + p1 () y1 () + P2 ()Y (%)) = C;(x) - 0 = 0,

Co(x)y; (x) + pl(x)(Cz(x)yé (x)) + Pz(x)(cz (x)y> (x))
= C () (v (%) + p1()y5(x) + P2 ()Y, (%)) = C,(x) - 0 = 0.

Jarelejadnud litkmetest saame vorrandi kujul

Ci()y1(x) + C;(x)y;(x) = f(x).
Funktsioonide C; (x), C,(x) leidmiseks saime ststeemi
{ Ciy1+ C2y2 =0,
C1y1 + G2y, = f(2).

See on suuruste C(x), C;(x) suhtes lineaarne mittehomogeenne vdrrandisiisteem. Slisteem on
theselt lahenduv:

Cl(x) =gi(x),i=12 Ci(x)= J gi(x)dx+C, ,i =1,2.

(5.27)

Kuna meid huvitab ainult iiks erilahend, siis vdime vétta C; = C, = 0.

C,(x) = f 9:(x) dx.

Naide 5.35. Lahendada diferentsiaalvérrand (x2 + 1)y"” — 2xy’ + 2y = (x? + 1)2.
2x , 2

T +1” +x2+1y

Vastav homogeenne diferentsiaalvérrand on juba lahendatud eelmises ndites (nédide 5.34),

lahendiks on

n

y

=x% + 1.

yn = C;(x? — 1) + C,x.
Jérelikult antud vorrandi tldlahend avaldub kujul
y=Y(x)+ C;(x? —1) + Cyx.
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Leiame erilahendi Y (x) slisteemist (5.26)
Y(x) = C(x)(x* — 1) + C(0)x,

_ n=x*-Ly,=xy; =2xy; = 1.
Susteemist (5.27)
{ Ciy1 + Gy, =0,
Ciy1 + Gy, = f(x)
{C{(xz - 1)+ Cx =0,
2xC{ + C5 = x* + 1.
Leiame suurused Cj ja Cs:
x? -1

G = —Ci—

Asendame selle slisteemi teise vorrandisse, saame

x% -1

=x%+1,

2xC; — C{

Ci(2x? —x*+1) = (x* + 1x,
Ci(x?>+1) = (x? + Dx.

Ci =x,
1 ' (x* - 1) 2 2
CG=—Ci———=-("-1)=1-x2
Integreerime
x? x3
Cl(x)=7+C1, Cz(x)=x—?+C2,
kus C; ja C, konstandid. Piisab tihest erilahendist, vétame C;=C, = 0. Saime
x? x3
G ==, G =x-=.
Erilahend avaldub kujul
x? x* x? x*
Y()==(x?-1)+x2——="—+"—.
) | (%) > (x )+ x 3 > + c
Uldlahend on kujul
x? x*

=C(x*— 1)+ Cx + =+ —.
y 1(x ) + 2x+2+6

5.5.6. SPETSIAALSED LINEAARSED VORRANDID*
Legendre vorrand on lineaarne vorrand kujul

(1—x2)y" —2xy"+1(l+ 1)y =0,
kus [ on reaalarv.
Legendre vorrandi tldlahend avaldub kujul

y(x) = apy1(x) + a1y, (x),

kus a, ja a; on konstandid ja y; sisaldab ainult paarisarvulisi muutuja x astmeid ning vy,
sisaldab ainult paarituarvulisi muutuja x astmeid. Kui [ on paarisarv, siis a; = 0 ja kui [ on
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paaritu, siis a, = 0. Loodusteadustes pakuvad huvi sellised vérrandi lahendid, mis asuvad
vahemikus —1 < x < 1.Selle vorrandi erilahenditeks on [ astme polinoomid, mida
nimetatakse Legendre polinoomideks

1'3'5'---'(21—”{1 (-1 ., W-DU-20-3) ,, }

Py(x) = T *T2ai-nt  Traei-nai-3 "

1 1
Py(x) =1, P (x)=x, P,(x) = E(sz -1), P;(x)= 5(5x3 —3x),

1 1
Py(x) = 5(35x4 —30x%2+3), Ps(x)= §(6Bx5 — 70x3 + 15x).

Legendre polinoomide vahel kehtib rekursiivne seos:
L+ Py (x) — 2L+ DxP(x) + 1P, (x) = 0,

ette andes P,(x) = 1 ja P;(x) = x, saab leida kdik kdrgemat jarku poliinoomid.
Kui l = 1, siis

1 1
2P2_3xP1+P0:0, Pz(x)=§(3XP1—P0)=§(3JC2—1)

KUIl=2,SIIS 3P3—5xP2+2P1 :O,

1 1 1 1

Py(x) = = (5xP, — 2P,) = = <5x— (3x? —1) — Zx) = 2 (5% — 3x),

3 3 2 2

Naide 5.36. Naitame, et P;(x) on Legendre vorrandi lahend [ = 3 korral,
(1—x2)y" —2xy"+ 12y = 0.

1
Ps(x) =5 (5x° = 3x),
1 3
Pi(x) = E(le2 -3) = E(sz - 1),
1
P (x) = E(BOx) = 15x,

3 1
(1 —-x%)15x — ZxE(Sx2 -1+ 125(5x3 —3x) =

= 15x — 15x3 — 15x3 + 3x + 30x3 — 18x = 0.

Legendre polinoomid on vahemikus —1 < x < 1 ortogonaalsed:

1

fPl(x)Plr(x) dx =0, [+1I.

-1

Naide 5.37. Naitame, et P; (x) on ortogonaalne P,(x) ja P;(x) suhtes.

1 1
P, (x) = x, P,(x) = 5 (Bx2-1), Py(x)= > (5x3 — 3x).

1

' 4 2\ 1
Jpl(x)Pz(x)dx= Jx%(sz—l)dx=%<3%—%) =

-1 -1
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1 1

5 3\ |1
[Por@ax= [5G -30ax %(5%_3%)

-1 -1 -1

=%(1—1—(—1)+(—1)) 0.

Hermite vdrrand on lineaarne vérrand kujul
y'" =2xy'+2ny =0,
kus n on reaalarv. Vorrandi Gldlahend on kujul
y(x) = agy;(x) + ayy, (%),

kus a, ja a; on konstandid ja y, sisaldab ainult paarisarvulisi muutuja x astmeid ja y, sisaldab
ainult paarituarvulisi muutuja x astmeid. Kui n on paarisarv, siis a; = 0 ja kui n on paaritu,
siis ap = 0. Selle vorrandi erilahenditeks on n astme polinoomid, mida nimetatakse Hermite
polinoomideks

Ha(0) = oy - 20D - D@ -2~ 3

Hy(x) =1, H(x) = 2x, Hy(x) = 4x? — 2, H;(x) = 8x3 —12x,
H,(x) = 16x* — 48x? + 12, Hs(x) = 32x> — 160x3 + 120x.
Kehtib rekursiivne seos

(2x)"2 + (2x)" 4 —

Hp,q(x) — 2xH,(x) + 2nH,_41(x) = 0,
ette andes Hy(x) = 1, H,(x) = 2x, saab leida kdik kérgemat jarku polinoomid.
Hermite funktsioonid 2

2

X
Yn(x) =" ZTHy(x), n=0,12,.. /

on lahendiks diferentsiaalvGrrandile, mis on kujul

y" + (1 —x*+2n)y =0, i

lahendamiseks tuleb teha muutuja vahetus 2
xz Legind .
y(x) =e 2 v(x). :"Eﬁ%g%’*m

Hermite funktsioonid on ortogonaalsed. Nad on seotud kvantum-mehaanika tilesannetega ja ka
Schrédingeri vorrandiga.

Laguerre vorrand on lineaarne vorrand kujul
xy"+ (A —=x)y' +ny =0,

kus n on reaalarv. Selle vorrandi erilahenditeks on n astme polinoomid, mida nimetatakse
Laguerre poliinoomideks
2 2 2
n n“n—1
Ln(x) — (_1)n X" — _xn—l (—)xn—z

T 20 — .+ (—1)™n!|.

Lix)=1, Li(x)=1-x, Ly(x) =2—4x +x? L3(x) =6 —18x + 9x? — x3.
Kehtib jargmine rekursiivne seos
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Lyt1(x) — (1 —2n — x)L,(x) + n*L,_;(x) = 0,
millest saab leida kdik kdrgemat jarku poliinoomid, andes ette Ly(x) = 1jaL;(x) =1 — x.
Besseli vorrand on lineaarne vorrand kujul
x2y" +xy' + (x? = n?)y =0,

kusn on reaalarv. Kasutatakse membraanide vibratsioonide leidmisel ja ka Schrddingeri
vorrandi lahendamisel ringis ning sfaaril. Selle vdrrandi erilahenditeks on n astme poliinoomid,

mida nimetatakse Besseli funktsioonideks, I liiki 1
0.8
m ( 1)m X\ 2m v
]n(x)_ 2 Z(_ ) m! (n+m)l( ) . 0 /\ /_\
0 s ] ! ! T T T
Jot) = 1_(1!)2(5) +(2!)2(§) _(3!)2(5) o 6
1 xN\ 3 1 XN > 1 X7 _‘1_
h@=3-(3) +350) ~5a) + -

J1
Suurte x vaartuste korral kehtib

]n(x)~\/gsin (x - %ﬂ + %)

Besseli funktsioon /4, (x) jaoks

2 _ 2 /sin x
]1(x)— —xsmx ]%(x)— a( . —cosx).

Kehtib ka rekursiivne seos

2n
]n+1(x) - T.In(x) +]n_1(X) = 0.

Kasutusel on sfaarilised Besseli funktsioonid jarguga n

jn(x) = Jj_x]n+1/2(x), n > 0.

Sfaérilised Neumanni funktsioonid avalduvad jargmiselt:

Un(x) = (_1)n+1\/;£x]_n_1/2(X), n = 0.
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5.6. KORGEMAT JARKU DIFERENTSIAALVORRANDID

Olgu vdrrandis kdige kdrgem tuletise jark n, siis on n-jarku diferentsiaalvérrandi tldkuju
on

F(x,y,y,y", ...y™) =0,

Definitsioon 5.18.
Olgu funktsioon F = F(x,y, V1, Y2, -, Yn) Maaratud muutujate x, y, y1, v, ..., ¥, piirkonnas G.
Vahemikus (a, b) maaratud funktsiooni

y=y(x)
nimetatakse vorrandi

F(x,y,9,y" ...y")=0
lahendiks selles vahemikus, kui
1) funktsioon y(x) on n korda pidevalt diferentseeruv vahemikus (a, b);
2) iga x € (a, b) korral punkt koordinaatidega (x, y(x),y" (x),y" (), ..., y¥™ (x)) kuulub
funktsiooni F maaramispiirkonda G;
3) funktsiooni y(x) asetamisel vorrandisse F(x, v, v, y", ...,y(")) = 0 otsitava y kohale
saame samasuse x € (a, b) suhtes:

F (x,y(x),y’(x),y”(x), ---,y(”)(x)) = 0iga x € (a, b) korral.
Siis Oeldakse ka, et funktsioon y = y(x) rahuldab vorrandit vahemikus (a, b).

Definitsioon 5.19.
Vorrandit kujul

y® = f(xy,y,y", .. y®V) (5.28)
nimetatakse n-jarku hariliku diferentsiaalvdrrandi normaalkujuks.

Vorrandi lahendi all mdistame funktsiooni, mille asetamisel vdrrandisse saame samasuse
sOltumatu muutuja suhtes.

Definitsioon 5.20.
Normaalkujulise n-jarku diferentsiaalvrrandi Uldlahendiks nimetatakse vorrandi (5.28)
lahendit

Yy = (p(x, Cl' Cz, ey Cn),
kus C;, C,, ..., C,, on suvalised konstandid.

Suvalised konstandid vdib méérata algtingimustest

y(x0) = y0,¥' (x0) = y1,¥" (%0) = Y2y e, YT V(x0) = Y. (5.29)

Kui n > 2, siis vOivad n-jarku diferentsiaalvorrandiga kaasneda ka tingimused, mis seovad
otsitava funktsiooni y = y(x) ja tema tuletiste vaartusi integreerimisldigu [a, b] rajapunktides
x =a ja x = b. Niisuguseid tingimusi nimetatakse rajatingimusteks, diferentsiaalvdrrandit
koos rajatingimustega aga rajaulesandeks.
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Teoreem 5.6.
Cauchy teoreem. Olgu funktsioon

fOLY, Y1, Y20 o0 Y1)

pidev muutujate x,y,y1,¥2, -, VYn_1 Piirkonnas D ning olgu tal olemas esimest jarku
osatuletised argumentide y, y;, V5, ..., Yn—1 Jargi, mis olgu samuti pidevad piirkonnas D. Siis
iga punkti (xg, Yo, V1, ---» Yn—1) € D korral on Cauchy tlesandel (5.28), (5.29) olemas parajasti
tks lahend y = y(x).

Definitsioon 5.21.
Normaalkujulise n-jarku diferentsiaalvdorrandi tldlahendiks piirkonnas D nimetatakse seost
y = }’(x; Cl! CZJ ey Cn);

kus Cy,Cs, ..., C, on suvalised konstandid, mille puhul iga (xq, ¥, Vs, ...,y8™ ') € D jaoks
leiduvad konstantide véartused nii, et neile vaartustele vastav lahend rahuldab algtingimusi
(5.29).

Definitsioon 5.22.
Normaalkujulise n-jarku diferentsiaalvérrandi erilahendiks nimetatakse lahendit, mis
saadakse uldlahendist konstantide C;, C5, ..., C,, konkreetsete vaartuste korral.

Naide 5.38. Lahendada vérrand y™ = f(x).

Leiame ildlahendi algtingimustel y(xy) = vo, ¥'(x0) = y1, ¥ (X0) = Vo, oo, YV (x,) =
Yn-1-

Integreerime vdrrandi mdlemat poolt, saame
X

y®D = ff(x)dx +Cy,

X0

kus x, on argumendi mistahes fikseeritud vaartus ja C; on integreerimiskonstant. Integreerime
veelkord,

y-2) = f [ff(x)dx + Cy(x — x9) + C,.

Jatkame protsessi, saame

yzf [ff(x)dx +C1(( _i)! +Cz(x_x°) 4G,

(n—2)!
Kui meil on algtingimused

y(xo) =v0,  YV'(x)=y1, ¥ (x0) =¥z 0, YV (x0) = Vi1,
siis saame
Ch=Y0,Ch1 =Y1,Ch2 =Y2,..., 01 = Yn_1.

Naide 5.39. Lahendada vorrand

kus k on mingi nullist erinev reaalarv.

Integreerime vorrandi mdlemaid pooli muutuja x jargi, saame
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1
yu — Eekx+1 + Clﬂ

kus C; on suvaline konstant. Integreerides veel kaks korda, saame vdrrandi tldlahendiks

1
y = _k3 ekx+1 + C1x2 + sz + C3,
kus C;, C, ja C;0n suvalised konstandid.

Diferentsiaalvdrrand kujul
F(x,y®,yk+D,  ym) =g,

on lahendatav jargu alandamise teel muutuja vahetusega
y® =z,

lugedes suuruse z muutuja x funktsiooniks z = z(x). Uue otsitava funktsiooni kaudu saadud
diferentsiaalvdrrand on (n — k)-jérku kujul

F(x,2,7',..,27®) = 0.

Naide 5.40. Lahendada vorrand y® = \/y'".

Alandame vorrandi jarku asendusega

y" =z,
lugedes suuruse z muutuja x funktsiooniks z = z(x). Siis saame diferentsiaalvérrandi kujul
Vz =2z
ehk esimest jarku eralduvate muutujatega vorrandi, lahendame selle vdrrandi
dz
—=z,
dz =dx
7 )

2Vz=x+C,ehk 4z = (x + C,)?.

Kuna muutujate eraldamisel jagades labi suurusega 'z eeldame, et vz # 0, seetbttu vorrandi
lahendiks on ka z = 0. Asendame tagasi z avaldise, saame vdrrandi

nro__ 1( + C )2
y - 4 X 1 )
mille lahendamiseks integreerime kolm korda jérjest, saame

n 1 3
y =E(x+cl) +C2l

1
y, = E(x + 61)4 + sz + C3,
2

1 X
y Zm(DH- C)?® + = Co + C3x + Gy

Lahendades vorrandist z = 0 saadava vorrandi y''' = 0, saame lisaks tldlahendi kujul
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y = Csx? + Cex + C,.
Vorrand kujul
Fly,y,..y™)=0, n=x=2,
mis ei sisalda s6ltumatut muutujat x, on lahendatav jargu alandamise teel muutuja vahetusega
Yy =z
kus z = z(y) on muutuja y funktsioon, mitte argumendi x funktsioon. Siis
. aQy’) dz(y) dzdy |
YT Tax T Tdx  dyax 2 ”
A0 d(Zz) _d(Z'z) dy
yzdxzdxzdyaz

Jargnevate tuletistega séilib saadud seadusparasus: iga jargmine y tuletis sisaldab uue muutuja
z tuletisi, alates esimest jarku tuletisest kuni iihe vorra véiksema jarguni: y® sisaldab uue
muutuja z tuletisi z’, 2", ..., z%* D, 2 < k < n.

z"'7% + (z2')%z.

Naide 5.41. Lahendada vérrand y'? + yy" = 0.

Alandame vorrandi jarku asendusega

y' =2z,
lugedes suuruse z muutuja y funktsiooniks z = z(y). Siis
yll — ZIZ
ja diferentsiaalvérrand saab kuju
z2+yz'z=0
ehk
dz
—zy = =272,
dy
z 1
Z_ZdZ = —;dy

Lahendame saadud esimest jarku vorrandi, saame

In|z| = —In|y| + In(;,

Cy
|z] = —.
|yl
Asendame z = y’, saame esimest jarku vdrrandi
,_ G
y =
- - y
mille lahendiks on
y2=Cix+C,
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5.6.1. KORGEMAT JARKU LINEAARSED VORRANDID

Lineaarne homogeenne diferentsiaalvérrand tldkujul on

Y™ +p (Y™ + o+ pp 1 ()Y + pa(x)y =0, (5.30)

kus p1(x),...,pn(x) on pidevad funktsioonid. Seda vorrandit nimetatakse lineaarseks
homogeenseks n-jarku diferentsiaalvorrandiks.

Definitsioon 5.23.
Olgu y; =vy;(x) (i=1,2,...,n) vahemikus (a,b) maaratud ja n—1 korda pidevalt
diferentseeruvad funktsioonid. Determinanti

y1(x) y2(x) . yn(x)
weo=| M
y* P v P P )

nimetatakse  funktsioonide  y;(x),y,(x),...,yn(x) Wronski determinandiks ehk
wronskiaaniks (punktis x).

Wronski determinanti téhistatakse ka W (y;(x),y2(x), ..., y,(x)), kus argument nditab,
millitest funktsioonidest on Wronski determinant vdetud.

Teoreem 5.7. Olgu y; = y;(x) (i = 1,2, ...,n) vahemikus (a,b) méaaratud ja n — 1 korda
pidevalt diferentseeruvad funktsioonid. Kui funktsioonid y;, y,, ..., ¥, on lineaarselt séltuvad
vahemikus (a, b), siis nende funktsioonide Wronski determinant W(x) on vordne nulliga
iga x € (a, b) korral.

Vastupidine vaide Uldiselt ei kehti: Wronski determinant vdib vdrduda nulliga, kuid
funktsioonid vdivad olla lineaarselt sdltumatud antud piirkonnas.

Naide 5.42. Funktsioonid
3

) < 0'
n@={ %

0, x =0,

ja
0, x <0,
y2(x) = {x3, x>0,

on lineaarselt s6ltumatud vahemikus (—oo, ), kuid nende funktsioonide Wronski determinant
W (x) on vordne nulliga iga x € (—oo, ) korral.
Kui arvutame funktsioonidest Wronski determinandi, saame x < 0 korral

_|x* 0]_
We) = |5, =0

jakax = 0 korral
0 x3

W (x) = |O 3x2| = 0.
Samas tingimusest
kix3,x<0
0=k k ={1’ ’
1Y1 (%) + kv, (%) kyx®, x> 0,

jareldub, et k; = k, = 0 ehk funktsioonid y; ja y, on lineaarselt sltumatud.
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Teoreem 5.8.

Kui lineaarse homogeense n-jarku diferentsiaalvérrandi (5.30) lahendid y; (x), y,(x), ..., yn (%)
on vahemikus lineaarselt s6ltumatud, siis nende funktsioonide Wronski determinant W (x)
on nullist erinev iga x € (a, b) korral.

Definitsioon 5.24.
Oeldakse, et n-jarku lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi (5.30) mis tahes n lineaarselt
sOltumatut lahendit moodustavad selle vorrandi lahendite fundamentaalstisteemi.

Teoreem 5.9.

Olgu lineaarse homogeense n-jarku diferentsiaalvorrandi (5.30) kordajad pidevad funktsioonid
vahemikus (a, b). Olgu y4(x), y2(x), ..., yo(x) vOrrandi lahendite fundamentaalsiisteem, siis
vorrandi (5.30) uldlahend avaldub kujul

Y= €131+ €232@) + o+ Cay® = ) €@, (5.31)
k=1

Uldlahendiga on maaratud ara vrrandi (5.30) kdik lahendid, st vdrrandi (5.30) mistahes lahendi
saame Uldlahendist konstantide C;, Cs, ..., C,, sobiva fikseerimise teel.

Lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi jargu alandamine.
Lineaarse homogeense vorrandi saab lahendada nii, et leiame kdigepealt selle vorrandi n
lineaarselt sdltumatut lahendit ja kirjutame vastuse kujul (5.31), selleks tldine meetod puudub.
Sellepérast tuleb vorrandi lahendamiseks sageli kasutada uldist jargu alandamise votet.
Kui me teame vorrandi mingit lahendit y; (x) # 0, siis vbime v&rrandi jarku alandada vGrrandi
lineaarsust sailitades. Seda saame teha kahe asendusega: esiteks asendame vorrandis
YW+ Py 4+ o+ pao (DY + p(X)y =0,
Y=Y14
ning siis alandame vdrrandi jarku asendusega
z'=u, z=2z(x),u=u(x).
Liouville’i-Ostrogradski valem.

Olgu p;(x),p,(x), ..., pr(x) mingid pidevad funktsioonid, kui a < x < b, ning oletame, et
funktsioonid y; (x), y,(x), ..., yo(x) moodustavad lahendite fundamentaalsiisteemi lineaarse
homogeense n-jarku diferentsiaalvorrandi

y® +p )y V+ L+ p, ()Y +p(x)y=0

jaoks. Siis funktsioonide y,(x),y,(x), ..., y,,(x) Wronski determinant W (x) on vahemikus
(a, b) nullist erinev iga x € (a, b) korral.
Siis vorrandist

W'+ p,(x)W =0

saame Wronski determinandi W jaoks avaldise, mida nimetatakse Liouville’i-Ostrogradski
valemiks (mdnikord ka Abeli valemiks)

W(x) = Ce~/P1®dx a<x<h,

kus € on suvaline konstant, mis ei saa olla null.
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Kuigi vorrandi (5.30) lahendite fundamentaalsiisteem 1y, (x),y,(x), ..., yo(x) sbltub selle
vorrandi koigist kordajatest p,(x),p,(x), ..., p,(x), sOltub lahendite Wronski determinant
W (x) ainult kordajast p, (x).

Lineaarne mittehomogeenne diferentsiaalvérrand on vérrand kujul
Y +p1 (Y™ + o+ P (Y + Py = F(0).
Kui on teada lineaarse homogeense diferentsiaalvdrrandi
YW +pi )y 4+ paoi ()Y + pp(0)y = 0
jaoks n lineaarselt s6ltumatut lahendit

Y = Ciyi(x) + Gy (x) + .o+ Cryn(x)

ja mittehomogeense vorrandi ks erilahend Y, siis mittehomogeense diferentsiaalvorrandi
uldlahend avaldub kujul

y=Y+Ciy1(x) + C2y,(x) + ...+ C,yn(x). (5.32)

Lineaarse mittehomogeense diferentsiaalvGrrandi mistahes lahend on saadav Uldlahendist
(5.32) konstantide Cy, Cs, ..., C,, véartuste fikseerimisel.

Erilahendi Y leidmine konstantide varieerimise meetodiga.
Erilahendit Y (x) otsitakse jargmisel kujul

Y(x) = G (0)y1(x) + CG(0)y2(x) + ...+ Gy () yn (x),

homogeense vorrandi Uldlahendisse (5.31) asendame suvalised konstandid Cy,Cs, ..., C,
funktsioonidega C; (x), C,(x), ..., C,,(x). Funktsioonid C;(x), C,(x), ..., C,,(x) méaéaratakse nii,
et Y(x) rahuldaks mittehomogeenset vdrrandit. See on ainult Uks tingimus n funktsiooni
méaaramiseks. Puuduvad tingimused vBime vabalt ette anda, need anname ette nii, et lahendi
i (x) tuletised kuni jarguni n — 1 oleksid véimalikult lihtsa kujuga.

Diferentseerime Y (x) avaldist, saame

Y' = C1(0)y(x) + C(0)y,(x) + .o + Cr(0)yn (%) +

+C1(0)y1(x) + C(0)y2(x) + ... + C(x)yn (x).

Esimese vabalt valitud tingimusena nduame, et viimase avaldise paremal pool olev esimene
summa oleks vordne nulliga:

C1(0)y1(x) + C(x)y,(x) + ...+ Cr () y, (x) = 0.
Siis
Y'=Ci(x0)y1(x) + C(x0)y,(x) + ... + Cp () yn (%),
mille diferentseerimisel saame
Y" = Ci)y;(x) + Co(x0)y, () + ..+ Cr(x)ypn (x) +
+C1 ()1 (x) + C(0)y, (x) + ... + Cp () yy (x).
Teise tingimusena nduame, et

Ci()y1(x) + G (0)y2(x) + ...+ () yn(x) = 0.
Siis
Y =G0y () + C()yy () + 4 Cu () yn' ().
Sarnaselt diferentseerime edasi ja toome sisse uued lisatingimused kuni saame
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Y™ = )y 0 + Gy V) + e+ L)y () +

+C ()Y () + GOV () + o+ C (Y™ ().

Nidd kasutame tingimust, et Y (x) peab rahuldama mittehomogeenset diferentsiaalvorrandit.
Selleks asendame Y esialgsesse diferentsiaalvorrandisse, kust saame

D G @+ ) G () + i) ) Gy (@) +
k=1 k=1 k=1

AP ) GOy () = f().
k=1

Kirjutame vdrduse umber

D G @+ ) G0 (10 + Py TI@ + e+ @) = @),
k=1 k=1

Kuna y,, on vorrandi lahend (k = 1, 2, ..., n), siis sulgudes olev funktsioon on nullfunktsioon.
Jérelikult on Y vorrandi lahendiks, kui kehtib tingimus

C; )Y + Gy V@) + et L)YV () = F(x).

Vottes kokku koik sisse toodud tingimused ja viimase vorduse, saame funktsioonide
C;(x), Cy(x), ..., Cp(x) leidmiseks siisteemi

(C1(0)y1(x) + (DY () + ...+ C(D)yn(x) =0,

{ Ci1(0)y1(x) + C(X)y5(x) + ... + () yn(x) = 0, (5.33)

L@y 2@ + G y™ D) + ot @Y™V = ().

See on suuruste
C1(x), C3(x), ..., Cp(x)

suhtes lineaarne mittehomogeenne vorrandisiisteem n vdrrandi ja n tundmatuga. Siisteem on
uheselt lahenduv. Siisteemi lahendamisel avaldame kdigepealt tuletised

€1 (%), G2 (x), ..., Cp ()
ja siis funktsioonide avaldised saame integreerimisel:
Ci(x)=g9i(x),i=12,..,n,

C;(x) = fgi(x) dx+C,,i=12,..,n.
Kuna meid huvitab ainult iiks erilahend, siis vdime vétta C; = C, = ...=C,, = 0.

€0 = f 9:(x) dx.

Kdrgemat jarku lineaarse konstantsete kordajatega diferentsiaalvorrandi tldkuju on
Y™ +ayy™ V4t ay gy + any = f(%), (5.34)
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kus a4, ..., a,, on konstandid ja f(x) antud vabaliige ja y = y(x) otsitav funktsioon. VV6rrand
on erijuht vorrandist (5.30).

Vorrandi lahendamiseks tuleb lahendada kdigepealt vastav homogeenne vorrand kujul

y™® +a;y® Y+t a, 1y +a,y=0, (5.35)
selleks koostame karakteristliku vorrandi
K"+ a k" '+ .. +a, 1k+a,=0 (.536)

ja leiame lahendina karakteristlikud vaartused k;, ..., k,,.

Definitsioon 5.25.
Vorrandit (5.36)

K"+ a; k" 1+ . +a, 1k+ta,=0
nimetatakse diferentsiaalvdrrandi (5.35) karakteristlikuks vdrrandiks, vérrandi (5.36)

lahendeid nimetatakse karakteristlikeks vaartusteks. Vorrandi (5.36) vasakul poolel olevat
polinoomi

Pk)=k"+a;k" '+ ..+a, 1k +a,
nimetatakse vorrandi (5.35) karakteristlikuks poliinoomiks.
Karakteristlike vaartuste iseloomule vastavalt (reaalsed vdi komplekssed, kordsed) kirjutame
valja vorrandi lineaarselt séltumatud erilahendid y4, ..., v, ja nende lineaarse kombinatsioonina
ka vorrandi tldlahendi.
a) igale reaalsele Uhekordsele karakteristlikule vaartusele k; vastab erilahend kujul

— ki
Yi=¢€ lx'

b) igale m-kordsele reaalsele karakteristlikule véartusele k; vastab m erilahendit kujul

eklx' xeklx’ xZ klx’ o, xm—leklx ,

c) igale kompleksarvulistele karakteristlike vaartuste paarile k;; = a &+ i vastab kaks
reaalset erilahendit kujul
e“* cos Bx,e"* sin Bx,

d) igale m-kordsele kompleksarvulisele karakteristlike vaartuste paarile k;; = a + i
vastab 2m reaalset erilahendit kujul

e“* cos Bx,x e** cos Bx, ..., x™ e cos fx,

e%* sin Bx, xe“* sin Bx, ..., x™ 1e%* sin Bx.

Teoreem 5.10.
Kui funktsioon y = u + iv on lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi kompleksarvuliseks
lahendiks, siis selle reaalosa u ja imaginaarosa kordaja v on samuti vorrandi lahendiks.

Teoreem 5.11.
Kui konstantsete kordajatega lineaarse homogeense n-jarku diferentsiaalvorrandi (5.35)
karakteristlikud vaartused ki, ...,k, on paarikaupa erinevad, siis funktsioonid y; = e®*
moodustavad diferentsiaalvorrandi (5.35) lahendite fundamentaalsiisteemi ja seega tema
uldlahendiks on

y = C,e"* + Cre*2* + .. + C, e,
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kus —o < x < o ja Cy, C,, ..., C,, on suvalised konstandid.
Teoreem kehtib ka kompleksarvuliste karakteristlike vaartuste korral
ki=a+if,k =a—Iip,

kuid sellisel juhul vastab kompleksarvulistele lahenditele kaks reaalset lahendit, milleks on
kompleksarvulise lahendi reaalosa ja imaginaarosa kordaja. Naiteks kui

y, = ek1¥ = e(@+iB)x — o o5 Bx 4 [ sin fx
ja

y, = eke¥ = ¢(@=iB)X — paX co5 By — je%¥ sin Px,
siis sellest, et y; on vorrandi kompleksarvuliseks lahendiks, jareldub teoreemist 5.10, et ka
lahendi reaalosa Re(y,) = e® cos fx ja imaginaarosa kordaja Im(y,) = e** sin fx on selle

vorrandi lahenditeks. Seega kompleksarvulistele lahenditele y; ja y, vastab kaks reaalset
lahendit kujul

¥, = Re(y,) = e®* cos Bx, ¥, = Im(y,) = e** sin Bx.

Naide 5.43. Leida uldlahend vorrandile

nr

y'" =2y" —=3y"=0.
Vastav karakteristlik vérrand on kujul
k3 — 2k? — 3k = 0,k(k? — 2k — 3) = 0,

karakteristlikud vaartused on
k, =0k, =—1,k; = 3.
Vorrandi erilahendid on
Y1 = er = 11y2 = e_x'yB = eSx
ja vorrandi uldlahendiks on
y = C, + Cre™ + C3e3%,

Naide 5.44. Lahendada diferentsiaalvorrand

y”I—y”_y,‘l'y:O.
Vastav karakteristlik vorrand on kujul

k3—k?—k+1=0
ja selle lahendid on
k1 = _1,k2 = k3 = 1.
Vdrrandi erilahendid on
y1=eFy; =e¥,y; = xe*
ja vorrandi uldlahendiks on
y = Cie ™ + Cre* + C3xe*.
Naide 5.45. Lahendada diferentsiaalvdrrand
y(7) — Zy(G) + Zy(S) _ 4y(4) + ym _ 2_’)/” —0.
Vastav karakteristlik vorrand on kujul
k7 —2k® + 2k®> — 4k* + k3 —2k? = k?(k—2)(k? + 1)?2 =0
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ja selle lahendid on
kl = k2 = 0)k3 = 2;k4 = k5 = i,kﬁ = k7 = —I.

Vorrandi erilahendid on
n=1 V2 = X, y; = e*, Y4 = COS X,
Y5 = X COSX, Ve = Sinx, Yy, = xsinx.
ja vorrandi uldlahendiks on
y = C; + Cyx + C3e%* + (C4 + Csx) cosx + (Cg + C,x) sinx.
Mittehomogeense vorrandi lahend avaldub vastava homogeense vdrrandi lahendi ja the
mittehomogeense vorrandi erilahendi summana:
y=Ciy,1+ ..+Cy, 1Y,
kus Y on mittehomogeense vorrandi tks erilahend.

Naide 5.46. Leida erilahend vorrandile

Kuna vastava karakteristliku vorrandi
k3 —k%=0
lahendid on k; = 1,k, = ks = 0, siis vastava homogeense vorrandi tldlahendiks on

yh = Cl + sz + C3ex.

Seega Uks karakteristliku vorrandi lahenditest k; =1 on v@rdne arvu e* astmes oleva
argumendi x kordajaga. Seetdttu otsime erilahendit kujul

Y = Axe”,
siis
Y' = Ae* + Axe”,
Y" = Ae* + Ae* + Axe* = 24e* + Axe”,
Y'" = 24e* + Ae* + Axe* = 34e* + Axe”*.

Tundmatu kordaja A méaaramiseks asetame vorrandisse otsitava y tuletiste asemele vastavad Y
tuletiste avaldised. Saame
3Ae* + Axe* — 2Ae* — Axe* = e*
ehk
Ae* = e*,

Siit saame, et A = 1 ja otsitavaks erilahendiks on

Y = xe*.

5.7. DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMID

Paljude Ulesannete lahendamisel tuleb leida funktsioonid

V1 = Y1), ¥2 = ¥2(%), oo, Y = Y (),

mis rahuldavad diferentsiaalvorrandite stisteemi argumendi x, otsitavate funktsioonide y;, y,,
..., Yn NINng nende tuletiste suhtes. Harilike diferentsiaalvorrandite stisteemi uldkujus vdib olla
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otsitavate funktsioonide kdrgemat jarku tuletisi. Kdrgemat jarku tuletised on véimalik uute
muutujate sissetoomise teel asendada temaga samavaarse normaalkujulise stisteemiga.

Definitsioon 5.26.

Normaalkujuliseks stisteemiks (normaalsusteemiks) nimetatakse diferentsiaalvorrandite
stisteemi, kus vorrandite vasakuteks poolteks on otsitavate funktsioonide esimest jarku
tuletised, paremad pooled aga tuletisi ei sisalda:

(dy,

E = Fl(x'ylﬂ ""yn)'
dy,

14y = P20y ym), (5.37)
dy

kd_xr,l = Fn(x,yl, "'lyn);

kus Fy (x,y4, ..., ¥n) On antud funktsioonid k = 1,2, ..., n,
Yr = Vi (x) on otsitavad funktsioonid.

Naide 5.47. Leida jargmise susteemi normaalkuju
{y’ —2z7' =0,
sinx +y" —z% =
Avaldame teisest vOrrandist y'' ja esimesest z’, saame siisteemi kujul

4

=
2z’
y" =z% —sinx.

Z

Votame kasutusele uue funktsiooni

w=y',
saame siisteemi asendada kolmandat jarku normaalkujulise slisteemiga otsitavate y, z ja w
suhtes:

(Y =Ww,
, W
|Z 2z’

kW’ =z? —sinx.
Normaalsisteemi jarguks nimetatakse normaalsiisteemis sisalduvate vdrrandite arvu.
Susteem (5.37) on n-jarku.

Definitsioon 5.27.
Normaalsiisteemi (5.37) lahendiks vahemikus (a,b) nimetatakse suvalist kogumit n
funktsioonist y; = y,(x), v, = y,(%), .., yn = yo(x), mis on maédratud ja pidevalt
diferentseeruvad vahemikus (a, b), kui ta muudab samasuseks slisteemi (5.37) iga vorrandi iga
x € (a,b) korral.

Definitsioon 5.28.
Diferentsiaalvorrandite slsteemi (5.37) jaoks Cauchy Ulesanne seisneb jargnevas: leida
susteemi lahendite hulgast niisugune

Y1 =Y1(%),y2 = ¥2(%), ..., ¥n = yn(x),
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mis rahuldab tingimusi
Y1=Y1Y2 = Y3 Yn = Vi,
Kui x = x4, kus y?,v?2, ..., ¥ on ette antud arvud ehk algvaartused

y1(x0) = ¥1,¥2(x0) = ¥3, oo, Y (x0) = .

Arv x, on sOltumatu muutuja x algvaartus.
Algtingimused on kujul

Vie(xo) = ¥p, k=12,..,n

Definitsioon 5.29.
Normaalsiisteemi (5.37) uldlahendiks (piirkonnas D) nimetatakse n suvalisest konstandist
C;, C,, ..., C,, sOltuvat stisteemi lahendit

y1 = f1(x,C1,Cy, ..., Cy),
Y2 = fZ(x: Cl' CZ' ""Cn)' (538)
Yn = fn(x: Clﬂ CZ' ey Cn)ﬂ

millel on jargmine omadus: iga punkti (xq,v?,v?,...,¥Y) € D leiduvad sellised konstantide

vaartused C; = C2,C, = C2, ...,C,, = C2, et vastav lahend (integraalkdver) (5.35) kulgeb labi
mainitud punkti, st rahuldab tingimusi

I{yl = fl(xﬂi C?, CO, ey Cg),
4 Y2 = fz(.XO, C?, CO, ey Cg),
Lyn = fn(xOI CO; CO, ey C?l)
Uldlahendist (5.38) konstantide C;,C,,...,C, véartuste fikseerimisel saadavaid lahendeid

nimetatakse susteemi (5.37) erilahenditeks.

Naide 5.48. Ndidata, et jargmise diferentsiaalvorrandite stisteemi

{ y' =y-z
z'=z—4y
lahendiks on

{y = Cie™ + (e,

z =2Ce ™ — 2C,e3%,

kus C; ja C, on suvalised konstandid.
Leiame lahenditest tuletised (vOrrandite vasakud pooled) ja néitame, et need on vordsed
vOrrandite paremate pooltega

y' = —Cie ™ + 3C,e3*,

y—z=—Ce ™+ 3C,e3*,

Z, = —che_x - 6C2€3x,

z—4y = —2Ce™* — 6(C,e>*,

Jarelikult funktsioonid y ja z on tdepoolest stisteemi lahendid konstantide C; ja C, mis tahes
vaadrtuste korral.
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Monikord ei s6ltu slisteemis olevad vorrandid teistest muutujatest, siis on véimalik lahendada
vorrandid eraldi diferentsiaalvdrranditena. Jargnevas néites koosneb siisteem kahest teineteisest
sOltumatust diferentsiaalvOrrandist ja susteemi lahendamine taandub kahe eraldi vorrandi
lahendamisele.

Naide 5.49. Leida jargmise normaalsisteemi erilahend

(dy 'y
4522'
dz =z
&=z

algtingimustel
y(1) =2jaz(1) = 3.
Tegemist on sellise stisteemiga, mille mdlemad vorrandid on eraldi lahendatavad, nad ei s6ltu

teisest muutujast. Kdigepealt korrutame mdlemat vorrandit suurusega dx ja seejarel jagame
esimest v@rrandit suurusega y ja teist vlrrandit suurusega z, saame

(dy_dx
y x’
|dz dx

LZ ox
Integreerides mdlemaid vGrrandeid, saame

{lnlyl =In|x| +InC;,

In|z| =In|x| +InC,.
Uldlahend avaldub jargmiselt
{y = Clx'
z = (Cyx.

Erilahendi saamiseks rakendame rajatingimusi, saame konstantide C, ja C, vaartused
jargmiselt:

Cl=2'CZ=3'
Seega erilahendiks on
y = 2x,z = 3x.
5.7.1. UHELE VORRANDILE TAANDAMISE MEETOD

Diferentsiaalvdrrandite susteemide tiks pdhilisi lahendusmeetodeid seisneb nende taandamises
thele korgemat jarku diferentsiaalvorrandile. Lahendades selle vdrrandi, leiame (he
otsitavatest funktsioonidest. Ulejaanud otsitavad funktsioonid leiame lahtestisteemi vérrandite
ja stisteemi teisendamise kaigus saadud seoste abil. Kuna diferentsiaalvdrrandite stisteemi tihele
kdrgemat jarku vorrandile taandamisel on pdohilisteks operatsioonideks vorrandite
diferentseerimine ja muutujate elimineerimine, nimetatakse Uhele muutujale taandamise
meetodit tihti ka elimineerimismeetodiks.
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Naide 5.50. Kasutades elimineerimismeetodit, lahendada diferentsiaalvorrandite siisteem

4 !
y =2z z =Y

kus y = y(x) ja z = z(x) on otsitavad funktsioonid.

Diferentseerime esimest vorrandit, saame

!

y 4 — ZI
ja asendame teise vorrandisse, saame teist jarku diferentsiaalvGrrandi kujul

yII — y,
Uldlahendiks saame
y = Cie™ + Cre*.

Esimesest vOrrandist saame otsitava funktsiooni z:

z=—Cie™ + Cye*.

Naide 5.51. Kasutades elimineerimismeetodit, lahendada diferentsiaalvorrandite stisteem
{ y—2zz' =0,
sinx +y" —z2 =0,
kus y = y(x) ja z = z(x) on otsitavad funktsioonid.
Diferentseerime teist vorrandit, saame
cosx+y'"" —2zz'=0

ja elimineerime korrutise 2zz’, liites vBrrandid kokku. Saime kolmandat jarku konstantsete
kordajatega lineaarse vorrandi

y"' —y = —cosx,
mille Gldlahend avaldub kujul

y =0y + Gy, +C3y; +7Y,

kus Y on v@rrandi erilahend ja {y,, v,, y3} vastava homogeense vdrrandi lineaarselt séltumatud
erilahendid. Vastava homogeense vorrandi

yur -y = 0
karakteristlik vorrand on kujul
k3—-1=0,
karakteristliku vorrandi lahenditeks on
1 V3. 1 V3.
k1 = 1,k2 = —E+7l,k3 = —5—71,

seega homogeense vorrandi Gldlahendiks on
_x V3 V3
Yp=Cie*¥+e 2 <Czc037x + C3sin7x>.

Mittehomogeense vdrrandi erilahendit otsime samal kujul funktsiooniga (— cosx), ehk
trigonomeetriliste funktsioonide summana:

Y =Asinx + Bcosx, Y' = Acosx — Bsinx,
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Y" =—Asinx — Bcosx, Y'"" = —Acosx + Bsinx.
Asendame erilahendi vOrrandisse, saame:
—Acosx+ Bsinx — Asinx — Bcosx = —coSX.

Konstantide A ja B méaramiseks peavad sinx ja cos x kordajad mdlemal pool vérdusmarki
olema vordsed, siit saame kaks vorrandit:

-A-B=-1, B-A=0,

ehk
1
A=B = >
Saime erilahendiks
Y—l' +1
= > sinx > COS X
ja tldlahendiks
1 1 _x V3 V3
y = Esmx + Ecosx +Cie*+e 2 CZCOS7X + C351n7x .

Niud on vaja leida teine otsitav funktsioon z, selleks kasutame teist vorrandit ja leiame
uldlahendist y teise tuletise:

. 1 1 L1 = 3 3
z =smx—Esmx—Ecosx+C1e +Ze 2 C2c057x+C3sm7x +
_x( 3 v3 3 3
+e 2| —-=C,cos—x ——=(3sin—x ).

4 2 4 2

Naide 5.52. Kasutades elimineerimismeetodit, lahendada diferentsiaalvorrandite stisteem
{ y'=2—2z
z'=y—4cosx,
kus y = y(x) ja z = z(x) on otsitavad funktsioonid.
Avaldame esimesest vOrrandist otsitava z ja diferentseerime saadud vorrandit:

! 12

z=2—-y', z/ =—y".
z . . . isse.
Nutd asendame saadud z’ avaldise teise vGrrandisse, saame
—y"" =y —4cosx

ehk
y" +y =4cosx. (5.39)

Saime teist jarku konstantsete kordajatega lineaarse diferentsiaalvorrandi, mille tldlahend on
kujul
y=yntY,

kus y,, on vorrandile vastava homogeense vorrandi lahend ja Y on mittehomogeense vorrandi
erilahend. Kdigepealt lahendame vdrrandile vastava homogeense vorrandi

y'+y=0.
Lahendamiseks moodustame vOrrandile vastava karakteristliku vorrandi
k*+1=0,
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mille lahenditeks on
kl - i, kz = _l

Kuna tegemist on kompleksarvuliste karakteristliku vorrandi lahenditega, siis homogeense
vorrandi Gldlahend avaldub kujul

yn = e%(C;sinx + C, cosx) = C; sinx + C, cos x.
Mittehomogeense vdrrandi erilahendi leidmisel peame arvestama, et vorrandis
y" +ay' + by = F(x)

a = 0, see tdhendab, et vdrrandis puudub liige, mis sisaldab y’. Kuna F(x) = 4 cosx ehk
koosinuse argument on 1 korda x ja karakteristliku vorrandi lahendis imaginaariihiku kordaja
on 1, siis meil on tegemist erijuhuga, mille korral peame erilahendit Y otsima kujul

Y = x(Asinx + B cos x).
Tuletiste leidmisel kasutame korrutise tuletise reeglit. Siis
Y' = Asinx + B cosx + x(Acosx — Bsinx),
Y" =Acosx —Bsinx + Acosx — Bsinx + x(—Asinx — B cos x).
Asendades suurused Y, Y’ mittehomogeensesse vorrandisse (5.39), saame

Acosx —Bsinx + Acosx — Bsinx + x(—Asinx — Bcosx) + x(Asinx + Bcosx) =
4 cosx,

2Acosx — 2B sinx — x(Asinx + Bcosx) + x(Asinx + B cosx) = 4cos x.

Niud taanduvad vélja litkmed, mis sisaldavad xA sinx,xB cosx (nii juhtub alati) ja on
vBimalik leida kordajate A, B véartused, vordsustades vasakul ja paremal pool v&rdusmarki
trigonomeetriliste funktsioonide kordajad.

cos x kordajad: 24 =4, A=2,
sinx kordajad: —2B =0, B =0.

Seega otsitav erilahend on kujul
Y = 2xsinx
ja vorrandi tldlahendi saame

y=y,+Y =C(;sinx + C,cosx + 2x sin x.

Kuna meil on tegemist susteemiga, milles on vaja leida ka otsitav funktsioon z = z(x),
kasutame selleks eespool esimesest vorrandist saadud avaldist:

z=2—-y,
y' = C;cosx — C,sinx + 2sinx + 2x cos x,
z=2—-y' =2—-C;cosx + C,sinx — 2sinx — 2x cos x.
Diferentsiaalvorrandite susteemi lahenditeks on seega

{ y=Cysinx + C, cosx + 2xsinx,
z=2—Cycosx+ Cysinx —2sinx —2xcosx.
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5.7.2. INTEGREERUVATE KOMBINATSIOONIDE
MEETOD

Teiseks meetodiks, mida sageli kasutatakse diferentsiaalvGrrandite ststeemide lahendamisel,
on integreeruvate kombinatsioonide meetod ehk kombineerimismeetod. See meetod
seisneb susteemi vorrandite teisendamisel kujule, millest on lihtne leida vérrandeid kujul
o(x,¥4,..,y) = C. Slsteemi vOrrandite teisendamisel sageli vdrrandid liidetakse omavahel
vOi lahutatakse thest vdrrandist teine. Nendele votetele voib lisaks kasutada ka vdrrandite
labikorrutamist sobivate funktsioonidega enne liitmist v8i lahutamist, et oleks véimalik saadud
vOrrandit integreerida.

Naide 5.53. Kasutades integreeruvate kombinatsioonide meetodit, lahendada diferentsiaal-
vorrandite stisteem

!
Yy =2z

z' =y,
kus y = y(x) ja z = z(x) on otsitavad funktsioonid.
Tegemist on (lesandes 5.50 oleva siisteemiga, mille lahendasime elimineerimismeetodil.

Lahendame sama ulesande nlid teisel meetodil. Liites antud vdrrandite vasakud ja paremad
pooled, saame

y+z'=z+y
ehk

d(y + z)

T UtE

See ongi Uheks integreeruvaks kombinatsiooniks, mille lahendamiseks teeme asenduse u =
y + z ja saame diferentsiaalvorrandi

u =u,
mille lahendiks on

u = Cye”%,
edasi asendades u avaldise tagasi

y+z=_Ce*
ja avaldades integreerimiskonstandi, saame
Ci=e*(y+2).
Teise integreeruva kombinatsiooni saamiseks lahutame slisteemi esimesest varrandist teise:
y -z =z-y
ehk
d(y —z)
———=-0-2.

Saime teise integreeruva kombinatsiooni, mille lahendamiseks teeme asenduse

u=y—z
ja saame diferentsiaalvorrandi

u = —u,
mille lahendiks on

u=Ce ",
edasi asendame u avaldise tagasi, saame

y—z= Cze_x
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ja avaldades integreerimiskonstandi, saame
C, =e*(y—z).
Susteemi tldlahendi vdib esitada kujul
{e‘x(y +2z)=0C,,
e*(y —z) = C,.
Kui avaldada saadud seostest otsitavad funktsioonid y ja z, saame stisteemi Gldlahendi kujul:
{y = Ce* + Cre™%,

zZ = Clex - Cze_x.

Saime sama tulemuse, mis tlesandes 5.50.

Naide 5.54. Kasutades integreeruvate kombinatsioonide meetodit, lahendada jargmine diferent-
siaalvOrrandite susteem

dx x—y
dt  z—t
<d—y=x_y

dt z-—t
dz
\d_t:x_y-l_l'

kus x = x(t),y = y(t) jaz = z(t) on otsitavad funktsioonid.
Lahutame sisteemi esimesest vOrrandist teise, saame

dix—y) _

0,
dt

millest integreerimisel saame
x—vy=C(.

Asendades saadud avaldise susteemi teise ja kolmandasse vorrandisse, saame teist jarku
stisteemi

(dy C,
!Ezz—t'
dz
LE=61+1.

Selle susteemi teisest vorrandist saame integreerides avaldada z:
z=t+Cit +C,.
Asendades saadud avaldise uue slisteemi esimesse vorrandisse, saame

dy C; G
dt t+Cit+Cy—t Cit+C,

Saadud vOrrandi lahendamisel saame

y = ln|C1t + Czl + C3.
Suisteemi tldlahend on kujul
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X = lnlclt + Czl + Cl + Cg,
y ES ln|C1t + Czl + Cg,

\zzt(1+cl)+cz.

5.7.3. SUMMEETRILISTE SUSTEEMIDE LAHENDAMINE
KOMBINEERIMISMEETODIL

Kirjutame normaalkujul oleva susteemi (5.37) vorrandid Umber stimmeetrilisele kujule
arvestades, et diferentsiaalide jagatised on otsitavate tuletised ja avaldades argumendi
diferentsiaali igast vOrrandist. Saame

d d d
dle,l,dle,z,...,dxz Xn.
Y1 V2 Yn
Susteemi (5.37) simmeetriline kuju on
dy, _ dy, o dyn _dx
Fi(6y1 o vn)  F2(6 Y1, 0, Yn) F (%, Y1, s V) 1

Tegemist on slisteemi teise kirjutusviisiga, seet6ttu vdime lubada olukorda, kus osa nimetajatest
summeetrilisel kujul on nullid. Nulliga vorduv nimetaja simmeetrilises susteemis tdhendab
selle muutuja diferentsiaali vérdumist nulliga. Naiteks kui

dyl = O,

siis vastavat vorrandit integreerides saame y; = C, kus C on suvaline konstant.

Stmmeetrilise stisteemi lahendamiseks integreeruvate kombinatsioonide meetodil on vdimalik
kasutada vordsete murdude omadust, mille kohaselt mistahes kordajate k4, k5, .., k, (|k| +
|k,| + -+ + |k, | # 0) korral kehtib

& = p_Z —r— p_n — klpl + k2p2+--+knpn
71 92 qn ki1 +kyq, + -+ knq,

Selle omaduse tottu vdime korrutada iga murru lugejat ja nimetajat tihe ja sama kordajaga ning
tulemuseks on murd, mille lugejas on kdikide murdude lugejate summa ning nimetajas kdikide
nimetajate summa. Integreeruva kombinatsiooni saamiseks voib teostada korrutamised ja
liitmised nii, et nimetaja vorduks nulliga, mistéttu saame lugeja integreerimisel esimese
integraali avaldise.

Naide 5.55.

Kasutades integreeruvate kombinatsioonide meetodit, lahendada j&rgmine siimmeetriline
diferentsiaalvorrandite ststeem
dx  dy dz

5_—1nx:1nx—2y'

Esimene vordus annab
—Inxdx = 2ydy,
mille integreerimisel saame
—xInx —x=y?+C,,
siit
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y?2+x(Inx — 1) = C,.

Teise integreeruva kombinatsiooni saamiseks proovime nimetajasse sada nulli, selleks liidame
esialgse susteemi kbikide murdude lugejad ja kdikide murdude nimetajad kokku, saame

dx dy = dz dlx+y+2) _dx+y+2)
2y —Inx Inx—-2y 2y—Inx+lnx—2y 0 '

Et nimetaja vordumine nulliga summeetrilises slisteemis tdhendab lugeja vérdumist nulliga,
saame

dx+y+2z)=0,
millest
x+y+z=0C,.
Suisteemi uldlahend on kujul
y2+x(Inx—1)=C,x+y+2z=C,.

Saadud esimesed integraalid on lineaarselt s6ltumatud, kuna tihes avaldistest puudub muutuja
z, seetOttu ei ole vOimalik uhte teise kaudu avaldada.
Naide 5.56.

Kasutades integreeruvate kombinatsioonide meetodit, lahendage jargmine summeetriline
diferentsiaalvorrandite stisteem
dx  dy dz

(z—y)? z y

Teine vordus annab

ydy = zdz,
mille integreerimisel saame
2 2
y VA
==+,
) 2 2 1
siit
y? —z2 =(;.

Teise integreeruva kombinatsiooni saamiseks lahutame teise ja kolmanda murru lugejad ja
nimetajad liikmeti ja vdrdsustame esimese murruga.

dx dy dz d(y—2z)
(z=y)? z 'y z=y’
dx  —d(z—-y)
(z-y)? z-y '

Teeme muutuja vahetuse u = z — y, siis

dx _ du

uz ou’
kust saame

dx = —udu

ja integreerides vorrandit, on tulemuseks
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- Y
x=-= 2

Korrutades vorrandit kahega ja asendades tagasi muutuja vahetuse avaldise, saame
2x — (z—v)? =C,.
Saime slisteemi dldlahendi kujul

y2—z2=C,2x—(z—y)* =C,.

Naide 5.57.

Kasutades integreeruvate kombinatsioonide meetodit, lahendage jargmine summeetriline
diferentsiaalvdrrandite susteem
dx dy dz

4z—5y: 5x — 3z 3y —4x
Korrutame esimest murdu (lugejat ja nimetajat) arvuga 3, teist arvuga 4 ja kolmandat arvuga 5
ja liites koik lugejad ja nimetajad kokku, saame
3dx  4dy  5dz d(3x + 4y + 52) 3
12z - 15y 20x—12z 15y —20x 12z — 15y + 20x — 12z + 15y — 20x
_d(3x + 4y +52)
5 :

Et nimetaja vordumine nulliga summeetrilises slsteemis tdhendab lugeja vordumist nulliga,
saame

(4z # 5y).

d(3x+4y+5z) =0,
millest
3x + 4y + 5z = (;.

Korrutame esimest murdu (lugejat ja nimetajat) suurusega 2x, teist murdu suurusega 2y ja
kolmandat suurusega 2z ja liites kdik lugejad ja nimetajad kokku, saame

2xdx  2ydy  2zdz d(x? + y? + z?) B
8xz —10xy 10xy — 6yz 6yz —8zx 8xz— 10xy + 10xy — 6yz + 6yz — 8zx
_d(x*+y? +2%)
= 5 .

Et nimetaja vordumine nulliga summeetrilises slisteemis tdhendab lugeja vordumist nulliga,
saame

d(x* +y%+2%) =0,
millest
x2+y2+ 22 = C,.

Leitud esimesed integraalid on soltumatud, kuna eeldame, et 4z # 5y.Saime slsteemi
uldlahendi kujul

3x + 4y + 5z = C1,x2 + y? + 2% = C,.
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VI PTK
OSATULETISTEGA DIFERENTSIAALVORRANDID

6.1. OSATULETISTEGA DIFERENTSIAALVORRANDI
MOISTE

Definitsioon 6.1.

Vadrrandit, mis seob otsitavat mitme muutuja funktsiooni tema osatuletistega ja s6ltumatute
muutujatega, nimetatakse osatuletistega diferentsiaalvorrandiks.

Uldkuju kahe séltumatu muutuja korral.

Kahe sbltumatu muutuja x ja y korral on esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi
uldkujuks

F( ou 6u>_
xlylulaxlay - )

kus u = u(x, y) on otsitav funktsioon.

Funktsioon F esitab seose sdltumatute muutujate x ja y ning funktsioonide

Ju du
W ox’ dy
vahel. Tahistades
u _ u _ F( ) =0
ax_p) ay—q, x,y:u,p,q - .

Olgu funktsioon F(x, y,u, p, g) madratud muutujate x, y, u, p, q piirkonnas G.

Definitsioon 6.2.

Esimest jarku osatuletisega diferentsiaalvorrandi lahendiks muutujate x, y piirkonnas
D nimetatakse sellist funktsiooni u = u(x, y), kui ta on piirkonnas D maaratud ja pidevalt
diferentseeruv ning

du(x,y) ou(x,y)
(x,y,u(x,y), oy )EG

ja

ou(x,y) odu(x, y)) 0
ox = dy a

iga (x,y) € D korral, ehk mis sellesse vorrandisse asetatuna muudab vdrrandi samasuseks.

F (x y,u(x,y),

Oluline erinevus harilike ja osatuletistega diferentsiaalvGrrandite vahel seisneb selles, et
harilike diferentsiaalvorrandite ldlahendites sisaldusid suvalised konstandid, osatuletistega
diferentsiaalvdrrandites aga suvalised funktsioonid. Seega v@rrandi lahend u = u(x, y) vdib
sOltuda uhest suvalisest funktsioonist.

Naide 6.1. VVorrandi
du OJu B

0x ay_o

uheks lahendiks on funktsioon u = x + y, kuna tema osatuletised on
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au_l 6u_1 Jdu au_l 1= 0
ox 9y ' ox dy -

ehk saame samasuse 0 = 0.

Naide 6.2. Lahendada osatuletistega diferentsiaalvérrand
du
Fv 0
Integreerime vorrandit argumendi x jargi, nagu harilikku diferentsiaalvorrandit, saame u = C.

Kuna u on kahe muutuja funktsioon, siis C ei s6ltu argumendist x, aga v6ib séltuda argumendist
v, vOrrand on ikka rahuldatud. VVdrrandi tldlahendiks on suvaline funktsioon argumendist y:

u=C().

Naide 6.3. Lahendada osatuletistega diferentsiaalvdrrand

Ju
X @ +u=0.
Vaatleme muutujat x parameetrina ja lahendame vastava hariliku diferentsiaalvorrandi
1du 1
udy ¥
du dy
R

Infu| = — % +1In|C(x)l,

_Y
u=_Cxe «x.

Selle vorrandi lahendis olev integreerimiskonstant vdib sBltuda argumendist x. Kontrollime
lahendit, asendades selle esialgsesse varrandisse:

_Y
6(C(x)e x) y
x————=+C(x)e  x =0,
dy

x-(—%)-C(x)e_%+ C(x)e_% =0.

Geomeetriliselt vastab vorrandi lahendile u = u(x, y) pind ruumis, seda pinda nimetatakse
integraalpinnaks. Kuna Uldlahendis on suvalised funktsioonid, sisaldab vd@rrandi lahend
I6pmata palju integraalpindu.

Definitsioon 6.3.

Osatuletistega diferentsiaalvorrandi jarguks nimetatakse vorrandis leiduvat kdrgeimat
osatuletise jarku.

Teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrand on kujul
E ou du 0%u 0°u 0%u'\ _
x’y'”’ax'ay’axZ'ayZ’axay B
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Teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi ldlahend sisaldab kaht suvalist funktsiooni.
Loodusteadustes kasutatavad teist jarku osatuletistega diferentsiaalvérrandid:
a) Lainevdrrand, mis kirjeldab laine levikut, naiteks pillikeele vonkumist, on kujul
0% f 1 0% f
ax2 a2 0t?’
kus a on konstant. Pillikeele jaoks on a? =T/p, kus T tahistab keele otstes m&juvat
tdmbejoudu ja e lineaarset tihedust ehk massi pikkusiihiku kohta.
b) Difusioonivérrand, mis on kujul
ou 0%u
at = ox?
kus otsitav funktsioon u = u(x, t) voib tahistada nditeks gaasi kontsentratsiooni voi osaréhku,
mis muutub ajas. Konstant D téhistab difusioonikordajat.

Naide 6.4. Lahendada teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrand
0°u 0
dxdy

0 (6u) _ 0

ox \dy)
Kdoigepealt integreerime argumendi x jargi (nagu harilikku diferentsiaalvdrrandit), seejérel
integreerime argumendi y jargi

ou

= O, u=faww+@u>

Kuna integreerisime muutuja y jargi, vdib integreerimiskonstant s6ltuda suvalisest argumendi
x funktsioonist. Tahistades

Kirjutame antud vérrandi kujul

[corav=cm,
saame uldlahendi, mis sisaldab kaht suvalist funktsiooni

u=Cy)+ C(x).

Seega teist jarku osatuletistega diferentsiaalvérrandi Uldlahend sdltub kahest suvalisest
funktsioonist. Kui jark on kdrgem, siis samuti suvaliste funktsioonide arv, millest uldlahend
sOltub, on vordne vorrandi jarguga.

6.2. CAUCHY ULESANNE

Cauchy ulesanne osatuletistega diferentsiaalvdrrandi jaoks on jargmine: leida integraalpind,
mis labib etteantud kdverat. Selle kdvera vorrandid voivad olla antud ristkoordinaatides

{F (x,y,z) =0,
G(x,y,z) =0,

vOi parameetrilisel kujul: leida integraalpind, mis labib etteantud kdverat

x =@(t),y =9),u=x(),
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kus parameeter t muutub mingis vahemikus (t;, t;). Tuleb leida selline vdrrandi lahend, mille
korral

®(p(t), Y(0), x(D) = 0.

Kui etteantud kdver asub mingil tasandil x = x, v0i y = y,, Kus x, ja y, on mingid etteantud
arvud

x =xo,u=x()
VoI

y=You=19k),
siis algtingimuse saab kirjutada vastavalt

u(xo,y) = x(),
u(x, yO) = l/)(X)
Naide 6.5. Lahendada Cauchy ulesanne

Ju
x—+u=0, u(x, 1) = x2.
dy

Uldlahendi leidsime niites 6.3, algtingimusest asendame uldlahendisse vastavad suurused,

saame
_Y
u=_Cxe x,

1
x? =C(x)e” x,

1
C(x) = x?ex,

1 y 1-y
u = x%exe x = x%e x .
Naide 6.6. Lahendada Cauchy Ulesanne
ou
a =Xy, u|x2+y2=1 = 1.

Loeme parameetriks argumendi y ja lahendame vastava hariliku diferentsiaalvorrandi

du x?

o u=y - +C0)

Uldlahendis C(y) on muutuja y funktsioon. Leiame C(y) nii, et oleks rahuldatud antud

tingimus
2

Y+ e,

y(1—y?)
2 )

1=y-

Cy)=1-

seega otsitav lahend Cauchy ulesandele on

x2 1— 2
“:y?“—y(Ty)-
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Naide 6.7. Lahendada Cauchy ulesanne

au_ (Ly) = y?
ax_y' u(lL,y) =y~

Integreerime argumendi x jargi, tldlahend on
u(x,y) =xy +C(y),
u(l,y) =1y + C(y),

y+Cy) =y~
Avaldame C(y):

C)=y*-y.
Erilahend on

u(x,y) =xy +y*—y.

Naide 6.8. Lahendada Cauchy tlesanne

au_ (1 )_
ax—u, u y,y =y.

Jagame suurusega u ja integreerime x jargi

Ju

—= ox, Inlul=x+InC(y), ulx,y)=CH)e*~
Erilahend

1 1
) C(y)ey =y; C(y) =yev.
Uldlahend on:

1 1

u(x,y) = yeve* = ye* 7.

Cauchy (lesanne ei ole alati lahenduv: vdib juhtuda, et l&bi etteantud k&vera ei lahe UkskKi
integraalpindadest. Samas vdib labi l&htekdvera minna ronkem kui (iks integraalpindadest.

Teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi erilahendi leidmiseks peab olema teada ka
otsitava funktsiooni u esimest jarku osatuletiste vaartus ldhtekdvera punktides, sest vaja on
teada kahe suvalise funktsiooni vééartust C; (x), C,(y).

Naide 6.9. Lahendada Cauchy llesanne

azu_o (Ly) = 32 ou
axz o YTV T

Integreerime argumendi x jargi kaks korda
6<6u)_0 au_C()
ax\ox) = ax VY

u= [ G+ 60) =260 +C0)

Erilahendi saamiseks teisest tingimusest, asendades eelnevasse vorrandisse

ou

a = C1(}’)'
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Gy)=y
ja esimesest tingimusest saame asendades tldlahendisse
x=1lu= yz: 1-G,(y) +C(y) = y2’
y+C0) =y%

G =y* -y
Erilahend on kujul

u(x,y) =xy +y*—y.

6.3. LINEAARSED OSATULETISTEGA
DIFERENTSIAALVORRANDID

Lineaarne osatuletistega diferentsiaalvdrrand on vérrand kujul

N2 g =y 6.39
px.y)o—+alxy ay—rx.y- (6.39)

Kvaasilineaarne osatuletistega diferentsiaalvorrand on vorrand kujul

p(x,y,u)g—z +q(x,y, u)g—l; =r(xy,u).
Lineaarse homogeense esimest jarku osatuletistega diferentsiaalvdrrandi tGldkuju on
Ju du
pP(x.y) -+ axy) 3y 0. (6.40)
Lineaarse homogeense osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendamiseks tuleb lahendada
temaga summeetriline harilik diferentsiaalvrrand
dx dy

(%) q@xy)

Osutub, et osatuletistega diferentsiaalvorrandi (6.40) ja vorrandi (6.41) lahendamise lesanded
on ekvivalentsed. Sellise simmeetrilise diferentsiaalvérrandi lahendi

Yx,y)=C
korral osatuletistega diferentsiaalvorrandi Uldlahendiks on

u=19xy).

Kui otsitav funktsioon on kolme muutuja funktsioon

(6.41)

du du du
p(x,y,2) FP +q(x,y,2) @ +r(xy,z) Fri 0, (6.42)
tuleb lineaarse homogeense osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendamiseks lahendada
harilike diferentsiaalvdrrandite stisteem
dx  dy  dz
p(x,y,z2)  qxyz) r(xyz)
Kehtivad jargmised laused.

(6.43)
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Lause 6.1.

Kui valem
Y(x,y,z) =C

esitab diferentsiaalvorrandite stisteemi (6.43) lahendit (integraali), siis funktsioon
u=yky,z)

on diferentsiaalvorrandi (6.42) iheks erilahendiks.

Toestus. Olgu
Y(x,y,2)=C
ststeemi (6.43) lahend. Diferentseerime lahendit:

oY oy op
adx+@dy+adz =0. (6.44)

Sulsteemis (6.43) tahistame suhte
dx  dy  dz
r(x,y,z) qxy,2) r(xy,2)

A,
siis
dx = Ap,dy = A1q,dz = Ar.

Asetame need vorrandisse (6.44), seejarel jagame labi lilkkmega A, saame

ap oY 0P
ap + @q + ET = 0.
Tulemuseks saime vorrandi (6.42), kus otsitava u asemel on funktsioon . See aga tdhendab,
et funktsioon y rahuldab v@rrandit (6.42), mistdttu on vdrrandi Gheks erilahendiks. .
Kehtib ka vastupidine véide: Kui
_ _ ) Y =P(x,,2)
on vorrandi (6.42) erilahend, siis
| Yxy,2) =C
on suisteemi (6.43) lahend.
Lause 6.2.
Kui

l/Jl(x,y,Z) = Cl ja lpZ(x'y'Z) = CZ
on kaks lahendit (integraali) vastavale harilike diferentsiaalvdrrandite stisteemile (6.43), siis

u= (p(lplr lIJZ)

ehk suvaline funktsioon funktsioonidest ¥, ja 1, rahuldab vastavat osatuletistega
diferentsiaalvdrrandit (6.42).

Toestus. Arvutame osatuletised funktsioonist

u =@, ¥;)
ou_ 3¢ oy 3p 3
ox 0y, dx 0P, dx '
6_u= d¢ 61,[11+ dp 0y,
dy 0yy 0y 0y, 0y’
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du d¢ 0P, n dp 0,
0z 0y, 0z 0y, 0z '

seejarel asetame saadud osatuletised vOrrandisse (6.42). Saame

(p(x Y,z )i'*'Q(x Y,z )£+T‘(x, ,z)ﬂ>—+

0P,
<P(X y,Z)i+q(x y,z)£+r(x, y,z )ﬂ)W_

Tulemus on samaselt null, sest lause 6.1 p6hjal on mdlemad sulgudes olevad avaldised on
samaselt nullid. Seega on vorrandi (6.42) lahendiks funktsioon

u= (P(ll)p lIJZ) u
Seega saadud lahend u = @ (4, YP,) on vorrandi (6.42) tldlahend, kui funktsioonid

ll)l(x,y,Z) = Cl ja lpZ(x'y'Z) = CZ
on lineaarselt sdltumatud.

Naide 6.10. Lahendada diferentsiaalvorrand

Ju 6u — 0
Yox ~ E)y '
Vastav harilik diferentsiaalvérrand on
dx dy
y —x
Lahendamiseks korrutame v@rrandit suurusega xy, saame
xdx = —ydy,
x? z c
©__v.c
2 2 2
x?+y?=C.

Osatuletistega diferentsiaalvérrandi tldlahend on suvaline funktsioon leitud lahendi vasakust
poolest

u =19 +y?).

Naide 6.11. Lahendada diferentsiaalvdrrand
au N au au
*ox T Vay T 4%

Vastav diferentsiaalvorrandisiisteem on

=0.

In |x| =In|y|+1InC;,
x = Cyy,
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dz
)
Z

In|x| = In|z| + In C,,

x =C,z
*_¢
z &
Seega
X X
lpl_yll,bZ_Z;
dldlahend on
B (x x)
u=q y'z .

Kui tundmatuks on n muutuja funktsioon wu(xy,x,,...,x,), siis esimest jarku lineaarse
osatuletistega diferentsiaalvorrandi lahendamine toimub analoogiliselt. VV&rrand on kujul

x5y D a5, ) b pary ) = 0 6.45

P1X,y, z axl P2(Xx,y,Z axz PnX, Yy, Z 3 = ( ) )

n
ja temale vastav harilike diferentsiaalvdrrandite stisteem on kujul
dx¢,  dx;  dx,
pl(x,y,z) pZ(xly'z) pn(x,y,z)'

Sulsteem sisaldab n — 1 sdltumatut vorrandit, jarelikult saame leida stisteemile n — 1 sGltumatut
uldlahendit

lpl(xlixZ' ...,Xn) = Cl!

lpz(xl, xz, ...,xn) = Cz,

Un_1(x1, X2, o, Xp) = Gy

Vorrandi (6.45) tldlahend on suvaline funktsioon, mis s@ltub leitud lahenditest:

u =@y, Pz, e, Pr).
Kvaasilineaarse mittehomogeense vorrandi kujul

Ju Jdu

P(ty. W g2+ Ay w5 = rxy.w

lahendamise saab viia lineaarse homogeense vorrandi lahendamisele. Kuna vdrrandi kordajad
p,q ja r vdivad sbltuda ka otsitavast funktsioonist u, on vorrand kvaasilineaarne. Vorrandi

lahendit otsime ilmutamata kujul
Vix,y,u) =0,

otsitavaks on funktsioon kujul V. Leiame funktsioonist VV osatuletised argumentide x ja y jargi
(ilmutamata funktsiooni tuletise valemi p&hjal)
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av

ou_ _ox
ox av’
Ju
av
du  dy
-
Ju
ning asetame vorrandisse (6.39):
av v
ox d
p(x,y,u) _g_i; + q(x'ylu) _W —T'(X,y,U) = 0.
Ju Ju

Korrutame suurusega —dV /du, saame
ov
u
Tulemuseks on lineaarne homogeenne osatuletistega diferentsiaalvdrrand funktsiooni V suhtes.
Moodustame v@rrandile vastava harilike diferentsiaalvorrandite suisteemi:
dx  dy  du

pxyw qxyu) rlxyu)

Sellele susteemile saame leida kaks sdltumatut tldlahendit

wy Xt gy, ey = 0
px,y,u ax qx,y,u ay Tx,y,u = U.

lpl(x' 4 u) = Cl'
lpZ(xry' u) = CZ'
Vorrandi tldlahend on
V =0{),2),
kus ¢ on suvaline funktsioon. Seega esialgse vdrrandi (6.39) lahendiks on funktsioon
oW1, P,) = 0.

Samal meetodil saab lahendada kvaasilineaarset homogeenset vdrrandit, sellisel juhul tekib
stisteemi viimases vorrandis nulliga jagamine. Saame suisteemi kahe vérrandiga, millest teine
vorrand on du = 0, mille lahend on u = C; (ndide 6.13).

Naide 6.12. Lahendada diferentsiaalvorrand

ou N ou B
xu 7% yu 3y = xy.

Vastav diferentsiaalvorrandisiisteem on
dx dy du
xu  yu xy'
Saime harilike diferentsiaalvorrandite susteemi kahe vorrandiga, millest lahendame kdigepealt
esimese:
dx dy
xu  yu’
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x y
y = Ci1x,
kust
x=2
C,’
Teise vorrandi lahendamisel saame
dy _ du
yu xy’
dy udu
y xy’
dv = udu
y = P

Asendame argumendi x esimeses slsteemis saadud avaldisega

Ciudu
dy = ,
y
ydy = C;udu,
2 2
yo out G
;= bty

yZ == C1u2 + Cz.
LApuks on vaja leitud lahendid viia kujule

lpl(x'yfz) = Cl ja lpZ(xry'Z) = CZ:
et suvalised konstandid oleksid m&lemal juhul paremal pool vordusmérki:

Uldlahendiks on

Sellest lahendist on v6imalik avaldada otsitav funktsioon u, kui teises argumendis oleva

funktsiooni kirjutame kujul
v =f (X)
y\y x X

=+ (%)

A=) Q)

ning avaldame suuruse u?

kus
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Naide 6.13. Leida diferentsiaalvorrandi

Ju OJu _
u ox dy
lahend, mis l&bib sirget
X=y=u

Siin on tegemist kvaasilineaarse vorrandiga, mis on homogeenne. Selle vorrandi lahendamiseks
saame kasutada antud meetodit. Vastav diferentsiaalvorrandisusteem on kujul

dx dy du
u -1 0’
millest saame suisteemi kahe vorrandiga. Kui nimetajas on null, siis vérdsustame lugeja nulliga.
dx d
22 au=o.
u -1

Teisest vorrandist saame leida otsitava funktsiooni u avaldise:
u=C(Cy,
asendame esimesse vorrandisse ja lahendame, saame
Ciy = —x + Cy,
asendades esimesena saadud C; avaldise, saame vorrandi paremale poole konstandi

uy +x = Cy.
Vorrandi dldlahendiks on
o, uy +x) =0.

Erilahendi leidmiseks asendame dldlahendisse y = u ja z = u, saame

C, = u?+u.
Seega
C, =C,(1+C)).
Sellest saame avaldada erilahendi
uy +x =u(l+u).

6.4. DIFERENTSIAALVC)RBANDITE SUSTEEM KAHEST
OSATULETISTEGA VORRANDIST

Diferentsiaalvdrrandite susteemi tldkuju:

du

a - f(x' y, u)l

ou — 4 )

ay =gXx,y,u).
Otsitav funktsioon u = u(x,y), funktsioonid f ja g olgu pidevalt diferentseeruvad mingis
muutujate x, y, u piirkonnas D.

Teoreem 6.1.
Slsteem on téielikult integreeruv parajasti siis, kui piirkonnas D kehtib samasus
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of N of _adg +ag
ay oud = ox Tou’
Sellisel juhul on susteemil tiks lahend, mis 1abib etteantud punkti.

Jéareldus. Kui on tdidetud samasuse tingimus, siis on susteemil olemas (hest parameetrist s6ltuv
lahendite parv u = u(x, y, b), kus b on parameeter.

Naide 6.14. Lahendada siisteem

Ju N ou +y
ety o=xt

Integreerumise tingimus on taidetud:

of of ___0g Odg
@-I-%g:l:ax-l_auf'

du_ N
dx Ty

2

ax
u=7+yx+C(y),

_ax y 1 )
u=- +yx+2a+b—2a(y+ax) + b.
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