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EESSONA

Kéesolev kursus “Korgem matemaatika II” algab tutvumisest algebra téhtsamate mdoistetega,
milleks on vektorruumi mdiste, vektorite lineaarse sodltuvuse ja sOltumatuse maiste,
vektorruumi baasi ja vektori koordinaatide mdisted.

Matemaatilisest analltsist tutvume arvridade ja astmeridade mdistetega, nende koondumis-
kriteeriumidega. Seejarel tegeleme mitme muutuja funktsioonide piirvaartuse ja pidevusega,
osatuletiste moistetega ning rakendustega, taisdiferentsiaali moistega, ekstreemumite
leidmisega. LOpuks tutvume kahekordsete ja kolmekordsete integraalide ngaistetenende
rakendustega.

Viimases osas Opime lahendama erinevaid diferentsiaalvBrrandeid. Alustame eralduvate
muutujatega ja lineaarsete diferentsiaalvirrandite moistete ja lahendusmeetodite meelde
tuletamisest, edasi tutvume selliste esimest jarku diferentsiaalvorrandite liikidega nagu

homogeenne, eksaktne ja Bernoulli diferentsiaalvbrrand ja nende vdrrandite

lahendusmeetoditega. Jatkame teist jarku diferentsiaalvfrranditega, korgemat jarku
diferentsiaalvorranditega, diferentsiaalvorrandite sitsteemidega ning I0puks uurime kahe
muutuja funktsiooni jaoks osatuletistega diferentsiaalvorrandite lahendamist.

Kaesoleva loengukonspekti I6pus on loetelu kirjandusest, kust dppematerjal parineb ning kust
on voimalik huvi korral oma teadmisi taiendada.

Kursuse “Korgem matemaatika II” ldbinud ilidpilane on ettevalmistatud jatkukursusteks
matemaatika, matemaatilise statistika, fltsika, keemia, materjaliteaduse ja informaatika alal,
kus voidakse ka antud materjali osaliselt korrata. Kindlasti on kursuse eesmargiks ka tlidpilaste
matemaatilise motlemisoskuse arendamine, mis tuleb kasuks igal erialal.

Selle kursuse labinud dlidpilane on omandanud jargmised oskused.

1. Oskab defineerida vektorruumi ja teab vektorite lineaarse soltuvuse ja séltumatuse 1
2. Oskab defineerida ja leida osatuletisi ja taisdiferentsiaali mitme muutuja funktsioon
3. Oskab leida funktsiooni ekstreemumeid, tunneb Lagrange’i meetodit.

4. Oskab defineerida ja leida kahe- ja kolmekordseid integraale.

5. Teab hariliku diferentsiaalvérrandi mdistet, oskab defineerida ja lahendada ere
muutujatega, eksaktset, homogeenset, Bernoulli diferentsiaalvdrrandit, lineaarset es
teist jarku diferentsiaalvfrrandit.

6. Tunneb numbrilisi meetodeid esimest jarku diferentsiaalvérrandite lahendamiseks.
7. Tunneb osatuletistega diferentsiaalvorrandeid, oskab lahendada neist lihtsamaid.
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| PTK VEKTORRUUMID, VEKTORITE
LINEAARNE SOLTUVUS JA SOLTUMATUS

SISSEJUHATUS

Selles peatikis tutvume algebra the olulise mdistega, milleks on vektorruum. Tegemist on
teatava ehitusega mittetihja hulgaga. Vektorruumi mdoiste on tegelikult tldisem, kus
reaalarvude hulga osas on suvaline korpus. Meie kursuses on korpuse osas konkreetne korpus,
milleks on reaalarvude korpl®s Kuna meie kursuses korpuse mdistet ei vaadelda, siis
reaalarvude korpust vaatleme kui reaalarvude hulka. Korpuse mdistet tutvustatakse
loengukursuses ,,Algebra I*.

1.1. VEKTORRUUM ULE REAAL ARVUDE HULGA

Vaatleme mittetiihja hulkd/, mille elemente nimetame vektoriteks. Vektorid téhistame
edaspidi rasvases kirjas, et eristada vektoreid skalaaridest.

Definitsioon 1.1.

Mittetlihja hulka V nimetatakseektorruumiks tle reaalarvude hulgaRR, kui sellel hulgal
on defineeritud lineaarsed tehted: hulgaelementide liitmine ja hulgd elementide
korrutamine skalaaridega nii, et on taidetud jargmisegimused:

Hulk V on kinnine elementidi@tmise suhtes: igax, b € V' korral kehtib
a+bev.
1) Liitmine on_assotsiatiivne: iga, b,c € V korral kehtib
(a+b)+c=a+(b+c). (VR1)
2) Leidubnullelement0 € V, nii etigaa € VV korral kehtib:
a+0=0+a=a. (VR2)
3) lgaa €V korral leidubvastandelement—a € V, nii et:
a+(—a)=—a+a=0. (VR3)
4) Liitmine on_kommutatiivne: igar, b € V korral kehtib
a+b=b>b+a. (VR4)
Hulk ¥V onkinnine skalaariga korrutamise suhtes: ig& € R ja igaa € V korral
kaeV.

Kehtivad_distributiivsused:

5) Igak € Rjaigaa, b € V korral

k(a+ b) = ka + kb. (VR5)
6) Ilgak,l € Rjaigaa €V korral

(k+Da=ka+la. (VR6)
7) Skalaariga korrutamine on assotsiatiivne:kglac R ja igaa € V korral

k(la) = (kDa. (VR7)

8) Unitaarsuse tingimus: iga€ V korral
la = a. (VR8)




Edaspidi nimetame vektorruumi tle reaalarvude hidahidalt vektorruumiks. Vektorruumi
elemente nimetame vektoriteks, nullelementi nimetame nullvektoriks ja vastandelementi
nimetame vastandvektoriks

Vektorruumi definitsioonist saame teha jargmised jareldused.

Jareldus 1Vektorruumis on ainult tiks nullvektor.

Jareldus 2 Vektorruumis on igal vektoril ainult Gks vastandvektor.

Vektoritea, b € V vaheksa — b nimetatakse vektorit
a—b=a+ (—b).

Vektorite lahutamisel kehtivad liitmisega analoogilised arvuga korrutamise distributiivsuse
omadused.

Jareldus 3lgak € R jaigaa, b € V korral kehtib
k(a—b) = ka — kb.
Jareldus 4lgak,l € Rjaiga a € V korral kehtib
(k—Da = ka - la.
Jareldus 5lgaa € V korral kehtib:

O0a = 0.
Jareldus 6lgak € R korral kehtib:
k0 = 0.
Jareldus 7lgaa € V korral kehtib:
(-1a = —a.

Olulisemad vektorruumide ttubid: geomeetrilised ja aritmeetilisEomeetrilisteks
vektorruumideks on tasandi vabavektorite hul, ja kolmemddtmelise ruumi vabavektorite
hulk [E5. Aritmeetilised vektorruumid on hulgadR™, kusn € N, millel tehted on defineeritud
komponenthaaval:

(aq,...,a,) + (by, ..., by) == (a; + by, ..., ay, + by),

k(aq,..,a,) = (kay, ..., kay),
kuik,a, ...,a,, by, ..., b, € R.

Naide 1.1 Kdigi reaalarvude hullR on arvude liitmise ja korrutamise suhtes vektorruum.

Naide 1.2 Kompleksarvude hullC on vektorruum, kui litmisena vaadelda kompleksarvude
liitmist ning reaalarvw ja kompleksarvu + bi korrutis defineeritakse kui(a + bi) = ca +
chi.

Naide 1.3 Kbik (m x n) maatriksidMat,, ,, on maatriksite liitmise ja reaalarvuga korrutamise
suhtes vektorruumich{, n € N). VektorruumR" on sisuliselt sama, mMat; , .
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1.2. VEKTORRUUMI ALAMRUUM. LINEAARKATE.

Olgu U vektorruumiV mittettihi alamhulk.
Definitsioon 1.2.

Vektorruumi alamruumiks nimetatakse vektorruuni mittetiihja alamhulk&/, kui U on
vektorruumiV tehete (liitmise ja arvuga korrutamise) suhtes vektorruum Ule reaala
hulgaR.
Liitmine ja arvuga korrutamine vektorruuniison teheteks tema mittettihjal alamhulgjal
kui

1) iga a,b € U korral kehtib

a+beU. (1.1)
2)iga k € R jaigaa € U korral kehtib
ka e U. (1.2)

Kuna alamruuny/ c V, siis saame mittetiihja alamhulgavektoreid liita ja arvuga korrutada.

Teoreem 1.1
VektorruumiV mittetihi alamhulk/ on tema alamruum siis ja ainult siis, kui vektorruimi
tehted on alamhulgé teheteks.

Tingimused (1.1) ja (1.2) on samavaarsed jargmise tingimusega:

3) lga k,l € R jaiga a,b € U korral kehtibka + [b € U. (1.3)
Naide 1.4 Vektorruum on iseenda alamruum, s&st V ja V # @ ning alamhulkV’ on
vektorruumiV tehete suhtes vektorruum.

Naide 1.5. Vektorruumi nullvektorist koosnev alamhul@} on tema alamruum, sest mistahes
kahe arvuk,l € R ja mistahes kahe vektoda = 0,b = 0 korral vaadeldavast alamhulgast
kehtib tingimus (1.3), sest

kO+10=0+0=0.

Neid kahte alamruumi nimetataks$eviaalseteks alamruumideks. Vektorruumi 0 = {0}
nimetatakseériviaalseks vektorruumiks.

Naide 1.6. Kui vektora € V, siis hulk{ka, k € R } on vektorruumi¥’ alamruum.

Kuna nullvektor sisaldub igas vektorruuriii alamruumis, siis ei ole vektorruumi kdigi
alamruumide thisosa tuhi.

Naide 1.7. Hulk U = {(k,0,0), k,l € R} on alamruum vektorruumiR3.

Naide 1.8 Fikseeritud sirgetega paralleelsete vabavektorite hulk on alamruum tasandi
vabavektorite vektorruumis,.

Lause 1.1Vektorruumi iga alamruum sisaldab nullvektorit.

Lause 1.2VektorruumiV iga alamruum on ise ka vektorruum tehete suhtes, mis on defineeritud
samamoodi nagu vektorruumitehted.



Teoreem 1.2
VektorruumiV mistahes kahe alamruurtiiy ja U, UhisosalU; n U, on samuti vektorruumi
alamruum.

Olguay, a,, ..., a,, vektorruumiV elemendid jan € N. Mistahes avaldist
kia, + kya, + ...+ kpay,

kus k4, ...,k € R, aga ka selle avaldise poolt maaratacelementi, nimetatakse vektorite
a, ..,a, lineaarseks kombinatsiooniks Skalaare k4,...,k,, nimetatakse selle
lineaarkombinatsioorkordajateks.

Definitsioon 1.3

VektorruumiV elementiden,, a,, ..., a,, lineaarkatteks ehklineaarseks katteks
nimetatakse hulka

L(al, a, ..., am) = {k1a1 + kzaz + ...+ kmam, kl,kz, ,km € R}

Teoreem 1.3
Lineaarkatd.(a4, a,, ..., ay, ), Kusa,, a,, ..., a,, € V, on vektorruumi’ alamruum.

Naide 1.9 VektorruumiR3 vektoriteu = (1,0,0) jav = (0,0,1) lineaarne kate on alamruum
L(u,v) ={(k,0,0),k, 1| € R}

1.3. VEKTORSUSTEEMI LINEAARNE SOLTUVUS JA
SOLTUMATUS

Vétame vektorruumist teatav arv vektoreid, naiteks N vektorit. Uhte ja sama vektorit v&ib
vOtta mitu korda, tahtis on vektorite jarjestus.

Vektorsusteemiksimetatakse vektorite,, ..., a,, € V komplektia,, ..., a,;, kus on fikseeritud
elementide jarjekord.
Koige lihem vektorstisteem koosneb ihest vektorist.

Definitsioon 1.4

Vektorsusteema,, ..., a,, nimetataksdéineaarselt sdltumatuks kui mistahes;, ..., k, € R
korral vordusest
kiay + kya, + ...+ kpa, =0 (1.4)

jareldub, et
ki=ky,= .=k, =0. (1.5)

Vektorite stisteemi nimetatakBeeaarselt soltuvaks kui ta ei ole lineaarselt sdltumatu.

Lineaarkombinatsiooni nimetatakdeviaalseks kui kdik tema kordajad on nullid. Kui
vahemalt Uks kordaja on nullist erinev, siis Oeldakse, et see lineaarkombinatsioon on
mittetriviaalne.

Teoreem 1.4.
Uhest elemendidtoosnev vektorstisteemon lineaarselt sdltuv siis ja ainult siis, kui vektor
a = 0 (vektora on nullvektor).
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Jareldus.

Uhest elemendist koosnev vektorsiisteeom lineaarselt séltumatu siis ja ainult siis, kui vektor

a # 0 (vektora ei ole nullvektor). Kui sisteem koosneb thest vektorist, mis ei ole nullvektor,
siis see slisteem on lineaarselt sdltumatu, sest vBadas0 kehtib vaid juhul, kuk = 0.

Kui Uks vektoritest, nditeks, on nullvektor, siis siisteem,, ..., a,, on lineaarselt séltuv, sest
(1.4) kehtib juhul, kui vdtta naiteks

klzl,kzz :kn:()

Kui osa vektoritest;, ..., a,,, m < n on lineaarselt s6ltuvad, siis on ka kogu stisteem lineaarselt
sOltuv, sest kehtib vordus
k1a1 + kzaz + ...+ kmam == O

Vorduse (1.4) saame, kui votame
ki1 = .=k, =0.

Teoreem 1.5.

Vektorsusteem, milles on vahemalt kaks vektorit, on lineaarselt sdltuv siis ja ainult si
selle vektorsusteemi vahemalt Uks vektor avaldub lineaarse kombinatsioonina ulejaa

Toestus.
Tarvilikkus
Olgu vektorisiisteenu,, ..., a,, lineaarselt séltuv siis on taidetud tingimus (1.4) kusjuures
vahemalt Uks kordaja,,, m = 1,...,n on erinev nullist. Oletame, &t, # 0. Siis vOrdusest
(1.4) saab avaldada
S D W B
n kn 1 kn 2 kn n—1-

See tdhendab, ef, on lineaarne kombinatsioon ulejaanutest.

Piisavus

Olgu naiteks Uks vektar,, avaldatav lineaarse kombinatsioonina uleja&nutest
an = k1a1 + kzaz + ...+ kn_lan_l.

Kirjutame vorduse teisiti
k1a1 + kzaz + ...+ kn_lan_l + (_1)an = O

Siis on taidetud vordus (1.4) kusjuurgs # 0, mis tahendab, et vektorid on lineaarselt
sOltuvad. -

Jareldus.

Vektorsusteem, milles on vahemalt kaks vektorit, on lineaarselt s6ltumatu siis ja ainu
kui sellest vektorsusteemist ei saa avaldada Uhtegi vektorit Glejaanud vektorite lin
kombinatsiooni kaudu

Definitsioon 15.
Vektorsusteemu, ..., a,, alamsusteemikaimetatakse vektorsusteemj , ..., a;, , kui arvud
k,iy,...,i, € Nselliselt, eti; < ... < i} <n.

Teoreem 1.6.
Vektorsisteem, millel on lineaarselt s6ltuv alamsusteem, on lineaarselt soltuv.
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Jareldused:

1. Lineaarselt sdltumatu vektorsiisteemi kdik alamstisteemid on lineaarselt séltumatud.
2. Vektorsusteem, mis sisaldab nullelementi, on lineaarselt sdltuv.

3. Lineaarselt séltumatu vektorsiisteem ei sisalda nullelementi.

Naide 1.10 Olgu VV vektorruum. Kas kehtib jargmine vaide: kuib,c € V on lineaarselt
sOltumatud vektorid, siis ka+ 2b; b + 2c jac + 2a on lineaarselt sdltumatud?

Oletame, et
k(a+ 2b) +1(b+ 2c) + m(c + 2a) =0,

kusk, [, m on mingisugused reaalarvud. Kasutades vektorruumi aksioome, saame, et ka
(k+2m)a+ 2k + )b+ (2l + m)c = 0.

Kuna vektorid a,b,c on lineaarselt sOltumatud, siis sellest vordusest jareldub, et
lineaarkombinatsiooni kdik kordajad on vordsed nulliga:

k+2m=2k+1=2l4+m=0.

Jarelikult
Im—-1=0=2l+m,
kust
I9Im =0
ja seega
m=1=k=0.

Oleme naidanud, et lineaarkombinatsioon
k(a+ 2b) + I(b + 2¢) + m(c + 2a)
on triviaalne, mis tdhendab, et vektosid- 2b; b + 2c¢ jac + 2a on lineaarselt sdltumatud.

Naide 1.11 Naidata vektorite siisteew + 1; x — 2 lineaarselt séltumatust.

Oletame, et
k(2x+1)+1l(x—2)=0.

Funktsioonid on vordsed, kui nende vaartused on kdigi argumendi vaartuste korral vordsed.
Seega iga, € R korral
k(2xg+ 1)+ 1l(xg—2)=0
ehk
Rk + Dxy+k—-21=0.

Vottesx, = 0, saamek = 21. Vottesx, = 2, saamesk = 0. Seega = [ = 0 ja slUsteem on
lineaarselt sdltumatu.

Definitsioonl.6.

VektorruumiV vektorite sisteem¥ nimetataksenoodustajate siisteemikghk tekitajate
susteemiks, kui vektorruumV iga vektor avaldub susteenM kuuluvate vektorite
lineaarkombinatsioonina.

Enamasti on vektorruumil palju moodustajate sisteeme, mdned neist suuremad, moned
vaiksemad. Eriti kasulikud on moodustajate susteemid, mille kaudu iga vektori saab avaldada
tapselt thel viisil.
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Vastavalt definitsioonidele voime 6elda, et sistegm., a, on vektorruumV moodustajate
suisteemparajasti siis, kui V on selle stisteemi lineaarne kate:

V = L(ay, ..., a).

Lemma 1.1.

Olguay, ..., as vektorruumiV moodustajate stisteem. Kui selle stisteemi mingi vektor avaldub
Ulejaanud vektorite lineaarkombinatsioonina, siis selle vektori valjajatmisel sistgmista,
saame jallegi vektorruunii moodustajate siisteemi.

Kuna slsteemu,, ...,a; on lineaarse kaitL(a,,...,a,) moodustajate slisteem, siis saame
lemmast 1.1 teha jargmise jarelduse.

Jareldus.
Kui vektor a;, kus i€1,2,..,n, avaldub slsteemiay,..,a, ulejaanud vektorite
lineaarkombinatsioonina, siis

L(ay,..,a,) = L(ay, @j_1,Qjyq1, o) Ap)-

NaiteksL(a, b,a,c,b,b) = L(a,b,c) mistahes vektorite, b, c € V korral.

1.4. VEKTORRUUMI BAAS. VEKTORI KOORDINAADID.

Definitsioon 1.7

Vektorruumi V baasiks {ey, ..., e,} nimetatakse vektorruum¥ lineaarselt séltumatu
moodustajate sisteemi.

Teoreem 1.7.
Vektorruumi kéikides baasides on samapalju elemente.

Vektorruumi mé6tmeks ehkdimensiooniksnimetatakse elementide arvu vektorruumi baasis.
Ainult nullvektorist koosneva vektorruumi médtmeks loetakse arv 0. Selles vektorruumis ei ole
baasi, sest ei ole lineaarselt sdltumatuid vektorite siisteeme.

VektorruumiV mdddet tahistataksim (V).

Lause 1.3

n-modtmelises vektorruumis on igalineaarselt sdltumatust vektorist koosnev slisteen
baas.

Naide 1.12 Leidke vektorruumR? kolm erinevat baasi.

Kuna vektorruumiR? mddde on 2, siis selle vektorruumi mistahes baasi kuulub kaks vektorit,
mis on lineaarselt sdltumatudektorruumi Gheks baasiks on vektorite sistdeme,}, kus

e; = (1,0),e, = (0,1).
Teiseks baasiks on vektorite susteem a,}, kusa, = (1,1),a, = (0,1).
Kolmandaks baasiks on vektorite sustdein d,}, kusd, = (0,1),d, = (2,3).

Viimane vektorite siisteem on lineaarselt sdltumatu, kuna lineaarse kombinatsiooni

12



kd, +1d, = (0,k) + (21,31) = 2Lk + 30)

vordumisest nullvektoriga saame avaldada kordajgd

(2L, k + 30) = (0,0),
siisl = 0 jak + 31 = 0 ehkk = 0. Seega susteefd,, d,} on lineaarselt s6ltumatu ja vastavalt
lausele 1.3 véime Gelda, et stisteem on vektorriRfirhaas.
Kui vektorruum V on n-mddtmeline, siis vektorruumi baasiks dam,...,e,} ja baasi
definitsiooni kohaselt avaldub vektare V reaalarvudey, x,, ..., x,, € R kaudu jargmiselt:

a=x.e,+xe, + ...+ x,e,.

Definitsioon 1.8

Vektori a koordinaatideks baasil{e, ..., ,,} nimetatakse kordajaid,, x,, ..., x,, avaldises

a=Xxieq + X2€5 + ...+ xnen.

Vektorite litmisel, lahutamisel ja arvuga korrutamisel tuleb vektorite koordinaadid vastavalt
liita, lahutada ja arvuga korrutada.

Olgu vektorruumiV kaks erinevat baage,, ..., e,} (vana baas) jées, ..., e,} (uus baas) ning
kuulugu vektora vektorruumiV (a € V). Avaldugu vektora uue baasi kaudu jargmiselt:

a=xje; +x3e; + ...+ xpey.
Uue baasi elemendid avaldugu vana baasi kaudu jargmiselt
e; = a8+ azie; + .+ age,
ey = 1261 + Ayzey + ..+ anzey
en = Qi1 + ayney + ...+ apnen
Leiame vektoria koordinaadid vanal baasil:

a=xje; +x5e;+ ...+ xpe, =
— ! /4
=x;(ay1e1 + aziex + .+ apen) + x5(ae1 + azpey + ot anaen) + .
+ x5, (aypey + azpe, + o+ appen).

Votame kokku liikmed vana baasi kaudu, saame:

a = (xja161 + x1a518, + .+ X1an16,) + (Xga12e1 + X5a5,e5 + .+ X5a,0€,) + ...
+ (xja1pe1 + Xpasney + ..+ XpApnen) =
= (x1a11 + X5a15 + ..+ xpa1)e; + (X1az1 + X505 + o+ XpAzn)e +
+ (x1ap1 + X500 + ..+ X5 App) En.

Saime koordinaatide teisenemise valemid Uleminekul Uihest baasist teise:
X1 = Q11X + AQ12X5 + o+ AgnXy,
Xp = Ap1X1 + Ap3Xy + oot AopXy,
Xy = Ap1X1 + QpaXy + oo+ App Xy

Antud seost on vdimalik esitada maatrikskujul jargmiselt:
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10PEATUKK 1. VEKTORRUUMID. VEKTORITE LINEAARNE SOLTUVUS. . .

T a1 12 ... QAip €Ty
/
i) o 21 Q22 ... Q9p Lo
/
Iy Ap1 Ap2 ... App Z,
Téahistame maatriksi
ay;y a1 ... QAip
A= 91 Q29 ... QA9pn
Ap1 Ap2 ... QGpp

Maatriksit A nimetatakse baasiteisenduse maatriksiks iileminekul vanalt baasilt
uuele baasile. Baasiteisenduse maatriks on regulaarne, see tihendab, et |A| # 0.
Saame iileminekuvalemid kirjutada lithemal kujul:

T T
/
Ty x
Kehtib ka vastupidine seos:
/
/
Ty | _ A1 4]
/
x'fL xn

Naide 1.1. Toestage, et hulk U = {(uy, ua, ..., up_1,uy) | u1,ug, ..., uy,—1 € R} C

R™ on vektorruumi R" alamruum ning leidke selle alamruumi baas ja moode.
Néitame, et hulk U on vektorruumi R" alamruum. Kuna

(ug,ugy ooy Uy, u1) (V1,02 oy Up1, V) = (U +U1, o U1+ U1, ug 1) € U,

sest viimase vektori esimene ja viimane komponent on vordsed, siis U on kinnine
liitmise suhtes. Kuna

k(ui,ug, ... up_1,u1) = (kuy, kug, ..., ku,_1,kuy) € U,

siis U on kinnine ka reaalarvuga korrutamise suhtes. Seega U on alamruum. Alam-
ruumi U vektorite slisteem

61:(170707"'7071)7
es = (0,1,0,...,0,0),
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on lineaarselt soltumatu, sest iikski vektor ei avaldu iilejadnute lineaarkombinat-
sioonina. Ta on ka moodustajate siisteem, sest alamruumi U iga vektor (uy, ug, ..., u,_1,u1) €
U avaldub kujul

(U1, U,y o Up—1,Ur) = Ur€] + Uzl + ..+ Up_1€p_1.

Jarelikult eq, es, . .., e,_1 on alamruumi U baas. Kuna vektorruumi moode on tema
baasivektorite arv, siis

dimU =n—1.
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IT READ

2.1. ARVREAD, REA SUMMA

Definitsioon 2.1

Arvreaks (liithemalt reaks) nimetatakse lopmatut summat, mis avaldub
kujul

Zuk:u0+u1+...+un+... (2.1)
k=0
Rea liikmeteks nimetatakse arve ug, uy, ..., Uy,,..

rea iildlitkmeks nimetatakse suvalise indeksiga rea hlget Uy,

Moodustame rea ({2.1)) osasummad jargmiselt:

So = Uo;
Sl = Up —+ Uy,

n
k=0

Rea osasummade jadaks nimetatakse jada (.S,), kus

n
Sn: E U -
k=0

13



14 PEATUKK 2. READ

Definitsioon 2.2

Rea summaks nimetatakse piirvadrtust (kui see eksisteerib)

S = lim 5,

n—oo

kirjutame

k=0

Aritmeetilised read. Vaatleme rida, mille lilkmed on aritmeetilise jada
liikmed. Aritmeetilise jada a,, = a3 + d(n — 1) esimese n liike summa S,, avaldub
kujul

n

Sp =Y (a1 + (a1 +d) + (a1 +2d) + ...+ (a1 + (n — 1)d).

k=1

Kirjutame rea liikkmete summad tagurpidises jarjekorras
Sp= (a1 +(n—=1)d)+ (a1 + (n —2)d) + ...+ a;.
Liites kokku molemad avaldised, saame

25, = 2a;+(n—1)d)+ (2a1 + (n—1)d) + ...+ (2a1 + (n — 1)d) =
=n(2a; + (n — 1)d),

= Y24, + (n — 1)d).

Sn2

Esimese n naturaalarvu summa saame, kui a; = d = 1, siis
n
Sn:1+2+3+...+n:§(n—l—1).

Geomeetrilised read.
Geomeetrilise jada iildliige on a,, = a;¢" ! ja esimese n liikkme summa S, avaldub
jargmiselt
n—1
S, = Zalxk —a+ar+ar®+.. . +az" L

k=0

Korrutame saadud summa muutujaga x:

r-S, =ax+az®+... +az"
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Lahutame kaks eelnevat avaldist, saame

Sp— x-S, =a; —az" =ay(1—2a"),
a; (1 —z")
l—x

Sul-a)=a(l-a") = S, =

Kui a; = 1, siis
1_ n
L 1t 424

1—=x

Geomeetriliseks reaks nimetatakse rida kujul

Y db=l+q++. .+ +...
k=0

Harmoonilised read.

Harmooniliseks reaks nimetatakse rida kujul

=1 1
Z—_1+—+—+ a> 0.
i fo 3a

Kui a = 1, siis saame jargmise harmoonilise rea
f: ! 1 + + = +.
k_k_ 3

Selle rea osasumma .S, on jargmine

‘9—1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 + +1
"o 2 3 4 5 6 7 8 oS

Naide 2.1. Leida osasummade jada ja summa jargmisele reale

o0

n(n+1)

n=1

Lahutame koigepealt murru osamurdude summaks jargmiselt:

2 A B

nin+2) n+n+2’
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Madrame kordajad A ja B vordusest

2=A(n+2)+ Bn.

Kui votame n = 0, siis saame A = 1 ja kui viitame n = —2, siis saame B = —1.
Seega
2 1 1
nn+2) n n+2

Leiame osasumma

Rea summa saamiseks peame votma piirvaartuse

1 1 1 3
S =1 4= — - =—.
ngﬁ.lo<+2 n+1 n+2) 2
Seega saime rea summaks
g_3
=3

2.2. ARVRIDADE KOONDUVUS JA
HAJUVUS

Rida ({2.1])
D> uk
k=0
koondub summaks S, kui rea summa S on loplik (kui eksisteerib 1oplik piir-

vadrtus lim S, ehk kui rea osasummade jada (S,,) koondub summaks S.
n—o0
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Rida (2.1)) hajub, kui piirviédrtust ei eksisteeri voi kui piirvidrtus on
16pmatu ehk kui rea osasummade jada (.S,) ei koondu. Seega kui

o0 oo
Zuk =00 VOI Zuk = —00,
k=0 k=0
siis on tegemist hajuva reaga. Kui real on loplik summa, siis siimboliga
o0
>
k=0

tahistatakse nii rida kui ka tema summat.

Tarvilik tingimus rea koonduvuseks (rea hajumise tunnus).

Kui rida Z ui, koondub, siis tema iildliige 1dheneb nullile:

k=0
lim wy, = 0. (2.2)
k—o00
Toestus.
Kui rida koondub, siis eksisteerib loplik piirvaartus
lim S, = 5.
n—oo
Samuti kehtib
lim Ss,_1 = 5.
n—oo
Kuna kehtib vordus
Up =UgF+ UL+ ... F Uy F U, — Uy — UL — oo — Upy_1 = Sy — Sp_1,

siis vottes molemast vorduse poolest piirviaartuse, saame

lim w, = lim (S, — S,_1) = lim S, — lim S, 1 =S5 —5=0.
n—00 n—00 n—o0 n—0o0

Tarvilikku tingimust tuleks koigepealt kontrollida. See tdhendab, et tarviliku
tingimuse kehtimine ei ole piisav rea koondumise iile otsustamiseks, vaid
teame seda, et kui tingimus ei ole tididetud, voime kindlalt 6elda, et
rida hajub. Seetottu voib tarvilikku tingimust nimetada ka rea hajumise
tunnuseks.
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Naide 2.2. Uurida jargmise rea koonduvust
> (="
k=1

D (-fr=-141-141-.;

k—

1
Si=—-1, So=—-1+1=0, S3=—-14+1-1=-1,
Rea osasummad moodustavad jada
(—=1,0,-1,0,...),
mis on hajuv ja seetottu ka vastav rida on hajuv.

Naide 2.3. Uurida jargmise rea koonduvust

ﬁiﬁ.
k=1

(1 =141+1+1+. ..

Si=-1, Sy=1+1=2, S3=14+141=3, ..., S,=mn,
Rea osasummad moodustavad jada
(1,2,3,4,...,n,...),

mis on tokestamata
lim S, = lim n = o0
n—oo n—oo

ja seetottu on tegemist hajuva reaga.

Kirjutame vélja arvrea ({2.1)) jirgmise summana

jE:IM;Ziji:l%<+ ji: U - (2;”
k=0 k=0

k=n+1

Arvrea jadkliikmeks nimetatakse rida

> we (2.4)

k=n+1
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Arvrea summa S voime samuti kirjutada jargmisel kujul
S =5+ Ry,

kus R, on rea (2.4) summa.

Koonduva rea (2.1) korral on rea jddkliige samuti koonduv rida ja tema
summa R, on lopmata viike suurus piirprotsessis n — oo ehk

lim Rr, = 0.

n—oo

Tehted koonduvate ridadega.

1. Kui arvreas (2.1) juurde lisada voi dra jatta 16plik arv liitkmeid, siis see ei
mojuta rea koonduvust. Koonduv rida jaab koonduvaks ning hajuv rida
jaab hajuvaks.

2. Kui arvrida 1) koondub, siis koondub ka rida Zcuk, kus ¢ on reaalarv,

kehtib vordus
oo o0
Z Cup = C Z Ug -
k=0 k=0

3. Kui kaks erinevat rida Z ug ja Z v, koonduvad, siis koonduvad ka read,

mis on moodustatud nende ridade summast Zuk + v; ja vahest Zuk—vk

= k=0 k=0

k=0

ning kehtib vordus

Naide 2.4. Uurida jargmise rea koonduvust

o0

n
Zn+5'

n=0

Kontrollime koonduvuse tarvilikku tingimust (2.2)), selleks leiame piirvéartuse.

lim — = ] 1

m 5:1.

Tarvilik tingimus koondumiseks ei ole tdidetud, seega saame 6elda, et antud rida
hajub.
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Geomeetriline rida
quzl—i—q—{—(f—l—...
k=0

koondub siis ja ainult siis, kui |¢| < 1. Geomeetrilise rea summa avaldub

S:iqk:—

k=0

sel juhul valemiga

\.

Toestus.

Kasutame seost
n+1

1—@)(l4+q+@+...+¢)=1—¢",

n 1_qn+l
S, = h—-— 2
2

1 =0, mistottu

Saalle

suvalise n € Ny korral. Kui |¢| < 1, siis lim ¢
n—oo

_ qn+1 1 qn+1
S=1lmS,=lim —— = lim —— — lim =
n—o00 n—o0 l—q n—>ool—q n%wl—q
1 1 1
= — lim ¢"t = ——.
1—q 1—gnoo 1—q
Seega juhul |¢| < 1 rida Z ¢" koondub summaks
k=0
1
S=—.
1—q

Kui |g| > 1, siis ei ole tarvilik tingimus koondumiseks tdidetud, ehk lim ¢" # 0
n—o0
Sellest jareldub, et sel juhul geomeetriline rida hajub.

Lause 2.3. Harmooniline rida

f:l I+3 Ll
Lk 3 4

hajub.
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Harmoonilise rea tldliige avaldub valemiga w, = 1/n, koondumise tarvilik
tingimus (2.2)) on tdidetud, sest

1
lim u, = lim — =0
n—oo n—oo M,
Jareldus.
Tarvilik tingimus lim u, = 0 ei ole piisav rea koondumiseks.

n—oo

Harmooniline rida

koondub parajasti siis, kui a > 1.

2.3. POSITIIVSED JA VAHELDUVATE
MARKIDEGA ARVREAD

Definitsioon 2.3

Positiivseks arvreaks nimetatakse rida

Zuk, kus wui >0 iga k=0,1,2... korral. (2.5)
k=0

Lause 2.5. Positiivne rida koondub siis ja ainult siis, kui tema osasummade
jada on tokestatud, ehk kui leidub arv M > 0, nii et

S, = Zuk <M iga n=0,1,... korral. (2.6)
k=0

Jarelikult positiivsete ridade korral rida koondub, kui

o0
E up < 00,
k=0
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rida hajub, kui
Z U, = OQ.
k=0

Positiivsete arvridade vordluslaused.

PEATUKK 2. READ

Olgu Zuk ja ka sellised read, et

k=0

b. Kui rida » _u hajub, siis hajub ka rida
k=0

(e.9]

k=0 k=0
0<up<wvg, iga k€N Kkorral
a. Kui rida Z v, koondub, siis koondub ka rida Z U,

k=0

3 o

k=0




Jareldus Lause 2.6 vaited a ja b kehtivad, kui mingist indeksiatates kehtib vorratug, <
vy igak = n korral.

2. Lause 2.7(teine vordluslause)

Kui k — oo korral on
Up~CVU

mingi konstandic > 0 korral, siis mdlemad positiivsed reif_, uy ja Yo vr kas
koonduvad voi hajuvad Uheaegselt.

Tahistusu, ~cv,, tahistab suurustekvivalentsust Suurused on ekvivalentsed, kui piirvaartus
nende suhtest on vordne arvuga 1 ehk

Seega, kui eksisteerib 16plik piirvaartus
lim—% = I, 0,
Uk
siis positiivsed arvrea@.;_,u; ja Xy—oVx kas koonduvad voi hajuvad Uheaegselt. See
tdhendab, et ridg -, u;, koondub parajasti siis, kui koondub rigg_, vy.

Naide 2.5 Uurida jargmise rea koonduvust

o1

Kuna2k —1=k+ (k—1) = k, siis

1 1
< —
_ 2k—1" k
ning
1 < 1
2k —1)? ~ k?
igak € N puhul. Olgu
1 1

Siis harmooniline rid;-, v, koondub lause 2.4 pdhjal ja vordluslause 2.6 a kohaselt koondub
ka rida}; ;- uy, jarelikult on tegemist koonduva reaga.

Naide 2.6 Uurida jargmise rea koonduvust

[ee]

271
1+ 3™

n=0

Rea uldliikme kohta kehtib hinnang
n

2" <2n B (2)
1437 3 \3/°

Saime geomeetrilise rea uldlikme kpi= 2/3. Kunag < 1, siis geomeetriline rida koondub
ja esimese vordluslause (lause 2.6 a) pdhjal vboime jareldada, et ka temast vaiksem rida
koondub.

22



Naide 2.7 Uurida jargmise rea koonduvust

o1
;\/3712 +1
Kui n — oo, siis rea uldlikme kohta kehtib jargmine hinnang
1 B 1 B 1 1 1
Z - - "R
V3n2 +1 Jn2(3+%) n3+o(1) V3

Saime harmoonilise rea uldlikme/n. Kuna harmooniline rida hajub, kai= 1 siis teise
vordluslause (lause 2.7) p6hjal hajub ka antud rida.

2.4. POSITIIVSETE RIDADE KOONDUVUSTUNNUSED

D’Alembert’i koonduvustunnus Kui leidub piirvaartus
u < 1,siis rida (2.5) koondub,
lim ZH { > 1, siis rida (2.5) hajub,
n—->00
n = 1, siis ei saa otsustada.

Cauchy koonduvustunnus Kui leidub piirvaartus

lim ’{/u_n

n—-oo

> 1, siis rida (2.5) hajub,

{ < 1,siis rida (2.5) koondub,
= 1, siis ei saa otsustada.

Raabe koonduvustunnusKui leidub piirvaartus

U > 1, siis rida (2.5) koondub,
lim n (1 - ZH){ < 1,siis rida (2.5) hajub,
n—->oo
n = 1, siis ei saa otsustada.

Logaritmiline koonduvustunnus. Kui leidub piirvaartus

% { < 1,siis rida (2.5) hajub,
= 1, siis ei saa otsustada.

lim
n-o Inn

lnui { > 1, siis rida (2.5) koondub,

Integraaltunnus. Olgu funktsioory (x) pidev monotoonselt kahanev piirkonjasx) ja olgu
u, = f(n).Rida (2.5) koondub siis ja ainult siis, kui paratu integraal

foof(x)dx

koondub, kusjuures tema jaakliikme jaoks kehtib hinnang

R, < ff(x) dx.

Cauchy tunnus on véimsam kuiAdembert’i tunnus. Kui d’Alembert’i tunnus vdimaldab
otsustada rea koonduvust voi hajuvust, siis viimaldab seda ka Cauchy tunnus, kuid mitte
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vastupidi. Raabe tunnus on vdimsam kuAldmbert’i tunnus. Logaritmiline tunnus on
omakorda vbéimsam Cauchy ja Raabe tunnusest. Rea koonduvuse uurimist alustatakse tavaliselt
ndrgemate koonduvustunnuste rakendamisega, sest nad on lihntsamad. Vdimsamaid tunnuseid
kasutatakse siis, kui nérgemad tunnused ei anna vastust.

Naide 2.8 Uurida jargmise rea koonduvust olenevalt parameetri0 vaartustest

o

257

n=0
KasutameCauchy tunnust, saame
o _ an ) a
lim J/u, = lim = lim = a.
n—-oo n-oon + n—-oo 1 1

Rida koondub, kuz < 1 ja hajub kuiz > 1. Kuia = 1, siis koondumise tarvilikust tingimusest
saame

)n=lim L =

lim u,, = lim
n—oo 1

n—-oo n—-oo (n +

1\
= <lim <1+—) > =e 1 #0.
n—oo n
Seega rida hajub ka= 1 korral.

Naide 2.9 Uurida jargmise rea koonduvust

i n
2n+1)!°
n=1
Kasutamal’Alembert’i tunnust, saame
n+1)2n+1)! C (n+1D)(@2n+ 1) _ n+1)
im = lim = lim =
nooon(2n+1)+1)! noo  n(2n+ 3)! n-on(2n + 3)(2n + 2)

—1- m+y B
T alen2n+3)2m+ 1) now2n(2n+3)
Seega d’ Alembert’i tunnuse pdhjal rida koondub.

0<1.

Naide 2.10 Néidata, et jargmine harmooniline rida koondub,ktd 1 ja hajub kuia < 1.

=1
D
n=1

Kui a < 0, siis rida hajub, sest

lim — = limn% = oo,
n-oo nt n—-oo

Vaatame juhtu, kua > 0. Kasutamentegraaltunnust, funktsiooniksf (x) = 1/x¢.
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c—+0oo c—+00

dx dx o xTetl
— = lim — = lim n 1
Y x el X g 17074

a>1=>1—-a<0:

dx ) c
a=1: f?= llmlnx| = lim (Inc—In1) = lim Inc¢ = oo,
1
1

C

lim (c1=% - 1).
1 — acoo

dx 1 . | 1 1
f—a= lim (¢ —1)—1 hm(ca_l—l):Ta-(—l)=aT
1

1—ac-w —acow 1 1
] 23
Ci 1.84
a<l=>1-a>0: f—az lim(c1™% — 1) = oo, 163
— a c—>© 1.49
1 1.24
¥ 19
Seega oleme naidanud, et integraal koondub juhul kui, o
dlejaanud juhtudel integraal hajub. Integraaltunnuse pd&hjal voir 043
jareldada sellest, et ka harmooniline rida koondub jatwi1. " L 2=,
ngend
p— = S
a=1/2 a=<1
Definitsioon 2.3Vahelduvate markidega reaksnimetatakse rida kujul
Z(—l)"an,kus a, > 0. 2.7)
n=0

Vahelduvate markidega arvrea koonduvuse uurimiseks kasutatakse Leibnizi tunnust.

Leibnizi koonduvustunnus. Kui
a.) a,=za; = ...=2a, = ..,
b) lima, =0,

siis rida (2.7)

Z(—l)"an,kus a,>0
n=0
koondub ja tema jaakliikme

Ru= ) (-Dka
k=n+1
jaoks kehtib hinnang:
|Rn| < Qpyi.

Naide 2.11 Uurida jargmise rea koonduvust

- (—D)n

nlnn’
n=2

Rea uldliige avaldub jargmiselt
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1

an

"~ nlnn
Kontrollime Leibnizi koonduvustunnuse tingimusi.
1 1
2 =517 a3—31n3> > ag > .
1 1
lima,, = lim =lim——=0

nownlnn  nsen Inn
Leibnizi tunnuse pd&hjal rida koondub ja tema jaakliikme jaoks kehtib hinnang:

o)

1
Z (_1)kklnk

k=n+1

1

IRl = Sh+DInk+ D

2.5.RIDADE KOONDUVUSTUNNUSED

Definitsioon 2.4.

Rida (2.1)

o

e

k=0
nimetatakseabsoluutselt koonduvaks kui rea liikkmete absoluutvaartustest moodusts

rida (2.8) on koonduv
>l (28)
n=0

Kui rida (2.1) koondub aga ei koondu absoluutselt, siis sellist rida nimetdiagseisi
koonduvaks

Iga absoluutselt koonduv rida on koonduv Kui koondub rida (2.8), siis sellest jareldub, et
koondub ka rida (2.1). Vastupidi tuleb alati kontrollida, sest tegemist v8ib olla tingimisi

koonduva reaga.
Rea absoluutse koondumise uurimiseks on kaks pdhilist koonduvustunnust.

D’Alembert’i koonduvustunnus.
Kui leidub piirvaartus

Upi1
Uy

lim

n—-oo

> 1, siis rida (2.1) hajub,

{ < 1,siis rida (2.1) koondub absoluutselt,
= 1, siis ei saa otsustada.

Cauchy koonduvustunnus
Kui leidub piirvaartus
< 1,siis rida (2.1) koondub absoluutselt,
ll‘l_)l'g Mgl {> 1, siis rida (2.1) hajub,
= 1, siis ei saa otsustada.
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Naide 2.12 Uurimejargmise rea koonduvust

Gk
ninn’
n=2
Leibnizi tunnuse pdhjal vahelduvate markidega rida koondub (n&ide 2.11). Jaab ule uurida, kas
rida koondub absoluutselt. Absoluutset koonduvust uuirtegraaltunnuseabil, kust ndeme,
et rida hajub, sest paratu integraal hajub:

{dx [ dx  [d@nx) ¢

J. = llmf = hmf = lim (lnlnx)| = lim(Inlnc —Inln 2) = oo,
xInx coo) xlnx o In x ¢ 2 c—oo

2 2 2

Kuna vaadeldav rida koondub aga ei koondu absoluutselt, siis tegemist on tingimisi koonduva
reaga.

Naide 2.13 Uurimejargmise rea koonduvust

[o.0]
n2™
5n’
n=1

Kasutamead’Alembert’i tunnust.

(n+1)2nt1 3¢

1
_ 2n+1) 2(”5) 2
ST | = Jim ———— = lim ——— =

=11

N0 n N0 5 5

Un+1
un

lim

n—-oo

n—->oo

Jarelikult rida koondub absoluutselt.
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2.6. ASTMEREAD

Definitsioon 2.6.

Astmereaksnimetatakse rida, mille likmeteks on funktsioofidx) = a,x™ kujul

z ax® =ag+ax+ax*+ .. +a,x"+ .. (2.9)
k=0
Astmerea uldisem kuju

Z a,(x—a)=ay+a;(x—a)+a,(x—a)?*+ ..+a,(x—a)"+ .., (2.10)
k=0
kusa € R on fikseeritud arv.

Astmerea kordajateksnimetatakse arvey, a; ...,
rea uldliikmeks nimetatakse suvalise indeksiga rea liiggt

Geomeetriline rida on astmerida kujul (2.9), kys= 1 igak € N, korral.

Astmerea uldisemalt kujult (2.10) saame muutuja vahetusega = t Ule minna reale (2.9)
ja vastupidi. Ilga astmerea jaoks on vdimalik leida suBrusnille korral astmerida koondub
absoluutselt, kuilx| < R (|x — a| < R) ja hajub, kuilx] >R (|]x —a] > R), kus0 <R <
0,

Definitsioon 2.7.

Astmerea (2.9) koonduvusvahemikuksimetatakse vahemikki+R, R),
astmerea (2.10) koonduvusvahemikuks vastavalt vahenjikkuR, a + R).
SuurustR nimetataksé&oonduvusraadiuseks

Kui R = 0, siis koondub astmerida vaid punktis= 0.

Koonduvusvahemike otspunktides vdib astmerida koonduda kas tingimisi v8i absoluutselt vdi
hajuda.

Koonduvusraadiuseleidmiseks kasutataksalemeid

, (2.11)

R = lim , (2.12)

kui a,, # 0 ja piirvaartused eksisteerivad.

Definitsioon 2.8 Astmerea koonduvuspiirkonnaksnimetatakse hulkd

o)

X = {x € R:rida Z ax® koondub}.
k=0
Definitsioon 2.9Astmerea absoluutse koonduvuse piirkonnakaimetatakse hulkd

A= {x € R:rida Zlakllxl" koondub}.
k=0
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Naide 2.14 Leida koonduvusraadiug koonduvuspiirkond ja absoluutse koonduvuse piirkond
jargmisele astmereale

© (—1)"x™

n+1

n=0

Kdigepealt leiame koonduvusraadiusé&asutades valemit (2.11):

2
| @n _n+2 "(1+ﬁ)
R=11ma =11mn+1=11m—1=1.
n n(1+n)

SaimeR = 1 ja seega koonduvusvahemik ¢A1,1). Selles vahemikus vaadeldav astmerida
koondub absoluutselt. Vahemiku otspunktides tuleb koonduvust eraldi uurida. Kuil,
saame

C (—1)“(—1)”_5 1
n+1 n+1
n=0 n=0

Saime harmoonilise rea, mille koondumist saame uurida integraaltunnuse abil

+00

dx
a=1: f = lim In |x + 1|
x+1 ot

Cc

= lim (Inc—1In1) = lim Inc = oo,
0 c—>+ o0 c—>+oo

0

Integraaltunnuse pdhjal saame 6elda; et —1 korral rida hajub.
Kui x = 1, saame
o (DM (D"
n+l Lin+l

n=0 n=

Saime vahelduvate markidega rea, mille koondumist saame uurida Leibnizi tunnuse abil. Kuna

lim 0,

noon+1

saame Leibnizi tunnuse abil 6elda, et rida 1 korral koondub, kuid ei koondu absoluutselt.
Seega koonduvuspiirkorid = (—1, 1] ja absoluutse koonduvuse piirkoAd= (—1,1).

Naide 2.15 Leida koonduvusraadiusja koonduvusvahemik jargmisele astmereale
2, x2n
Z 2n’
n=1
Kuna argumenk on astmegn, teeme kdigepealt muutuja vahetuse 2n, saame astmerea

kujul

t

ix
.
t=2
1

= lim # =2sz2@

Kasutame valemit (2.11):

=1.

R = lim

n—-oo

An+1
Seegak = 1 ja koonduvusvahemik of+-1,1).
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Naide 2.16 Leida koonduvuspiirkond ja absoluutse koonduvuse piirkond jargmisele

astmereale
Xk
D
o
k=1

Kdigepealt leiame koonduvusraadiusé&asutades valemit (2.12):

=HmVE=L
. k[l koo
lim A

k—o0

R =

SaimeR = 1 ja seega vaadeldav astmerida koondub absoluutselt vahdmikd3. Vahemiku
otspunktides tuleb koonduvust eraldi uurida. Kyt —1, saame arvrea

i (—1)*
k )
k=1
mis koondub, kuid ei koondu absoluutselt. Kut 1, siis saame arvrea
i 1
k )
k=1

mis on hajuv (harmooniline rida, = 1). Seega koonduvuspiirkoril= [—1, 1) ja absoluutse
koonduvuse piirkondl = (—1,1).

Teoreem 2.1.

Cauchy-Hadamardi teoreem Astmerida

(o]
o

k=0
koondub
(@) juhul R = 0 vaid punktisx = 0 ehk
A=X=1{0}.

(b) juhul0 < R <
¢ koondub absoluutselt vahemik(sR, R)
e hajub hulgag—oo, —R) U (R, ) ehk

(—R,R) c Ac X c [-R,R].
(c) kui R = oo, siis astmerid&aoondub absoluutselt igas punkti€ R, s.t.
A=X=R

Cauchy-Hadamardi teoreem ei vaida midagi astmerea koonduvusé&&ohtiuvusvahemiku
(—R, R) otspunktides kui0 < R < oo.

Teoreem 2.2
Astmerida (2.9) vdib igas 16igy$, x], kusx € (—R, R), liikmeti integreerida, kusjuures
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X [o'e]
_ Ak k41
ff(t)dt—kz(;k_l_lx .

0
Teoreem 2.3

Astmerida (2.9) vdib igas punktise (—R, R) liikmeti diferentseerida, kusjuures

f(x)=) kagxk1,
kZl )

Teoreemid 2.1-2.3 kehtivad ka astmerea (2.10) korral.

Abeli lemma
Kui astmerida (2.9) koondub koonduvusvahem{ktR, R) parempoolses otspunktly, siis
selle astmerea sumnf@x) on vasakult pidev punkt® ehkf(R—) = f(R):

(00 (o]
lim ) ax* = z agR".
X—R

k=0 k=0

Kui astmerida (2.9) koondub punktsk, siis selle astmerea sumrfiéx) on paremalt pidev
punktis—R ehkf(—R) = f(—R+).

Funktsioonf on vahemikus{ arendatud astmereaks (esitatud astmereana), kui ég& =
(¢ — R,c + R) korral on

o)

)= apx— o

k=0

2.7. TAYLORI JA MACLAURINI READ

Olgu funktsioonf (x) maaratud punki € R mingis timbruses. Oeldakse, et funktsigigm)
on arendatav astmeritta punktis ¢, kui leidub astmerida, mis punktimingis imbruses on
vOrdne funktsiooniga (koondub funktsioonikéx)):

[ee]

)= apx—ot.

k=0
Oeldakse, et rida on funktsiooni arendus astmeritta (astmereaks).

Definitsioon 2.10.

Funktsioonif (x) Taylori reaks nimetatakse astmerida, mille kordajdaylori kordajad )
avalduvad kujul

a =lf(")(c) n=0,1,2
n n' ) ydy4y e

Taylori rida avaldub jargmisel kujul

z a,(x —o)" =

n=0

v 124 (n)
Y PR YoM e TN PR i

x—c)"+ ..
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Definitsioon 2.11.
Maclaurini reaks nimetatakse rida, mis saadakse Taylori reasteséte 0:

if@(m fO _ f'O, . +f(”)(0)
n! n!

= FO) + 73 x + 1, Xt

n=0

2.7.1. TAYLORI VALEMI TULETAMINE

Oletame, et funktsioory = f(x) omab k&iki tuletisi kuni jarguni(n + 1) (kaasa arvatud)
mingis punktix = a sisaldavas vahemikus. Leiame hulkliiki®gx) nii, et

Pu(@) = f(@); P'n(@) = f'(a); P"n(@) = £"(@), .., BV (@) = £ ™ (a) (2.13)
Hulkliiget B, (x) hakkame otsima kujul
PBx)=cotc(x—a)+c,(x—a)>+c3(x—a)*+ ..+ c,(x —a)" (2.14)

Selle hulkliikme kordajad leiame tingimusestl(®. Selleks leiame enr@, (x) tuletised:
P (x)=c;+2c,(x —a) +3c3(x —a)? + ...+ nc,(x —a)* 1,
P'y(x)=2c, +2-3c3(x —a)+ ..+ n(n—1Dc,(x —a)"*?, (2.15)
P, (x)=2:3c3+ ..+n(n—1n—-2)c,(x —a)* 3,

PP =n(n-1Dn-2)(n—3)-..-2-1-c,
Asendame nuud valemitesse (2.14) ja (2:45) a, saame
B,(a) =cy; P'p(a) =cy; P",(a) =2c,; P'",(a)=2"3cs; (2.16)
s PP@=n-Dn-2)(n—3)...-2-1-c,.
Vordustest (2.13) ja (26) saame

1
co=f(a) c.= f'(a) ¢z = 7f"(a);

flll(a)

C3 =

—f®™(a)

1-2-3 ~1-2-3

ehk
1
Ck = Ff(k)(a), k=0,1,2,..,n,
kus
FO>@) = f(a); 00=1;1! = 1.

Asendame niud need vaartused, k=0,1,2,..,n valemisse (2.14), saame otsitava
hulkliikme

P = @)+ 52 ) 1 L G-ar. (217)

Tahistame tdhegR, (x) vahef(x) — B,(x) = R,(x) = f(x) = B,(x) + R, (x).
Saime valemi, mida nimetatak$aylori valemiks

)
R A )
n!
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f(")( a)

f'(@) f'(a)
fO=f@+—~-(-a)+—
R, (x) nimetataksgaakliikmeks Jarelikult v6ime nende argumen:dlvaartuste korral, mille

korral R,(x) on kullalt vaike, vaadelda funktsioomi= f(x) asemel hulkliiget (Taylori
valem).

Jéareldus 2.1.
limselt R, (x) = 0 siis, kui funktsioon om- astme hulkliige, see tdhendab

(x—a)?+ ..+

(x —a)" + R,(x),

f(x) =P, (x) = ap + a;x + ayx? + azx3 + -+ a, x™

Sel juhul kujutab avaldis (2.17) endast lihtsalt antud hulkliikme teist kuju. Iga niisuguse
hulkliikme voib lahutada — a astmete jargi.

Naide 2.17 Esitada hulklii@ P,(x) = —5 + 2x + x? muutujax — 3 astmete jargi.

Selleks asendame
X = (3+(x—3)),

P(x) = =5 +2(3+ (x—3)) + (3+ (x —3))" = 10+ 8(x — 3) + (x — 3)2

VahemikusX = (¢ — R, c + R) piiramata diferentseeruv funktsioghon arendatav Taylori
reaks selles vahemikus parajasti siis, kui funktsigomiaylori valemi jaakliigeRr,, rahuldab
vahemikusX tingimust

lim R, = 0.

n—-oo

Taylori valemi jaidkliige Lagrange’i kujul on

(n+1)
FOE)

R,(x) = D! (x a<é, <x,
fO* (a4 6,(x — a)) "
R,(x) = CEE (x — a)™*i, 0<0O,<1.
Maclaurini valemi jadkliige Lagrange’i kujul
fMO00) g
R,(x) = Wx" ) 0<o,<1.

Kui funktsioonf on arendatav astmereaks vahemiKusiis see astmerida on funktsiogni
Taylori rida. Paljude funktsioonide arendused astmereaks saame tuntud astmeridadest
aritmeetiliste tehete, rea liikmeti integreerimise ja liikkmeti diferentseerimise teel.

2.7.2. TUNTUIMAD ASTMEREAD

Tegemist on Maclaurini ridadega monedest pohilistest elementaarfunktsioonidest.

x x? x3
1+1|+5+§+ . +—+ Z—
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(o]
x3 x5 x7 xn o nm (_1)nx2n+1

smx=x—§+§—ﬁ+---+ﬁsm7+...= W’
n=0
3 x? x* x® nm B = (1)
COSX—1—§+E+'“+HCOS7+...— W,
n=0
n—1 nn—-1)n-2)-2
(a+x)" = a"+na"‘1x+nua"‘2x2 ( ) ) ax™ 1 + x™,
2! (n—1)!
1 (o]
1T=1+X+X2+ et x™+ ...=Zx”,xe(—1,1),
x n=0
1
——=1—x+x?—x34+ .. +(—)"+ .= z(—l)”x”,x € (-1,1),
1+x
x2 %3 d xn+1
In(1+x) =¥ =+ + ...=Z(— o x e (-11]
3 x2n+1
arctanx—x—?+—— Z(— )” x € [-1,1].

Naide 2.18 Leida funktsioonif (x) = arcsin x Maclaurini ridan = 3 korral.

Kui n = 3, siis leiame funktsiooni tuletised kolmanda jarguni ja vastavate tuletiste vaartused
punktisx = 0, seejarel asendame leitud vaartused Maclaurini valemisse.

f(x) = arcsinx, f(0) =0,
1 !
flx) = — (0) =1,
O £7(0) = 0
2/ —x2)3 o
1223 _ . 3%
" _ (1 ¥ ) * 2 (1 B xZ) rr 0)=1
£ = Ty N OES!
Saime Maclaurini rea
! " " 3
arcsinx = f(0) +f1(?)x +f2(!0)x2 +f 3(!0)x3 + .= x+%+

Naide 2.19 Leida funktsiooni f(x) =1/(1—2x) Maclaurini rida, maarata rea
koonduvusraadiuR.

fG) =17 f(0) =1,

fx) = ) =2,

(1—2x)2’

34



8

144 — , 14 0 — 8,
'@ = G52 f(0)
48
1 — _— rr 0 — 48.
") = G f'(0)
Saime Maclaurini rea
=1+2x+4x*>+8x3+ ....
1-—2x

Sama rea saamiseks vdoime kasutada ka jargmise funktsiooni arendust astmeritta

=Zx"=1+x+x2+
n=0

Asendades suurugesuurusegax, saame

1
1—x

1 (o] (o]
1_2x=Z(2x)"=Zznxn =1+2x+4x%2+8x3+ ..
n=0 =0

Rea koonduvusraadius on

=1 2—1_1
_n1—r>1010 _2_

2n
R = lim | —

n—-oo

2

2.8.0RTOGONAALREAD °

Naitena ortogonaalreast voime kirjutada funktsiooni (2.9) Legendre polinoomide lineaarse
kombinatsioonina

(0]

FO) = coPo(x) + ¢1P1 (%) + coPy(x) + .. = Z cPe(x).  (2.18)
k=0
Legendre vorrandn teist jarku lineaarne diferentsiaalvérrand kujul

(1 —x2)y" —2xy' + (Il + 1)y = 0, kus! on reaalarv (vt punkt 5.5.6

Definitsioon 2.12.
Legendre polinoomideksimetataksel astme polinoome, mis on Legendre vdrrandi
erilahenditeks

1'3'5'---'(21—1){1 (-1 ., W-DU-20-3) ,, }

Pi(x) = Il S TOTIE 2-42l—1)2l-3) "
Kui —1 < x <1, siis Py(x) =1, P;(x) =x,

1 1
P(x) =5(B8x* = 1), P3(x) = 5 (5% = 3x),

1 4 2 1 5 3
P,(x) = §(35x —30x°+3), Ps(x) = §(63x — 70x> + 15x).

Funktsioon P, (x) on k jarku muutujax polinoom. lgax astet saame ndidata Legendre
polinoomide lineaarse kombinatsioonina
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24 PEATUKK 2. READ

1 1
=P, 2'=P, x2:§(2P2—|—P0), 903:5(2P3+3P1),

1
$4:—(8P4—|—20P2+7P0>, .T5

o (8Ps + 28P; + 27P,) .

63
Sellisel juhul funktsioon (7) avaldub kujul

a Qa
F(@) = aoPy+ a1 P + = (2Py + P)) + — (2P + 3P)) +
3 5

+ % (8Py +20P, + TFy) + (8P5 + 28P; +27P) +

3 )

2a9  4day 2a3  4das Bay
=4 P P )P
—l—( 3 + —= - + . ) 2—|—( 5 + — 9 +. ) 3+<35 ) 1+

8&5
P+ ...
+(63 +. > 5 +

a a 3a 3a
:<a0+—2+—4+ P0+(a1+—3 —5+ >P1+ (2.7)

Loodusteadustes kasutatakse lahendeid, mis asuvad 16igus —1 < = < 1, sellel loigul
kehtib

1 9 0, kui k # m,
= = 2 .
[ A@Pu@) e = 5= Cihem @8
-1 2m + 1

Seda kasutame vorrandis (7) olevate kordajate ¢y leidmiseks. Selleks korrutame
vorrandit (7) funktsiooniga P,(x) ja integreerime

/1 Po(z) f(x)dz = /1 Py (z)

Kasutades vorrandit (2.8)

Z CkPk (ZL’)




7. ORTOGONAALREAD* 25

Kasutades valemit , saame kirjutada

1

1
2 1 2 1
Cm = m+/ Zakx dr = m+ ak/Pm :cdx
04

—1 k=

Asendades saadud avaldisse poliinoomid P, (z), saame avaldada konstandid c,,
konstantide a; kaudu.

Naide 2.5. Leiame m = 0 korral kordaja cy.

2k + 1
0, k on paaritu

2
1 { k on paaris

Co—ao—i—?-f-g—f———f—

Saime sama kordaja P jaoks, kui valemis ([2.7]).
Uldjuht

Definitsioon 2.4. Integreeruva ruuduga funktsioonide siisteemi {g,(z)} nimeta-
takse ortogonaalseks 16igul [a, b], kui

b
/gn m :0, m;én

ja ortonormeerituks 16igul [a, b], kui

b

/gn(x)gm(x) dr = 0y p = {O’ m i Z

1, m
a

Olgu {gn(2)}, n = 1,2,3,..., funktsioonide siisteem, mis on ortogonaalne
16igus [a, b] kaalufunktsiooni w(x) suhtes

/Q;L(l‘)gn(x)w(x) dr =0, m#n.
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Olgu f(z) suvaline funktsioon, mis on defineeritud 16igus [a, b], mida saab laiendada

hulka {g,(z)},

= chgn(:c) ‘ ()0 ()

Saame, et

b

[an@i@u =Y e, [ @@ de = e, [ @@l ds

a

Asendame m muutujaga n

_ @) @w(x)de
" g (@) ga(@)w(x) do

Nimetaja on funktsiooni {g,(z)} normeerimisintegraal, ruut normist

b

.
lgall = / i (o) dr., e = / 62(2) f(@)w(z) da.

a

Funktsiooni normeerimiseks tuleb funktsioon jagada tema normiga, tulemuseks
saame ortonormeeritud hulga

b
_ 1 PN B [ 0, kuim # n,
= o9 (0) / e ela) do =0, = { 107

Z CnGn (@

b

A / i) )ula) do = [ gio) fa)u(s) da.

a

Ortonormeeritud stisteem {g, ()} on téielik, kui iga funktsioon f(z) on avaldatav
loigus lineaarkombinatsioonina siisteemi funktsioonidest

=Y e gae) = [ g@f ) d

k=0



8. FOURIER’ READ 27

Funktsioonid f(x) voivad olla pidevad ja ka tiikiti pidevad, omavad l6pliku arvu
loplikke katkevusi ning lopliku arvu maksimum- ja miinimumpunkte selles 16igus.
Funktsiooni saab arendada ritta

f(x) = fr(x) = cogo(w) + crg1(z) + -+ + crgr(T),

kus
b

/[f(iﬁ) — ful@)Pw(z) =0, k— oo

a

Rida fi(x) koondub 16igul [a,b] keskmiselt funktsiooniks f(z). See tdhendab, et
koondumist funktsiooniks f(z) ei pea toimuma iga muutuja = korral.
Loodusteadustes on rakendusteks jargmised néited:

1. Elektrostaatikas ja gravitatsiooniteoorias
(1 —2at +t3)7Y2 = Zt’fpk

Rida koondub kui |z| < 1 ja |t| < 1. Elektrostaatiline potentsiaal.

2. Hajumisteoorias
o0

= (2 + 1)i* - ji(t) - Pul),

k=0
kus ji(t) on sfairilised Besseli funktsioonid. Rida koondub kui |z| < 1 iga ¢
korral.

2.8. FOURIER’ READ

Tuntuim ja koige enam uuritud ortogonaalrida on trigonomeetriline siisteem
{1,cos z,sinz, cos 2z,sin 2z, ... }. Olgu f(z) ldigus [—m, 7] médratud funktsioon.
Teatud tingimustel on funktsioon f(z) esitatav summana

= 30 + Z ay cos kx + by sin kx), (2.9)
k=1
kus ag, ay, by, as, be, ...on mingid konstandid. Eeldame, et f(z) on 16igus [, 7]

integreeruv funktsioon ja korrutame vorduse ([2.9) molemat poolt trigonomeetri-
lise siisteemi elementidega ja integreerime iile 16igu [—m, 7] (oletame, et see on
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voimalik). Kasutades seoseid

]coskxdac:]Sinkxdx:/ﬂsinkx'coskxdxzo,
]0052 kxdr = /ﬂsin2 kxdxr =,
]dxz%r,
]coskx-cosmxdx:]sinkx-sinmxdx:jcoskx-sinmxda:z(), k # m,

saame kordajate aj ja by jaoks valemid

1 ™

ak:—/f(a:)-coskxdx, k=0,1,2,1...; (2.10)
T
1] |

bk:—/f(a:)-smkazdx, k=1,2,...; (2.11)
7T

Definitsioon 2.5. Funktsiooni f(z) trigonomeetriliseks Fourier’ reaks 16igus [—, 7]
nimetatakse rida

ago > .
flz) = 5 +kz:;(ak cos kx + by sin kx), (2.12)

kus kordajad ag, a; ja by on méaédratud seostega

1 ™
ak:—/f(x)~coskxdx, k=0,1,2,...; (2.13)
T
1 |
bk:—/f(x)~smka:dm, kE=1,2,... (2.14)
T

Valemi (2.12)) voime kirjutada ka kujul

a
flz) = 30—1—(11 coS T+ as cos2x +azcos3x+- - -+ by sinx+bysin 2z +bysin3z+. ..



8. FOURIER’ READ

Naide 2.6.
f(z) 1, O<x<m
€Tr) =
0, —7<x<0
EO +Z ay, cos kx + by sin kz),
k=1
1 ™
ak:—/f(:L‘)-Cosk:xdx,k:O,l,Q,...
T
1 .
bk:—/—ﬂ”f(a:)-smkxdx,k:1,2,...
T
Punktis 0 on katkevuspunkt
/f ldr = — /f ~ldr+ — /f ldxr =1,
1 1sink
/f ccoskxdr = — /Coskxdx— sin kir =0,
T k o
1 1 r 1, coskx 1
=— ssinkx dx = — inkxrdr=—(— 1 —cosk
7T/f(:z:) sin kz dx 7T/s.mac:z: 7r( k )0 lm( cos k),
- 0
1, k paaris )
cos kx = . by = —, k paaritu,
—1, k paaritu km
1 2 in 3 inb
f(x):@+blsinx+bgsin3x+b5sin5a¢+---:—+— sinx—i—sm x+sm x
2 2 3 5
Osasummad
1 1 2 1 2 in 3
S1 =235 ==+ —sinz; S5 = -+ — sinz 4 o2t ;
2 s 2 0w 3

2

1+2 ) +sin3x+sin5x
— 4+ — | sin .
o TR \ P 5
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Legend 12 — Legend 12 — Legend 12
—_— —_— —_—
1 1 1

0,8 — 0.8 — 08

0,6

0,4

0,2

I I I I /\\V/\\ I I I

-0,2

r T 1
—llJr =5 0 5 10

FOURIER’ REA KOONDUVUS

Definitsioon 2.6. Funktsiooni nimetatakse siledaks vahemikus (a,b), kui ta on
selles vahemikus pidevalt diferentseeruv ehk funktsioon on diferentseeruv ja tema
tuletis on pidev funktsioon.

Definitsioon 2.7. Funktsiooni f(z) nimetatakse tiikiti siledaks vahemikus (a, b),
kui seda vahemikku on voimalik jagada loplikuks arvuks osavahemikeks punktide-

ga
a=cp<cy<---<c,=b, n € N,

nii, et igas osavahemikus on funktsioon f(x) sile, kusjuures funktsioonidel f(x) ja
f'(z) eksisteerivad oma katkevuspunktides 16plikud tihepoolsed piirvéiirtused.

Sileda funktsiooni graafik on sile joon. Tiikiti sileda funktsiooni graafik koos-
neb loplikust arvust siledatest osadest.

Teoreem 2.7 (Dirichlet’ teoreem). Kui funktsioon f(x) on tikiti sile vahemikus



8. FOURIER’ READ 31

(—m,m), siis selle funktsiooni Fourier’ rida koondub summaks S = S(z),

50 Z an cos(nx) + by, sin(nz)),

kusjuures

1. Funktsiooni f(x) pidevuspunktides

2. Funktsiooni f(x) katkevuspunktides vordub rea summa funktsiooni f(x) parem-
poolse ja wvasakpoolse piirvidrtuse aritmeetilise keskmisega ehk kui x = ¢ on
funktsiooni f(x) katkevuspunkt, siis

S(e) = Slfle=) + flet)].

Naiide 2.7. Leiame Fourier’ rea perioodilisele funktsioonile, mille periood on 2,
mis on madratud jargmiselt:

) = —z, kui —7m <2z <0,
N z, kui0<az <.

f(@) 3
s 2f
. 1
o | | \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
12566 -9.774 6.981 4189 1396 1.396 4189 6.981 9.774 12.566
1k
T, T, T, —T

™

_%/Wf(x)d:c:%j(—x)d:v—i—/xdx:ﬂ,

0

™

— %/ﬂf(x) cos (kz) dx = %/0(—33) cos (k) dac+/9ccos (kx)dz.

0
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Kordajate a, méaramiseks peame integreerima ositi molemat integraali, kus maa-
rame

1
u=—x, du=—dz, dv = cos (kx)dz, v= z sin (kx)

esimeses integraalis ja
1.
u=uz, du=dz, dv = cos (kz)dz, v= 7 Sin (kx).

teises integraalis. Saame

™

1 in (k 1 1 k 1
ap = |-z smli z) ﬂ—i—E/Sm(kx)dx —1—; xsmli ?) O—E/sin(kx)dx =
e 9
_i _ cos (kx) 0 cos (kx)|" - l(cos (b — 1)) = 40 , kui k on paaris
ok k . k 0 k2 N 3 kui £ on paaritu
T

T 0
1 1 1
b :_/f(x)dx:—/—xsin(kx)dx—i——/xsin(k:x)dl’:0.
s T T
e 0

—T

Kordajad by on nullid, sest integraalmérgi all on paaritu funktsioon (ka integree-
rides saame nulli). Saime rea

_m  4qcosx cosw  cos(3x) = cos(57) cos (/(2n+ 1)z) B
@) =3 w[12 Tt Ty T (2n + 1)2 -

T 4 i cos ((2n + 1)x)

2w (20412

Rida koondub koikides punktides ja tema summa on vordne antud funktsiooniga.
Fourier’ rea osasummade joonised erinevate n vadrtuste korral.
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Fourier’ rida funktsiooni korral, mille periood on 2/.

Kui f(z) on perioodiline funktsioon, mille periood on 2, mis iildiselt erineb
arvust 27. Sellise funktsiooni arendamisel Fourier’ reaks peame tegema muutuja-
vahetuse

l
T = —t.
T

Saime argumendi ¢ funktsiooni, mis on perioodiline funktsioon perioodiga
27, mille saame arendada Fourier’ reaks 16igul —7m < x < 7

f (%t) — % + kz:;(ak cos (kt) + by sin (kt)),

ag = %/f (%t) dt, ap = %/f <%t) cos (kt) dt,

—T —T

b = %/f (%t) sin (kt) dt.

kus
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Endisele muutujale x tagasi minnes kehtivad
l
r = —t, t:zz, dt = = dg.
s l l

Fourier’ rida 2[-perioodilise funktsiooni jaoks saab kuju
~ k k
f(x) = ag+ kz_; ((ak cos (%x) + by sin (%x)) :

kus
!

l
ag = %/f(x) dx, ag = %/f (%t) cos (kTﬂx) dx,

b, = %/f (%t) sin (kTﬁx) dx.

Fourier’ integraal.

Fourier’ integraali saame, kui teisendame Fourier’ rea integraalkujul

fz) = /[U(y) cos xy + v(y) sin zy| dy,

u(y) = % / f(z) - cosxydx, v(y) = % / f(z) - sinzy dz.

Fourier’ integraali saab esitada ka eksponentkujul. Kasutades Euleri vorran-
deid ' 1
COSTY = §<6i1‘y + e—ixy)’ sin Ty = ?(ei:ty _ e—iwy)'
i

Defineerime funktsiooni

1

w(y) = §[U(y) —v(y)].

Asendame Fourier’ integraali, saame Fourier’ rea eksponentkuju

flz) = 7 w(y)e™ dy, w(y)zi 7 flx)e ™ da.

—00
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Kui teha asendus ¢g(y) = vV27mw(y), saame

1 Ji 1Ty _ 1 ! —ixy
f(x):E_/ g(y)ei™ dy, g(y)—ﬁ_/ f(x)e o da.

Neid valemeid nimetatakse Fourier’ teisendusteks.

Fourier’ teisenduste jaoks on vajalik, et funktsioon oleks méadratud vahemikus
(—00,00) ja seal absoluutselt integreeruv, ehk leidub Q:

7 |f(2)]dz = Q.



Naide 2.23

4, —a<x<a
f(x)_{o, mujal
' 1 ( )__ZAasinay
0.89 gy ‘[271. ay
1 )2< 3 4 &5 2 T T
1
a>0, g(y) = ——e g,
1 1
08 0.81
0B 0.6
¥ ¥
04 1]
02 0.2\
RS AR R I T P 1 3 33
F =™, x>0a>0  g0) = =(5r %) Re(90)) = =()
x)=e %, x>0,a =—(—=),Re - (==
gy V2 \a? + y? gy 2m \a? + y?
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1l PTK MITME MUUTUJA FUNKTSIOONID

3.1.MITME MUUTUJA FUNKTSIOONI MOISTE

4+ Kui x jay onristkiliku killgede pikkused, siigindalaS avaldub valemigd = xy. Igale
x jay vaartuste paarile vastab pindala Uks vaasus) kahe muutuja funktsioon.

4+ Kui risttahukaservade pikkused om, y, z, siis temaruumalaavaldub kujulV = xyz.
Ruumalal/ on kolme muutuja funktsioon.

+ |deaalse gaasi olekuv@rrandigt = nRT saame avaldada gaasi ruumala

nRT
V(p, T, TL) = T

Ruumalal/ on3 muutujap, T jan funktsioon ehk’ = f(p,T,n).
+ Funktsionaalne séltuvus on nelja muutuja funktsioon, mis on antud jargmiselt
R( N x? +y?+z°2
xX,V,2Z, =
V1 +t2

Definitsioon 3.1.

Kahe muutuja x ja y funktsioon on z, kui igale muutuvate suurusieja y paarile vastab
Uks ja ainult Uks muutuva suuruseaartusz = f(x,y).

Votame argumendi vaartuste paari= x,, v = y,. Kui nendele vastax vaartus on olemas,
siis 6eldakse, et kahe muutuja funktsiaoa f(x,y) on maaratud punkti&e,, y,).
Kolme vdi enama arvu muutujate funktsioonid defineeritakse analoogiliselt.

Definitsioon 3.2.

Kahe muutuja funktsiooniméaramispiirkonnaks nimetatakse argumentide ja y
vaartuspaaridéx, y) hulka, mille puhul funktsioorn = f(x, y) on maaratud.

Funktsiooni m&aramispiirkonda saab kujutapgomeetriliselt Kui x ja y iga vaartuspaari
kujutadaxy tasapinna punktidena, siis funktsiooni maaramispiirkonda kujutab teatud punktide
hulk tasapinnal.

Naide 3.1 Leida maaramispiirkond funktsioonile 15

fGy) =y1—x2—y2

Et funktsioon oleks mé&aratud, peab juuritav olema mittenegatiivn

1-x2—-y2>0 > x2+y?<1. 15
Maaramispiirkonnaks on punktid ringjoone sees vai ringjoonel.

Naide 3.2 Leida maaramispiirkond funktsioonile
-5

flx,y)=In(1—-x%-y2) = x?>+y?<1.
Maaramispiirkonnaks on punktid ringjoone sees, ringjoon ei ole kaasa arvatud.
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Naide 3.3 Leida maaramispiirkond funktsioonile Y
f(x,y) =In(a? — x?) + In(b? — y2). b
a’?—x>>0 =2 —a<x<a,
b —y2>0 = —b<y<b, 4 2 x
kusa, b on konstandid.
—b

Vaatleme funktsioont = f(x,y), mis on maaratudy — tasapinna
mingis piirkonnag. PUstitame piirkonn& igas punktigx, y) ristsirge ja asetame sellele 18igu,
mis vBrdub funktsiooni vaartusegéx, y).

Nii saame punktP koordinaatidegdx, y, z), kusz = f(x, y). 4t

P
Definitsioon 3.3.
Kahe muutuja funktsioonfi(x, y) graafikuks nimetatakse
punktideP hulka, mille iga punkti koordinaadid rahuldavad
vorranditz = f(x,y).

0 g y

Jargnevalt defineerim& muutuja funktsiooni, % G

tema maaramispiirkonna ja graafiku.

Definitsioon 3.4.

Olgu hulk D ¢ R™. Kui igale punktileP = (x4, x5, ..., X;n) hulgastD on eeskirjaf abil
vastavusse seatud Uks ja ainult Uks reaalasiis 6eldakse, dtulgal D on maaratud m
muutuja funktsioon ja kirjutatakse

. u= f(xll xZI ---:xm); v(xll xZI ;xm) € D
vOi
w=f(P), VPED.

Hulka D nimetatakséunktsioon f maaramispiirkonnaks.
Funktsiooni f graafikuks nimetatakse hulka

Gr(f) ={Q = (x4, e, X, w): P = (x4, X3, ., X;p) € D,u = f(P)}.

Kaksm muutuja funktsioonit = f (x4, x3, ..., xp) jau = g(xq, x5, ..., xp,) 0sutuvad samadeks
funktsioonideks, kui neil mdlemal on Uks ja sama maaramispiirkbpa samad vastavuse
eeskirjad.

3.2. KAHE MUUTUJA FUNKTSIOONI
PIIRVAARTUS JA PIDEV US

Olgu antudxy tasapinna mingis piirkonna@ maaratud funktsioom = f(x,y). Vaatleme
mingit punktiM,(x,,v,) selles piirkonnas. Tahistame kahe punkti vahelist kaut{ustB).

Definitsioon 3.5.
Punkti M,(xy,v,) Umbruseks raadiuseganimetatakse punktide hulka, mille iga punkti

koordinaadid rahuldavad vorratugtx — x,)2 + (y — yo)? < r, need punktid asetsevad ringi
sees, mille raadius anja keskpunkt oM, (x,, yo).
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Punkti My(xo,yo) nimetame hulga D sisepunktiks, kui punktil M, leidub
iimbrus, mis tervenisti sisaldub hulgas D.

Punkti My(xo, yo) nimetame hulga D rajapunktiks, kui punkti M, iga iimb-
rus sisaldab nii hulga D punkte kui ka hulka D mittekuuluvaid punkte (vt joonist

31).

(a) Sisepunkt (b) Rajapunkt B

Joonis 3.1: Sisepunkt ja rajapunkt hulgas R. (Thomas’ Calculus [8])

Definitsioon 3.1

Funktsiooni f(z,y) piirvadrtuseks punkti M (z,y) l&henemisel punktile
Moy(z0,y0) nimetatakse arvu A, kui argumendi tokestamatu l&henemine
punktile (zg,vo) toob kaasa funktsiooni f(z,y) vdirtuste tokestamatu 14~
henemise arvule A.
Kui arv A on funktsiooni f(z,y) piirvaédrtuseks punkti M (z,y) ldhenemisel
punktile My, siis kirjutatakse

lim f(z,y)=A

T—T0
Y—Yo

ehk f(x7y) — A7 kui (‘T7y) — (onyo)'
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Definitsioon 3.2

Funktsiooni f(z,y) piirvaartuseks punkti M (z,y) ldhenemisel punktile
Moy(z0,v0) nimetatakse arvu A, kui argumendi tokestamatu ldhenemine
punktile (zg,yo) toob kaasa funktsiooni f(x,y) vddrtuste tokestamatu 14~
henemise arvule A.
Kui arv A on funktsiooni f(z,y) piirvaartuseks punkti M (z,y) l&henemisel
punktile M, siis kirjutatakse

lim f(z,y)=A

GE==95)
Y—Yo

ehk f(mvy) — A? kui (l’,y) - ('TanO)'

Kui A = 0, siis 6eldakse, et funktsioon f(z,y) on punkti My(zo, yo) imbruses
lopmata viike suurus.

Kui A = 0o voi A = —o0, siis deldakse, et funktsioon f(z,y) on punkti
Moy(z0,yo) imbruses lI6pmata suur suurus. Kahe muutuja funktsiooni piirvéaértuse
korral kehtivad tiihe muutuja funktsiooni piirvaartuste teooria pohilised teoreemid.

Lopliku arvu funktsioonide summa piirvddrtus vordub nende piirvddrtuste
summaga. Tapsemalt, kui protsessis  — xg, y — 9o kehtivad koondumised
f(@,y) = A, g(z,y) = B, siis

flx,y)+g(x,y) — A+ B.

Analoogiliselt

Funktsioonide korrutise piirvidrtus vordub piirvddrtuste korrutisega. Téap-
semalt, kui protsessis © — xg, y — yo kehtivad koondumised f(z,y) —
A, g(x,y) — B, siis

flz,y)-g(z,y) = A-B.
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Kahe funktsiooni jagatise piirvidrtus vordub nende funktsioonide piirvddr-
tuste jagatisega eeldusel, et nimetaja piirvaartus ei vordu nulliga. Tapsemalt,
kui protsessis © — g, y — yo kehtivad koondumised f(z,y) — A, g(x,y) —
B, siis

Kui punkti My = (¢, yo) timbruses on funktsioonil f(x,y) olemas piirvadrtus

lim f(z,y) = g(y)

T—T0
ja piirvaartus

lim g(y) = A,

Y—Yo
siis arvu A nimetatakse funktsiooni f(z,y) korduvaks piirvairtuseks
punktis M, ja kirjutatakse

lim lim f(z,y) = A.

Y—Yo T—TQ

Analoogiliselt
lim lim f(z,y) = B.

T—T0 Y—Yo

Naide 3.4. Leida jargmised piirvaartused.

, . D —wy
lim (222 — y?) = —2; lim =b;
) 2 2 3
z—1 z—=1 2 +y
y—2 y—0
sin zy . xsinxy i . sinzy
lim = lim = lim z - lim =a-1=a,
T—a y T—a xy Tr—a Tr—a y
y—0 y—0 y—0 y—0
. sin(z? +y?) .. sinz?
lim — T = lim — =1L
=0 x4y 22—=0 2
y—0
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PIIRVAARTUSTE LEIDMINE ULEMINEKUL POLAAR-
KOORDINAATIDELE

Polaarkoordinaatidele iileminekul kasutame jargmist teisendust:
T =T CoS P, Yy = rsin .
Kui (z,y) — 0, siis r — 0 iga nurga ¢ korral ja

?+yt =1
Leiame polaarkoordinaatidele iile minnes jargmise piirvaéartuse:

Arv A on funktsiooni f(x,y) piirvadrtuseks punktis M, siis ja ainult siis, kui
piirprotsessi iga lahenemisteed méoda punktile My annab arvu A.

Kui on vaja néidata, et piirvadrtust punktis M, ei eksisteeri, tuleb leida kaks
erinevat ldhenemisteed punktile My, mille korral piirvaartused on erinevad.

Naitame, et jargmist piirvaartust ei eksisteeri:

2 2
lim u
(z,y)—(0,0) 22 4 y2

Léheneme punktile (0,0) modda sirget y = z, siis

-y x?—2* . 2*(1-1) 0
im —L =lim———=lim~————~=—-=0
(@y)—=00) 22 + 92 2=022 + 22 2m0 222 2
y=a

Léheneme punktile (0,0) modda sirget y = 2z, siis

, -y = (22)2 | —3a? 3
lim —2 =lim———=lm— = ——

(=9)-(0.0) 24 y?  2-022 4 (22)2 20 52 5
y=2z

Mdrkus. Kui argumendid ldhenevad punktile (x,y), kus nad ei ole vordse
vaartusega: x # y, siis tuleks piirvidrtuse leidmisel ldheneda punktile modda sellist
sirget, mis labib antud punkti. Néiteks punkti (—1, 1) korral voib 1dheneda punktile
moode sirget y = +2 voi y = —x.

Kahe muutuja funktsioon piirviaartuse moistet saab iildistada ka m muutuja
funktsioonide jaoks. Olgu hulk D C R™ ja funktsioon f: D — R ning olgu punkt
A = (ay,aq,...,a,) € D hulga D kuhjumispunkt (see tdhendab, et punkti A igas
timbruses leidub véhemalt iiks temast erinev vaadeldavasse hulka kuuluv punkt).
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Definitsioon 3.3

Kui argumendi P = (z1,...,,,) tokestamata lihenemine punktile

A = (ay,a9,...,a,) toob kaasa funktsiooni f vddrtuste f(P) tokestamata
ldhenemise arvule ¢, siis iitleme, et funktsiooni f piirvaartus protsessis
P — A on arv c ja kirjutame

Lim f(P) =c
VOi
l_i}m fz1,...,xm) =c.
PIDEVUS

Definitsioon 3.4

Funktsiooni z = f(x,y) nimetatakse pidevaks punktis (z¢, o), kui ta on
selles punktis médratud ning funktsiooni vadrtus punktis (z¢,y) vordub
tema piirvadrtusega lahenemisel sellele punktile

lim f(z,y) = f(zo,Y0)-

T—T0
Y—Yo

. J

Funktsiooni, mis on pidev mingi piirkonna igas punktis, nimetatakse pidevaks
selles piirkonnas.
Pidevuse tingimuse voib kirjutada ka kujul

Koik mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad oma méaramispiirkon-
nas. Kui funtsioon f(z,y) ei ole pidev punktis (zo, yo), siis 6eldakse, et funktsioon
f(z,y) on katkev selles punktis. Sellel juhul nimetatakse punkti f(zo,vo) funkt-
siooni f(z,y) katkevuspunktsiks.

Teoreem 3.5. Kotk mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad
oma madaramispiirkonnas.

Naiide 3.5. Naidata, et funktsioon
2
ry ) 2
: ———, kui z* +¢ 0;
fl,y) =9 a2+y2 y 70

0, kui 2% + y* =0,
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on pidev oma maédramispiirkonnas.

Funktsiooni f mé&aramispiirkond on kogu xy-tasand. Igas piirkonnas, kus
z? +y* # 0, on funktsioon f elementaarfunktsioon ja teoreemi pohjal pidev.
Kontrollida tuleb funktsiooni f pidevust ainult punktis (0,0). Selleks kasutame
pidevuse definitsiooni ja votame piirvasartuse

ZL‘y2

lim ———=0,
(z,9)—(0,0) 22 4 y2

siis jarelikult funktsioon f on pidev ka punktis (0,0), sest piirvddrtus argumendi
lahenemisel arvule 0 on vordne funktsiooni vaartusega selles punktis. Seega funkt-
sioon f on pidev oma maéaaramispiirkonnas. Kui piirvaartus ei vordu funktsioon
vaartusega antud punktsid, siis funktsioon on katkev selles punktis.

Definitsioon 3.5

Funktsiooni v = f(P) nimetatakse pidevaks punktis A, kui

lim f(P) = f(A).

P—A

Kui funktsioon ei ole pidev punktis A, siis funktsiooni nimetatakse katke-
vaks punktis A.

3.3. OSATULETISED

Olgu antud kahe muutuja funktsioon z = f(x,y). Anname muutujale x juur-
dekasvu Az, jittes y vadrtuse muutmata. Siis funktsioon z saab juurdekasvu (osa-
muudu)

Amz = f($+ALU,y) - f(xvy)
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Definitsioon 3.6

Funktsiooni z = f(z,y) esimest jirku osatuletiseks argumendi = jargi
nimetatakse piirviaartust

;. Az fle+ Axy) - f(z,y)
z. = lim — = lim
x Ax—0 AJ} Az—0 A(L’

Funktsiooni z = f(z,y) esimest jirku osatuletiseks argumendi y jirgi
nimetatakse piirvagdrtust

Yy Ay—0 Ay Ay—0 Ay

Osatuletist argumendi x jargi tahistatakse

, 0z

fo(@y), 2z fo(z,y).

Osatuletist argumendi y jargi tédhistatakse

! 82 !
Zya a_y7 fy(x,y), zya fy(l‘7y)

Osatuletise defineerimisel funktsiooni osamuut A,z arvutatakse muutumatu y pu-
hul ja funktsiooni osamuut A,z muutumatu x puhul, voime definitsioonid formu-
leerida jargnevalt.

Funktsiooni z = f(z,y) osatuletise leidmiseks z jirgi voetakse tema tuletis ar-
gumendi z jargi, mis arvutatakse eeldusel, et y on konstantne.

Analoogiliselt: funktsiooni z = f(z,y) osatuletise leidmiseks y jargi voetakse
tema tuletis argumendi y jargi, mis arvutatakse eeldusel, et z on konstantne.

Siit on ndha, et osatuletise leidmiseks sobivad iihe muutuja funktsiooni tu-
letise leidmise eeskirjad, tuleb meeles pidada, millise muutja jirge osatuletist otsi-
takse. Tuletame veel meelde reeglid konstandi tuletise leidmiseks: konstandi tuletis
on null aga kui konstant on funktsiooni kordajaks, mille jargi osatuletist leiame,
siis jaab konstant tuletise ette kordajaks.

¢ =0,(cf(x)) = c(f(z))"

Niide 3.6. Leida osatuletised funktsioonile z = z + 3y* + 221>
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Vottes osatuletise argumendi x jargi, argumendi y tuletist votame konstandi
tuletise reegli jargi, ehk teises liidetavas on ainult argumendist y soltuv funktsioon,
seega

(3y), = 0.
Kolmas liidetav soltub ka argumendist z, seega tuletise votmisel jadvad konstandid
tuletise ette kordajateks:

(2zy?), = 2¢*(x), = 2y°.

Vottes osatuletise argumendi y jargi, reumendi x tuletist votame konstandi tuletise
reegli jargi, siis esimeses liidetavas on ainult argumendist x soltuv funktsioon, seega

Kolmas liidetav soltub ka argumendist y, seega tuletise votmisel jadvad konstandid
tuletise ette kordajateks:

(2zy?), = 22°(y%), = 222y = 4xy.
Osatuletised funktsioonile z on kujul

0z
— =21+ 2y

0: _

6 dzy.
By y +4dry

Niide 3.7. Leida osatuletised funktsioonile z = 22 sin y.

I : r__ 2
z, = 2xsinvy, Z, = T”CosT.

Sarnaselt kahe muutuja funktsiooni osatuletise moistele defineerime m muutuja
funktsiooni osatuletised.



Definitsioon 3.12.

Olgu hulk D ¢ R™, funktsioon f:D - R ningP = (x4, ..., x,) MaaramispiirkonnaD
sisepunkt. Piirvaartust

lim fOr, ey Xim1, X + DX, X1y oo X)) — 01, ey X))
Ax;—0 Axl'

nimetataksefunktsiooni f osatuletiseks muutuja x; jargi punktis P ja tahistatakse
f (X1, o) X)) VOI
af

a—xi (xl, ,xm).

OSATULETISTE GEOMEETRILINE TOLGEN DUS

Osatuletisdz/dy vordub arvuliselt pinna = f(x,y) jatasapinna = const I8ikejoone
puutuja tdusunurga tangensigaonis). z

Osatuletisdz/dx vordub arvuliselt pinna
z = f(x,y) ja tasapinng = const ldikejoone
puutuja tdusunurga tangensiga.

=0
B
Arvutades osatuletised esimest jarku osatuletis
Neid tahistatakse jargmiselt
0 (0z\ 0%z . . '
a(a) = W: o (X,Y), Zyxo Zyx frex (X, Y);
0 [0z 0%z . .
a(a) = m: xy(x: y), Zxy» Zxy» fxy(x' y);
0 (0z\ 0%z . .,
@(@) = a_yzi yy(xﬂy)t Zyy; Zyy: fyy(x' y)

Naide 3.8 Leida kdik teist jarku osatuletised jargmise funktsiooni jaoks

z=x*—5x%y? + 6xy + 7.

9z _ 4x3 — 10xy? + 6y 9z _ —10x2%y + 6x
dx ' oy ’
0%z 5 N 0%z
%2 = 12x“ — 10y*, xdy = —20xy + 6,
0%z ) 0%z
a_yz = —10x-, dyox = —20xy + 6.

Definitsioon 3.13.
Teist jarkusegatuletistekanimetatakse osatuletisi

0%z 0%z
doxdy’ 0yox
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Maaratud ja pideva funktsioonikorral on funktsiooni pidevad segatuletised vérdsed. Kehtib
jargmine teoreem.

Teoreem 3.5.
Kui funktsioonz = f(x,y) ning tema osatuletised
0z 0z 0%z 0%z
dx’ 0y’ dxdy’ dyox
on punktisM(x, y) ning selle mingis imbruses maaratud ja pidevad, siis selles punktis teist
jarku segatuletised on vordsed
0’z 0%’z
dxdy 0yox

Definitsioon 3.14

Funktsiooni f (x, y) nimetataksediferentseeruvaks punktis P(a, b), kui funktsioonil on
selles punktis osatuletised maaratud ja pidevad.

Kahe muutuja funktsiooni diferentseeruvus antud punktis tdhendab geomeetriliselt selle
funktsiooni graafiku puutujatasandi olemasolu vastavas graafiku punktis.

Definitsioon 3.15
Pinnaz = f(x,y) puutujatasandiks punktis Q,(x,, yo) himetatakse tasandit, millel asuvad
koik pinna punktiQ, (x, v,) l&bivate joonte puutujad.

z|

<

Definitsioon 3.16
Pinnanormaalsirgeks (normaaliks) punkti®),(x,, yo) nimetatakse punk®,(x,,y,) labivat
sirget, mis on risti puutujatasandiga punktigx,, vo)-

Teoreem 3.6.

Olgu funktsioorz = f(x, y) pidev punktiP(a, b) mingis imbruses. Kui funktsiogf{x, y) on
diferentseeruv punkti®(a, b), siis tema graafikul eksisteerib puutujatasand punktis
(a,b, f(a, b)). Puutujatasandi vérrand on

z—f(a,b) = fi(a,b)(x — a) + fy(a,b)(y — b).

Teiselt poolt, kui funktsioonf (x, y) graafikul eksisteerib punkti4 puutujatasand, kusjuures
see puutujatasand ei ole paralleetrteljega, siis funktsiooffi(x, y) on diferentseeruv punktis
A.
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Pinnaz = f(x,y) normaalsirge punktisA = (a, b, f (a, b)) on esitatav kahe vorrandiga:
1) parameetriline vorrand
x =a+tf;(ab)

y=b+tf,(ab)

z=f(ab)—t
2) kanooniline vorrand
x—a y—b z—f(ab)
fx’(a; b) a fy’(a' b) a -1 .

3.4.TAISDIFERENTSIAAL

Eeldame, et kahe muutuja funktsiogi{x,y) on pidev. Anname argumentidete ja
y juurdekasvud\x, Ay. Siis funktsioon saab juurdekasvu
Az = f(x + Ax,y + Ay) — f(x,y).
Eeldame lisaks, et funktsioonil on punktisy) pidevad osatuletised. Avaldamye osatuletiste
kaudu. Selleks liidame ja lahutame vorduse paremast poolest fikme + Ay)
Az = [f(x +Ax,y + Ay) — f(x,y + DY) + [f Cx, y + Ay) — f(x, y)].

Molemates nurksulgudes on iihe muutuja funktsioonid. Rakendame neile Lagrange’i
keskvaartusteoreemi

of %,y +Ay)

Ax, X € [x,x + Ax],
% X € [x,x + Ax]

[f(x + Ax,y + Ay) = f(x,y + Ay)] =

af (x,y)
dy

[f(,y +Ay) — f(x,y)] = Ay, yE€ly,y+A4y]

Asendame

Ay T EY+AY) +0f(x,37)_Ay_

dx TGy
Eelduse kohaselt on osatuletised pidevad (pidevuse definitsioonist ja piirvAartuse omadusest
saame)

y df (x,y + Ay) 9f(x,y) f (x,y +Ay) 0f(x,y)
1m = = = +

Ax—0 ox ox ox dx &1,
Ay—0
- 0f(xy) _0f(xy) of(x,y) _ 0f(xy)
lim = = = + &,
ﬁfz_)g dy dy dy dy

Jarelikult
af (x, af (x,
_ ey . A y)
0x dy
Kaks viimast liidetavast on kdrgemat jarku |6pmata vaikesed suurused vorreldes kahe

esimesega ja funktsiooni muuda peaosa moodustavad kaks esimest liiget.
Argumendi diferentsiaaliksimetatakse argumendi muutu

Az Ay + g1Ax + &,Ay.

dx = Ax,dy = Ay.
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Definitsioon 3.17.

Kahe muutuja funktsiooni juurdekasvu peaosa argumentide juurdekasvude tokes
kahanemisel nimetatakse selle funktsid@msdiferentsiaaliks. Tahistatakse

of (x, af (x, d
_ Y&y ... GE z

_9%,..92,
y=ge ¥+,

dz 0x dy d0x

dz = z, dx + zydy.

Geomeetriliselt tihendab funktsiooniz = f(x,y) taisdiferentsiaal funktsiooni graafiku
puutujatasandi aplikaadiz-koordinaadi) muutu Uleminekul punkti®(x,y) punkti P; (x +
Ax,y + Ay).
Kahe muutuja funktsiooni taisdiferentsiaali saab kasutada 24
funktsiooni juurdekasvu ligikaudseks arvutamiseks, sellisel juh
loetakse

Az ~ dz ehkAz = z, dx + z),dy.

Selline vbrdsustamine on digustatud, kui argumentide

juurdekasvud on véikesed. Samast valemist on vdimalik ,
leida kafunktsiooni uus vaartug(x + Ax,y + Ay), selleks ol e
avaldame funktsiooni muudu avaldisest

Az = f(x +Ax,y + Ay) — f(x,¥)
funktsiooni uue vaartuse taisdiferentsiaali kaudu jargmiselt

N

f(x+Ax»3’+A)’) _f(x,Y) ~ ZJIC dx+23,/dy:
f(x+Ax,y +Ay) = f(x,y) + z;, dx + zydy.

Naide 3.9 Leida funktsioong = 3x2 + cos y taisdiferentsiaal.
— — = — .
P X, 9 Sin Z X ax Sin

Naide 3.10 Olgu silindri kdrgus25 cm ja raadiusl0 cm. Kui palju muutub silindri ruumala,
kui kBrgust suurendadamm ja pdhja raadiust vahendatianm vorra?

Silindri ruumalalV/ = nr?h =V (10,25) = - 100 - 25 = 25007r.

av 5 av
h = mre, ™ = 2mrh
dV = nr? dh + 2nrh dr.
r=10; Ar =-0,1 (cm); h = 25; Ah =0,2 (cm).
AV = dV = a—VAr +a—VAh.
ar oh
AV =~ mr? Ah + 2nrhAr = w[100-0,2 — 21025 0,1] = —30m.
Ruumala vahene®0r vorra.
Vi =V 4+ AV = 2500 — 30 = 2470m.

Uue ruumala tdpne vaartus on
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V=nar’h = V(10-0,1;25+0,2) = 7-9,9% 25,2 = 2469,857

Niide 3.11. Arvutada téisdiferentsiaali abil ligikaudselt avaldise 2,97%-3,01% vésr-
tus.

Kasutame valemit
flo+Ax,y + Ay) = f(z,y) + 2,dx + 2,dy

Leiame koigepealt funktsiooni kuju ja osatuletised argumentide jargi, siis argu-
mentide arvulised vaartused ja juurdekasvud.

fley) =2yt fr=32%" [, =42y’
r=3, Ax=-003 y=3, Ay=0,01.
f(3,3) =2187, f.(3,3) = 2187, f,(3,3) = 2916.
Funktsiooni uue véaartuse ligikaudne suurus on
2,973 . 3,01* ~ 2187 + 2187(—0,03) 4 2916 - 0,01 = 2150,55
Tépne vidrtus esitatuna tuhandikeni on 2,97° - 3,01* = 2150,4796 . . .

Téisdiferentsiaal m muutuja funktsiooni u = f(x1,...,x,,) jaoks punktis P
avaldub kujul

df (Po) = fau, (Po)dzy + foo (Po)dxa + -+ + fo,,(Po)dn,.

3.5. KORGEMAT JARKU OSATULETISED

Olgu antud kahe muutuja funktsioon z = f(z,y). Leiame esimest jarku osa-
tuletised. Osatuletised on argumentide x, y funktsioonid, leiame uuesti osatuletised
x ja y jargi, saame teist jarku osatuletised.

Teist jarku osatuletised

*z *z .,
@:fxz(xay)a a_gﬂ:fyy(zay)v
0%z " 0%z "

m = fyz(xay)a m = my<x7y>'
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Teist jarku tuletisi voib omakorda diferentseerida x ja y jargi, saame kolman-
dat jarku osatuletised
Pz 0Pz 03z 03z 03z 032 03z D3z
or3’ Oy’ 0x20y’  Oydxz?’ oy20x’  Oxdy?’ Oxdydx’  Oydxdy’

3.6. KAHE MUUTUJA FUNKTSIOONI
EKSTREEMUMID. OPTIMISEERIMINE

Tuletame koigepealt meelde iihe muutuja funktsiooni jaoks ekstreemumite
tarvilikud tingimused. Funktsioonil y = f(x) on punktis x = 27 maksimum para-
jasti siis, kui f'(zo) = 0 ja f"(x9) < 0 ja miinimum parajasti siis, kui f'(xy) = 0
ja f"(zo) > 0.

Punkti imbruse moistest jareldub, et punkt P(xq+ h,yo + k) kuulub punkti
punkti Py r-iimbrusesse siis ja ainult siis, kui h? + k? < r2.

Toepoolest, kui leiame punktide Py(zo,yo) ja P(xo + h,yo + k) vahelise kau-
guse, saame

V(o +h—20)2+ (Yo +k—y)2<r VR2HE2<r

Definitsioon 3.7. Funktsioonil z = f(z,y) on lokaalne maksimum punktis
Py(xo,90), kui leidub selle punkti kiillalt viike imbrus, mille kéikides punktides

flx,y) < f(xo,y0)-
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Definitsioon 3.8. Funktsioonil z = f(z,y) on lokaalne miinimum punktis
Py(z0,Y0), kui leidub selle punkti kiillalt vdike timbrus, mille kéikides punktides

f(x,y) = f(xo,v0)-

Kui fuktsioonil on punktis (zg, yo) ekstreemum, siis kehivad tingimused:

fo(@o,y0) =0 f (w0, 50) =0

Toepoolest, kui kahe muutuja funktsioonil on punktis (xg,yo) ekstreemum,
siis ka ithe muutuja funktsioonil F(z,yy) on punktis z = z( ekstreemum ja ja-
relikult tema tuletid argumendi = jargi on vordne nulliga. Samuti peab ekstree-
mumpunktis x = xg osatuletis argumendi y jargi olema vordne nulliga Saadud
tingimused ei ole piisavad tingimused ekstreemumi olemasoluks.

Naide 3.12. Leida funktsiooni x = zy statsio-
naarsed punktid.

Antud funktsiooni korral on punktis (0, 0) tarvili- g
kud tingimused tdidetud, aga ekstreemumi ei ole: -0-5]

-1+

20(0,0) © 2}(20) = 0, 2)(20) = 0 |

Definitsioon 3.9

Statsionaarseks punktiks nimetatakse punkti, mille korral koik osatule-
tised on selles punktis vordsed nulliga.

Definitsioon 3.10

Kriitiliseks punktiks nimetatakse punkti, kui see punkt on statsionaarne
punkt voi osatuletist selles punktis ei eksisteeri voi on osatuletis lopmatu.

0
z

Néiteks funktsioonil f(z,y) = —v/x? + y? on kriitili- -5
seks punktiks (0,0) (joonis). -10
Funktsiooni kriitiline punkt voib asetseda ka maéra-
mispiirkonna rajajoonel.

Funktsioonil voib lokaalne ekstreemum esineda
vaid tema kriitilises punktis.

790
77 AN\
TISSSIN
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Teoreem 3.6. Kui funktsioonil z = f(x,y) on olemas punkti (xo,yo) imbruses
esimest ja teist jarku osatuletised, siis punktis (zo,yo), kus

folzo,yo) =0, fi(z0,y0) =0

on lokaalne ekstreemum juhul, kui selles punktis on tdidetud tingimus

Frw Jay

W z, - " 1
(z,y) [

— = () >0

sealjuures on punktis (xq,yo)

lokaalne maksimum, kui selles punktis f (xg,v0) < 0
lokaalne miinimum, kui f. (zo,y0) > 0.

Kui W(z,y) < 0, siis funktsioonil f(z,y) selles punktis lokaalset ekstreemu-
mit ei ole. Kui W(z,y) = 0, siis tuleb funktsiooni kiiitumist uurida, kas Az siilitab
mérki punkti (xg, 7o) imbruses.

W (z,y) nimetatakse funktsiooni diskriminandiks.

Sadulpunktiks nimetatakse diferentseeruva funktsiooni f(x,y) kriitilisele
punktile (a,b) vastavat punkti (a,b, f(a,b)), mille igas timbruses on punkte, kus

f(z,y) > f(a,b) ja punkte, kus f(z,y) < f(a,b).

Niide 3.13. Leida funktsiooni z = 3z + 24y — 2° — 21 lokaalsed ekstreemumid.

Saame, et

fi=3-32% 32*=3 = 2==£I;
fr=24—6y" 6> =24 = y==2

Funktsiooni statsionaarsed punktid on: (1, 2); (1, —2); (—1,2); (—1, —2). Saime
neli punkti. Kontrollime nendes punktides diskriminandi W vaartust.

frw = =6z, f'yy =12y, f'2y =0

W = (—6x)(—12y) — 0% = T2xy.
(1,—2):72-1-(=3) < 0; (-=1,2):72-(=1)-2<0
(1,2):72-1-2>0; fIl. =—6x=—-6<0
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Maksimumpunkt: z(1,2) =3 +48 — 1 — N
16 = 34,

(-1,-2) : 72 (=1) - (=2) > 0 ff, = -q
L7777777777727 7740 7

-10
(KA 582
K555 55755
S
———

==

0“2;‘:;’~ e
e
N
(5520777777777777 7475
AL 7777777777774
A7 77777 777777755
(L7777
277777777177 777550)
AL 7777077777747
4z %
G

S

Miinimumpunkt: z(—1,—-2) = —3 — 48 +
14+16=-34

2 =3x+ 24y — 23 — 23
Seega funktsiooni lokaalsed ekstreemumid
on:

Zmin(—1, —2) = —34; znax(1,2) = 34.
Niide 3.14. Leida funktsiooni z = cos(y® + %) lokaalsed ekstreemumid.
Saame, et

2, = —2xsin(y’ + 2°), 2, = —2ysin(y* + 2°)

—2xsin(y® +2%) =0
—2ysin(y* + 2?) =0

Ekstreemumpunktiks on punkt koordinaatidega (0;0).

2! = —2sin (y* + %) — 42% cos (v* + 27),
7

zy, = —2sin (y? + %) — 4y? cos (y* + 27),

2! = —dzycos (y? + 2?).

zy

W = (=2sin (y* + 2?) — 42% cos (y* + 2%))(—2sin (y* + 2%) — 4y* cos (y* + 2?))
— (—day cos (y* + 7))

W(0,0) = 0. Kuna diskriminant on vordne nulliga, tuleb funktsiooni taiendavalt
uurida, jooniselt on ndha, et tegemist on maksimumpunktiga.

Kui kolme muutuja funktsioonil v = f(z,y, 2) on olemas punkti (x¢, yo, 20)
timbruses esimest ja teist jairku osatuletised, siis punktis (xo, yo, 20), kus
f2(20, 90, 20) = 0, fz,/,(fo,yo, %) =0 fL(wo, 90, 20) = 0
on lokaalne ekstreemum juhul, kui selles punktis on téaidetud tingimus

! /,
f :::r m,y

W(l’,y) = f/l f//
yx vy

=l Ly = (P >0,
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sealjuures on punktis (zg, o, 20) lokaalne maksimum, kui selles punktis

: fo fy I
fxm(xOJy()?ZO) < 07A - fy,z fg//ly f%z < 07
fzm fzy fzz

” £ 1 1

lokaalne miinimum, kui f (xo, yo,20) > 0, A = f;'x f;’y f;’z > 0.

foo Foy T2

Definitsioon 3.21. Globaalseks ekstreemumiks nimetatakse funktsiooni suurimat
ja vahimat vaartust antud piirkonnas.

Nende leidmiseks peame leidma koigepealt lokaalsed ekstreemumid, seejarel
leiame funktsiooni vadrtused rajapunktides, neist suurim on globaalne maksimum
ja vahim on globaalne miinimum.

Definitsioon 3.22. Kui funktsioon f on antud piirkonnas D, siis funktsioonil
on punktis Py € D globaalne maksimum, kui piirkonna D igas punktis P kehtib
vorratus

f(P) < [(R)

ja globaalne miinimum, kui piirkonna D igas punktis kehtib vorratus

f(P) = f(Fy).

Niide 3.15. Leida funktsiooni z = 22 +y* —2 globaalsed ekstreemumid piirkonnas
D ={(zy) 2> +9* < 1}

Saame, et

r r "o "o
z, =2r —1, Z, = 2y, Zpy = 2, Zyy = 2,

Vordsustades kaks esimest vorrandit nulliga, saame statsio-
naarseks punktiks

== =0.
Z 9 Y

Funktsiooni vaartus selles punktis on
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Piirkonna rajajooneks on ringjoon keskpunktiga koordinaatide alguspunktis
ja raadius on 1. Rajajoonel kehtib vorrand z2 +1? = 1 ehk y*> = 1 — 22, asendades
funktsiooni z vorrandisse suuruse y?, saame rajajoone jaoks seose z = 1 — z,
kus z € [—1,1]. Kontrollime rajajoonel olevaid funktsiooni véértuseid punkti-
des (—1,0), (0, —1),(1,0) ja (0,1), kust leiame maksimaalse ja minimaalse. Suurim
vadrtus rajajoonel on z(—1,0) = 2 ja vahim 2(1,0) = 0. Lopuks vordleme saadud
funktsiooni vadrtuseid lokaalsete ekstreemumitega ja valime koige suurema ning
koige viiksema védrtuse, mis on globaalseteks ekstreemumiteks. Seega funktsiooni
globaalsed ekstreemumid on

= 0 ! (—1,0) =2

Zmin | 5 =~ Zmax\—1, = <
2 4

Definitsioon 3.23. Funktsiooni f(x,y) optimiseerimiseks nimetatakse funktsioo-

ni maksimumi ja miinimumi (ekstreemumite) leidmist.

Paljudes optimiseerimisiilesannetes on vaja rahuldada ka lisatingimused, mis
kujutavad endast iihte voi mitut muutujate vahelist seost. Lihtsamatel juhtudel
saab kasutada muutujate elimineerimise votet, kus iiks voi mitu lisatingimust voi-
maldavad avaldada tundmatu teiste kaudu ja asendada vorranditesse.

3.6.1. TINGLIKUD EKSTREEMUMID. LAGRANGE’I
MEETOD

Lagrange’i kordajate meetod on lisakitsendustega optimiseerimisiilesande la-
hendusmeetod. Ulesande lahendamiseks tuleb moodustada Lagrange’i funktsioon
(laiendatud funktsioon)

J= [+ Ag,

kus f on funktsioon, g lisatingimus kujul ¢ = 0 ja A Lagrange’i kordaja, mille
peame leidma. Lahendamiseks leiame osatuletised funktsioonis J koigi tundmatute
jargi, vordsustame osatuletised nulliga. Saame jérgmise siisteemi

oJ
G 0 i=l2..m
g =0.

Saadud vorrandisiisteemist leiame tinglikud statsionaarsed punktid.Seejuures eel-
dame, et nende punktide timbrustes, mis on saadud siisteemi lahenditeks, on funkt-
sioonide f ja J esimest jarku osatuletised pidevad.

Definitsioon 3.24. Tinglikuks kriitiliseks punktiks nimetatakse punkti, kui see
punkt on statsionaarne punkt voi punkte, mis rahuldavad lisatingimust ja kus
funktsioonide f ja J osatuletised ei ole pidevad.
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Funktsioonil voib tinglik lokaalne ekstreemum esineda vaid tema tinglikus
kriitilises punktis. Kui Lagrange’i funktsioonil J on tinglikus statsionaarses punktis
vastava A = )\ korral lokaalne voi globaalne ekstreemum, siis funktioonil f on selles
punktis Fy vastav tinglik lokaalne voi globaalne ekstreemum.

Vaatame kahe muutuja funktsiooni f(x,y), mille jaoks on vaja leida lokaalne
ekstreemum lisakitsenduse g(z,y) = 0 korral. Siis Lagrange’i funktsioon on kujul
J = f(z,y) + Ag(z,y) ja statsionaarsed punktid leiame siisteemist

( Of(z,y) Og(x,y)
ox + or 0,
of(x,y)  Og(z,y)
oy oy 0
\ g(z,y) = 0.

Kolme muutuja funktsiooni u = f(z,v, ) ja lisakitsenduste g(z,y, z) = 0 jaoks on
Lagrange’i funktsioon kujul J = f(z,y, z) + A\g(z, y, z) ja statsionaarsete punktide
leidmiseks saame siisteemi

[ Of(x,y,2)  Og(x,y,2)
oxr + ox =0,
of(x,y,2) | Og(w,y,2)
ay oy &
Of(x,y,2)  Og(x,y,2)
0z + 0z =0,
\ g(z,y) = 0.

Saame kolm vorrandit ekstreemumite leidmiseks, lisaks peab olema rahulda-
tud lisakitsendus. Kokku neljast vorrandist leiame ekstreemumpunkti koik koor-
dinaadid (z,y, z) ja Lagrange’i kordaja A\ viartuse.

Markus. Kui votame osatuletise ka Lagrange’i kordaja A jargi, saame vorrandi
g(x,y,x) = 0, seega voime lisatingimuse asendada osatuletisega:

0J
5—0.

Niide 3.16. Leida lokaalsed tinglikud ekstreemumid funktsioonile f = x? + y?
lisakitsendusel x + vy = 4.
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Moodustame funktsiooni J = f + Ag, mis sisaldab summat esialgsest funkt-
sioonis ja Lagrange’i kordajaga ldbikorrutatud lisatingimusest

J=22+y* + Mz +y—4).

Votame osatuletised tundmatute jargi, saame

oJ
e =2x + A,
o0J
=2
8y Y+ A

Vordsustame saadud osatuletised nulliga, lisakitsendusega koos saame lahenda-
miseks siisteemi

20 + X =0,
2y+ A =0,
r+y =4

Siisteemi lahenditeks on z = 2, y = 2, A = —4. Kuna [/ = 2 > 0, siis leitud
punkt voib olla lokaalseks miinimumpunktiks. Kui uurime ekstreemumi piisavaid
tingimusi, selgub, et

W=2.-2—-0>0,

seega tegemis on lokaalse ekstreemumiga. Leitud punktile (2,2) vastav funktsioo-
ni vadrtus on 8. Seega funktsioonil on lokaalne tinglik miinimum f,;,(2,2) = 8.

Uldjuht. Olgu antud n muutuja funktsioon f(x1,z9,...,2,) ja m lisatingimust
kujul

ge(T1, T2y ..o X)) = ag, k=1,2,...,m,
kus ai,as,...,a, on konstandid. Tuleb konstrueerida funktsioon

J=f+/\191+)\292++)\mgm:f+2)\kgk

Osatuletised koigi argumentide jargi

oJ Of | Oq 392 OGm dg
ox;  Ox; + Aax, +As 81:z A ox; 8% Z Ak ox;’
kus i = 1,2,...,n. Osatuletised vordsustame nullidega ja lisades lisakitsendused,

saame lahendamiseks jargmise siisteemi

oJ of g o
5’xi_0:>3xi+z)\k S =0, i=12,...n,

g.=ag, k=12 ...,m.
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Tundmatuid on kokku m + n : argumente x; on n ja Lagrange’i kordajaid \; on
m.

Naide 3.17. Ruutvormid n muutujaga:

n n

f(90175l‘2>---,90n) ZZ C'ijl“ﬂj,
=1 j

—

n
2
g(x1, 29, ..., x,) = E r; =1,
i=1

kus C;; = Cj; on konstandid. Juhul n = 3 saame

f Il,xg,l’g E E Ozgxzm]

i=1 j=1
= CHLU% —+ 2012;E1{I?2 + 013$1$3 —+ 022$§ -+ 2023$2$3 -+ C33$§,

3
g(z1, T2, T3) Z =22 +a5+25 =1
=1
Lagrange’i kordajate meetod
J = (CH — )\).’I,’%—FQClgl’ll’g + 20131311’3 + (022 — /\)l’% —+ 2023332333 + (ng — )\)Q?%,

(Cll — )\)33’1 + 012.’13'2 + 0135133 =0
02133’1 —+ (022 — )\)1’2 + 023373 =0
C31I1 + ngl’Q + (033 - )\).T3 =0

Saime karakteristliku vorrandisiisteemi.

Niide 3.18. Leida punktid ellipsil 1722 4 12zy + 8y* = 100, mis on koige lihemal
ja koige kaugemal koordinaatide alguspunktist.

Tegemist on ellipsiga (vt joonis), mille keskpunkt asub koordinaatide algus-
punktis ja me peame leidma punktide koordinaadid ellipsi lithema ja pikema pool-
teljele jaoks, mis annavadki lithima ja pikima kauguse koordinaatide alguspunktist.
Peame leidma ekstreemumid funktsioonile, mis leiab kauguse koordinaatide algus-
punkti ja ellipsi suvalise punkti vahel. Tahistame suvalise ellipsi punkti tdhega
P(z,y), siis kaugus avaldub

d=+/(x—0%) + (y — 0)2 = Va? + 42
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Et ekstreemumi leidmine oleks lihtsam, votame funktsiooniks kau-
guse ruudu
& = f(z,y) = 2° + 9,

lisakitsenduseks on ellipsi vorrand
1722 + 12xy + 8y* = 100.

Seega funktsioon J saab kuju
J =2 +y* + MN172% + 122y + 8y* — 100).

Leiame osatuletise koigi tundmatute jargi:
(

oJ

—=2x + 34z + 12)\y,

ox

oJ

— =2y + 12Xz + 16y,

dy

o0J

N 172% + 12xy + Sy* — 100.

) Joonis 3.2
Saame vorrandisiisteemi

2z + A\(34x + 12y) =0,
2y + A(12x + 16y) =0,

172% + 122y + 8y* = 100.
Esimesest kahest vorrandist avaldame Lagrange’i kordaja A ja paneme mo-

lemad avaldised omavahel vorduma, saame

2 T2 1942 4 16wy = 3oy + 1242
= X ry = X .
34z 1 12y 12z + 16y 4 gy

3
Lihtsustame ja jagame vorrandi arvuga (—5), saame
822 — 122y — 8y* = 0.

Liites saadud vorrandi juurde viimasele siisteemi vorrandile, saame
252 = 100 = x = £2.

Edasi leiame argumendi y vadrtused. Kui x = 2, siis
y>+3y —4=0,

kust saame

(y+1)(y—4)=0 ehk y=—-1, y=4.

Kokkuvottes oleme saanud neli statsionaarset punkti: (2,1), (=2, —1), (2,—4) ja



58 PEATUKK 3. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONID

(—2,4). Leiame koik teist jarku osatuletised

JI= 2 +34),
Ji= 2 +16),
Ju, =12

Kuna J. . (2,1) = Jxz"(-2,—1) = 1.2 > 0, seega leitud punktid voivad olla
lokaalsed tinglikud miinimumpunktid, J. (2, —4) = J. (—2,4) = —1.2 < 0 seega
leitud punktid voivad olla lokaalsed tinglikud maksimumpunktid. Kuna W (2,1) =
W(=2,-1) = W(2,—4) = W(—2,4), siis teoreemi 3.7 pohjal me ei saa otsus-
tada, kas need punktid osutuvad lokaalseteks tinglikeks ekstreemumiteks. Tege-
mist on tinglike globaalsete maksimumide ja miinimumidega. Seega ellipsil olevad
punktid (2,1) ja (—2,1) on koige lahemal koordinaatide alguspunktile, kaugus
koordinaatide alguspunktist on d = v/22 412 = /(=2)2 + (—1)2 = /5. Ellipsi
punktid (2, —4) ja (—2,4) on koige kaugemal koordinaatide alguspunktist, kaugus

on d = /22 + (—4)2 = /(—2)2 + 42 = V/20.

3.7. VAHIMRUUTUDE MEETOD

Kui ei ole olemas funktsiooni esitust analiiiitiliselt, vaid on uurimistulemused
tabeli kujul (katseandmed)

xT T T2 e Tn
Y Y1 Y2 Yn

Tahame saada antud séltuvuse esitust valemi kujul y = f(x). Saame tulet a
ligikaudse valemi. Vahimruutude meetodi idee seisneb selles, et parimaks vale-
miks, mis esitab katseliselt saadud soltuvust, peetakse seda, mille puhul
katsel saadud vaartuste ja valemi jargi arvutatud viartuste vahede ruu-
tude summa on vahim.

Koigepealt tuleb ette anda funktsioon z = f(x) kuju, mis sisaldab teatava
arvu parameetreid. Nende parameetrite leidmiseks kasutame vihimruutude meeto-
dit. Milline funktsioon valida, selleks tuleks katseandmed kanda joonisele. Paarid
(x1,21), (T2, y2), ..., (Tn,yn) esitavad punkte zy tasandil. Kui graafikul on néha,
et punktid on grupeerunud jargmisel viisil:

1. teatud sirge ldhedale (joonis [3.3)), siis voib eeldada, et z ja y vahel on lineaarne
soltuvus, mis on esitatav valemiga y = ax + b, kus a ja b on otsitavad para-
meetrid.
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2. mingi kovera imbruses (joonis [3.4)), siis on tegevust ruutsoltuvusega
y = ax® 4+ bx + ¢, kus otsitavad a, b ja ¢ leiame vihimruutude meetodil;

Regressioonisirge
3,5

3 y=03z+2
R>=0,9 2,5

> 2 . 15
1.5
’ 1
1 0,5 y= 0.18752% + 0.05 + 1.3125

* Y .
R*=1

0 Regressioonisirge 7‘4 7\2 0 2\ Jl

I T T 1
Joonis 3.4

4 -2 0 2 4

Joonis 3.3
3. eksponentsiaalne soltuvus (joonis y = ab” kus otsitavad on a ja b.

Eksponentsiaalne soltuvus
3.5
3 y = 1.3161e"30%
2,5
2
1,5

Joonis 3.5

LINEAARNE REGRESSIOON

Olgu antud empiiriline valem kujul
y=ar+b

Leiame parameetrid a ja b tingimusest, et sirge tuleb tommata nii, et empii-
riliselt saadud punktide ordinaatide ja samadele abstsissidele vastavate
sirgete punktide ordinaatide vahede ruutude summa on minimaalne, ehk

u= [y, — (azy + b)]* + [y2 — (aze +b)* + ... + [yn(az, + b)]> — min

Saadud summat voib vaadelda kui kahe muutuja funktsiooni a ja b suhtes
((xg,yr) on etteantud). Tuleb leida funktsiooni u = w(a,b) miinimum. Tarvilik
tingimus selleks on osatuletiste nulliga vordumine:

ou ou
%—0, %—0.
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Leiame vastavad osatuletised

O~ oy — (am +0)] - (~1) + 20y — (s + )] - () + .
o+ 2y — (an + b)) - (—),
O 3fy, — (s + )] (~1) + 2 — azs +5) - (~1) + .
ot 2y — (azn +B)] - (=1).

Vordsustades osatuletised nulliga, saame otsitavate ja suhtes kaks lineaarset
vorrandit kahe tundmatuga

2[y1 — (a1 + b)] - (—21)+2[y2 — (a2 + b)] - (=

A2[yn — (azn +b)] - (—20) =

2[yr — (azy + )] - ( )+2[y2 — (aza +0)] - (1) +.

[yn — ( (=

2yn_ 1)

Ig)

+

Ln

+

az, +b)] -

ehk

(ax1+b—y1) -1+ (axa+b—y2)] 2o+ ...+ (axp, +b—y,) -z, =0,
(a1 +b—1y1) + (axe +b—y2)| + ...+ (axy, + b —yy) = 0.
ehk . )
alxy + x5+ ... x;) +b(xr+20 +...+x,) =11+ TaYa + .. TpYn,
a(xy +xo + ... xy)+ b-n =y1+y2+ ... Yn.
ehk

n n n
2
a E x;+b g xTi= g Ti Yis
i1 i=1 i=1
n n
b 5 ri+ b-n = E Ti.
i=1 =1
Saadud siisteemi nimetatakse normaalvorrandite siisteemiks. Leiame siit ja

ning asetame empiirilisse valemisse y = ax + b . Seda nimetatakse ka lineaar-
seks regressiooniks. Kontrollime, kas on tegemist miinimumiga ja ka ekstreemumi
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piisavaid tingimusi.

0? o
8—1;:2:1:%—1—23:%—#...—1—2:15721:2 g 27 > 0 — min,
a
i=1
92
S =22+ 42=mm,
0*u &
:2(x1+m2+...+xn):2§ x;,
0adb —

WZQZI?-QTL—(QZIi> :4n2x?—4(2xi> > 0.
i=1 i=1 i=1 i=1
Schwartz’i Bunjakowski vorratus

Z%’Z ) ZM? > Z(% : Mz’)za (vi = @35 py = 1).
i=1 i=1

i=1

REGRESSIOONIKOVER

Olgu z ja y vaheline seos kirjeldatav ruutseosega
y = ar® + bz +c.

Leiame kordajad a,b ja c¢ vahimruutude meetodi abil analoogselt lineaarse
regressiooniga
u = [y — (a2? +bxy + ) + [yo — (a221® + bxy +¢)* +. ..+ [yn — (a2? + b2, +¢)]?,



n
u= ) [y;—(ax? +bx; + )1*, u=u(ab,o0),
i=1
M oy, = (ax? + b (=x2) + 2[y, — (axZ + b (=2
Erie [y1 — (axi + bxy + )] - (—=x1) + 2[y; — (axz + bx, + )] - (=x3) + ...
+2[yn — (ax? + bx, + ¢)] - (—x3),
ou
B 2[y; — (ax? 4+ bxy + )] - (—x1) + 2[y, — (ax3 + bxy + )] (—x;) + -
+2[y, — (axi + bx, + c)] - (—=xy),
d
% = 2[y; — (ax? + bx; + )] - (1) + 2[y, — (ax? + bx, + ¢)] - (—1) + -

+2[y, — (axi + bx, + c)| - (-1).
Kokkuvottes saame siisteemi

(0u <

=== ) 2y (ax? + bx + O] - (=xP),
i=1

u

)

2[y; — (ax? + bx; + )] - (—x1),
i=1

g—lz = Z 2[y; — (ax? + bx; + ©)] - (—1).
k .

i=1
Funktsiooniu = u(a, b, ¢) miinimumi tarvilikud tingimused on:

du B Ju u

%—O, %=O, %=O.

2[—yix? + ax} + bx? + cx?] =0,

2[—y; + ax? + bx; + c] = 0.

n
2
n
$ Z 2[—yx; + ax} + bx? + cx;] = 0,
im1
n

n n n n
X az:x,3 +b2xi2 +chi :inyi,
i=1 i—1 i=1 im1
n n n
a2x§+b2xi+c n =Zy,-.
\ i=1 i=1 i=1

Piisavus

68



2 n
a—u—2x”‘+2x4+ +2x —22x4>0=> min
92 “M 2T n = i )
i1
n
0%u
W=2x12+2x§+---+2x%=22xi2,
i=1
0%u

a—C2=2+2+...+2=2n,

0%u .
mZZ(Xf +x% + ...+X%):ZZX?,

0%u .
aaaczz(xlz +x5 + ...+x%)=22xi2,
i=

0%u
dbdc

n
=2(xy +x, + ...+xn)=22xi.

i=1

EKSPONENTSIAALNE SOLTUVUS
Otsime valemit kujul
y = ab*,
otsitavateks on parameetida b. Logaritmime ja kasutame logaritmi omadusi:
logy = log(a - b*),
logy =loga + x log b.
Naeme, etog y soltub argumendist lineaarselt. Leiame parameetrid kujog a, log b
u = [logy; — (x;logh + loga)]? +
+[logy, — (x,logh + loga)]?+... +[logy,, — (x, logb + loga)]?,

n

u= Z[log yi — (x; log b + log a)]?,

i=1
u = u(log a,log b).
Miinimumi tarvilikud tingimused
ou ou
=0, =0,
d(log a) d(log b)

n

ou

Ton D = Z 2llog y; — (x; log b +log )] - (1),
i=

n

u

300g D) Z 2[log y; — (x;log b +log a)] - (—x;),
=
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n

inlogb+n-loga ZIOgyl,

=1
l logb+z loga—leogyl,
i= i=1

logbzx +n-loga ZIOgyl,
logbe +loga2x —z ‘log y;.

Siit saab leiddog a jalog b, nendest avaldada otsitavaga b.

0%u _, 0%u _Zzn: 5
d(loga)? v d(logbh)?  “ . X

N

Juy

Piisavus

n
0%u _, z
d(loga)d(logh) i

n n
W=22xi2-2n—<22xi>

i=1

2

Schwartz’i-Bunjakowski vOrratus

Zyiz Z#lz = Z(Vi )%, (i = x5 p; = 1).

Naide 3.19 Katse tulemusel saadi jargmisegh y vaartused:

X -3 -1 1 3
y 1 2 2 3
Leida sirge vorrand, mis valjendaks soltuvust ax + b. Saadud seose pohjal prognoosida

y(2).
Arvutuste lintsustamiseks on maistlik paigutada lahteandmed koos tehetega tabelisse.

2
i XiYi

=
=
=

O |k |m|o
I
N

=]
=)}

Summa

~
I
[N
~
1l
[N
~
1l
[
~
I
[N

'-tﬂ’cw —
.'-:4=oow N[N [ =
M“N

HRN

M=

R

=

70



Katseandmed ja regressioonisirge

3,5
’ y=0,3x+2
R2=0,9

P

w

=

i=1 i=1
0,5 y
{20a—k0b==6, ‘ ‘ 0 ‘ ‘
0a +4b = 8. 4 2 0 2 4
_8_3 o3
20710
p=S2_»,
==

Regressioonisirge vorrand gn= 0,3x + 2. Argumendi vaartuse 2 korral prognoositav
vaartus on
y(2) =032+ 2 =26.

Arvutused on lihtsalt teostatavad naiteks Microsoft Exceli tabelarvutusprogrammi kasutades,
pannes paika esimesed valemid ja kopeerides valemid kdigi argumendi vaartuste jaoks.
Graafikule saab lisada regressioonisirge, kui vaBdatter titpi graafik (ainult punktid) ja
parema hiireklahviga katseandmete peal valides avanevast rippmédddsendline. Samas

on Excelis olemas funktsioonid regressioonisirge kordajaja b arvutamiseks, need on
vastavaltslope(x,y) ja intercept(x,y), kus argumentidec ja y asemele tuleb markida
piirkond vastavate argumentide arvuliste vaartuste asukohaga.

Tapselt samal kujul on olemas funktsioonid ka naiteks inseneriprograviathead 15.0/0i
Mathcad Prime 2.0 mis lisaks MS Exceli vdimalustele lubab teha integraal- ja
diferentsiaalarvutust, sumbolarvutust, lahendada vorrandeid, vdrrandisiisteeme ja
diferentsiaalvérrandeid, lisaks teha kolmedimensionaalseid graafikuid pindadest ning koostada
animatsioone.

3.8.LIITFUNKTSIOONI TULETIS. TAISTULETIS

Olgu antud funktsioor = F(u, v), kusu ja v on sdltumatute muutujate ja y funktsioonid:
u=q¢@(,y),v=w(xy). Sellisel juhul ore argumentidex jay liitfunktsioon. Funktsioonk
vOib avaldada ka vahetuitja y kaudu

z=F(p(xy),0(x)) (3.24)

Naide 3.20 Naide liitfunktsiooni kohtaz = u3v3 + u+ 1, u=x?+y?, v =e*"V + 1.
z=(@x*+y?)3E*"+1)3+x2+y? + 1

Liitfunktsiooni osatuletise valemi tuletamine

Eeldame, et funktsioonide = F(u,v),u = ¢(x,y),v = w(x,y) osatuletised argumentide

jargi on pidevad. Putame leida osatuletised mitte kasutades vorrandit (3.24). Anname
argumendilex muuduAx, jattesy vaartuse muutumatuks. Siis funktsioonida v saavad
muudul,u, A, v ja ka funktsioore = F(u, v) saab muuddz.
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JoF JoF
Az = %Axu + %Axv + yiAu+ yAv, |: Ax
Az O0FA,u OFAw Ayu Av
Ax  ou Ax | ov Ax e Ax TY Ax’

Leiame piirvaartuse, kuix — 0

Az 0z Y Ayu  du y Ayv  Ov Y ~ 1 _0
Ao Ax - ox’ Ao Ax  ox’ Mmoo Ax  ox Ao/ T Y2 =
Jarelikult

dz OF O0u OF o0v
9x  ou ox v ox
Andes argumendilg muuduAy ja jattesx muutumatuks, vBib analoogiliselt leida
dz OF O0u OF o0v
9y ou 9y ov oy
Naide 3.21 Leida osatuletised funktsioonite= In (u? + v), u =e**¥’, v=2x%+y.
0z 2u du

- - ex+y2
ou u?+v  0x ’
au_z xty? Jz 1 617_2 617_1
dy e C v wrtv ox T dy
0z 0z du 0z Ov _ 2ue™  2x 2

—= it —— = + = u? + x),
Jdx o0u dx OJv 0x ul4+v  ul+v u2+v( )

0z 0z (’)u_l_az 6v_2u2yex+y2+ 1 (4uy + 1)
dy odu dy ov dy  ul+v wHv wrvo Y '

Naide 3.22 Leida osatuletised funktsioonile
z=sin(W?+v3), u=e?, v=Inx.

dz ou u

50 = 08 (w?* +v3) - 2u, azZezx, @:O'
0z W2 +v%) - 302 Jv 1 617_0
5, = cos (W +v v?, o oy ="
0z 1 3v?
— =cos (u? + v3) - 2u - 2e?* + cos (u? + v3) - 3v? - — = cos (u? + v?) <4u2 + —)
0x X X
0z
Ezcos(uz+v3)-2u-0+cos(u2+v3)-3v2-0=O.

Saadud valemeid vdib Uldistada suurema arvu muutujate juhule. Olgu
w=F(z,u,v,s),

kusz,u,v jas on sbltumatute muutujateja y funktsioonid

z=z(x,y),u=ulxy),v=v(xy),s=s(xy)
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ow oOw 0dz Ow Ou OJw Jdv OJw O0s
9x 0z ox ou ox  ov 9x ' @s ox
ow Jdw 0z JOw du OJdw Jdv Ow O0s
9y "6z 9y ou 9y v ay o5 9y
Olgu antud funktsioon
z=F(x,y,u,v),
kusy = y(x),u = u(x),v = v(x), siisz on tegelikult ihe muutujafunktsioon ja leiame tema
tuletisex jargi
dz 0z 0x 0z dy 0z Ou 0z 0v dx
dx  0x Ox 9y ox  ou ox  ov ox’ ax
Saamdiitfunktsiooni taistuletise valemi
dz 0z 0z dy 0z Ou 0z Jdv
dx ax+6y ax+6u ax  ov ox
Erijuhul, kui funktsiooru = f(x,y, z) muutub ajas, ehk = x(t),y = y(t), z = z(t), siis
funktsiooni taistuletis avaldub kujul
du Ou dx Ou dy Ou dz
dt ~ ox dt+0y dt+az dt’

Naide 3.23. Leida osatuletised funktsioonile: x? + \/§ y = sin x.

0z ) Jz 1 dy

Pl 3y 2\/;, 9 COS X,
dz (')z 0z (')y P 1 2% + CoS X
—_—= =2x +——=cosx = 2x .
dx Ox ay ax zﬁ 2+/sin x

3.8.1. LIITFUNKTSIOONI TAISDIFERENTSIAAL

Vaatame funktsiooni = F(u, v), kusu = ¢(x,y), v = w(x, y). Arvutame taisdiferentsiaali

Asendame siia vastavad liitfunktsioonide osatuletised
dz OF ou OF o0v dz OF ou OF o0v
ax ou ox ov ax’ 3y ou 9y v 9y
PO LN PR L L P
du dx Jv 0x ou ay v dy

JF (0u ou oF (0v v
dz =2 ( dx +—dy) ( dx +—dy),

Ju \0x dy dv \0x dy
dz=Lau+Lay,  dz=2Lau+2Za
2T M T T e M T e
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Mitme muutuja funktsiooni esimest jarku taisdiferentsiaali avaldis on inva-
riantne ehk ei olene sellest, kas v ja v on soltumatud muutujad voi funktsioonid.

Naide 3.19. Leida liitfunktsiooni taisdiferentsiaal

2 = u?v’, u = z%sinvy, v =Y.
Kuna
0z 5 0z 9 9
— =2uwv°, — =u"3v,
ou ov
siis
_ 3 2.2
dz = 2uv’du + 3u”v dv.
Et
ou , ou 9 ov sy, OV 3y
— =2xsiny, — =ax“cosy, — =3z%€eY, — =ux"e,
Ox dy Ox

siis
du = 2z siny dv + z* cosy dy,
dv = 32%e¥ dx + x°e¥ dy.
dz = 2uv® (2w siny dz + 2% cos y dy) + 3u®v?(3x%eY dx + z3e¥ dy) =

= (4uv’zsiny + Ju*v’z’e?)dx + (2uv®z® cosy + 3u*v’z’e?)dy =

3.9. ILMUTAMATA FUNKTSIOONI TULETIS

Viljendagu suuruste = ja y vahelist soltuvust vorrand F'(z,y) = 0.

Teoreem 3.7. Kui pidev funktsioon y on antud tlmutamata kujul vorrandiga
F(z,y)=0

ja F(x,y), F,, F, on pidevad punktis (z,y) ja F,(x,y) # 0, siis funktsiooni y
tuletis vaadeldavas punktis on
N 341C2Y))

Y= — :
F/(z,y)
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Toéestus. Anname soltumatule muutujale x muudu Az. Siis funktsioon y saab
muudu Ay ehk argumendi vaartusele  + Az vastab funktsiooni vaartus y + Ay.
Seetottu

F(z+ Az,y + Ay) = 0.

Jarelikult ka

See on kahe muutuja funktsiooni tdismuut
oF or
F(z+ Az,y + Ay) — F(z,y) = %AI + 8_yAy + y1 Az + yo Ay.

Kuna vorrandi vasak pool vordub nulliga, jarelikult on null ka parem pool
oF oF

—Azr+ —Ay + 1Az + y.Ay =0, | Az
ox dy

oF OF Ay Ay

or Oy Az Tut =0

Avaldame sellest suhte Ay/Az

Ay or F’
1. =5 _ _@ / — __w
arSoAr | oF T YT T
dy Y
Me ei tea funktsiooni ilmutatud kuju y = f(z), aga oskame leida y tuletist. O

Niide 3.20. Leida funktsiooni F'(z,y) = 2 + y* — 1 tuletis.

Saame, et

oF oF 2r x

— =2r, — =2y, = ==,

ox dy Y Ya 2y Y

Teine voimalus tuletise arvutamiseks on arvestada, et funktsioon y soltub
argumendist x, tuletise leidmiseks kasutame liitfunktsiooni tuletise reeglit.
x
/

20 4+2y-y =0 = vy :—5.

Naide 3.21. Leida funktsiooni ¥ — e* + zy = 0 tuletis.
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Kuna
oF - oF ”
9r TV gy TeTm
siis
, Tty ety
Ya ev+x ev +x
Niud
e’y —e"+yt+ay =0,
mistottu
y-(eV+r)=¢"—y = y,:e—y‘
eY+x

3.10. NIVOOJOONED, NIVOOPINNAD.
TULETIS ANTUD SUUNAS

Kahe muutuja funktsiooni graafiku joo-
nestamisel on abiks selle 16iked tasanditega, mis z

on risti tthega kolmest koordinaatteljest (pa- gl
ralleelne tihega koordinaattasanditest). Koor- =<
dinaattasandite vorrandid on jérgmised: yz- ‘
tasandi vorrand on z = 0, zz-tasandi vorrand
on y = 0, zy-tasandi vorrand on z = 0. ,T
: _ |
T@sand r = a on x-teljega risti, yz- T —a -
tasandiga paralleelne.
I — Y
Tasand y = b on y-teljega risti, xz- b
1 a
tasandiga paralleelne. 7
Tasand z = c¢ on z-teljega risti, xy-

tasandiga paralleelne.

Definitsioon 3.25. Pinna z = f(z,y) nivoo-
joonteks (tasandiloigeteks tasanditega z = C erinevate C' véértuste korral) nime-
tatakse jooni z = f(x,y) = C.

Niide 3.22. Joonestada pinna z* = z? + y? nivoojooned, mis tekivad pinna 16i-
kamisel tasanditega z =0, z =1, 2 = —1 ja z = 2, z = —2 ning loiget tasandiga
x = 0.
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S o1
i Y i Y
| |
xg;lj‘/ L
S I T S R~

Olgu ruumi mingis piirkonnas D defineeritud funktsioon v = u(z,y, z). Sel
juhul Geldakse, et piirkonnas D on antud skalaarne vili. Kui v = u(z,y, 2) té-
hendab néiteks temperatuuri punktis M(z,y, z), siis 6eldakse, et on antud tem-
peratuurivili. Kui piirkond D on téidetud vedeliku voi gaasiga ja u = u(x,y, 2)
tdhendab rohku punktis M (z,y, z), siis on tegemist rohuviljaga. Vaatleme piir-
konna D punkte, kus funktsioonil u = u(x,y, z) on konstantne vadrtus C'

u=u(x,y,z)=C.

Need punktid moodustavad mingisuguse pinna. Kui votame konstandile C'
teise védartuse, saame teise pinna. Neid pindu nimetatakse nivoopindadeks.

Definitsioon 3.26. Vektori suunakoosinusteks nimetatakse nende nurkade koo-
sinusi, mis vektor moodustab koordinaattelgede positiivsete suundadega. Téahista-
me cos «, cos 3, cos 7.

7 = (1,0,0), |7] = 1, 7 =

(0,1,0), |7l=1, Z=1(0,0,1), |2Z]|=1. z
Kui leiame skalaarkorrutise vektorist @ =

(1,21, 21) ja tihikvektorist 7= (1,0, 0), saame ~
&'-T:xl-l—l—yl-O—l—zl-O:xl. V/a
Skalaarkorrutis on avaldatav ka jérgmi- K B

selt: 7 > y

1

- - |—;||—»|COS ‘Tl
a-1=|1aj||? (0% cCoOst¥ = —;.
| a o
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Analoogiliselt saame leida suunakoosinused
Y1 21
cos f = +—, CoS7y = 7.
| ||
Tostame koik suunakoosinused ruutu ja liidame kokku
2 2 2 2 .20 52
7 Y1 2Tty A
— 2 + -2 | &»|2
|| ||

cos” o+ cos® B+ cosy = — +

@]
Et

@ =Va-a=\/a} +y}+22,
siis

cos® a4 cos® B+ cosy = 1.

Olgu vektor € vektoriga a kollineaarne iithikvektor, siis | €| = 1.

&= (x_j,y—j,z—j> = (cos a, cos 3, cos7) .
lal"|al |al

a=(z1,01,%), |d|= Vx%—l—y%—i—z%,

Y1 21
ﬁ, COSY = 757-
a

cosa:ﬁ cos = =
||

al

TULETIS ANTUD SUUNAS

Vaatleme piirkonnas D funktsiooni u = u(zx,y, z)

ja punkti M(z,y,z). Rakendame punktis M vektori i
§, mille suunakoosinused on cos «, cos 3, cosy. Votame
vektoril § punkti M, (z+ Az, y+ Ay, z+ Az), mille kau- It N
gus vektori alguspunktist on As. Seega :‘} .
2 2 2 I T y
As = \/(A2)® + (Ay) + (A2, MM, = (Aw, Ay, Az). S
Eeldame, et funktsioon u ja tema osatuletised koikide m!

argumentide jargi on piirkonnas D pidevad. Funktsiooni
taismuut esitub kujul

ou ou ou
Au = gAJH—a—yAy—i—E

kus &1, 9,65 — 0, kui As — 0.

T

Az + €1A$ + €2Ay + €3AZ,

Jagame vorduse koik litkmed suurusega As:
Au  OJulAzx OJulAy Oulz Ax Ay Az

As orhs Toyhs T 02As T VAs T2As THAS
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—A:B cos — =cosf i cos
e « = = .
As " As " As 7
Jarelikult
Au  Ou ou ou
= —cosa+ —cos 3+ — cosy + €1 cosa + €5 €08 3 + €3 COS 7.
As Oz dy 0z

Definitsioon 3.27. Funktsiooni u = (z,y, z) tuletiseks punktis (z, vy, z) vek-
tori § suunas nimetatakse suhte Au/As piirvaértust, kui As — 0 ja tdhistatakse
Ju/0s

ou _ oy Au

im
Os  As—0 As’

Leiame piirvaédrtuse

ou . Au  Ou ou
— = lim ——cosoH——cosﬁ—i——cosv

ds  As—0 As  Ox dy 0z

Teades osatuletisi, on lihtne leida tuletist suunas .

Naide 3.23. Leida funktsiooni u tuletis suunas s, kui on teada suunavektori nur-
gad koordinaattelgedega

Kuna koosinused antud nurkadest on -
cos0=1, cos§ =0,

siis funktsiooni u tuletis suunas s avaldub

Bl v _on
ds  ox Ay o8 9: %2 " or

Niide 3.24. Olgu antud funktsioon u = 2 +y* 4 z%. Leida tuletis Ou/ds punktis
M(1,1,1) vektori §= 27+ 7+ 3k suunas.

Vektor § = (2;1;3). Leiame suunakoosinused, siis osatuletised ja asendame
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valemisse.
18] = V22 + 12 + 32 = V14,
IS
\/ﬁu ’Y—\/ﬁ
8u_8u2 +6u1 +8u3
Os  Or+/14 Oy+/14 0z+/14
ou ou ou

cosa = , cosf =

=
e~

=2+ 2—— 42

%:21’, a—y:2y, %:227
ox |y, 0y |y 0z |y,
ou 2 1 3 12
ds V14 V14 V14

5

3.11. GRADIENT

Vaatleme funktsiooni u = u(x,y, z) méaaramispiirkonna D igas punktis vek-
torit, mille projektsioonideks koordinaattelgedel on selle funktsiooni osatuletiste
Ou/dx,0u/dy,0u/0z vaartused selles punktis.

Definitsioon 3.28. Gradiendiks nimetatakse vektorit
q ou - ou - U 5
radu = —2 4+ — —k.
& ox Gy] 0z

Gradienti tdhistatakse ka V f(x,7). Utleme, et piirkonnas D on médratud
gradiendi vektorvali.

Omadused.

1. Gradient on igas punktis risti pinna nivoojoontega.

2. Gradient on vektor, mis néitab pinna kiireima tousu suunda, gradiendi vastand-
vektor néitab kiireima languse suunda.

3. Gradiendiks oleva vektori pikkus néitab suurimat tousu.
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N

\
]

0

J

X
0 =157 f(a) = 6.01 Dyf(a) =0
@ =(—0.08,1.00) Vf(a)=(—2.25,0.17)
= (64,-03) |Vf(a)| =226

Algmaterjal: https://mathinsight.org/applet/gradient_directional_derivative_
mountain

Teoreem 3.8. Kui on antud skalaarne vili u = u(x,y, z) ja selle skalaarse vilja
gradientvdli

ad 8uﬁ+ ou - 3u];
radu = —7+ —7+ —
& ox Oy~ 0z’

siis tuletis Ou/0s vektori § suunas vordub vektori grad u projektsiooniga vektoril §:

ou q J ou
— = Sp - gradu Ireradu = —.
88 08 ) przg as

Piltlikult saame esitada nii: vaatame sfidari, millele grad « on diameetriks. Raken-
dame vektori § punktis M.

MP = |gradu| - cosp = MP = ?
s

Omadused. Tuletis antud punktis vektori § suu-
nas on maksimaalne siis, kui vektor § on gra-
diendisuunaline, tuletise maksimaalne vadrtus on
|grad u|. Tuletis nivoopinna puutuja sihilise vek-
tori suunas vordub nulliga.
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3.12. KORGEMAT JARKU
TAISDIFERENTSIAAL

Olgu meil funktsioon z = f(x,y). Mitme muutuja funktsiooni taisdiferent-
siaali nimetatakse ka esimeseks taisdiferentsiaaliks. Olgu funktsioonid f, ja f, dife-

1"

rentseeruvad punktis M (z,y). Jarelikult Jeys
jarku téisdiferentsiaalil on kuju
0 0
ge 2 My f(rv,y)d%
ox dy

kus dz ja dy vaatleme kui konstantseid kordajaid. Suurus dz on kahe muutuja
funktsioon. Leiame tema téisdiferentsiaali.

d(dz) = d(f,dz + f,dy) = (f.dz + f,dy), + (f,dz + f,dy), =
= (frodx + f,pdy)dz + (fo,dx + f,,dy)dy = f,.dz* +2f, dedy + f,,dy>.

f?;;j on pidevad ja f;y = f;x. Esimest

Saime valemi teist jarku taisdiferentsiaali jaoks
d(dz) = f,da® + 2 f,, dxdy + f,,dy*.

Kolmandat jarku taisdiferentsiaali valem

3.13. TAYLORI VALEM MITME MUUTUJA
FUNKTSIOONIDE JAOKS

Taylori valem iithe muutuja funktsiooni jaoks on kujul

"(a "(a (")a
f(x):f(a)+f1(!)(x—a)+f2—(!)(x—a)2+...+fn!( )

Olgu antud funktsioon

(x —a)" + R,(z).

= f(x,y),

mis on médratud mingis piirkonnas S. Eeldame, et punkti My(a,b) timbruses on
funktsioonil z pidevad osatuletised kuni jarguni n + 1. Toome sisse abifunktsiooni

p(t) = f(z,y),
kus
r=a+tAxr, y=b+tAy, 0<t<1.

Kui t = 0, siis saame punkti My(a,b). Kui t = 1, siis saame punkti M (a + Az, b+
Ay). Asendame tihe muutuja Taylori valemisse funktsiooni ¢(t) jaoks a = 0 korral:
¢"(0) 5 ™ (0)

T o [l I o

"+ R,. (3.1)
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Leiame tuletised
o(t) = f(z,y) = fla+tAz, b+ tAy),
¢'(t) = foxy + [y = AT+ fAy = df (z,y),
¢"(t) = (fomy + fyy)wwe + (foh + Fy)yyr =
fon(Az)? + fil AxAy + [ AyAzx + ) (Ay)* =
fr(Az)? +2f2 Axly + [ (Ay)? = & f(2,y).

Analoogiliselt
P (t) =& f(x,y), .M (8) = d" f(w,y).
Seega
0(0) = f(a,b),
¢'(0) = df(a,b),
¢"(0) = d*f(a,b),

0™ (0) = d" f(a,b).

Asendame vorrandisse (3.1)) t = 1 korral

df (a,b)  d*f(a,b) d™ f(a,b)

= f(a,b) + fr(a,b)Az + f,(a,b) Ay + %f!x(a, b)(Az)? + fay(a, D) AxAy +

+Rn:

Ayt

2?/?/
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4.1. KAHEKORDNE INTEGRAAL

Olgu funktsioon f(x,y) madratud kinnises tokestatud piirkonnas D. Olgu
piirkond D jaotatud n osapiirkonnaks D; pindaladega AS; ning olgu igas piirkon-
nas D; valitud punkt (z;,y;). Moodustame summa

L= flai,y)AS;.
i=1

Definitsioon 4.1. Summat [,, nimetatakse funktsiooni f(z,y) integraalsummaks
piirkonnas D.

Kui piirkonna igas punktis f(z,y) > 0,
siis integraalsumma kujutab selliste koversilind- 4
rite ruumalade summat, mille pohjapindala on
AS; ja korgus on funktsiooni vadrtus punktis
(zs,v;) ehk f(z;,v;). Osapiirkondadeks jaota-
mine toimub suvalisel viisil, see tdhendab, et
igal osapiirkonnal on erinev diameeter d;. Osa-
piirkonna diameeter on selle piirkonna suurim
punktide vaheline kaugus. Téhistame suurima
osapiirkondade diameetri tdhega 0

A = max(d;).

Definitsioon 4.2. Funktsiooni f(z,y) kahekordseks integraaliks iile piirkon-
na D nimetatakse tema integraalsumma piirviaartust, kui suurim osapiirkondade
diameeter A — 0, kui see piirvaértus eksisteerib ja ei soltu piirkonna D osadeks
jaotamise viisist ega punktide (z;,y;) valikust.

[ fas =3 steas
D =

73
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Kui eksisteerib loplik piirvaartus, siis funktsiooni nimetatakse integreeru-
vaks piirkonnas D. Kui funktsioon f(x,y) on pidev kinnises piirkonnas, siis piir-
vaartus eksisteerib. Piirkonda D nimetatakse integreeruvuspiirkonnaks.

Koversilinder on ruumiline kujund, mis alt on piiratud piirkonnaga D, tlalt
pinnaga z = f(z,y) ja kiilgedelt piistsilindrilise pinnaga.

Kahekordse integraali geomeetriline
tolgendus. Kahekordne integraal funktsioonist 1
f(x,y) = 0iile piirkonna D on vordne koverjoo-
nelise silindri ruumalaga, kui silinder on pealt
piiratud pinnaga z = f(z,y) ja alt pinnaga D.

V://f(x,y)dxdy i

D

Integreerimispiirkonna D pindala avaldub
valemiga 0

Sz// dzdy.
D

4.2. KAHEKORDSE INTEGRAALI
OMADUSED JA ARVUTAMINE

Kahekordse integraali omadused on analoogilised méératud integraali oma-
dustega.

1. Kui funktsioonid f(x,y) ja g(x,y) on integreeruvad piirkonnas D, siis on integ-
reeruv ka nende summa ja vahe.

//[f(ﬂ%y)ig(ﬂf’y)]dS://f(:v,y)dSi//g(:v,y)dS

Toestus. Definitsiooni kohaselt kirjutame.

[ )£ gt a5 = i S (# i) £ 9o ))S, =

Koigepealt kasutame summa omadust, mille pohjal moodustame summad mo-
lemast liikmest ja hiljem piirviartuse omaduse pohjal kirjutame piirvaartuse
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summast piirvaartuste summana lahti.

= lim [Z Flany)AS; £ gla, ;) AS;
i=1 =1

= lim 21 f(@i, y:)) AS; & lim Zl 9(xi, yi) AS; =

Selle tulemusena saime kahekordse integraali definitsiooni pohjal kahe integraali

summa (vahe).
://f(x,y)dSi//g(x,y)dS. O

2. Konstantse kordaja voib tuua integraali margi ette.
//Of(fv,y)dSIC//f(x,y)dS
D D

Toestus on sarnane eelmisega.

3. Aditiivsus. Integreerimispiirkonda D voib jaotada osadeks D; ja D, millel
pole iihiseid sisepunkte: D = D; U Ds.

[ swwas = [[ swyas+ [[ s

Toestus. Definitsiooni kohaselt ei tohi piirvaédrtus soltuda osapiirkondadeks jao-
tamise viisist, seega voime valida iiheks jaotuseks piirkondade D; ja Dy iihise
rajajoone. Jaotades piirkonda D edasi suvalisel viisil, tekivad piirkondade D ja
D, suvalised jaotused osapiirkondadeks. Jaotame integraalsumma kaheks liide-
tavaks. Esimesse liidetavasse votame need korrutised, mis sisaldavad piirkonna
D osapiirkondi, ja teise liidetavasse need korrutised, mis sisaldavad piirkonna
Dy osapiirkondi, tdhistame need vastavalt

Z f(@i yi) AS;, Z S (i, yi) AS;.
Dy Do

Kui A on piirkonna D koigi osapiirkondade suurim diameeter, siis sellest, et
A — 0 jareldub, et ka piirkondade D ja Dy osapiirkondade suurimad diameetrid
lahenevad nullile. Jarelikult, kui votame vorduse

D @ y)AS; =Y flwiy)ASi+ Y f(ws,y:) AS;
D D, Do
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molemalt poolt piirvadrtuse suurima diameetri lahenemisel nullile, saame oma-
duse viite

hme i, Yi)AS; = hme x;, Yi ) AS; —{—hme iy Yi) A

[ ewas= [[ rewis+ [[ swpas 0

4. Monotoonsus. Kui funktsioonid f (:1: y) ja g(x,y) on integreeruvad piirkonnas
D ja kehtib f(z,y) < g(=x, y) iga (x,y) € D korral, siis

g// (x,y)dS.

Kahekordse integraali arvutamine liht-
samatel juhtudel taandub kahe méaératud integ- 4

raali arvutamisele. Kui integreerimispiirkond on : - '
antud vorratustega /]/—\\
|
D

D={a<x<b pi(r) <y < psx)} :
siis /\/
b | p2(x) |
/ f(z,y) dxdy :/ / flzy)dy| dx. 5 :
a
D

a  |pi(z)

Koigepealt leiame sisemise integraali algfunkt-

siooni
w2 ()

Fz) = / F(.y) dy,
w1(x)

kus integreerimisel argumendi y jargi késitletakse argumenti x konstandina. Edasi
leiame saadud algfunktsioonist integraali argumendi x jargi
b

// f(z,y) dedy = /F(:v) dz.

Kui D ={c<y<d, ¢1(y) <z < pa(y)}, siis
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yl =
a [ v2(v) d =)
// fx,y) dedy = / / [l y)da| dy.
D ¢ ey
Kui integreerimispiirkond D on keerulisema
kujuga, kui iilaltoodud lihtsamatel juhtudel,
siis jagatakse piirkond lihtsamateks osadeks AN & & & 4
D= Z Dy 0
k=1 "
Integraal on sel juhul summa integraalidest iile osapiirkondade
// fla,y)dedy = // f(z,y) dzdy.
e Ui
b ' D 1,5
15
Naide 4.1. Arvutada
//(4 — 2% —y*) dady, 0,51
D
1
kus D on piiratud sirgetega x = 0,z = 1,y = 0,y = 3/2. 0 %
Saame, et i
3
//(4—x2—y2)dz‘dy: /(4—x2—y)dy dr =
D 0
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Naide 4.2. Leida zy-tasandil asetseva Yy
kujundi pindala, kui kujund on piiratud N
joontega y = x ja y = z%.
0,81 /
Saame, et /
1 T 1
0,64
S://d:cdy:/ /dy da::/y];da::
D 0 L2 0 0,41
’ 2 \NI' 1 0.2
2 T X 34
= r—a|de=|——— = —.
[l (5-5), |
0 0702 04 06 08 1 =
Naide 4.3. Vahetada integreerimisjarjekord integraalis
3 6—y
/ dy / fz,y) de.
0 Y
L o 'y \/ y=3
Integreerimispiirkond on méaératud jargmiselt: D = 3 |
{(z,y) : 0 <y < 3,y < z < 6—y}. Kanname jooni- VAR
sele vastavad sirged. Integreerimisjarjekorra muutmiseks 2 s 1\
on vaja esitada argument x piirkonnas [a,b] ja argument | .
y funktsioonina argumendist z. Jooniselt ndeme, et argu- 1 :
ment x muutub 16igus [0, 6] aga argumendi y jaoks saame 0 | y=0
0 <y < ¢(x), kusjuures VIR 3i N >

z, 0<r<3
6—xz, 3<x<6

p(r) = {

Seega peame integreerimispiirkonna jagama kaheks osaks sirgega = = 3

jdy j/yf(fc,y) dxjf(%y) dy+3/6 dzx i/xf(x,y) dy.

MUUTUJA VAHETUS KAHEKORDSES
INTEGRAALIS

4.3.

Kui funktsioonid z = z(u,v) ja y = y(u,v) koos oma esimest jarku osatule-
tistega on mingis uv-tasandi 1oplikus kinnises piirkonnas D’ pidevad ja méiravad
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tiksithese vastavuse piirkonna D’ ja xy-tasandi piirkonna D punktide vahel ning
kui jakobiaan

dx
J(u,v) = g}j # 0, kui (u,v) € D".
du

Siis muutuja vahetuse valem on

J[ s wdedy= [[ st ptw o)l i) dude

o
S (z, y)|

T2 ?

S (u, )] - [T (@, y)| = 1, [J(u, 0)] =

Naide 4.4. Leida kahekordne integraal funktsioonist
flz,y) = (22 +y —2)%,

kui integreerimispiirkond on antud valemiga
D={(z,y): —1<z—-—y<1l,-1<2r+y<2}.

Arvutuste lihtsustamiseks teeme jérg-

mise muutuja vahetuse yt
u=x—vy, v=2x+vy, (uv)eD. \

Integreerimispiirkond D’ on ristkiilik
D' ={(u,v): -1 <u<1,-1<v <2}

Jakobiaan on kujul

uou 1 —1
_ T y | _
J(z,y) = o v; —‘2 1‘—3.
Jarelikult
1
J = = —,
)= 5 =3

Integreeritav funktsioon uutes muutujates on
2z +y—2)*= (v—2)~

Oleme saanud kahekordse integraali
1

/1/2(v—2)2%dvdu:§/@_l du:%/gdu: %(%)

-1 -1 -1 -1

2

1
= 6.
-1




80 PEATUKK 4. KORDSED INTEGRAALID

4.4. KAHEKORDNE INTEGRAAL
POLAARKOORDINAATIDES

Polaarkoordinaatide kasutamine on oigustatud siis, kui integreerimispiirkon-
naks on ring voi selle osa, samuti on teatud joonte (ellips, lemniskaat, kardioid,
astroid jne) esitus polaarkoordinaatides lihtsam kui ristkoordinaatides. Uleminekul
polaarkoordinaatidele kasutame seoseid

T = 0Cos p,
{ Yy = osing,

kus p on polaarraadius ja ¢ polaarnurk. Muutuja vahetusele vastav jakobiaan on
kujul

or Ox
_| 90 0¢ | _ | cosp —osing | 9 .9
ool = ay 9y |~ |sing opcose '—QCOS p +osin” = o.
do Op
yn /
//f(x,y)da:dy://f(gcosgp,gsingo)gdgdgp. J/ 0= 02(p)
D A // D
- ~ < -
Kui piirkond A on antud vorratustega /6\%//
A= {(p0):a<y<Balp) <o< /ﬁ‘\/ =
02(p)}, siis 0yt .
X
B | ez2(v)
//f(@cosso,gsinso)ngdw:/ / flocosp, osinp)odo| dep.
A a  loi(e)

Kui piirkond A on antud vorratusega A = {(p,0) :a < 0 < b; p1(0) < ¢ <
a2(0)}, siis

¢ =2(0)

p=a »=¢1(0)




4. KAHEKORDNE INTEGRAAL POLAARKOORDINAATIDES 81

b | e2(0)
][ f(@cosw,gshlw)9d9d¢==n/‘ t/“f(gcosw,gshlw)gdw do.

a |pi(e)

Naide 4.5. Arvutada kahekordne integraal

/ Va2 +y?dxdy
D
iileminekuga polaarkoordinaatidele, kui integreerimispiirkond D on antud vorra-

tusega
D={(z,y):0<y<Li—V1I-y<z<y1-y}

Integreerimispiirkonnaks on pool ringi. Polaarkoor-
dinaatides 15
X = pCos,

Yy = psiny

ja

2%+ y* = 0? cos® p + o sin’® p = .
Uueks integreerimispiirkonnaks on A = {(p,0): 0 < o <
LO< <)

™

T 1
//\3/:L‘2+y2dxdy:/ /f’/gzng dgpz/
D 0

7r3 3T
d _
/ ] /8 Y= g
0

0
Naide 4.6. Arvutada kahekordne integraal

//(T2 + 2zy) dx dy
D

iilleminekuga polaarkoordinaatidele, kui integreerimispiirkond D on antud vorra-
tusega

e
ooloo| Sl

D={(z,y):0<2 <0<y <V1—a?}
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Integreerimispiirkonnaks on veerand ringi. Polaarkoordinaatides
2% + 2xy = 0% cos® ¢ + 20” sin @ cos .

Uueks integreerimispiirkonnaks on
A={(p,0):0<0<1]; 0<p<m/2}

Polaarkoordinaatides saame integraali arvutada jargmiselt

™

1 2

//(a:2 + 2xy) dx dy = / /(92 cos? ¢ + 20? sin pcosp)odp | do =
D

0 0

I
:/ /g?’(coszgo—i-Qsingocosgp)dgo do =
0o |0

I
1
:/ /QS <§(1+0032gp) —i—sin2g0) dp| do=
o |0

1
1 1 1 2
—/Q3 <§(<p+§sin2gp)—§(3052gp) ) do =
0
1
1 [, 1 :
=— [ 0° | ¢+ =sin2p — cos2p do =
2 2 .
0
1 4 ' 4
- 3 (T ) o <7r > T+
== Z42)do=5 (2 41)] =
2/Q(2+ =T \a7) |, T o
0

Vaatame niitid polaarkoordi-
naatidele iileminekut natuke keeru-

kama integreerimispiirkonna jaoks. 150
Kui integreerimispiirkond asub val- 1 +cos(¢)
jaspool ringi raadiusega 180 I

o=1

210 o =1+cos(p)

ja seespool kardiodi
0=1+cosyp

270
(joonis), siis integreerimispiirkonna sisemine polaarraadius on ringjoon raadiusega

1. Vélimine raadius on aga antud seosega 1+ cos ¢, kokkuvottes raadius muutub
piirkonnas

1< o<1+ cosep.
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Polaarnurga jaoks vaatame piirkonna alumist punkti, kus nurk on vordne —7/2 ja

tilemist punkti, kus nurk on vordne 7 /2. Seega muutub polaarnurk piirkonnas
s s
_E <p< 5

Integreerimisrajad kahekordses integraalis on
% 1+4cos

/dso / flo.p)odo.

-z 1

Kui funktsioon f(p, ¢) = 1, siis kahekordne integraal annab integreerimispiirkonna
pindala.

4.5. KAHEKORDSE INTEGRAALI
RAKENDUSED

Tasandilise kujundi mass.

Olgu aine mass Am piirkonna D osapiirkonnas AS. See tdhendab, et piirkond
D on kaetud mingi ainega nii, et piirkonna iga osapiirkonna pindala AS jaoks
tuleb teatud hulk Am seda ainet. Suhet Am/AS nimetatakse aine keskmiseks
pindtiheduseks (mass pindalaithiku kohta). Osapiirkonna suuruse vihendamisel
punktiks piirvaartuse kaudu, saame defineerida aine pindtiheduse.

Aine pindtihedus punktis P(z,y) on piirvdartus keskmisest pindtihedu-

sest
Am

M ag T ey

Olgu tasandilise kujundi pindtihedus antud pideva funktsiooniga o(x, y), kus (z,y) €
D. Tasandilise kujundi D mass avaldub siis kahekordse integraalina iile piirkon-

na D:
mp = // o(z,y) dv dy.
D

Naide 4.7. Méarata immarguse plaadi mass, kui plaadi raadius on 4 ja aine pind-
tihedus plaadi igas punktis on vordne selle punkti kaugusega plaadi keskpunktist.

Pindtihedus kauguse kaudu ja integreerimispiirkond avalduvad jargmiselt

o(z,y) = Vat+y?, D = {(z,y): 2* +y° <4},
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Kuna tegemist on ringjoonega, siis laheme iile polaarkoordinaatidele. Polaarraa-
diust tdhistame tdhega r, et pindtihedusega mitte segi ajada. Integreerimispiirkond
polaarkoordinaatides

D={(r,p): 0<r<4,0<p <27},

pindtihedus avaldub polaarkoordinaatides jargmiselt

o(z,y) = \/1”2 cos? p + r2sin® ¢ =7, J(r, ) =r.
Seega plaadi mass on

34
m = // a:ydxdy—//r drdy = /— dp = /—dcp——gp

Tasandilise kujundi inertsimoment. Masspunkti M inertsimoment punkti 0
suhtes Iy = mr?, kus m on mass ja r punktide 0 ja M vaheline kaugus.

T 198
= —/——Tm.

3

Inertsimoment koordinaattelgede ja koordinaatide alguspunkti suhtes ho-
mogeense piirkonna jaoks, kus pindtihedus on koikjal 1, avaldub jargmiste valemi-

tega
II://yzdxdy; Iy://x2dxdy,
D D

Iozfm—i-fy://(xQ—i-yQ)dxdy.

D

Mittehomogeense materjali korral tuleb korrutada vastav avaldis pindtihedusega

I, —// o(z, y)y* dx dy; I, :// (z,y)z* dx dy,
Iy = // o(z,y)(2* + v*) dz dy.

Niide 4.8. Arvutada joontega y?> = 1 — 2,2 = 0,y = 0 piiratud tasandilise
kujundi inertsimoment y telje suhtes, kui pindtihedus igas punktis vordub selle
punkti ordinaadiga .
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Tasandilise kujundi massikese. Kui tasandilise kujundi D pindtihedus on
o(x,y), siis tasandilise kujundi massikeskme (z.,y.) koordinaadid saab arvutada

valemitest
1
mp
D
1
Ye = — [ | yo(z,y) dx dy
mp
D
Avaldisi

M, = //x@(fc,y) dx dy, M, = //yQ(fE,y) dx dy
D D

nimetatakse tasandilise kujundi staatilisteks momentideks vastavalt y ja  telje
suhtes.

4.6. KOLMEKORDNE INTEGRAAL

Olgu ruumis antud mingi piirkond V', mis on piiratud kinnise pinnaga S.
Oletame, et selles piirkonnas V' ja pinnal S on defineeritud mingi pidev funktsioon
f(z,y,z). Olgu piirkond V" jaotatud n osapiirkonnaks V; ruumaladega AV Valime
igas osapiirkonnas mingi punkti P; ja tdhistame f(P;) funktsiooni f vidrtust selles
punktis. Moodustame integraalsumma

Zf(R-)A%-.

Suurendame osapiirkondade arvu nii, et nende suurim 1dbimoot 1dheneks nullile.
Téahistame suurima osapiirkondade ldbimoodu
A = max(d;).

Definitsioon 4.3. Piirvaartust, mis ei soltu piirkonna V' jaotusviisist ja punktide
P; valikust, nimetatakse kolmekordseks integraaliks

///f(x,y,z) dx dydz:///f(p) dv:}\ii%if(ﬂ)A‘/zﬂ
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N )
P,

Kui integreerimispiirkond V' on alt piiratud pinnaga

z=11(x,y)
ja iilalt pinnaga

z = Pa(X,y),
kusjuures nendel pindadel on z-teljega paralleelsete sirgetega ainult iiks tihine punkt,
ja kui piirkonna V' projektsioon zy-tasandil rahuldab kahekordse integraali integ-
reerimispiirkonna koiki tingimusi, kusjuures

a<z<b, p1(z) <y < pal),

siis on kolmekordne integraal avaldatav kujul
b | v1(x)| Y1(xy)

///f(x,y,z) dxdydz:/ / / f(x,y,z)dz| dy| dx.

a  |p2(x) |Y2(xy)

Kolmekordse integraali arvutamiseks vaadeldakse algul muutujaid = ja y kons-
tantidena ja avaldatakse méaratud integreerimismuutuja z jérgi, siis arvutatakse
kahekordne integraal.

Ya(z,y) b | p2(x)
f(x,y,2) dz = F(z,y); / / Fla,y)dy| de.
P1(z,y) a |pi(x)

Kui kahekordse integraali korral on voimalik kasutada kahte erinevat integreerimis-
jarjekorda, siis kolmekordse integraali korral on erinevaid integreerimisjarjekordi

6.

Naide 4.9. Arvutada jargmine kolmekordne integraal
5 | vE| 5=

/ / /y(zos(z—l—{z:)dz dy| dz.

0 0 0
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Arvutamist alustame koige sisemisest integraalist, saadud tulemuse viime
keskmise integraali alla ja 16puks keskmise integraali vadrtuse integreerime esimese
integraali sees argumendi x jérgi.

/ ycos(z + x)dz = y sin(z + $)|0%_x = y(1 — sin x).
0
vE vE Y2 VT T
/y-(l—sin x)dy = (1—sz'na:)/ydy:(1—sin x) 5 za(l—smx).
0
0 0

5(1 —sin z)dx =

\wm
8
N | —
O\w\:

3 3
(a;—xsinx)d:v:2 /xdx—/xsinxdx =
0 0

ositi

coszdx | =

— — T COS T +

Il
N | —
o | 8,
o INIE]
O\w\a

8
[ME]

Naide 4.10. Leida integraal

SR
SN T R
= =
. A NN
\§§ s >
NN >
S S
3$ ."‘\\\ S S
—————dxdydz =
1 Y ) SN =
—r—y : N =
. SN

NN
e
v : SN

NN TR
S i,
ISR
SN
S

kui piirkond V' on piiratud ta-
sanditega
r=0,y=0,2=0, z4y+2=1; z,y,z=>0.
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Leiame vajalikud rajad antud tasandite vorrandi-
test.
z =0, z=1—2z—y. y

l—xz—y N

3 3 e 1
/ B V.
l—2z—y l—z—y

0

1-z

/ 3xdy = 3xyly " = 32(1 — x) = 3(x — 2?),
0

Ojgmmx (%)

Kolmekordse integraali omadused on analoogilised kahekordse integraali oma-
dustega.

:3(1;, 2y =1—x
0 \\

|

0

1. Kui funktsioonid f(z,y, z) ja g(x,y, z) on integreeruvad piirkonnas V', siis on
integreeruv ka nende summa ja vahe.

[ @y o arav = [[[remav [[[owpzav
v v v
2. Konstantse kordaja voib tuua integraali margi ette

///c-f(x,y,z)dv:c///f(x,y,z)dv.

3. Integreerimispiirkonda V voib jaotada osadeks V] ja V5, millel pole tihiseid
sisepunkte:

V=Vul,

st [[f o [ff e

4.7. MUUTUJATE VAHETUS
KOLMEKORDSES INTEGRAALIS

Vaatame teisendust
r = xz(u,v,w)

Y
z = z(u,v,w)

y(u, v, w), (u,v,w) € V',
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mis teisendab wvw-ruumis asetseva kinnise piirkonna V' zyz-ruumis asetsevaks
piirkonnaks V. Kui teisendus on iiksiihene ja kui funktsioonidel z, y ja z on olemas
esimest jarku osatuletised piirkonnas V’ ning kui teisenduse jakobiaan

A

J(u,v,w) =y, vy, y.,|#0, kui (u,v,w) € V',
/ / /
Z’LL Z’U Zw

siis muutujate vahetuse valem on kujul

/V//f(a:,y,z)dxdydz:

_ ///f(m(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) T (0, w)| dudo duw.

Kuna jakobiaani ja podrdteisenduse jakobiaani korrutis on 1, saame leida teisen-

duse jakobiaani péordteisenduse jakobiaani kaudu

/ / /
u u u

T Y z 1
J(z,y,2) = v, v l|= ,
(@y,2) o T T, w)
T Y z
1, 0,w0)] !
u,V,W)| = ——m—.
’ |J (u, v, w)]

Naide 4.11. Leida ellipsoidi ruumala.

Ellipsoidi valem on
22 42 22
St ta=1l

Ruumala arvutamiseks teeme jargmise muutu-
jate vahetuse

T = au, uzf, ue [-1,1],
a
y = bv, v:%, v e [—1,1],
z
2 = cw, w= —, w e [—1,1]
c
Muutujate vahetuse jakobiaan on
T, x, a 00
J(u,v,w) =1y, v, y,|=10 b 0| =abe
2 2 2 00 ¢
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Ellipsoidi vorrand uutes muutujates on
w? + v +uwt=1

ja ruumala arvutamise valem

1 1 1 1 1 1 1
/du/ dv/abcdw:/du/abc(w)|1_1 dv:/du/Qabcdv:
e 14

1

-1 -1

= / 2abc(v)|", du = 4abe(u)|", = Sabe.
~1
Thiiipilised asendused praktikas on tileminek silinderkoordinaatidele, elliptilistele
silinderkoordinaatidele, sfadrkoordinaatidele, ellipsoidkoordinaatidele ja iildistele
ellipsoidkoordinaatidele. Tutvume neist kahe tdhtsamaga.

SILINDRILISED KOORDINAADID

Silindrilistele koordinaatidele iileminek on pohjendatud, kui integreerimis-
piirkonnaks on silinder voi silindri osa. Lisaks polaarkoordinaatidele on antud kor-
gus h. Tegemist on muutuja vahetusega kujul

T = 0Cos p,
y = osing,
z=nh
Teisenduse jakobiaan on
x:g xgo :L‘ih Cos —osinp 0
J(o,0,h) =y, Y, yn|=|sing gcosp 0=
zé Z; 2, 0 0 1

ehk
o cos? p+ osin? Y=o,

ZA

S
/
!
!
s}
<V
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mille tottu kehtib
/f(x,y,Z) drdydz = /// f(ocos g, gsinp, h) ododyp dh
A

14

0 = 0y, r ja z muutuvad —

N

z = zp, T ja ¢ muutuvac

r = a, 0 ja z muutuvad

4.7. SFAARILISED KOORDINAADID

Sfadrilisi koordinaate kasutatakse siis, kui integreerimispiirkond on sfdér voi
selle osa. Uuteks muutujateks votame nurga z-telje suhtes, mille tdhistame kreeka
tahega 0 ning punkti kauguse koordinaatide alguspunktist tdhistame o. Muutuja
vahetus on jargmisel kujul

x = pcosysinb,
y = osinpsinf,

z = pcosb.
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ZA
~~.r = posinf Y4
B P
0
,
0
r = psinf =y
rd 0 "
Muutuja vahetuse jakobiaan on
x;g 33:9 x;D C'OS(,OS%HQO chswcosﬁ —gsin<p§in9
J(o,0,h) = |y, Yy Y,|=|sinpsing psinpcosd pcospsing
Zy 2y 2, cos —psinf 0
Niisiis
|J| = o*sin 6,

mille tottu

f(z,y, 2) dedydz = /// f(ocos psinf, gsin psiné, ocos ) o* sin 6 do dy db.
1% A

Uus nurk muutub vahemikus 0 < 6 < 7 (keskmine joonis).
z

Allikas: http://mathinsight.org/spherical_coordinates (tdhistused: ¢ = 0,60 =
)

Kui koik joonised kokku votta, saab koik sfdérilised koordinaadid kujutada
iihel joonisel.


http://mathinsight.org/spherical_coordinates
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A

P(a, o, 00)

® = g, p ja  muutuvad ©0

p = a, ¢ ja  muutuvad

0 = 6y, p ja v muutuvad

Allikas: Thomas’ Calculus (tahistused:p = 0,60 = ¢ )
Naide 4.12. Leida integraal sfaariliste koordinaatide kaudu

///xzdxdydz, P4y =1,2>0,y>0, 2>0.
v

Integreeritav funktsioon sfaérilistes koordinaatides on
xz = o> cospsinfcosh, J(o,p,0) = o*sinb.
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Kuna Z
2 2, .2 2
Tty +z27 =0,

siis integreerimispiirkonna vorrandiks saame ¢* = 1.

Integreerimispiirkond sfdéarilistes koordinaatides on
seega

0<p< =, 0<0<

SIE
e

, 0<o< L

<y

Arvutame kolmekordse mtegraah uues pnrkonnas

™

r
2 2 1 0
/cosgpdgp/g dg/sm Gcosedﬁ—/cos<pdg0/g4 <Sm )
0 0
/cos 95
“\15

0

do =

(VB

1

1
dgpz

E.

4.8. KOLMEKORDSE INTEGRAALI
RAKENDUSED

1.Keha mass. Kui eeldada, et piirkonnas E on f(z,y,z) > 0, siis voime seda
funktsiooni tolgendada aine tihedusena o punktis (x,y, z) € E. Siis tihe punkti P;
fikseerimine osapiirkonnas E; ruumalaga AV; tdhendab seda, et kogu osapiirkon-
nas on aine tihedus loetud konstantseks ehk vordseks aine tihedusega selles vil-
javalitud punktis. Sellisel juhul korrutis f(FP;)AV; on tihedus korda osapiirkonna
ruumala ehk ligikaudu osapiirkonna mass. Ligikaudu sellepérast, et osapiirkonnas
muutuv tihedus on loetud konstantseks. Integraalsumma tdhendab sellisel juhul
ligikaudu kogu piirkonna E massi. Piirprotsess A — 0 tdhendab seda, et koikide
osapiirkondade diameetrid kahanevad. Jarelikult hakkab aine tihedus iihes suvali-
selt véljavalitud punktis iiha tdpsemalt iseloomustama tihedust kogu osapiirkon-
nas. Tolgendades integreeritavat funktsiooni f(x,y, z) aine tihedusena, tdhendab
kolmekordne integraal piirkonna E massi. Olgu jdiga keha E ruumala V' ja aine ti-
hedus kehas muutuv ehk o = o(x,y, 2), kus (z,y, z) € E. Lopmata véikse ruumala
dV korral loeme tiheduse konstantseks ja mass dm = o(z,y, 2)dV ja jarelikult

mg = l%;@(xhyiazz’)AVi = /// Q(xvya Z) drdydz.
= E

2. Piirkonna E ruumala. Kui piirkond £ on tédidetud ainega, mille tihedus igas
punktis o(z,y,z) = 1, siis piirkonna F mass ja ruumala on arvuliselt vordsed,
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seega piirkonna F ruumala on arvutatav jargmise kolmekordse integraali abil
Vg = /// dx dydz.

E

3. Massikeskme koordinaadid ja inertsimoment. Materiaalse keha £ massi-
keskme C' = xc, Ye, 2¢) koordinaadid avalduvad jargmisel

= ///xgxy, dxdydz; yC:—///nyy, dxdydz;
mg
:—///zg(x,y,z)dxdydz,
mg
E

kus mg on keha mass.

Naide 4.13. Leida massikese kehale, mis on homogeensest materjalist tihedusega
o = const. Keha on alt piiratud ringjoonega
2+ y2 <4 z

A - -
2 =4 — 2% — g2

Ja iilevalt piirab keha paraboloid
y=4—a? —y?

siis

ja

y = +V4— a2
Et tegemist on stimmeetrilise kujundiga x telje suhtes, on massikeskme koordinaa-
did

Te =Y. = 0.
4—1}2—y2
mE:Q///dxdydz:Q//da:dy / dzzg//(4—x2—y2)da:dyf
E D 0 D

Edasi on moistlik iile minna polaarkoordinaatidele, sest integreerimispiirkond on
ring. Ringjoone puhul
0< <2 ja 0 <r<2.
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Siis
4—a? =y =4— (P +yH) =417
ja
J(ryp)=r
27 2 2 42 AN 2 2 16
r r
g/ sﬁ/( r)rdr Q/(2 4)06190 9/(8 4>w
0 0 0 0

2
= 8pr.
0

21
=@/4d90=4gso
0

Niilid arvutame massikeskme koordinaadi z. iileminekuga polaarkoordinaatidele.

4:1:—2

/// zodrdydz = —Q// dxdy / zdz =
mE

0

167T// — 2’ —y?) dwdy——/dso/ — 0%)?odo =

2

2
1 1 160>  8o*  o%)?
=— [ dp [1 do= — L
17T/s0/6@ 80° + 0° do Tom <2 L tg) A
0 0 0

0

27
1 64 1 T3 1 64 4
= [ (32-82+ 2 )dp=— | Ldp=—2r=
167 ( +6)90 67) 3 " 16r3" 3
0

Saime keha massikeskme koordinaatidega

4
C=1{0,0,-].
(773)

Materiaalse piirkonna inertsimoment koordinaattelgede ja koordinaatide algus-
punkti suhtes avaldub

fe= /// (v + 2%) o(x,y, x) dadydz; I, = /// (2° + 2%) o(2,y, 2) dedydz;
E E
= /// (@ +97) elw,y, 2) dedydz; Tp = /// (* +y* + 2°) o(z,y, 2) dadydz.
E E

Naide 4.14. Avaldada materiaalse piirkonna R inertsimoment z-telje suhtes, kui
piirkonda téitev aine on tihedusega o ja piirkond R asub sfaéri
22402 4 22 = 4a?
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sees ning véljaspool silindrit

(joonis).

Inertsmoment z-telje suhtes piir-
konnas R on

I::/]/fx2+y%5dv

Teeme muutujate vahetuse, minnes
iile silindrilistele koordinaatidele

T = QCOS
y=osinp , J(o,¢) =o.
z=~nh

Stadri ja silindri vorrandid silindri-
listes koordinaatides on
h2 — 4(12 . 027 Q2 — aQ'

Integreerimipiirkonnaks saame

RZ{@@%%@<Q<%,O

_____ 5
/,’ 2492 422 = 4q?
/’/ av3
J/2a
/
— / -
____________ (,U2 —+ y2 = a2

P <2m 0<h < /a2 — g2},

seetottu saame inertsimomenti avaldise kujul

27 2a V 4a?—¢?

I= ///(:z:2 +y*)0 dedydz = 25/ dgp/ do / o*odbh.
R 0

a 0

Integreerime koigepealt muutuja h jirgi, saame
2w 2a 2m 2a
\/ 4a?—g?
Iz%/dgp/((g%)) )dg:%/dgo/(gg\/élaQ—gz) do =
0
0 a 0 a

Muutuja o jargi integreerimiseks teeme muutuja vahetuse

d
u = 4a® — 0%, 0* = 4a* — u, du = —2pdo, S odp.

Uued rajad on

2

g:a,u:3a2; 0= 2a,u=0.

2m 0
1 2 5
225/dw/—§(4a2—u)\/ﬂdu:25/(—2@2—u3+5u2
0 3a?

2

3 )
0

2w

1

3

0
) -
3a2

0

27
4 s 1 5 11 22 44
25/ <a2 —(3a*)2 — - (3a2)§> dy = 26a° \/g/ 5 dp = E\/5(561527r = E\/3(5@571
0
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4.9. ESIMEST LIIKI JOONINTEGRAAL

Olgu antud funktsioon v = f(z,y, z), mis on méératud kaarel AB. Jaotame
kaare AB n elementaarkaareks A;_1A4;, 1 =1,...,n; Ag = A, A, = B. Olgu As;
kaare Ay_1 Ay, pikkus. Valime igal kaaretiikil vabalt punkti M;(x;, y;, z;). Funktsioo-
ni integraalsummaks piki joont AB nimetatakse summat

Zf(a:iayiazi)ASi- :
i=1

Olgu suurim elementaarkaarte pikkustest A = max

As;. Leiame piirviddrtuse maksimaalse elementaar- u= f(z,y,2)

kaare lahenemisel nullile. A=A A, \/
. C e : a0 \/\1/71

Definitsioon 4.4. Kui piirviartus eksisteerib ja ei

soltu joone AB osadeks jaotamise viisist ja punkti-

de M; valikust, siis nimetatakse seda esimest liiki 0

joonintegraaliks iile kaare AB funktsioonist u
X

/ f(x,y, Z) ds = }‘12%21 f(mu Ui, Zi)ASi-
AB =

Kui on tegemist pideva funktsiooniga f(z,y, 2), siis piirvéadrtus eksisteerib. Integ-
reerimisteed AB mérgitakse ka iihe tdhega L. Joon AB voib olla ka kinnine, siis
A=B8B.

Joonintegraali omadused:

1. Joonintegraal ei soltu integreerimissuunast:
/f(x,y,Z)dssz(%y,Z)dS-
AB BA

2. Kui funktsioonid f(z,y, 2) ja g(x,y, z) on integreeruvad joonel AB, siis on in-
tegreeruv ka nende summa ja vahe

/[f(x,y,z) + g(z,y, 2)] ds :Aé flz,y,2)ds £ /g(x,y,z) ds.

AB AB

3. Konstanse kordaja voib tuua integraali mérgi ette

cf(x,y,z)ds =c [ f(x,y,z)ds.
fromn=e]

AB
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4. Kui AB koosneb kaartest AC' ja C'B ja funktsioon f(z,y,z) on integreeruv
joonel AB, siis

Aéf(m,y,z)ds :Alf(x,y,z)ds—kcéf(ac,y,z)ds.

Joonintegraali arvutamine.
Kui joon esitatud parameetriliste vorranditega, siis kaare pikkuse diferentsiaal

avaldub
dz\ 2 dy 2 dz\?

Joonintegraali saame kirjutada méaaratud integraalina iile parameetri ¢.

a) Olgu ruumiline kéver AB esitatud parameetriliste vorranditega
v=a(t), y=yt), 2=2(), A=(v,9,2)|,_,, B=(1,5,2)]_, a<t<p

[tz s = j f(x(t),y(t),z(t))\/ (fl—f)z ; (%)2 N (%)th.

b) Tasandiline kover. Kui joon AB asub zy tasandil, siis funktsioon f(x,y) on
avaldatav parameetriliste vorranditega

r=a(t), y=yt), 2=0, A=(x,9)|_,, B=(@y)|_5; a<t<p

[ #wvz)ds = /ﬁ f<x<t>,y<t>>\/ (%) ; (%)2&.

Naide 4.15. Leida joonintegraal jargmistel tingimustel:

/ﬂ?des, AB: 2> +y* =4,y > 0.

AB
Tegemist on ringjoone iilemise osaga, raadiusega 2, mille parameetrilised vor-

randid on:
z(t) = 2cost, y(t)=2sint, te0,n] 2'(t)=—2sint, y'(t)=2cost,

7f(x(t),y(t))\/<%)2+ (%)th = /4cos2t-2sint~

0
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™

\/(—2 sint)? 4 (2cost)” dt = /SCOSQtSiDt\/4(Sin2 t+cos?t)dt =

™

0
y 3
—/16cosztsintdt—/—16u2dt——16%
el

32

3

-1
0

c) Tasandiline kover. Kui tasandiline kover AB esitatud vorrandiga

y=y(z), a<x<b, /f(x,y)ds:/bf(x,y(a:))wljt<Z—z)2d:c.

Naide 4.16. Leida joonintegraal

/:1:3/2 ds, AB:y=2x,A=(0,0),B=(2,4), y(z)=2x, y'(x)=2,2€]0,2].

9

AB

2

— 16V/5.

0

2 2 .
AB 0 0

d) Tasandiline kover. Kui tasandiline kover AB esitatud vorrandiga

d
da?
r=u1(y), c<y<d, flx,y)ds = | f(z(y),y) (—)Jrldy.

e) Tasandiline kover polaarkoordinaatides. Kui tasandiline kover AB esita-
tud vorrandiga

8
r=rlp) a<e<h /f(fcay)dsz/f(TCOS%rsincp)\/r?+r'2dso.
AB o

JOONINTEGRAALI RAKENDUSED

1. Kovera mass ja massikeskme koordinaadid.On antud ruumiline kover AB, millel
aine tihedus on jaotunud funktsiooni p = p(z,y, z) jargi. Siis materiaalse kaare
mass avaldub

m = /p(&y, z) ds.
AB
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Massikeskme C' = (z., ., z.) koordinaadid avalduvad massi kaudu jargmiselt:

1
Le = —/xp(x,y, Z) dS,
m
AB

1
yc:_/yp<x7yaz)dsa
m
AB

1
Ze = —/zp(x,yz) ds.
m
AB

2. Muutuva jou t66. Kui punkt P liigub piki ruumilist joont punktist A punkti B.
Punktile P rakendatud joud, mis punkti P liikumisel muutub nii suuruse kui
sihi poolest

%
F=P(e,y.9)7 +Q.,2)7 + Rz.y.2) k.
To606, mida teeb joud punkti P liikumisel piki joont, avaldub jargmiselt

W = /(P(a:, y,z)dr + Q(x,y,2)dy + R(z,y, z)dz).
AB

3. Joone kaare pikkus. Kui ruumis on antud sile joon AB, siis tema pikkus avaldub
valemiga
l AB — / ds.
AB
4. Silinderpinna pindala. Olgu funktsioon f(z,y) > 0 pidev zy tasandil asetseval
siledal joonel AB. Vaatame vertikaalset silinderpinda ABC D, mille alumine

serv on joon AB ja tilemine serv on funktsiooni f graafik z = f(x,y). Pinna
ABCD pindala Sapcp avaldub valemiga

Sapep = /f(%y) ds.
AB

Saadud valem annab esimesti liiki joonintegraali geomeetrilise tdhenduse.
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4.10. TEIST LIIKI JOONINTEGRAAL*

Olgu antud funktsioon u = f(x,y, z), mis on médratud kaarel AB. Jaotame
kaare AB n elementaarkaareks A; 1A;, 1 =1,...,n; Ay = A, A, = B. Olgu As;
kaare Ap_1 A pikkus. Valime igal kaaretiikil vabalt punkti M;(x;, y;, z;). Tahistame
osakaare A;_1A; projektsioonid koordinaattelgedele:

Ary =2 — 21, Ay = Y — Yim1 ja Azy = 25 — 21

Moodustame integraalsummad
Z f(x,” Yi, Z’L)A'r’w
i=1
Z f(@i,yis i) Ay,
i=1

Zf(ﬂh‘,yi, z)Az;.

i=1

Ny Vs
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Definitsioon 4.5. Kui integraalsumma piirvaartus eksisteerib ja ei soltu joone AB
osadeks jaotamise viisist ja punktide M; valikust, siis nimetatakse seda piirvaartust
funktsiooni f teist litku joonintegraaliks iile kaare AB projektsioonide jargi
x teljel

n

/f(a:,y,z)d:c: lim Zf(:z:i,yi,zi)Axi.
AB

max Axz;—0 4
1=1

Samal viisil saab defineerida teist liiki joonintegraalid projektsioonide
jargi y ja z teljele:

max Ay; —0

[ vy =t S i) s
AB Ll

max Az; —0

/f($»yvz)dy: lim Zf(J:iayiuZi)AZi
iB i=1

Definitsioon 4.6. Olgu joonel AB defineeritud kolm funktsiooni: p = P(z,y, 2),q =
Q(z,y,2) jar = R(x,y, z), siis funktsiooni f teist liiki joonintegraaliks iile
kaare AB nimetatakse integraali

P(z,y,2)de+ | Q(z,y,2)dy+ | R(z,y,z)dz=
J s @i |

AB
- / P(z,y,z)dz + Q(z,y,2)dy + R(z,y, z) dz.
AB

Teist liiki joonintegraali omadused:

1. Teist liiki joonintegraal soltub integreerimissuunast:

/Pdm—l—Qdy—ierz:—/Pd:c—l—@dy—l—Rdz.

AB BA
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2. Kui funktsioonid Pi(x,y,z) ja Py(x,y,z) on integreeruvad joonel AB, siis on
integreeruv ka nende summa ja vahe

/[Pl(:r:,y,z) + Py(z,y,2)] dx = /Pl(x,y,z) dx + / Py(x,y, z)dx.
AB AB AB
3. Konstantse kordaja voib tuua integraali margi ette
/cP(x,y,z) dx = C/P(x,y,z) dx.
AB AB
4. Kui AB koosneb kaartest AC' ja CB, siis teist liiki joonintegraal avaldub

/de+Qdy+Rdz:/Pd:erQderRder/Pd$+Qdy+Rdz.
AB AC CB

Teist liiki joonintegraali arvutamine.

a) Olgu ruumiline kéver AB esitatud parameetriliste vorranditega
r=uz(t), y=yt), z==z(1),
A:(x7y7z)|t:a’ B:(x7y7z)‘t:ﬁ7 agtgﬁ)
B

/ﬂa%am:/}@@www@nﬁwa
AB

«

B

/ﬂ%%@@—/f@@wwﬁwwﬁMa

«

/ﬂa%awz/fwwwwxwwme

/ P(z,y,z)de+ Q(z,y,2z) dy + R(z,y,2) dz =
AB

8
= /{P(w(t), y(t), 2()' () +Q(x(t), y(t), 2(1))y (1) + R(x(t), y(1), (1)) 2 (1)} dt.

b) Tasandiline kover. Kui joon AB assub xy tasandil, siis funktsioon f(z,y) on
avaldatav parameetriliste vorranditega

v=a(t), y=yt), 2=0,
A:<x7y)|t:a7 B:(x7y)‘t267 a<t<ﬁ7



B
f F(x,y) dx = f F(x(0), y(©)x'(0) dt,
AB a

B
[r@nay= [ raoyop@a
AB a

c) Tasandiline kdverKui tasandiline kdveAB esitatud vorrandiga

b
y=y(x), a<x<bh, ff(x, y)dx = Jf(x,y(x))dx.
AB a

d) Tasandiline kdverKui tasandiline kdveAB esitatud vérrandiga

d
x=x(y), c<y<d f Fy)dx = f F ), )dy.
AB c

e) Tasandiline kdver polaarkoordinaatid&sii tasandiline kdveAB esitatud vBrrandiga
r=r(p), as<g@<p,
B
J flx,y)dx = f f(rcose,rsing)(r'cose —rsin@)de,
AB a

B
jf(x,y)dy=jf(rcosgo,rsin(p)(r’COS(p+rsing0)d(p.
AB a

Kui kinnine joonAB asubxy-tasandil, on tegu integraaliga

J P(x,y)dx + Q(x,y)dy,

AB

siis loetakse integreerimistgmsitiivseks suunakssellist suunda, et-telje poolt vaadatuna
jaddb joone poolt piiratud ala vasakule (joon labitakse vastupdeva, kellaosuti lekumis

vastassuunas).

Teist liiki joonintegraali rakendused.

1. Tasandilise kujundi pindala arvutamir@lgu xy-tasandil asetseva kujundéi rajajoonrl’
tukiti sile. Siis kujundiD pindalaS, avaldub valemitega

Sp =fxdy,

106



2. Muutuva jou t66 arvutamineliikugu materiaalne punkt massiga modda joontAB
punktistA punkti B jou F = (P, Q,R) toimel, kusP(x,v,z),Q(x,y,z) ja R(x,v,z) on
pidevad funktsioonid joonedB. Siis j6uF to6 W on arvutatav valemiga

W=m f P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz.

Greeni valem Eksisteerigu pidevatel kahe muutuja funktsioonjdel P(x,y) jaq = Q(x,y)
pidevad osatuletised
0P 0Q

ay’ox

tOkestatud kinnises piirkonn&s mille rajajoonl” on tukiti sile. Siis

(21
ff dx dy = J-de+ Qay.

4.11. PINDINTEGRAAL*

Olgu funktsioonF (x,y, z) pidev sileda pinna = z(x,y) mingi tiki D punktides. Jaotame
pinnattikin osapiirkonnak®; diameetrigal; ja pindalaga\S; ning valime igas osapiirkonnas
punkti (xi,yi, Zi).
Tahistame suurima diameetri osapiirkondadel

A = max di'

Definitsioon 4.7.
Pindintegraal pindala jargi tle pinnatikd defineeritakse jargmiselt

n
ﬂ F(x,y,z)dS = lim z F(xi, yi, z1)AS;.
D i=1

Pindintegraali saab teisendada kahekordseks integraaliks, asendad€s, y) ning vottes
pinna diferentsiaaliks

as = [1+ (%) 4 (L)
B dx dy)
Integreerimispinnaks tuleb pinaprojektsioonxy tasapinnalé,, . Saame

UF(x y,z)dS = UF(x y, z(x, y))\/1+( ) +(Z—;)2dxdy.

Dy

Pindintegraal projektsiooni jargi on defineeritud labi osapiirkorhaprojektsiooni xy
tasapinnale, mille pindala as;

n
ff F(x,y,z)dxdy = llirr(l) Z F(x;,y;,2;)AS;.
D i=1
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Pindintegraali projektsiooni jargi saab teisendada kahekordseks integraaliks UleDpinna
projektsiooniD,,,

ff F(x,y,z)dxdy = ff F(x, y, z(x, y)) dxdy.

Dyy

Analoogiliselt defineeritakse pindintegraalid projektsiooni jargja yz tasanditele.

ff F(x,y,z)dxdy = ff F(x,y(x,2),z)dxdz,

J.f F(x,y,z)dxdy = ﬂ. F(x(y,z),y,z)dydz.
D

Dyz

108



V PTK HARILIKUD
DIFERENTSIAALVORRAND ID

5.1. SISSEJUHATUS

Tehniliste Ulesannete matemaatiline analliis koosneb kolmest etapist:
Ulesande tingimuste esitamine matemaatika keeles,

matemaatilise tlesande lahendamine,

saadud tulemuste tdlgendamine.

Oletame, et funktsioow = f(x) kirjeldab mingi ndhtuse kvantitatiivset killge. Sageli ei ole
nahtuse vaatlemisel voimalik kindlaks tekhga y vahelist séltuvust, kuid saame maérata
suurustex,y,y’,y", ... vahelise seose, ehk saame koostada diferentsiaalvérrandi. Saadud
seosest muutujate y ja tuletiste vahel on vaja tuletada otsene seasy vahel ehk sdltuvus

y = f(x) ehk tulebintegreerida diferentsiaalvérrand.

Naide 5.1 Mingilt kbrguselt visatakse alla keha, mille massmori_eida seaduspéarasus, mille
jargi muutub keha langemiskiiras= f(t), kui kehale mdjub peale raskusjéu veel dhutakistus,
mis on vordeline kiirusega (vOrdetegur ion
Newtoni Il seaduse pohjal

P dv dv

BT

a on liikuva keha kiirendus (kiiruse tuletis aja jardgi)on kehale liikumise suunas mdjuv joud.
See joud koosneb kahest komponendist: raskusiiigsia dhutakistusestkv, see on keha
likumisele vastassuunaline

a,

v _ k 5.1
kusv = f(t) on otsitav funktsioon. Saime seose otsitava funktsiooni ja tema tuletise vahel ehk
diferentsiaalvérrandifunktsiooni v suhtes. See véljendab mdningat tllpi langevarjude
langemise seadust. Lahendada diferentsiaalvorrand, tdhendab leida selline funktsioon
f(t), mis samaselt rahuldab diferentsiaalvorrandit. Selliseid funktsioone on I6pmata palju.
Osutub, et antud diferentsiaalvdrrandit rahuldab funktsioon
k m

v=_Ce m + Tg’ (5.2)
kus C on mistahes arv (integreerimiskonstant). Kontrollime lahendi digsust, leides lahendist
(5.2) tuletise ja asendades vorrandiésd) eraldi vasakule ja paremale poolele.

_k, mg _k,
p.D. mg—kv=mg—k(Ce m +T)=—Cke m-,

Parem pool ja vasak pool on vordsed, jarelikult avgleli) rahuldab vorrandi€5.1).
Milline neist funktsioonidest annab otsitava sengat vahel?
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Selle leidmiseks kasutamlesatingimust keha allaviskamisel anti talle algkiirug,. Siis
funktsioonv vorrandis(5.2) peab rahuldama algtingimust. Liikumise alghetkel aeg0 ja
kiirus

v(0) = v,.
Asendame mdlemad suurused valem{&se) ja avaldame
ko, Mg myg myg
=Cem’+—==C+— C=vy——
2 e m- + I + I = Vg I

Seega konstart on leitud ja s6ltuvug jat vahel avaldub kujul

v=( mg)e_%t+%.

5.2. DIFERENTSIAALVORRANDI MOISTE,
CAUCHY ULESANNE

Definitsioon 5.1.

Diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit, milles on otsitavaks tihe voi mitme mut
funktsioon, vorrand seob otsitavat funktsioniema tuletisi séltumatutauutujatega.

Vastavalt soltumatute muutujate arvule liigitatakse diferentsiaalvorrandeid harilikeks ja
osatuletistega diferentsiaalvérranditeks.

Definitsioon 5.2.

Harilikeks diferentsiaalvorranditeks nimetatakse diferentsiaalvorrandeid, kus otsi
funktsioon on ihe muutuja funktsioon.

Naited harilike diferentsiaalvérrandite kohta:
2 8
"=2x—1, y'+-y' +—=y=0,
y'=2x Yty 3y
kus otsitavaks on funktsiogn= f(x).
Harilikud diferentsiaalvérrandid on ka vérrandid kujul
dx

dv+3 =7 =4
at TV T ac T "

kus otsitavaks funktsiooniks on vastauwak: v(t) jax = x(t).

Definitsioon 5.3.

Osatuletistega diferentsiaalvorranditeks nimetatakse diferentsiaalvorrandeid, K
otsitavaks on mitme muutuja funktsioon ja vorrand sisaldab osatuletisi.

Definitsioon 5.4.

Diferentsiaalvorrandi jarguks nimetatakse vdrrandis esinevate otsitava funktsic
tuletiste kdrgeimat jarku.

Esimest jarku hariliku diferentsiaalvorrandi Gldkujuks on
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F(x,y,y") =0.
n-jarku hariliku diferentsiaalvérrandi tldkujules
F(x,y,y,y", ...y™) =0,

FunktsioonF esitab seose sOltumatu muutwjaotsitava funktsioony = y(x) ja otsitava
funktsiooni tuletiste vahel.

Definitsioon 5.5.

Diferentsiaalvorrandi lahendiks nimetatakse sellist funktsiooni, mille asetam
vorrandisse muudab vorrandi samasuseks sdltumatu muutuja suhtes.

Definitsioon 5.6.

Diferentsiaalvérrandi integraalkdveraks nimetatakse diferentsiaalvérrandi lahendile

y =y(x)

vastavat joonky-tasandil.

Naide 5.2 Olgu antud diferentsiaalvérrand

" 21+2 =0
y xy xz}’—-

Naitame, et funktsioon
y = 2x + x?
on antud diferentsiaalvdrrandi lahend. Selleks vétame lahendist esimese ja teise tuletise
y' =2+2x, y'=2

ning asendame saadud tuletised koos lahendiga esialgsesse vorrandisse:
2 2 4 4
2-=-Q2+20+—=@x+x*)=2-=-—-4+-+2=0.
X X X X

Kuna vorrandi parem pool vordub natd nulliga, millega vérdub ka parem pool, oleme naidanud,
et tdesti on tegemist vérrandi lahendiga.
Naide 5.3 Olgu antud diferentsiaalvérrand

y'=2x -1

Vorrandi lahendiks on
y =x%—x,
aga ka funktsioonigr = x2 — x + C, kusC on suvaline konstant.

Definitsioon 5.7.

Diferentsiaalvérrandi tldlahendiks ehk Uldintegraaliks nimetatakse diferentsiaa
vorrandi lahendit, mis sisaldab suvalist konsténti
Vorrandi tldlahendis sisalduvate suvaliste konstantide arv on vordne vorrandi jargug

n —jarku diferentsiaalvérrandi tldlahendika funktsioon, mis sisaldab suvalist konstanti
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y = f(x, Cl’ Cz, ey Cn),
ilmutamata kujulF(x, y, C4, C5, ..., C,) = 0.

Naiteks diferentsiaalvdrrandiy’ = 2x — 1 uldlahendiks on y = x?2 —x + C. Nende
paraboolide haripunktid asuvad sirget 1/2. Uldlahend esitab paraboolide parve. Naiteks,
kui

feq _1o 113
- YT YTy Ty
C=0 SV Y A
- AT YTyt Ty
1 1 1 5
C=l x=py=3TzTleg 4

Et leida selle parve hulgast niisugune, mis labib putktt 2), tuleb méarata konstaét
2=1-1+4+C = C=2.

Jarelikult punktid(1; 2) labib integraalkdvey = x? — x + 2.

Definitsioon 5.8.

Diferentsiaalvdrrandi erilahendiks nimetatakse diferentsiaalvérrandi lahendit, mis
saadud uldlahendist konstantidele arvuliste vaartuse andmisel.

Esimest jarku diferentsiaalvérrandi Uldlahendist saame erilahendi, kui rahuddigtmgimuse
y(x9) = yo, Kus xg,y, on etteantud arvudKuna n-jarku diferentsiaalvérrandi tldlahend
sisaldam suvalist konstanti, siis on konstantide maaramiseksnwajgtingimust.

Definitsioon 5.9.

Cauchy uUlesandeksiimetatakseilesannetkus on vaja leida diferentsiaalvorrandi

F(x, v,v,y", ...,y(”)) =0
lahendy, mis rahuldakalgtingimusi

¥(x0) = Y0, ¥’ (%0) = y1, e, YV (x0) = Y1

Algtingimusi nimetatakse ka Cauchy tingimusteks. Algtingimusi vOib esitada ka teisiti.
Esimest jarku hariliku diferentsiaalvérrandi Cauchy llesanne on llesanne, kus on vaja leida
diferentsiaalvorrandy’ = f(x,y) selline lahend, mis argumendi vaartuset x, omandab
vaartusey = y, ehk rahuldab algtingimust

y(x0) = Yo
Jarnevalt sdbnastame Cauchy ulesande jaoks lahendi olemasolu ja Uhesuse teoreemi.

Teoreem 5.1.

Cauchy teoreen®lgu f (x,y) jadf (x,y)/dy maaratud ja pidevad muutujatey piirkonnas
D. Siis iga punkti(xy, y,) € D korral on Cauchy ulesandel

y' =fy), y(x0) =0
parajasti Uks lahengd = y(x).
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Teoreemi toestus on diferentsiaalvorrandite opikus [6] 1k. 50-58.

5.2.1. CAUCHY ULESANDE LAHENDAMINE
ASTMERIDADE ABIL

Kui funktsioon f(z,y) on antud analiiiitiliselt muutujate x,y piirkonnas D,
siis iga punkti (zg,yo) € D korral on funktsioon arendatav astmeritta

Flay) = 30D ai(e = w0)'(y = )’

i=0 j=0

mis koondub punkti (xg,yo) teatavas timbruses. Sellele funktsioonile vastava dife-
rentsiaalvorrandi y' = f(z,y) lahend on samuti arendatav astmeritta iga xy korral
médramispiirkonnast y(z)

y(@) = eule — wo)F,

mis koondub punkti xy teatavas iimbruses. Rea kordajad ¢, avalduvad kujul

(k)
ck:yk—(‘x‘)),k:o,m, .

Naide 5.4. Olgu antud Cauchy iilesanne
y =2*+y  y(0)=0.

Lahendame iilesande astmeridade abil. Vorrandi diferentseerimisel saame,
arvestades, et funktsioon y on soltuv argumendist x

y =22+’ Y =242y, Y =2+20y)" + 20y,
v =y 2y 2yy" = 6y'y + 2y
y" = 6(y")* +6y'y" + 2y + 2yy"™ = 6(y")° + 8y'y" + 2yy"",
vt =12y"y" + 8y "y + 8y'y" 2y + 2yy" = 209"y + 10y'y" + 2yyY,
y"=20(y")? + 30y"y"" + 12y'y" + 2yy"".

Siit arvutame
y(0) =0, y'(0) =0, y"(0) =0, y"(0) =2,
y™(0) =0, yV(0) =0 0
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Seega iilesande
y=2"+y°, y(0)=0
lahislahendiks voib votta funktsiooni 1 ]
3 7

_ 4 3, % 7 4+ L
y—3!x +7!x —Sx +63:U.

5.3. ESIMEST JARKU HARILIKUD
DIFERENTSIAALVORRANDID

5.3.1. ERALDATUD JA ERALDUVATE
MUUTUJATEGA DIFERENTSIAALVORRANDID

Vaatleme diferentsiaalvorrandit kujul f(x) dz + ¢g(y) dy = 0, kus dx ja dy on
vastavalt muutujate x ja y diferentsiaalid ja f(z) ja g(y) on antud funktsioonid.

Definitsioon 5.10. Eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandiks nime-
tatakse diferentsiaalvorrandit kujul

f(z)dz + g(y)dy =0,

milles dx kordaja f(z) soltub ainult muutujast x ja dy kordaja g(y) soltub ainult
muutujast y.

Uldlahendi saamiseks tuleb vorrand integreerida, leida médramata integraa-
lid kordajatest f(z) ja g(y)

/f(w)d$+/9(y)dy=0,

kus C on suvaline konstant. Uldlahend avaldatakse kujul
y=F(z,C).

Kui vorrand on antud kujul 4 - g(y) + f(x) = 0, siis lahendamisel esimesena

asendame
_

4= dx
ja korrutame vorrandi 1abi diferentsiaaliga dx, edasi saame integreerida.

Definitsioon 5.11. Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiks nime-
tatakse diferentsiaalvorrandit kujul

fi(@)g1(y)dz + fo(x)g2(y)dy = 0, (5.1)
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kus funktsioondi fi(z), fo(z) on argumendi x funktsioonid ja ¢1(y), g2(y) argu-
mendi y funktsioonid

Diferentsiaalide dx ja dy kordajateks on niiiid selliste funktsioonide korruti-
sed, millest iiks tegur soltub ainult argumendist x ja teine tegur ainult argumendist
Y.

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi lahendamiseks peame muutu-
jad eraldama. Muutujate eraldamiseks jagame vorrandi ([5.1)) molemaid pooli jarg-
mise avaldisega (tuleb jagada 14bi nende funktsioonide korrutisega, mis sisaldavad
teist muutujat, kui diferentsiaal):

| 91(y) - fa(x),

Vorrand saab siis kuju:

fl(x)dx—k gz(y)d

@ T awm®

Integreerime vorrandit litkmeti, saame eralduvate muutujatega diferentsiaalvor-

randi (5.1) iildlahendi
fi(z) / 92(y)
dx + dy =C.
f2(@) ay) "

=0.

Naide 5.5. Leida eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandi iildlahed (lahenda-
da diferentsiaalvorrand)
ely = 2x + 1.

Koigepealt asendame tuletise diferentsiaalide jagatisega, siis korrutame la-
bi diferentsiaaliga dz. Uldlahendi saamiseks peame vorrandit integreerima. La-
henduskéik on jargmine: asendame tuletise diferentsiaalide jagatisega, korrutame
suurusega dx ja integreerime

y = dy
dx’
d
v —op 1 1, |-dx
i

e dy = 2z + 1) dx.

/eydy:/(Qcc—l—l)dx,

e =2 +z+C. |n
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Selleks, et avaldada iildlahendis muutuja y, votame molemast vorrandi poolest
naturaallogaritmi, ning kuna In e’ = y, saame vorrandi iildlahendiks
y=In(z® + 2+ C).

Kontrollime vastuse oigsust, leides iildlahendist tuletise ja asendades esialgsesse
vorrandisse :

;o 20+ 1

YT ey 0
y, ! _ Jn(z?+z+0) 2r 41 — (2 Cﬂ:Q 1
ey =« 24+x+C (z"+ )x2+x+c T

Naiide 5.6. Leida jargmise eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi iildla-

hend
T

1+

sdr +2y(2 + 2*)dy = 0.
Y

Vorrandi lahendamiseks peame koigepealt muutujad eraldama. Antud vor-
randis on diferentsiaali dr kordajaks muutujat y sisaldav funktsioon kujul 1/(1+y?)
ja diferentsiaali dy kordajaks on muutujat z sisaldav funktsioon kujul (2 + z?).
Muutujate eraldamiseks peame vorrandit labi jagama molema funktsiooniga.

T 2 + 12
dr +2y(2 + 22)dy = 0, |:
ke y(2+27)dy =0, e

X
de + 2y(1 +y®)dy =0
2+x2x+y(+y)y :

Niiiid on tegemist eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandiga, mille lahenda-
miseks integreerime vorrandi molemat poolt

xXr
d 2y(1 + y?) dy =
/2+x2 x+/y(+y)y C,

Esimese integraali leiame jargmise muutujavahetusega:

mv. u =2+ 2%, du=2zdz, %L = xdz,

d
/—u+2/ydy+2/y3dy20,
2u

1 2
§ln|2+x2]+y2+zy4:C, | -2

Saadud {ildlahendis otsitav funktsioon y ei ole logaritmi argument, samas on vor-
randis kordajad 1/2, iildlahendi voime korrutada ldbi kordajaga 2. Kuna interg-
reerimiskonstant C' on suvaline konstant, siis asendame esialgse konstandi uuega,

mille tdhistame C}
In|2 + 2°| +2y* +y* =20, O, =2C,
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In|2 + 2% + 2y%(1 + %) = 2C).

Naide 5.7. Lahendada eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrand

yy/ — Ie:l:—&-y

algtingimusel
y(0) = —1,

Muutujate eraldamiseks kirjutame koigepealt e*¥ korrutisena
eV =" . eY,

Edasi teisendame otsitava funktsiooni tuletise diferentsiaalide jagatiseks ja korru-
tame 1dbi diferentsiaaliga dx :

dy Y
—= = xe” -d
yo = we'e, |-dx

muutujate eraldamisel paneme tahele,et vorrandi parem pool on dz kordajaks muu-
tuja y funktsioon e’
ydy = xe*e’dr, |:eY

galy =zx-e"dr,
ey

y-e Vdy=ux-e"dux.

/y-e‘ydy—/x-exdx:a

Molemad integraalid integreerime ositi.
y-e Ydy=—eYy+ /6_y dy=—e Yy —e ",

/x-emdx:xem—/emd:v:xem—em,

—e Yy —e ¥V —zet +e" =C,
—e Y (y+1)—e*(x—1)=C.
Erilahendi saamiseks kasutame alatingumust, et iildlahendist avaldada C' vaartus.

y(0)=—1: —e V(=141 =€0-1)=C = C=1.

Erilahend on jargmine
—e Y (y+1) —e(z—-1)=1



3. ESIMEST JARKU HARILIKUD DIFERENTSIAALVORRANDID 113

Naide 5.8. Leida jargmise diferentsiaalvorrandi

y/ _ y2 + 1
erilahend alatingimusel
y(0) =1
d
Y=y +1 =yt
dy
dy = (y* + dz, |:y*+1
d
Y
y*+1

dy
— [ dx=C
/y2+1 /x ’
arctany — x = C,

arctany = x + C.

Seega vorrandi iildlahend on
y = tan(x + C).

Erilahendi saamiseks avaldame konstandi C' algtingimustest jargnevalt :
y(0)=1: arctanl —0=C. C= %

Saime vorrandi erilahendi .
y = tan (L + Z)

Eralduvate muutujatega vorrandid keemias*

Keemilise reaktsiooni voib kirja pana iildise valemiga kujul
aA+bB+...=pP+qQ+ ...,

Kus suurtéhtedega A, B, ... on tahistatud keemilise reakstiooni lahteained
(reagente) ja paremal pool vordusmérki téahistavad tdhed P, @, ... keemilise reakt-
siooni kaigus tekkivaid produkte. Vaikesed tiéhed a,b,... ja p,q,... tdhistavad
vastava keemilise aine molekulide arvu. Seega tdhendab vorrand, et ldhteainet A
voetakse a molekuli ning ldhteainet B voetakse b molekuli, keemilise reaktsiooni
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tulemusena tekib p molekuli ainet P ning ¢ molekuli ainet (). Vaatame néiteks
keemilist reaktsiooni
2H2 + 02 - QHQO,

siin reageerib 2 molekuli vesinikku ja iiks molekul hapnikku ning reaktsiooni tule-
museks on kaks molekuli vett. Termodiinaamikas ja kineeetikas kirjutatakse tildine
keemiline reaktsioon kujul

0= Z VBB 5

B

kus voetakse summa iile koigi ainete. Nii lahteainete kui ka saaduste jaoks on mo-

lekulide arvud méaaratud kordajaga vpg, kusjuures ldhteainel ja saadusel on erinev

mark. Seega saame antud valemi kirjutada kujul
0=—-aA—-bB+pP+qQ+...=vsA+vgB+uvpP +1vQ+....

Keemilise reaktsiooni vesiniku ja hapniku jaoks voime kirjutada kujul
0 - —2H2 - 02 + 2HQO
Keemilise reaktsiooni kiirus.

Olgu n 4o algne ainehulk aine A jaoks ajahetkel ¢ = 0 ning olgu n4 ainehulk
ajahetkel t olgu reaktsiooniméaar &, siis saame

na = nag + vas.
Tahistame reaktsioonimadra muutumise kiirust aja jargi r:

7’:%.

See kiirus on esitatav ka ainehulga muutusmise kiirusena iga aine jaoks, kui leiame
tuletise n4 avaldisest ja arvestame, et nyo ja v4 on konstandid:

dna _ dS
at — dt
Seega saame avaldada:
- — % . idnA
Cdt vy dt

Fiiiisikalises keemias kasutatakse ainehulga asemel reaktsiooni kiiruse aval-
damisel aine kontsentratsiooni, mis tahistatakse nurksulgudega: aine A kontsent-
ratsioon ruumala V' jaoks on esitatav:

4] =22,

Siis reaktsiooni kiiruse aine A kontsentratsiooni jaoks saame:
r 1 dA]
Voowgodt
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Uldise keemilise reaktsiooni jaoks voime kirjutada reaktsiooni kiiruse jirgmiselt :

1 [A]_ ld[B]_ld[P]_ld[Q]_
“adt b dt  pdt g dt

Keemilise reaktsiooni kiiruse vesiniku ja hapniku néite jaoks saame kirjutada kujul

_ 1d[Hy] ~ d[0s] _ 1d[H;0]

2 dt dt 2 dt

Keemilise reaktsiooni toimumise mehhanism on iildiselt keeruline, meie vaat-
leme ainult lihtsamaid reaktsioone, mille kiirus soltub ainult 1dhteainete kogustest,
sellise reaktsiooni kiirus on avaldatav jargmiselt:

v =k[A]*D)° ...,

kus k on reaktsiooni kiiruskonstant ja suurused «, [, ... defineerivad reaktsiooni
jargu. Konstant oo annab reaktsiooni jargu vastavalt 1ahteaine A kogusele, konstant
[ annab reaktsiooni jirgu vastavalt lahteaine B kogusele jne. Summa o+ 3 + . ..
annab kogu reaktsiooni jargu.

Naiteks kui reageerib iiks molekul ldhteainet A, siis on tegemist esimest jarku
reaktsiooniga, kui reageerib kaks molekuli lahteainet A, siis on tegemist teist jarku
reaktsiooniga. Kui reaktsioonis osaleb kaks ldhteainet A+ B, mida molemat on iiks
molekul, siis reaktsiooni jargu annab nende ainete molekulide summa ehk tegemist
on teist jarku reaktsiooniga. Esimest jarku keemilise reaktsiooni kiirus, kui
reageerib iiks molekul ldhteainet A:

d[A]
dt

= k[A].

Lihtsuse mottes tdhistame aine A kontsentratsiooni [A] ajahetkel ¢ muutujaga x,

d
x——lm

E— . T

1dx
Y
x dt ‘

d

2 kdt.

e

Niiiid on tegu eraldatud muutujatega vorrandiga. Integreerides saame:
In|z| = —kt + C,

jarelikult
x = Ce ¥,

Leiame C véartuse, olgu ajahetkel ¢ = 0 aine kontsentratsioon vordne konstandiga :
z(0) = xo,
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siis
zo = Ce *0 = (.

Siit saame, et
C = Zg.

Seega saab aine A kontsentratsiooni arvutada igal ajahetkel kahaneva eksponent-
funktsiooni kaudu :
x=x0e ™, [A] = [A]pe ™"

Teist jarku keemilise reaktsiooni kiirus, kui reageerib kaks molekuli lahteainet

A:
1 d[A]

= - = A 2
V=57 ~ A
ehk p
d_j = —2ka?, -z
1 dx
—— =2k - (—dt
x2 dt ’ ' (—dt)
—d—f = 2kdt.
x
Integreerides saame:
— =2kt + C.
x

Leiame C véartuse algtingimusest: olgu ajahetkel t=0 aine kontsentratsioon vord-
ne konstandiga ehk z(0) = x, siis

1
—=0+C.
Lo
Siit saame, et C' = 1/z ja
1 1
— =2kt + —.
T To
Seega saab aine A kontsentratsiooni arvutada igal ajahetkel jargmiselt:
Tr = —IO [ ] prmng —0
Teist jarku keemilise reaktsiooni A+B — saadused jaoks reaktsiooni kiirus avaldub:
d[A] _  d[B]
=—-———=——-=Fk|A||B].

Olgu algtingimused ldhteainete esialgsete kontsentratsioonide jaoks jargmised:
[Alo = a, [Bo =b.
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Seega ajahetkel ¢t on ainete kontsentratsioonid vastavalt

Al=a—=z,[Bl=b—=x

ja vastav reaktsiooni kiirus on
dla—z) dv

o fazk(a—x)(b—x).

Lahendus soltub algtingimustest. Vaatame koigepealt juhtu, kus a = b.

dx (a — x)
— =k(a —z)? :
dt S ‘ dt
d
M rar
(a —x)
Niitid on tegu eraldatud muutujatega vorrandiga. Intergreerides saame:
=kt 4+ C.
a—x

Leiame C' vadrtuse algtingimusest, ajahetkel ¢ = 0 on aine A kontsentratsioon
a — x vordne [A]y = a, sest (0) =0

o0+
a
Seega
1 1
=kt + —.
a—x a

Aine A kontsentratsiooni saame arvutada igal ajahetkel jargmiselt:

a—z=—2 [A]= A
1+ akt’ 1+ kt[Alo
Vaatame niiiid juhtu, kus a # b. Siis
@ a—n)p—w), | 0ZDb=2)
dt " dt
dx
= kdt.
(a —z)(b— 1)
Integreerimiseks peame lahutama murru osamurdude summaks
1 A N B A(b—=x)+ B(a—x)
(a—2)b—2) a—-2 b—2  (a—x)(b—x)

Leiame méaramata kordajad asendades x = b ja z = a, siis

B = .
b—a’ a—>b
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Saime
dx dx
@—0t-a  -bho-2 "%

Integreerime molemat vorrandi poolt, saame

1
— _aln(a—x)— _bln(b—x):kt—i-C,
L (mb_x):kHc.
b—a a—x

Algtingimusest 2(0) = 0, saame

1 b
= In{-].
¢ b—a <a>
Seega iildlahend on kujul

bia (mZ:i) — kt + biam <g>
o Gemn) =% e (E) =+

5.3.2. HOMOGEENSED DIFERENTSIAALVORRANID

Homogeensed funktsioonid

Olgu D mingi piirkond xy- tasandil, mis koos iga punktiga (x,y) € D sisaldab
ka kiire (tz,ty),t > 0.

Definitsioon 5.12. Piirkonnas D méédratud funktsiooni f(z,y) nimetatakse k-
astme homogeenseks funktsiooniks, kui iga (z,y) € D ja iga t > 0 korral
kehtib vordus

fltx,ty) = t°f(z,y),

kus k on reaalarv ja t > 0.

Uldjuhul, n-muutuja funktsiooni korral, k-astme homogeenseks funktsiooniks
nimetatakse funktsiooni f(zq,xs,...,z,), kui kehtib vordus

ftxy, tas, ... tx,) = tkf(xl,a:Q, ey T)

koikide x1, zo, ..., x, vadrtuste ja iga ¢t vadrtuste korral.
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Naide 5.9. Leida jargmiste homogeensete funktsioonide jaoks aste k.

a) f(z,y) = ax + by,
f(tx, ty) = atx + bty = t(ax + by) = tf(z,y).

Antud funktsioon on esimese astme homogeenne funktsioon ehk k£ =1

b) f(z,y,2) =2 +y* + 2%
Tt ty, 1) = (L2 + (1) + (12 = 22 + 4 + %) = P (., 2).

Tegemist on teise astme homogeense funktsiooniga ehk k£ = 2.

T +y
¢) flz,y) = w;
tr + ty t(x +v) _3
tr,ty) = = =1 .
Tegemist on (-3). astme homogeense funktsiooniga, k = —3.
Euleri teoreem. Kui funktsioon f(z1,xs,...,2,) on k-astme homogeenne

funktsioon, siis

e fo, +aofr, + o+ anfl, =kf(x1, 20, .. 1),

Naide 5.10. Néidata Euleri teoreemi véite kehtivust jargmise homogeense funkt-
siooni jaoks

k=2 fl=2e, fl=2y [ =2

ofl +yfly+zfl = 222 + 2y 4 22 = 2f(z,y,2).

Naide 5.11. Néidata Euleri teoreemi vaite kehtivust, kui
x
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tw,ty) = — ==
0. jarku ehk k£ = 0, siis saame
1 T
!/
fng, f;:—?,
af, +yfy=——y— =0=0f(vy,2).

Naiide 5.12. Néidata Euleri teoreemi vaite kehtivust, kui

T+
flz,y) = p

_y4’

ot —yt — 423 (x + y)

k= -3.

ot =yt =4 (a +y)

r /
fz o (:U4—y4)2 ’ fy (x4—y4)2 )
ot —yt — 423 (x +y ot —yt — 4 (x +y
xfa/n"i_yfg::x 4 4(2 )_ 4 4(2 ) -
(z* — ) (z* —y*)

o —ayt —dat(w+y) —yrt P+ e +y) B +y) (et —yt)

(1.4 _ y4>2

({L‘4 _ y4)2

_3f(xayvz)'

Homogeensed diferentsiaalvorrandid

Definitsioon 5.13. Homogeenseks esimest jiarku diferentsiaalvorrandiks
nimetatakse diferentsiaalvorrandit

y' = flz,y),

kui f(x,y) on 0-astme homogeenne funktsioon:
[tz ty) = f(z,y), t>0.

Homogeenne diferentsiaalvorrand on esitatav kujul
Y
y/ = f <_> )
x

kus f(y/z) soltub muutujate y ja = suhtest.
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HOMOGEENSE DIFERENTSIAALVORRANDI LAHEN-
DAMINE ULDKUJUL

Homogeenne diferentsiaalvorrand taandub eralduvate muutujatega vor-
randiks, kui teha jirgmine muutuja vahetus

Y
z==, Y=z,
T

kus z = z(x) on argumendi x funktsioon.

Muutuja vahetusega peame leidma uue muutuja diferentsiaali, selleks leiame

avaldise y = zx tuletise argumendi z jargi
dy . dz
— =z+z—.
dx dz
Asendame saadud seose (77?), saame vorrandi uue muutuja z = z(z) kaudu jérg-

miselt: p
z
Fhro = f(2).

Saadud diferentsiaalvorrand on muutuja z suhtes eralduvate muutujatega vorrand,
lahendame saadud vorrandi tildkujul

zdz = (f(2) — 2z)dz, |:z(f(2)—2)
dz  dx
f(2)
dz dx
/f(z)—z :/?
dz
/—f(z)_zzln|m|—|—0.

Kui teostame integreerimise ja asendame otsitava z tagasi suhtega y/x, jouame
esialgse diferentsiaalvorrandi iildlahendini. Kuna iildlahendis on tegemist jagatise-

ga, siis valem ei kehti juhul kui
(z) —z=0ehk f(z) =z

)
—Z T

Vaatleme seda juhtu eraldi

f) =2 f(2)=2

T zZ

Tegemist on eralduvate muutujatega vorrandiga, esialgne vorrand saab kuju
dy _y

de x’

dy="2dz, |:y
X
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dy_ds

)
T

Y
/ dy [ dx
y ) oa’
In|y| =In|z|+nC.

Juhul kui koikides liikmetes esineb naturaallogaritm, on moistlik votta naturaallo-
garitm ka integreerimiskonstandist, sellega asendasime konstandi teise constandiga
InC, C' > 0. Jargnevalt saame kasutada naturaallogaritmi omadusi ja teisenda-
da summa korrutiseks voi jagatiseks. Edasi tuleks molemad vorrandi pooled tosta
arvu e astmeks (voib kirjutada kujul 1 e), et avaldada otsitav funktsioon y.

In|y| =In|zC|,Te

eln|y\ _ eln|mC\ 7

y=Cux.

Naide 5.13. Leida homogeense diferentsiaalvorrandi tildlahend
;Y <y>2
Yy ==—|= .
x x
Lahendamiseks kordame koiki samme, mida tegime lahendamise tildkujul, koige-
pealt teeme muutuja vahetuse ja arvutame diferentsiaali:

Y dy . dz
mv. ==z =zx, —=z+z—.
x Y T dx dx
Asendame vorrandisse:
dz 9
Z2+r—=2—2".

dx

Oleme saanud eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi, mille lahendamiseks
korrutame vorrandit koigepealt suurusega dzx:
zdr +xdz = (2 — 2%) du,

Eraldame muutujad ja integreerime
zdz = (z—2* = 2)dzx, |:x2

dz dx
— +
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1
—;—|—1n|x| =InC, |-(-1)

1
=In|z|+InC.
z

Lopuks asendame tagasi muutuja vahetuse avaldise kaudu
=In|zC|.

Saime vorrandi iildlahendi: .

a In|zC|

Homogeenseks diferentsiaalvorrandiks taandub vorrand kujul
P(z,y) dz + Q(z,y) dy = 0,

kus P(x,y), Q(x,y) on iihe ja sama astme homogeensed funktsioonid. Selleks tu-
leks vorrandit 1abi jagada argumendi z sellise astmega z%, mis on vordne vorrandis
oleva argumendi y korgeima astmega.

Naide 5.14. Leida diferentsiaalvorrandi
(y* = 2*) dz — 2xydy = 0

erilahend, mis rahuldab algtingimust
y(1) = 2.

(y* — 2*)dx — 2zydy = 0, | : 2* dx

2 2 2
y - y dy Yy y dy
LA A R D )
x? x dz 0, x2 x dz 0
Y dy n dz
m.v. — =2 = ZT — =z rT—
x Y ’ dx dx’
dz
2—1—22(2—1—1:—):0, |- dx
dx
(=22 = 1)dor —2zxdz =0, |: —(2*+1)z
dx 2z
—d =0.
22—|—1)

/dz [Es=T
z2—|—1dz C,

mvu=z>+1, du=2zdz

In|z|+1In|z*+ 1] =InC,
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Vorrandi iildlahend on kujul
y* = Co — 22,

Erialhendi leidmiseks asendame iildlahendisse algtingimuse:
y(l)=2: 22=C -1,

Vorrandi erilahend on kujul

5.3.3. DIFERENTSIAALVORRAND, MIS SISALDAB
MURDLINEAARSET AVALDIST

Diferentsiaalvorrand, mis sisaldab murdlineaarset avaldist, on kujul

I | amT + axy + as
y b1]3+b2y+b3 .

Kui a3 = b3 = 0, siis tegemist on homogeense diferentsiaalvorrandiga. Vorrandit,
/
Y =g(z,y)

kus g(z,y) on kas murdlineaarne avaldis x ja y suhtes voi sellef funktsioon

o(oy) = F <a1x+a2y+a3)
’ bll‘+b2y+b3 ’

saab taandada homogeenseks vorrandiks (voi eralduvate muutujatega vorrandiks)
muutuja vahetusega, mis oleneb determinandni D véértusest, determinandi moo-
dustame z ja y kordajatest murru lugejas ja nimetajas

i #0, mv. r=X+4+u y=Y +o,
by by
ap das

=0, m.v. z=aT + ay.

by by
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Kui D # 0, muutuja vahetuses sisalduvad konstandid u ja v tuleb méérata
nii, et muutujale X ja Y {ile minnes on vabaliikmed saadavas mirdlineaarses aval-
dises vordsed nulliga. Selleks lahendame lineaarse vorrandisiisteemi tundmatute
konstantide u ja v suhtes:

a1u + asv + ag = 0,
b1U -+ bQ'U -+ b3 =0.
Funktsiooni F' argument peale muutuja vahetust on kujul
CL1X —+ CLQY
b X +bY

Kui D = 0, siis ei saa u ja v iheselt maarata ja seetottu kasutame muutuja vahetust
2z = a1x + agy. Peale muutuja vahetust saame eralduvate muutujatega vorrandi.

Naiide 5.15. Leida diferentsiaalvorrandi erilahendi, mis rahuldab tingimust y(0) =
—2

dy 2x—y+1

der — —2r4y+2

2 -1
SO
dz dy
V. = 2r — =92 —_— =2—- .
m.v. 2 r—y, =z Y, 7 It
5 dz_ z+1
de —z+2"
dz_2 z+1
dv —z+ 2
dz_—2:v—|—4—z—1
dr —z+2 ’
dz —3z2+3
R L T
dx 2—z |- dz
—3z+3 —3z+3
e
2—z
dz = d
3(1—2) T

Integreerimiseks jagame arvu 2 liidetavaks, mis voimaldab murru esitada kahe

mMurru summana:
2 —z+1
——dz = [ dx,
3(1—2)
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1 [1—-=2 1 dz

- dz+ - — [ d

3/1—2 Z+3/1—z /m

1 1

gz—§1n|1—z|:x+0, |-3
z—In|l -z =3z +C.

Minnes tagasi endisele muutujale, kui z = 2z — y, saame iildlahendi kujul
2 —y—In|l -2z +y|=3z+C.

Erilahendi saamiseks asendame algtingimuse iildlahendisse:
y(0)=—2:2-042—In|1—=2-0—2/=3-0+C,
C=2-In|l-2x+y|=3z+2,
—z—y—In|l—-2x+4+y|—2=0,

r+y+In|l—2zx+yl+2=0.

Naide 5.16. Lahendada diferentsiaalvorrand
I Tr—Y
4= r+y—3

Viime vorrandi paremal pool oleva murru iihisele nimetajale, saame
, rT—yt+xr+y—3  2x-—3

N r+y—3 o4y -—3

Teeme muutuja vahetuse vastavalt determinandi véartusele

2 0
o= 120



mv.x=X+u y=Y+v, dx=dX, dy=4dy,

_ 2X+2u—3
X+u+Y+v-3’
{Zu—3=0, :>~u—E 17—3—u—E
u+v—-3=0, T2 B T2

Saadud vorrand on homogeenne diferentsiaalvérrand kujul:
dy  2X 2X

X X+Y (1 +Z)
Lahendame homogeense vorrandi

Y dy dz
m.v. }=Z, E=Z+Xﬁ,

dz 2
Z+Xd—X:1+Z, |dX

2
zdX + Xdz = ——dX,
1+2z

2
Xdz-(——z)dX
1+z

z°4+z-2 z°4+z-2
Xdz=—-|——1]dX, [X|—
1+z 1+z

1+z dX
ZZ+Z—2dZ:_7’
1+z ax
jzz+z—2 =T x

Vorrandi vasaku poole integreerimiseks peame nimetaja lahutama teguriteks ning murru
lahutama osamurdude summaks

z2+z2-2=(0Z+2)(z-1),

j 142z j d f
z2+z-2 z—1’

1+z=A(Z—1)+B(z+2),

1 2

Azg, Bzg
1 dz 2 dz dX
§fz+z+§fz_1:‘ X’

1 2
§1n|z+2|+§ln|z—1| =—In|X|+InC, |3
In|z+ 2|+ 2In|]z— 1| = =3In|X| +InC,

In|(z+2)(z - 1)?| = In

=l e

K&rgem matemaatika Il, Ella Puman 129



(z+2)(z—-1)?*= el

Asendades muutuja vahetuse avaldise tagasi, saame

+7)(G-1) =5
X X X3’

Y+2X\ /Y -X\* C
( X ) ( X ) ~ X3
(Y +2X)(Y — X)? _C
X3 N
(Y +2X)(Y —X)% =
LApuks asendame esialgse muututja vahetuse avaldise:
3

3
—X+2 y+2
x g Y=Erty

(ot

Diferentsiaalvérrandi tldlahend on kujul

(y+2x—;)(y—X)2=C

5.3.4. LINEAARSED DIFERENTSIAALVORRANDID

Definitsioon 5.14

Lineaarseks esimest jarku diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vdrrandit, mis o
lineaarne otsitava funktsioompija selle tuletisg’ suhtes.

Lineaarses diferentsiaalvorrandis on nii otsitav funktsioon kui ka otsitava funktsiooni tuletis
esimeses astmes.

Hariliku esimest jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi tldkuju on
Py(x)y’ + P1(x)y = Q(x),

kus Py (x), P;(x) jaQ(x) on antud funktsioonid jg& = y(x) on otsitav.

Teoreem 5.2.

Olgu vorrandi Py(x)y' + P;(x)y = Q(x) kordajad Py(x),P;(x) ja Q(x) pidevad
funktsioonid vahemikusga, b), kusjuuresP,(x) # 0 kdigi x € (a, b) korral.

Olgux, € (a, b) jay, € (—o0, ) mingid etteantud arvud.

Siis onvadrrandil

Py(x)y’ + P1(x)y = Q(x)
olemasparajasti tks lahend
y =yx),
mis rahuldab tingimust

y(x9) = ¥o.
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Kui kordajaP,(x) erineb nullist, saab vorrandi sellega labi jagada, tulemusekaeaarne
esimest jarku diferentsiaalvérrand kujul

Y\ by = 5.5
2+ PRIy = QW) (55)

kusP(x), Q(x) on funktsioonid, mis sdltuvad muutujast

FunktsiooniQ(x) nimetataksedrrandi vabaliikmeks.

Kui Q(x) = 0, siis nimetatakse vdrrandit (5.5neaarseks homogeenseks diferentsiaal-
vOrrandiks. Siin omab sdna “homogeenne” teistsugust tahendust (vOrrelda vdib homogeensete

ja mittehomogeensete lineaarvorrandisisteemidega). Vorrandi (5.5) lahendamiseks vaatame
kolme erinevat meetodit.

1. Integreeruvuteguriga korrutamise meetod

Vaatame funktsiooni
U= ep(x),

kus funktsioorp(x) on funktsiooniP (x) mingi algfunktsioonp’(x) = P(x).
Funktsiooni 4 = e?® nimetatakse lineaarse diferentsiaalvérrandi (Griegreeruvus-
teguriks.

Korrutame vérrandit (5.5) funktsioonig&®), saame vérrandi kujul
y'eP®) 4 P(x)yeP® = Q(x)eP®,

Vérrandi vasak pool on korrutigee?™ tuletis, seega saame kirjutada vérrandi kuijul

d
a(yezo(x)) = Q(x)eP™.,
Integreerides saame

yeP®) = J Q(x)eP® dx + C.

Otsitava funktsiooniy avaldamiseks korrutame vdrrandi mdlemat poolt suurusege’,
saame

y =e PW (f Q(x)eP™ dx + C>
ehk
y = e~/ P()dx (f Q(x)el Pax gy 4 C>.

Oleme saanud valemi lineaarse diferentsiaalvorrandi lahendamiseks, tldlahendi samal kujul
saame ka kasutades muutuja vahetusega voi konstantide varieerimise meetodiga lahendust.

2. Muutuja vahetusega lahendus
Otsitav funktsioon on kahe esialgu tundmatu funktsiogmwi) ja v(x) korrutis:
y=uv, u=ux),v=rvx).
Meie eesmaérgiks on leida nende kahe funktsiooni avaldised. Selleks kbigepealt leiame korrutise
tuletise valemi abil

—=v—+u—. (5.6)
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Asendame vdrrandissB.§) ja toome muutuja sulgude ette:

d d
v—u+ u—v+ P(x)uv = Q(x),
dx dx

d d
% <£+ P(x)u) + ud—z = Q(x).

Funktsioonideu ja v kohta pole midagi eeldatud.
NOuame, et sulgudes olev avaldis vorduks nulliga, siis saame kahest vdrrandist koosneva
susteemi:

du
ot P(x)u =0, (5.7)
u% = Q(x). (5.8)

Vorrand (5.7) on eralduvate muutujatega diferentsiaalvoriasdu(x) suhtes. Eraldame
muutujad ja integreerime, saame

du
Painie P(x)dx, Inju| = — j P(x)dx,
u = e JPWdx (5.9)
Asendame saadudavaldise vérrandisse (5.8), saame
dv dv
—[P()dx Z~ _ . [P(x)dx
e 7 = ), I = (e :

v = J Q(x)e/ PWdx gy 4 .

Me otsime lahendit kujuy = u - v, seegdineaarse diferentsiaalvorrandi

y' +P(x)y =Q(x)
lahendon kujul

y = e~/ Pax (J Q(x)el POIax gy 4 C).

Vorrandi praktilisel lahendamisel vdib korrata iga kord seda mottekaiku, samuti on vdimalik
vOrrandi lahendamisel asendada lahendivalemisse konkreetsed funktst¢ohigh Q(x) ja
leida lahend valemi jargi.

3. Konstandi varieerimise meetod(Lagrange’i meetod).

Konstandi varieerimise meetodil lahendus taandub samuti kahe eralduvate muutujatega
diferentsiaalvorrandi lahendamisele. Kdigepealt lahemdastava homogeense vorrandi

Y Py =0
ax x)y = 0.
See on eralduvate muutujatega vorrand
d
2 —P(x)dx,
y
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In|y| = —fP(x)dx +InC,

In |%| = —fP(x)dx,

y — e—fP(x)dx’

C
Yp = Ce™ I PMdx, (5.10)

Lineaarse mittehomogeense diferentsiaalvérrandi (5.5) lahendit otsime kujul (5.10), kus
konstanti C loeme otsitavaks argumendx funktsiooniks. Seega

y = C(x)e—fP(x)dx’

Leiame tuletise otsitavast funktsioonist arvestadeS(et on tundmatu funktsioon, mis séltub
argumendisk:

dy _ dC(x) - [P(x)dx - [P(x)dx
E = W e + C(x)e (—P(X))
Asendamey jady/dx mittehomogeensesse diferentsiaalvérrandisse, saame
dc
% e~ TPOIE 4 C(x)e ™ TPOIE . (—p(x)) + P(X)C(x)e™ /PP = @(x),
dC(x)
— [ P(x)dx
= Q)el P,

C(x) = f Q(x)el PMax gy 4 (.
Asendame saadut{x) avaldise lahendisse (5.10), saame
y= (f Q(x)el PMdxgy 4 C) e~/ P@dx,
Saime lineaarse vorrandi uldlahendi jaoks sama valemi.

Néaide 5.17 Lahendada lineaarne diferentsiaalvérrand
y +y=x.
1) Lahendame kdigepealt vorramaiegreeruvusteguriga korrutades.
Kuna antud vérrandiB(x) = 1 jaQ(x) = x, siis integreeruvustegaP™ on
eP®) = o P()dx — o[ 1dx — eX,
Siis korrutame vorrandi vasakut ja paremat poolt funktsioonigaaame
e*y' +e*y = e*x,
kunae*y' + e*y = (e*y)’, saame vorrandi kujul
ie"y = xe¥,

dx
integreerimisel saame

eXy=e*(x—-1)+C
ehk
y=x—-1+4+Ce™.
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2) Konstandi varieerimise meetodiljaguneb lahendus kaheks osaks:
2.1)vastavlineaarnehomogeennevdrrand on kujuly’ + y = 0, mille lahendamisel saame

dy

a‘Fy = 0,
d

—y+dx =0,
y

In|y| + x = InC,
Y| _

ln|E| = —x,

—X

y _
—_ = , :C x_
C e VYn e

2.2) erilahendit otsime kujul
X

vy, =C(x)e ™.
Asendadey,, esialgsesse vorrandisge+ y = x, saame
y',=Cx)e™—Cx)e™,
C'x)e™ —C(x)e ™+ C(x)e™ = x,
C'(x)e ™™ =x,
C'(x) = xe*,
C(x) = jxex dx =e*(x—1)+Cy,
y=E*x—-1)+Cle*=x—-1+Ce™™
Lahendamiseks voib ka kohe funktsioonid asendada lahendivalemisse. Seega

y= (fQ(x)efP(x)dx dx + C) e~/ P()dx — (f xel ¥ dx + C)e‘fdx =
= (J xex dx+ C>€_x = (ex(x_ 1) + C)e_x =x—1+ Ce_x.

Naide 5.18 Lahendada lineaarne diferentsiaalvorrand

2
y' = - =xyx%2+1.

x2+1 Y
Lahendame vorrandi muutuja vahetusega:

= uv —=v—+u—.
y ) *

Asendame vorrandisse, saame

du dv 2x
uv = x/x%2 +1,

vV—+u——
dx dx x2+1

du 2x dv
v( -u)+u—x=x\/x2+1,

dx x2+1

134



du 2x

dx x2+1
du 2x
R

In|u| = In|x? + 1],

u=20,

u=x*+1.
dv
(XZ +1)a=x\/x2+1,
xVx2+1

dv = —dx,
v x2+1 x

X
dv = dx,
x2+1

v=4x%24+1+C.

Lahendiks onu ja v korrutis, seega = uv = (x? + 1)(Vx2 + 1+ C).

Markus. Moned diferentsiaalvorrandid kujul

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0,
mis on mittelineaarsed Uihe muutuja suhtes, vdivad osutuda lineaarseks teise muutuja suhtes.
Siis vdib vaadelda naiteks s6ltumatu muutuja osas sursssdy # 0 ning jagades vorrandit
suurusegdy, jbuame lineaarse vorrandini, kus otsitavaks on funktsioenx(y).
Naide 5.19 Lahendada lineaarne diferentsiaalvérrand

dx — (x cos(y) + 2sin(2y))dy = 0.

Jagame vOrrandit suurusegp, saame lineaarse vorrandi kujul

dx

dy
Lahendamiseks asendame funktsioonid lahendivalemisse. Selles Glesandes

P(y) = —cos(y),Q(y) = sin(2y),

(cos(y))x = sin(2y).

seega
X = (J Q(y) - el PO)dy dy + C) e~ /Py

= (f sin(2y) - e/ ~cosMay gy 4 C> e~ J—cos(mdy —

= ( f sin(2y) - e~ dy + C) esSin),
Leiame integraali

fsin(Zy) ce~sin®) gy,
Selleks teeme muutuja vahetuse
t = sin(y), dt = cos(y) dy.
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Kunasin(2y) = 2 sin(y) cos(y), saame peale muutuja vahetust ja ositi integreerimist
fsin(Zy) ce™SIn) gy = 2 f t-e tdt =2(—te ") +2 f e tdt =—-2te t—2et =

= —2sin(y) e~ SN0 —2¢=snO) ¢ (¢,

kus C; on suvaline konstant, mille vbtantg = 0, sest lahendivalemis on konstahtjuba
olemas. Asendame saadud tulemuse lahendivalemisse, saame vorrandi lahendiks jargmise
avaldise

x = (—2sin(y) e SN —2¢=50) 4 () esIN0O) = eSO — 2(1 + sin(y)).

5.3.4.1. LINEAARSED DIFERENTSIAALVORRANDID
KEEMIAS*

Enamus keemilisi reaktsioone toimuvad mitmes elementaarses jargus ja nende Kkirjeldus
protsessi kiiruse kohta h8lmab esimest jarku diferentsiaalvdrrandit. Esimest jarku protsess on
kirjeldatav jargmise skeemiga:

k4 k,
A > B C
Aine A koosneb alghetkgk = 0) a molekulist ehk
[A]o =
ja tema kontsentratsioon ajahetk@na — x ehk
[A] = a — x.
Aine B tekib ainest keemilise reaktsiooni kdigus ja tema molekulide arv alghetkét on
[Blo=10
ja ajahetket on molekulide arw ehk
[B] = y.
Aine C tekib ainesB keemilise reaktsiooni kdigus ja tema molekulide arv alghetkél on
[Clo =0
ja ajahetket onx — y :
[Cl=x-y.

Sellist protsessi saab modelleerida kahe esimest jarku diferentsiaalvorrandiga, millest esimene
on eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrand ja teine on lineaarne.

dlA] _ dla—=x)

5 —k,[A], TR —ki(a —x),
d d
k%=k1[1‘1]_k2[3]' kd—}t]:’ﬁ(a—x)—kz}’-

Lahendades esimese vOrrandi siisteemist, saame
a—x=ae 1t

seejarel asendame saadud suuruse teise vorrandisse, saameyraultiga lineaarse vorrandi:
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d
d—i’ + kyy = kyae i, (5.11)

Lahendame selle vorrandi konstandi varieerimise meetodil. Lahendamiseks peame eeldama, et
k, # k,. Kbigepealt lahendame vorrandile (5.11) vastava homogeense diferentsiaalvorrandi

dy dt

4y _ 12
Taky =0, |2 (512)
d

Y _k,dt.

y

Integreerides saame
lnlyl == _kzt + Cl'

Homogeense diferentsiaalvdrrandi (5.12) tldlahendiks on sellisel juhul
y = Ce*t, (5.13)
Otsime nuid esialgse diferentsiaalvorrandi (5.11) lahendit kujul
y = Cy(t)e™",

asendame konstan@j uue otsitava funktsiooniga muutujasiSee lahend peab rahuldama ka
diferentsiaalvorrandit 5.11). Asendame lahendi vorrandisse (5.11) ja teeme jargmised
teisendused

d(C,y(t)e k2t
40 ) | kyCo(t)e 2! = kjaeat,

dt
d(C,(t
%e%t — kyCo (et + K, Cy(De %2t = kyaeFat,
d(C,(t
d(C(1))
—_—= (kp—kq)t
. dt klae .
Integreerldes Saame
ak,
C,(t) = (k2—kq)t C )
2( ) kz — k1 e + 3

kus C; on integreerimiskonstant.
Asendame saadug (t) vorrandisse (5.13), saame diferentsiaalvérrandi (5.11) lahendi kujul

ak
y = ( L ekt cg) e~kat, (5.14)
ky —ky
Leiame(; vaartuse kasutades algtingimyg0) = 0, saame
ak,
C3 =— :
’ ka — k4

Asendame saadud konstagdivaartuse vorrandisse (5.14) ja saame lahendiks
_aky
"k

Lahendist on néha, miks pidime eeldamakgt- k,. Kui k; = k,, saame lahendikg =
[A] k,te %1t Saime ainetd, B ja C kontsentratsioonid ajahetkel

(e—k1t _ e—kzt)_
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([A] = [Alge ™™,

[Aloky  _ _
[A]okite Fat, ki = kj,

\ [C] = [A]o — [A] = [B].

5.3.5. BERNOULLI DIFERENTSIAALVORRAND

Definitsioon 5.15.

Bernoulli diferentsiaalvérrandiks nimetatakse vorrandit kujul

Y | by = a 5.15
2 P@y=0y" (515)

kusP jaQ on teadaolevad argumendfunktsioonid, mis on pidevad vahemikusd) ning
a on mingireaalarv. Eeldame, et #+ 0jaa # 1 (sest siis on tegemist lineaarse vorrandig

Bernoulli vBrrand oneisendatav lineaarseks vérrandiksnuutuja vahetusega

1-a
)

Z=Yy

seejuures eeldame, et 0.

Enne muutuja vahetukbrrutame vorrandit (5.15)suurusegay™“

d
2 yma 4 p(x)y' = Q(x)

dx
ja seejarel teeme muutuja vahetuse:
i dz _a Jy~a dy dy ca dz 1
2EY T kT DY ax dx” Tdx 1-a
Asendame vdrrandisse uue muutuja ja diferentsiaali:
dz

1
% 1-at P(x)z=Q(x),

dz 1 P =1
=+ (- Pz = (1- Q).

Saime uue muutujasuhtes lineaarse vorrandi. Kut> 0, siis on vorrandi lahendiks ka=
0.

Naide 5.20 Lahendada Bernoulli diferentsiaalvorrand
y' —2xy = 2x3y2.

Vorrandisa = 2. Lahendamiseks kéigepealt jagame vdérrandit suurugggasaame

y' 2x 5
02y AX
y y
m.v. z=y1_2=1, E:_ld_y’
y dx y?dx
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—z' —2xz = 2x3,
7'+ 2xz = =2x3.

Saime lineaarse diferentsiaalvorrandi, mille tldlahendiks on

z= (f Q(x) - e/ Py 4 C) e~/ PMAx,

_ 1

1 —x2 4 Ce ¥’

Lisaks sellele rahuldab voérrandit konstantne funktsigea 0, mida ei ole véimalik saada
Uldlahendist konstandi mitte mingil konkreetsel vaartusel.

y

Naide 5.21 Lahendada Bernoulli diferentsiaalvorrand
x2(x—1)y —y?—x(x—=2)y =0.

Jagame vorrandit suuruse@ia?(x — 1)y?

y' x(x—2) 1
y2 oyxt(x—1)  x2(x—1)’
1 dz 1dy
=2 =yl=2 = _ —_— = ——
@=45 =Y y'  dx y?dx
, x—2 1
z

_x(x—l)Z=x2(x—1)'

z= (f Q(x) - el POIxgy 4 C> Lo~ I PMax

x-2 x—2
z= (J Wl—l) e TEED™ gy + C) - e_f_x(x‘l)dx.

J i d—JAd +J y
x(x —1) = x—1%
x—2 A B

_x(x—1)=x+x—1

—(x—-2)=A(x—1)+Bx, A=-2, B=1.

)

x-Z —2 1 x—1
f‘x(x_l)dx=f7dx+fx_1dx:—21n|x|+ln|x—1|:]n —

_(j 1 x—ld +C) x? _( 1+C> x
Z= x2(x—1) x2 x x—1 \ 3x3 x—1’

T1+C(x-1)°
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Naide 5.22 Lahendada vorrang?dx — (x3 + y + 1)dy = 0.
Jagame vorrandit kdigepealt suurusédgasaame vorrandi
3x2g—x3—y—1 =0,
dy
Jagame vérrandit suurusegpe?, saame
dx 1 y+1

dy 3773

Tegemist on Bernoulli vBrrandiga, kas= x(y) on otsitav funktsioon ja = —2. Lineaarse
vorrandi saamiseks teeme muutuja vahetuse

-2

X

z=x1"02) = x3

dz , dx

— =3x"—.

dx dy
Lineaarne v@rrand on kujul

zZ—z=y+1

Lineaarse vorrandi lahendiks saame funktsiooni
z=Ce’ —y—2,

Asendame muutujaavaldisegar?, saame Ulesande lahendiks funktsiooni

1
x = (Ce¥ —y—2)3.

5.3.6. EKSAKTNE DIFERENTSIAALVORRAND

Definitsioon 5.16

Diferentsiaalv6rrandit kujulM(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 nimetatakseeksaktseks ehk
taisdiferentsiaaligavérrandiks, kui leidub kahe muutuja funktsionfx, y), nii et vérrandi
vasak pool on vdrdne selle funktsiooni taisdiferentsiaaliga:

Ju du
—dx +—dy. (5.16)

M(x,y)dx + N(x,y)dy = du = Fp 3y

Eksaktsuse tingimus.

Kui teadaolevad funktsioonid ja N ning nende osatuletis@d! /0y ja dN /dx on pidevad
muutujatex, y mingis piirkonnad, siisvorrandi eksaktsuseks piirkonnasD on tarvilik
ja piisav, et iga(x, y) € D korralkehtib vordus

oM aN

dy ax’

Eksaktse vorrandi voib kirjutada ka kujul

du(x,y) =0,
vorrandiuldlahend on kujul
u(x,y) =C.
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Saadud vordus maarab eksaktse vorrandi Uldlahendi muutujgtepiirkonnas, milles
M?(x,y)dx + N*(x,y)dy # 0. Eksaktse vorrandi mistahes lahend on saadav uldlahendist
konstandiC mingil konkreetsel vaartusel (konstahsaab omada ainult niisuguseid vaartusi,
mis kuuluvad funktsioonu(x,y) vaartuste piirkonda). Funktsioomi(x,y) leidmiseks on
mitmeid meetodeid. Vaatleme lahemalt neist kahte.

1) Lahtume vOrduseg.16) ja leiame funktsiooni(x, y) jargmise vorrandisisteemi abil:

Jdu
a_x = M(x, 3’),
du

k@ = N(x,y).

Kdigepealt integreerime esimese vorduse mdlemaid pooli mumtjgegi, kusjuures loeme
muutujay konstantseks.

u(x,y) = jM(x,y)dx+ c(y), (5.17)

kus C(y) on suvaline funktsioon muutujagt Valime C(y) nii, et oleks taidetud ka teine pool
seosest:

Ju N

Selleks diferentseerime vordugB.17) mdélemal poolel olevat avaldist muutujajargi ja
voOrdsustame tulemuse funktsiooniéx, y).

Saadavast vorrandist leiarG€y), mille asendame vordusgs.17), saame otsitava funktsiooni
u(x,y) avaldise, millest vérrandi tldlahendi kirjutame kujgk, y) = C.

2) Lahtume valemist

X y
u(x,y) = JM(x,y)dx+ JN(xo,y)dy
X0 Yo
vOi valemist
X y
u(x,y) = JM(x,yo)dx+ JN(x,y)dy.
X0 Yo

Arvud x, jay, vOib valida vabalt, kuid nii, et punkk,, y,) kuuluks muutujater, y piirkonda,
milles funktsioonidv, N, dM /dy ja dN /dx on pidevad.

Naide 5.23 Lahendada vorran@® + xy?) dx + (x*y + y3) dy = 0.
M N

Antud vorrand on eksaktne, sest

oM 0 JON d

— = —(x3 2y =2 — = —(x? 3Y = 2xv.
3y ay(x + xy*) = 2xy, 9% ax(xy+y) xy
Jarelikult

(3 + xy?)dx + (x%y + y3)dy = du(x, y).

Uheaegselt peavad kehtima vdrdused
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ou ou
43 2 7 _ 2 3
e x° +xy“, ay x‘y+y°,

loemey parameetriks ja integreerimgéargi

4

X 2
u(x,y) = fM(x,y)dx +C(y) = f(x3 +xy?)dx + C(y) = T +

2

X"y

2

+ C(y),

0 x4- XZ 2
_<_+ ; +C(y)>=xZJ’+y3, Xy +C ) =x"y+y°

ay\ 4 2
y4-
C'y) =y3 CO)=7+C, C=0
x4 x2y2 y4
u(x,y)—z+ > +T'

Vérrandi tldlahend on kujut(x,y) = C ehk

x4 x2y2 y4-
— =
12 '

Naide 5.24 Lahendada vorrangt + 2y) dy + (y + 3x2) dx = 0.

N M
Kontrollime eksaktsuse tingimust:
oM 0 ON 0
— = =1, —=—@kx+2y)=1
3y ay(y+3ac) i G5

Vorrandi lahend avaldub kujul

u(x,y) = j(x + 2y)dy + C(x) = yx + y? + C(x).

0
a(yx+y2+C(x))=y+3x2, y+C'(x) =y+3x% C(x)=x5

u(x,y) = yx + y2 + x3.

Uldlahendiks on
yx +y2+x3=C.

5.4. NUMBRILISED MEETODID

Analudtiline lahendus on alati parem kui numbriline, sest analttilist lahendit saame kasutada
mistahes sOltumatu muutuja numbriliste véaartuste korral, numbriline lahend arvutatakse
konkreetsete muutuja vaartuste korral.

5.4.1. EULERI MEETOD

Olgu funktsioonf (x, y) pidev muutujatex, y piirkonnasD ning arvudx, jay, olgu sellised, et
(x0,¥0) € D. Vaatleme esimest jarku diferentsiaalvérrandit kujul

dy B
— = f(xy), (5.18)
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mis rahuldab algtingimust(x,) = y,, otsitavaks funktsiooniks opm = y(x). Tahame teada
funktsiooni vaartust punktie = b, seega vbtame 18idu,, b] ja jactamen vordseks osaks

X, X1, X2, 0, Xn = b, xg < X1 < Xp < ... < Xy
Téahistame vahed
X1 —Xg =Xy — X1 = .. =X, —Xp_1 =Ax =h.
b — x,

h = :
n

Olgu mingi funktsioorny = ¢(x) vérrandi (5.18) mingi ligikaudne lahend ja

Yo = @(x0),y1 = @(x1), oo, Yn = @ (xy).
Tahistame
Ayo =y1 = Y0, AY1 = Y2 = Y1, BYn-1 = Yn — Yn-1-

Asendame vorrandi (5.18) tuletise igas punktis x;, x5, ..., x, funktsiooni muudu ja
argumendi muudu jagatisega

Ay
H=f(xiy)l Ay:f(x'y)Ax
Kui x = x4 jay = y,, Siis

Ay
—2 = f (%0, Yo),

Ax
Ay, = f(x0,¥0)Ax,
y1— Yo = f (X0, Y0)h,
Y1 ="Yo + f(xo,y0)h.
Teada ory,, xy, h. Kui x = x; jay = y;, Siis

Ay,
E = f(x1, yl)'

Ay, = f(xy,¥1)Ax,
Y2 —y1 = f(xu,y)h
Y2 =y1+ f(x1,yDh
Teada ory,, x4, h. Analoogiliselt leiame
Y3 =Y2+ f(x2, 20 .. Y0 = Yn-1+ f(Xn_1, Yn-1)h.
Saime valemi diferentsiaalvfrrandi lahendamidekkeri meetodil

Yn =Vn-1t f(xn—l' Yn—l)h-

Seega on lahendi ligikaudsed véaartused punktiggse,x,,...,x, leitud. Uhendame
koordinaattasandil punktidx,, vo), (x1,¥1), -, (X, ¥n). Saame integraalkdvera ligikaudse
kujutisena murdjoone. Seda murdjoont nimetataks&ri murdjooneksMida vaiksemad
sammud me teeme, seda l&hedasem on Euleri murdjoon integraalkdverale.

Ulesannet v&ib lahendada geaafiliselt konstrueerides Euleri murdjoone. Joonistame punkii
My(x9,yo) l&biva joonelemendi, see on joon tBusufigc,,y,). Liigume moodda joont
argumendix kasvavate vaartuste suunas punkdgtparemale punktind, (x,,y,). Kordame
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sama tegevust: joonistame punki (x,,y,) labiva joonelemendi ja ligume selle sihis
paremale jargmise punktiM, (x,, y,) jne.

Naide 5.25 Leida diferentsiaalvorrandi
y'=y+x
ligikaudne lahend kohal = 1, mis rahuldaks algtingimust(0) = 1.
Jaotame 16igli0,1] kiimneks osaks. Siis
x,=0;01;..;1, h=01 f(x,y)=y+x.

dy
a_y_*_x'

Y1 =Yo t+ f(x0,¥0)h.

Xy Yk f (X, vie) [ yidh = G+ yidh | Yirr = Y + (e + yidh
= Xk t Vi
0 1 1 0.1 1.1
0.1 1.1 1.2 0.12 1.22
0.2 1.22 1.42 0.142 1.362
0.3 1.362 1.662 0.1662 1.5282
0.4 1.5282 1.9282 0.1928 1.721
0.5 1.721 2.221 0.2221 1.9431
0.6 1.9431 2.5431 0.2543 2.1974
0.7 2.1974 2.8974 0.2897 2.4871
0.8 2.4871 3.2871 0.3287 2.8158
0.9 2.8158 3.7158 0.37158 3.1874
1.0 |3.1874Ligikaudne lahend y(1) ~ 3,1874 |

Tapse lahendi (analtitilise lahendi) saamiseks lahendamine voyfandi + x. Tegemist on
lineaarse diferentsiaalvérrandiga, mille lahendame muutuja vahetusega.

y=uv y =uv+vy, uv+v'u=uw+x vlw' —u)+uv’ =x.

Lahendame kahes 0sdy: (u' —u) =0, 2)uv' =x,
1) W —-u)=0,

du_
dx

du = udx,

u,

du_
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dv
dx ¢

dv = xe *dx,

fdv = fxe‘xdx.

Paremal pool vordusmarki oleva integraali ositi integreerimiseks tahistame

x:x’

u=x, dv=e*dx, du=dx, v=-—e”
fxe‘xdx = —xe ¥ — f —e *dx

v=—xe *—e*+C=—e*x+1)+C,
y=uw =e*-[(me™)x+1)+C]=-x—-1+Ce”*,
y(0)=1: 1=-0—-1+ Ce", C =2.

Uldlahend: y = —x — 1 + Ce*, erilahendy = —x — 1 + 2¢e”*.
Arvutame nitd erilahendi vaartuse kohal

x=1: y(1) = —1—1+ 2e! = 2e — 2 = 3,43656.

Ligikaudne lahend on tapsem, kui suurendame osaldikude arvu, sellisel juhul on mdistlikum
kasutada tabelarvutusprogrammide abi, et valtida arvutusvigade tekkimist.

5.4.2. RUNGE-KUTTA MEETODID

Meetodid on algoritmide pere harilike diferentsiaalvérrandite (ja harilike diferentsiaal-
vorrandite stisteemide) ilmutatud voi ilmutamata ligikaudse lahendi numbriliseks leidmiseks
algtingimustega ulesande korral. Nad pdhinevad iteratsioonil. Meetodi algse kuju té6tas vélja
Saksa matemaatik Carl Runge aastal 1895 ning seda uldistas Martin Wilhelm Kutta aastal 1901.
Kdige suurema tapsusega on 4. jarku klassikaline Runge-Kutta meetod, see meetod on nii laialt
levinud, et seda nimetatakse sageli lintBalhge-Kutta meetodiks

Olgu meil Cauchy ulesanne kujul

dy _ _
i fy),  yxo) =0,

siis funktsiooni vaartus jargmises punktis arvutatakse valemi jargi:

h
Yn+1 = Yn T . (ki + 2ky + 2k3 + ky),

h h
ki = f(xn'Yn)' k, :f(xn +§’yn +Ek1>'

h h
ks = f(xn +E'yn +Ek2); ky = f(xn +hy, + hk3),
kush on sammu suurus argumendg@rgi.
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Naide 5.26 Leida vOrrandi

y=y+x

ligikaudne lahend Runge-Kutta meetodiga kohal 1, mis rahuldaks algtingimust
y(0) = 1.
Tegemist on sama Ulesandega, mis naites 5.25. Seekord jaotan{®,Bigliieks osaks:

x,=0;02..;1, h=02 f(xy)=y+x

dy

dx

y+x,

h
}’1:3’0+g'(k1+2k2+2k3+k4):

ki = f(xnt yn) =Xn + Yn,

Tapne lahend oly = —x — 1 + 2¢*, (1) = 2e — 2 = 3,43656. Kuna tegemist oli tdpsema

h h h h
k2 =f(xn +E,yn +Ek1) - xn +E+yn +Ek1,
h h h h
k3 = f(xn +E,yn +§k2) - xn +E+yn +Ek2,
k4 =f(xn+h,yn+hk3) =Xn+h+yn+hk3
Yn+1
_ h
Xn n kq k, ks k4 =t g
" (kl + 2k2
+ 2ks + k,)
0 1 1 1,2 1,22 1,444 1,2428
0,2 |1,24280 | 1,44280 1,687080 1,711508 1,985102 1,583636
0,4 |1,583636| 1,983636 | 2,282000 2,311836 2,646003 2,044213
0,6 |2,044213| 2,644213 | 3,008634 3,045076 3,453228 2,651042
0,8 |2,651042| 3,451042 | 3,896146 3,940656 4,439173 3,436502
1,0 | 3,436502 Ligikaudne lahend/(1) =~ 3,436502

arvutusmeetodiga, on lahend ka poole vahema osaldikude arvu korral tapsem.

Arvutustabeli vdib teha kasutades ka mdnda tabelarvutusprogrammi (Microsoft Excel voi
muud). Tuleb kirja panna valemid esimese rea jaoks ja teises reas valem, mis viitab esimese rea

viimasele veeruley,,), tlejaanud valemid tuleb kopeerida soovitud arvu kordi.
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5.5. TEIST JARKU DIFERENTSIAALVORRANDID

5.5.1. KONSTANTSETE KORDAJATEGA LINEAARSED
HOMOGEENSED DIFERENTSIAALVORRANDID

Konstantsete kordajatega lineaarseks homogeenseks teist jarku diferentsiag
vorrandiks nimetatakse vorrandit kujul

d*y dy
Lzt ag thy=0 (5.19)
kusa, b on konstandid.

Teoreem 5.3.
Lineaarse homogeense varrandi (5.19) erilahendite summa on samuti selle vérrandi lahend.

Teoreem 5.4.
Kui y; (x) on lineaarse homogeense vorrandi (5.19) lahend, siis on lahendiks (@, kusC
on suvaline konstant.

Jareldus.
Kui y,(x) ja y,(x) on lineaarse homogeense vdrrandi (5.19) lahendid, siis on lahendiks ka
nende erilahendite lineaarne kombinatsigon C;y;(x) + C,y,(x).

Kui y; (x) jay,(x) onlineaarselt sdltumatudvérrandi (5.19krilahendid, siis on

y=C1y1(x) + C2y2(x)

vorrandi (5.19)ildlahendiks.

Kaht funktsiooniy, (x) ja y,(x) nimetataksdéineaarselt s6ltumatutekkui

C1y1(x) + C2y,(x) =0
kehtib vaid

C,=C,=0

korral. Funktsioonid orlineaarselt séltuvadkui nad ei ole lineaarselt séltumatud. Kahe

lineaarselt sdltuva funktsiooni suhe on konstantne
y1(x) G
20 €

Vorrandi (5.19) lahendit on loomulik otsida selliste funktsioonide seast, mille tuletised on

sarnased lahtefunktsiooniga, nii et parast vorrandisse asendamist voiksid koik likmed valja
koonduda. Uheks selliseks funktsiooniks on

C.

y = ekx’
kusk on parameeter. Leiame selle funktsiooni tuletised:
y' = kek*,y" = kZek*,

Kui funktsioon on vorrandi lahendiks, siis vorrandisse asendamisel peame saama samasuse,
seega

k2e** + ake** + pe** =0
ehk
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e®*(k? + ak + b) = 0.
Kunae®* # 0, siis samasuse kehtimiseks peab olema null teine tegur:
k* + ak + b = 0.

Saime ruutvorrandi, mille lahendid avalduvad kujul

Definitsioon 5.17

Diferentsiaalvérrandile (5.19)vastavaks karakteristlikuks vorrandiks nimetatakse
ruutvorrandit

k?+ak+b=0.

Diferentsiaalvérrandi 5.19) uldlahendi leidmisel tuleb vaadelda 3 eri juhtu vastavalt
karakteristliku vorrandi lahenditele:

1) reaalsed ja erinevad,

2) reaalsed ja vordsed,

3) komplekssed.

1) Reaalsed ja erinevad karakteristliku vérrandi lahendid.

Olgu vorrandi k?* + ak + b = 0 lahendid kq,k, ja kehtib tingimus k, # k,. Siis
diferentsiaalvérrandi (5.3%®rilahendid on

y, = e¥1* jay, = eF?*,
Kontrollime, kas erilahendid rahuldavad vorrandit:
(ekr¥) = kyeki®,  (ekeX)' = kyeke?,
(eki¥)" = kZeki¥,  (e"+¥)" = kZeka,
(e*1¥)" + a(ef¥) + bek1* = kZek1* + ak,e*1* + be*1¥ = e*1*(k? + ak, + b) = 0.
Erilahend rahuldab vorrandit, sest
k? +ak,+b =0,
sestk, on karakteristliku vorrandi
k?+ak+b=0
lahend. Samasuguse tulemuse saame teise erilahendi jaoks:
(e*2¥)" + a(e*2¥)’ + bek2* = k2ek2* + ak,e*2* + bek2* = e*2*(k2 + ak, + b) = 0.

Seega
(ek1%)" 4+ q(e*1%)' 4 pek1* = 0,

(e*2X)" + a(e*2¥)' + bek2* = 0,

sBltumatax vaartustest. Jarelikult aef1*, ek2* v@rrandi (5.19) erilahendid. Leiamg(x) ja
y,(x) suhte
y1(x) _ ghix _ kax—kpx
yo(x)  eke*

Funktsioonidy; (x) jay,(x) on lineaarselt s6ltumatud.

#* const.
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Reaalsete ja erinevat&arakteristliku vorrandi
k*+ak+b=0
lahenditek; ja k, korral on diferentsiaalvérrandi (5.1@)dlahend kujul
y = C,eM* + Ce2”,

kusC; jaC, on suvalised konstandid.

2) Reaalsed ja vordsed karakteristliku vorrandi lahendid

a
klzkzz_i, a2_4‘b=O,
siis diferentsiaalvorrandi (5.19) uldlahendiks on funktsioonide (erilahendite)
a a

Y1 = e_fx,yz = xe_fx
lineaarne kombinatsioon. Uldlahend on
_a, _a, _a,
y=Ce 27+ Cxe 20 =(C; + Cyx)e 2.

Naitame, ey, jay, rahuldavad diferentsiaalvérrandit (5.19):

a '/ a
e_fx) =——e 2%,
( 2
a M 1 a
(e_fx) = —aze_fx'
1 a a _a a’> a?
2 —>x ->x ->x ->x
—a‘e 2 +a(——e 2)+be 2"=e 2°|———+b|=
4 2 <4 2
aZ
=e_7x<—z+b>=——e 2*(a® — 4b) = 0,
a ' a
(xe_fx) =e 2¥ ——xe 2%,
a ! a a a aZ a a aZ
xe 2¥) =——e 2 ——e 2 +—xe 2= 2" (—x—a),
( 2 2 4 4
2 2 2
_a.f(a _a, a _a _a _a.fa a
e 2x<Zx—a>+a(e 2x—§xe 2x)+bxe ¥ =e 2x<Zx—a+a—7x+bx>=

_a ( a® 1 _a
=e 2¥ —Zx+bx =g xe 2*(a? — 4b) = 0.

Eelduse kohaselt
a’?—4b =0,
jarelikult erilahendid

_a, _a,
yi =€ 2 y Y2 = Xe 27,

rahuldavad diferentsiaalvorrandit (5.19). Kontrollime, kas erilahendid on lineaarselt sdltumatud
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a
x) e 2¥ 1
N — = = # const.
Y2(x) o ox

Funktsioonidy; (x) jay,(x) on lineaarselt s6ltumatud.

Reaalsete ja vOrdset&arakteristliku vérrandi lahendite
k1 - kz - —a/2
korral on diferentsiaalvorrandi (5.1@)dlahend on kujul

a
y = (€1 + C,x)eM* = (€ + Cyx)e” 2%,

3) Kompleksarvulised karakteristliku vorrandi lahendid .

Kompleksarvuliste lahendite korral peab ruutvdrrandi lahendivalemi ruutjuure alune avaldis
olema negatiivne

a’—4b <0,
a 1 a 1
k1,2 :—Eii a2—4b:—5i§w\/—1'\/4b—a2.
i
Tahistame
a 1
a=—§, ,6'=E\/4b—a2, ki =a+iB, k, =a—if.

Avaldamea jab
1 1 1
a=-2a, [*=5(4b-a®), b=p>+ a*=p"+ 24 =2 +a?,
b = B? + a?.
Diferentsiaalvérrandi (5.19) erilahendid on

y1 = e**cos fx, y, = e**sin fx.

Naitame erilahendite kehtivust. Leiame tuletised

d
% = aecos fx — fe™sin fx = e* (acos Bx — Bsin Bx),
dyz ax o; ax — ax 3
= aevsin Bx + Be**cos fx = e**(asin fx + Bcos Bx),
dz}’l . . 2
7 ae™(acos fx — Bsin Bx) + e** (—afsin fx — f“cos fx) =
= e*(a?cos fx — afsin fx — afsin fx — [*cos fx) =
= e*(a?cos fx — 2afsin Bx — B%cos Bx),
dz}’z . 2 .
Tz ae®™ (asin fx + fcos Bx) + e* (afcos fx — B*sin Bx) =

= e™(a®sin Bx + afcos Bx + afcos Bx — BZsin fx) =
= e (a?sin fx + 2aficos Bx — [?sin fx).

Asetame funktsioonigt (x) jay,(x) vorrandisse (5.19), asendame= —2a,b = 2 + a?.

e (a?cos fx — 2afsin fx — B2cos Bx) + ae* (acos fx — fsin fx) + be* cos fx =
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= e®(a*cos fx — 2afsin fx — f?cos fx + a(acos fx — Bsin fx) + beos fx) =
= e**(cos Bx(a® — B* + aa + b) + sin fx(—2aB — aB)) =
= e®(cos Bx(a® — B* — 2a* + B* + a?) + sin Bx(—2ap + 2apB)) = 0.
e®(o’sin fx + 2afcos fx — f?sin fx) + ae™ (asin fx + Bcos fx) + be® sin fx =
= e*(a?sin Bx + 2afcos Bx — ?sin Bx + a(asin fx + Bcos fx) + bsin fx) =
= e%(cos Bx(2ap + ap) + sin fx(a? — f2 + aa + b)) =
= e™(cos fx(2ap — 2ap) + sin fx(a? — 2 — 222 + 2 + a?)) = 0.

Jarelikult funktsioonid
y, = e* cos Bx, y, = e sin fx

on diferentsiaalvérrandi (5.19) lahendid. Kontrollime, kas lahendid on lineaarselt séltumatud
y1(x) e cos fx
y,(x)  e%sin Bx

Funktsioonidy; (x) jay,(x) on lineaarselt s6ltumatud.

= cot fx # const.

Kompleksarvuliste karakteristliku vérrandi lahendite
ki=a+pik, =a-pi
korral on diferentsiaalvorrandi (5.1@)dlahend on kujul
y = e**(C;cos Bx + C,sin fBx).

Naide 5.27 Lahendada diferentsiaalvdrrand
y'+4y" +3y=0.

Vastav karakteristlik vérrand on
k2+4‘k+3=0, k1=_3, k2=—1
Lahendid on reaalsed ja erinevad, seega on uldlahend

y = Cief1* + C,e*2¥ = Ce 3% + C e,

Naide 5.28 Lahendada diferentsiaalvérrand
y"+6y"+9y =0.
Vastav karakteristlik vorrand on
k? +6k+9=0, k; =k, = -3.
Lahendid on vordsed, seega vorrandi tldlahend on

a
y = (C; + Cyx)e 2% = (C; + Crx)e 3%,

Naide 5.29 Lahendada diferentsiaalvorrand
y'+6y +13y =0.

Vastav karakteristlik vorrand ja selle lahendid on
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k? + 6k +13=0, k; = -3+ 2i, k, = —3 — 2i.
Lahendid on komplekssed, seega on uUldlalerd—3, 8 = 2:
y = e 3*(Cycos 2x + C,sin 2x).

5.5.2. KONSTANTSETE KORDAJATEGA LINEAARSE D
DIFERENTSIAALVORRAND ID

Konstantsete kordajatega lineaarne mittehomogeenneist jarkudiferentsiaalvorrand

on vorrand kujul
d’y dy
ﬁ+aa+by—F(x), (5.20)

kusa, b on konstandid j& (x) on argumendi funktsioon.

Vaérrandi (5.20)ildlahend on esitatav summa kujul

y=yntY,
kusy;, on vastava homogeense vorrandi

d*y  dy
ﬁ+aa+by—0

uldlahend ja on varrandi (5.20) mingerilahend.

Maaramata kordajate meetod erilahendi otsimiseks

Erilahendit tuleb otsida sarnaselt funktsiooni F(x) kujule (vorrandi paremal pool asuv
funktsioon), lisades otsitavad méaaramata kordajalte arv soltub funktsioonk (x) kujust.

1) F(x) on konstant F(x) = C.

Esitame otsitava erilahendi samuti konstandi kujul

Y = A

Kuna tegemist on konstandiga, siis tuletid€d=Y" = 0 ja vOrrandisse (5.20) asendades
saame

bA=C, A= ¢ Y = ¢
ST b
Erijuht. Kui vérrandis (5.20p = 0, siis tuleb erilahendit otsida kujul
Y = Ax.
Leiame tuletised”’ = C,, Y = 0 ja asendame vdrrandisse, saame
Co=C, Cy= ¢ Y = ¢
atg = C, 0= a, = ax.

2) F(x) on polinoom
Vorrandi (5.20) erilahendit otsitaksama astme poliinoominanaiteks kui

F(x) =px*+qx+r,

kusp, q jar on etteantud, siis otsime erilahendit ruutpoliinoomi kujul
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Y = Ax? + Bx + C.

Peame maarama konstandigB ja C nii, etY oleks vérrandi (5.20) lahend. Selleks leiame
tuletised
Y' =2Ax + B,Y" = 2A.

Asendame vdrrandissB.20), saame

2A+ a(2Ax +B) + b(Ax* + Bx+ C) = px? + qx + 1.
Korrastame vasakul pool vordusmarki olevad liikmed

Abx? + x(2Aa + Bb) + 2A + aB + bC = px? + qx + 1.

Arvestame, ekt sama astmete kordajad peavad olema vordsed mélemal pool vérdusmarki.

*. ab=p A=" . —q p=(-2)!
x“: Ab =p, A—b, x: 2da+Bb=¢q, B= > )%
1 2p a 2ap
0. — N P _ g =
x": 2A+aB+bC =T, c b[r 2 b( b)]

Erijuht. Kui vdrrandis (5.20p = 0, siis tuleb erilahendit otsida kujul
Y = x(Ax? + Bx + C).

3) Eksponentkujul F(x) = pe™.
Erilahendit otsime kujul
Y = Ae™.

Paneme tahele, et argwaste jadb samaks, kui funktsioof{lx), otsime ainult arve kordajat.
Leiame tuletised
Y' = Ane™,Y" = An%e™
ja asendame vorrandisse
An?e™ + aAne™ + bAe™ = pe™,  |:e™

p

A(n? + +b) =p, A=——-——.
(n”+an )=p n?+an+b

Erijuht. Kui
n“+an+b=0

ehkn on karakteristliku vorrandi lahend , siis otsime uldlahendit jargnevalt:
kui n on Gihekordne lahend @ = k, v0in = k,), siis

Y = Axe™,
kui n on kahekordnelahend f = k; = k), siis

Y = Ax%e™.
4)  F(x) on trigonomeetrilisel kujul:

F(x) = sin wx, F(x) = cos wx, F(x) = p sin wx + q cos wx.

Erilahendit otsime alati Uhesugusel kujul (sGltumata sellest, kaB(x) sisaldab siinust
koosinust voi summat nendest)
Y = Asin wx + Bcos wx.
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Paneme téhele, et siinuse ja koosinuse argument jadb samaks, mis on funkgionil
otsime ainult nende funktsioonide kordajaid.
Olgu F (x) = sin wx. Leiame tuletised ja asendame v&rrandisse

Y’ = Awcos wx — Bwsin wx, Y" = —Aw?sin wx — Bw?cos wx,

—Aw?sin wx — Bw?cos wx + a(Awcos wx — Bwsin wx) + b(Asin wx + Bcos wx)
= sin wx.

Vordsustamain wx ja cos wx kordajad mdlemal pool vérdusmarki, saame vorrandisisteemi
kordajated ja B leidmiseks:
{—sz —aBw + bA =1,
—Bw? + aAw + bB = 0.
Erijuht. Kui vorrandis $.20) a = 0, siis on tegemist erijuhuga, kiai , = +fi jaw = B, siis
otsime erilahendit kujul
Y = x(Asin wx + Bcos wx).

Méarkused

1. Kui vorrandi (5.20) paremal pool esineb eespool vaadeidunkisioonide summg siis
erilahendi saame, kui otsime teskmade funktsioonide summana

2. Ulalkirjeldatud meetod sobib ka juhul, kui vorrandi (5.20) parem pool osatubtiseks,

siis otsitakse erilahendibrrutise kujul .

3. Erijuhtude arvestamata jatmisel tekib m&&ramata kordajate leidmise kaigus vastuolu,
mistdttu kordajaid ei ole vdimalik maarata.

Naide 5.30 Leida vorrandi
y'+2y' =8y =2x+1
uldlahend.
Alguses leiame vorrandile vastava homogeense varrandi
y'+2y'—8y=0

uldlahendi karakteristliku vérrandi
k?+2k—8=0
lahendite
k, = —4, k, =2
jargi, tldlahend on
yn = Cie ™ + C,e?.

Erilahendit otsime antud llesande paremal pool vordusmarki asuva funktsiooni
F(x)=2x+1
kujuga sarnasel kujul aga maaramata kordajatega.
Y = Ax + B, Y'=A4Y"=0.

Maaramata kordajatel ja B leidmiseks asendame otsitava erilahendi ja selle tuletised
lahendatavasse vorrandisse, vordsustame mdlemat pool vordusmarkiolemathjad ning
vabaliikmed
2A—8Ax —8B =2x +1,
1

L —8A=2 A=-—-
x 4
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3
x: 24—8B=1, B=-

1_6 )
1 3
=31
— —4x 2x 3
y = Cye + Cye _Zx_E'
Markus Kui vorrandi paremal pool olev funktsioon ei oleks sisaldanud vabaliiget

F(x) = 2x,
siis sellele vaatamata olesime pidanud otsima erilahendit samal kujul koos vabaliikmega.
Naide 5.31 Leida vorrandi

y" =2y =x?+4x
uldlahend

Leiame vastava homogeense vorrandi tldlahendi
k2 —2k=0, ky=0, k,=2, y.=C,+Cre?*
Erilahendit otsime kujul (tegemist on erijuhuga, kéna 0)
Y = x(Ax? + Bx + C) = Ax® + Bx? + Cx,
Y' =34x%>+2Bx + C, Y" = 6Ax + 2B,
6Ax + 2B — 2(3Ax? 4+ 2Bx + C) = x? + 4x,
6Ax + 2B — 6Ax? — 4Bx — 2C = x? + 4x,

2 _eA=1 A=-—1
X - ) - 61

5
x: 6A —4B =4, B=_Z'

5
x% 2B—2C =0, C:_Z'

Y = —gx3 —ZXZ —Zx,
5 5
y=C + Ce®* ——x3 —sz vk

Naide 5.32 Leida diferentsiaalvorrandi

y" + 3y — 10y = 16e3*
uldlahend.

Leiame vastava homogeense vorrandi tldlahendi
k2 + 3k - 10 = 0, kl = _5, kz = 2, yh = Cle_sx + Czezx.

Erilahendit otsime kujul
Y = Ae3*, Y' =34e3*, Y =94e3*,

94e3* + 3 -34e%* — 104e = 16e%%,
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84 =16, A=2,
Y = 2e3%,
y = Cre™>* + (C,e?* + 2e3*,
Naide 5.33 Leida vorrandi

y" + 4y = 12cos 2x
uldlahend.

Leiame vastava homogeense vorrandi tldlahendi
k2+4=0, k;=2i, k,=-2i, y, = Cycos2x + C,sin 2x.

Erilahendit otsime kujul

Y = x(Asin 2x + Bcos 2x),
sest tegemist on erijuhuga, sest kana 0, siis k;, = +2i ja vOrrandi paremal pool oleva
trigonomeetrilise funktsiooni argumendi kordaja= 2 on v@rdne karakteristliku vaartuse
imaginaarosaga.

Y’ = Asin 2x + Bcos 2x + x(2Acos 2x — 2Bsin 2x),
Y'" = 2Acos 2x — 2Bsin 2x + 2Acos 2x — 2Bsin 2x + x(—4Asin 2x — 4Bcos 2x) =
= 4Acos 2x — 4Bsin 2x — 4Axsin 2x — 4Bxcos 2x,
4Acos 2x — 4Bsin 2x — 4Axsin 2x — 4Bxcos 2x + 4(Axsin 2x + Bxcos 2x) = 12cos 2x,
cos 2x(4A — 4Bx + 4Bx) + sin 2x(—4B — 4Ax + 4Ax) = 12cos 2x,
Vordsustame koosinuse ja siinuse kordajad mdlemal pool vérdusmarki, saame
cos2x: 4A=12 A=3 sin2x: —4B=0 B =0

Y = 3xsin 2x, y = C;cos2x + C,sin 2x + 3xsin 2x.

5.5.3. TEIST JARKU VORRANDID FUUSIKAS.
MEHAANILISED VONKUMISED*

Olgu koormus massiga: elastsel vedrul, mis on kinnitatud mingis punkiis Koormuse
korvalekallet tasakaaluasendi suhtes tahistam&rvalekallet alla loeme positiivseks ja lles
negatiivseks. Tasakaaluasendis koormus on tasakaalus vedru elastsusega. Oletanig, et joud
mis pluab koormust viia tasakaaluasendisse, on vordeline siydega

F, = —ky, k = const,k > 0,

k on vedru jaikus. Koormuse liikumist takistab vastupanujBydmis on suunatud liikumise
vastassuunas ja on vordeline massi liikumise kiirusega

dy
F, = —sz—la, A = const, 1> 0.
Newtoni Il seaduse pohjal
d?y
ma=F1+F2, a—ﬁ,
d*y y
—=—-ky—A1—, 2>0k>0.
M a 7
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Saime Il jarku konstantsete kordajatega lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi
d’y dy A k
W‘FPE-FC[}/:O, p=a,q=a. (5.21)
Vaorrandit (5.21) nimetatakseabavonkumiste vorrandiks.
Oletame, et vedru alumine purkiiigub vertikaalselt vastavalt seadusele

z = @(t).

Vedru alumine ots on kinnitatud rulli kilge, mis koos vedru ja koormusega liigub mddda
konarusi. Sellisel juhul on taastav joud

ning takistav jéud
F,=—Av—¢'(t) = —1y' — A¢'(t).

Vorrandi (5.21) asemel saame
my" = —ky —ke(t) — y" = 29" (D),
my" + Ay' + ky = —ko(t) — 1¢'(0),
ko(t) + 9" (t)

y'+py' taqy=f®), ft)=-

Vorrandit (5.22) nimetataksindvénkumiste vorrandiks.

A k
p—g,q —E. (522)

5.5.3.1. VABAVONKUMISED*
Vabavdnkumiste vorrand saime kujul (5.21), ktstav funktsioon oty = y(t)

d’y dy y) k
gz TP tw=0 p=—.q=— (5.23)

Lahendame vérrandi, moodustame karakteristliku vorrandi ja analtiidsime vdimalikke
lahendeid.

) _ __p [P’ __p_P°_
k*+pk+q=0, k;= 2+ 2 q, k, = > 2 q.

Kuna lahend soltub karakteristliku vorrandi lahendist, siis vaatame erinevaid variante eraldi.
1. Kui p%/4 > q, siis lahendid on reaalsed ja negatiivsed ning uldlahend on kujul

y = Cief1t + Cye*at, k, <0k, <0.

Jarelikulty —» 0, kui t — oo, jarelikult vOnkumist ei teki, kuna takistavad jdoud on suured
vorreldes vedru jaikuseda

2.Kui p?/4 = q,k, = k, = —p/2, siis tldlahend

_D;
y = (Ci+CG)e 2,
siisy — 0, kui t — oo, ainult mitte nii Kiiresti.

3.0lgup = 0, takistusjoud puudub, sii€ +q = 0, ky, = Bi, k, = —Bi, B =./q.
Uldlahend
y = Cycos ft + C,sin St.
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Tahistame
C; = Asin @, C, = A cos @,

kusA, ¢, on suvalised. Avaldamé, ¢,

C
A= /Cf +C2, @y = arctanc—l,
2

y = A sin @ycos it + Acos @ysin St = Asin (@y + St),
y = Asin (¢ + Bt).

Sellist vBnkumist nimetatakdermooniliseks vonkumisekktegraalkdveraks on sinusoidid.
Vonkeperioodiksiimetatakse ajavahemikky mille jooksul siinuse argument muutub suuruse
2n vorra. Antud juhul
_ 21

ik
Vonkesagedusekimetatakse vongete arvu &a jooksul. Antud juhul on sagedys

Vonkeamplituudiks nimetatakse suurimat halvet tasakaaluasendist. Suurim héalve
tasakaaluasendist @gh Suurustp, nimetataksalgfaasiks

T

5.5.3.2. SUNDVONKUMISED*

Sundvonkumiste vorrand (5.22) on

ko () + 49" (1) 2 k
! ' =7, J)=- , p=—,9=—. (524
y'+py' +ay=f0), f@©) — p=_—,q=_. (524)
Praktikas on sadjevonkeid pdhjustav valisjdud perioodiline ja muutub vastavalt seadusele
2
f(t) = asinwt, yv"+py' + qy = asinwt, p#0, pZ <q,

kusqg on vedru jaikuga p vedru takistus, mis on vordeline kiirusega. Leiame kdigepealt vastava
homogeense vorrandi lahendi. Vastava karakteristliku vorrandi lahendid on sel juhul komp-
leksarvulised

k2+pk+q=0, ki =a+ip,

. p /pz 14 f p?
= — = ——+4 —_— = —— = e
k), =a—ip, k >+ |7 q, « 5 B 4+q,

y = e (C cospt + C,sin Bt).

Tahistame
Cy = Asin ¢, C, = A cos @y,

y = Ae®(sin @ycosft + cos @,sin ft) = Ae*sin (¢, + Bt).
Mittehomogeense vdrrandi erilahendit otsime kujul
Y = Nsin wt + Mcos wt.
Leiame tuletised ja asendame varrandisse:

Y’ = Nwcos wt — Mwsin wt, Y = —Nw?sin wt — Mw?cos wt,
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—Nw?sin wt — Mw?cos wt + p(Nwcos wt — Mwsin wt ) + g(Nsin wt + Mcos wt)
= a sinwt,

sinwt: — Nw? —pMw + gN = a, cos wt: —Mw?+pNw +gM =0,
—apw N = a(q — w?)
(a)z—q)2+pza)2 ’ _(q_w2)2+p2w2'

M =

Uued konstandidl,, ¢,, M = A,sin ¢@,, N = A,cos ¢,.

e [aptet + adg — 0 2
A* = M2 + ]V2 = = ,
\/ [(q—w®)?+p*0’*  [a?(q - w?)? + p?w?
¢, = arctan -,

Y = Nsin wt + Mcos wt = A,cos ¢,sin wt + A,sin @,cos wt =

a
JaZ (- 0D+ pra?

sin(wt + ¢@,).

Uldlahend on

a
y = Ae%sin (¢, + ft) + sin(wt + @,).
\/az (q — w?)? + p2w?
Esimene liidetav kujutab sumbuvat vonkumist, ajkasvades see liige kahaneb ja teise
lidetava osatédhtsus suureneb. Teine liidetav maarab sundvonkumise. Vongete eagadus
vordne valisjouf (t) sagedusega. Sundvonkumiste amplituud on seda suurem, mida vaiksem
onp ja mida lahemal on suurugg vaartusy vaartusele.

5.5.3.3. SOOJUSE LEVIMINE VARDAS*

Horisontaalselt paigutatud metallvarras on paigutatud otstega tugedele. Tugede vaheline
kaugus onL. Vasakus otsas on konstantne temperatyurParem tugi hoiab konstantset
temperatuurit, < t;. Varda materjal on soojusjuhtivusegaVarda ristldikepindala od ja

ristidike Umbermddt onP. Soojuse &raandmise koefitsient varda pinnalt Gmbritsevasse
keskkonda on konstantne

( kcal ) A
* m? - h-grad/’ a_ts—t'

Umbritseva keskkonna temperatuurtgnLeiame seose varda suvalise punkti temperatuuri ja
kauguse vahel soojemast otsast. Oletame et varras on nii peenike, et temperatuur on ristldike
ulatuses konstantne, siis arn= t(x), x on kaugus. Vdtame elementaarldigu kaugusel
pikkusegadx. Soojushulk, mis l&bib aj@r jooksul varda ristldiget kauguse] on vordne

—1A E dr.
Soojushulk, mis labib ajdr jooksul varda ristldiget kauguseH- dx, on vordne

1A dt+d2td d
dx dx? x| at
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Varda piirkond, mis asub ristldigete vahelja x + dx, saab ajavahemikuit jooksul
soojushulga, mis on vordne nende soojushulkade vahega

2

/1Ad td d
T2 2xaT.

Sama aja jooksul soojuskadu sellelt vardaosalt on
aPdx(t — ty)dr.

Kuna vaadeldav protsess on statsionaarne, siis

d*t
AA——dxdt = aPdx(t — t,)dr,

_ dx
millest
d’t aP
a2 At =0

Saime teist jarku konstantsete kordajatega lineaarse mittehomogeense diferentsiaalvdrrandi.

5.5.4. LINEAARSED HOMOGEENSED
DIFERENTSIAALVORRAND ID

Lineaarne homogeenne teist jarku diferentsiaalvérrandon vérrand kujul

' +p1(x)y’ +p2(x)y = 0,
kusp1(x), p2(x) on pidevad funktsioonid.

Kui on teada lineaarse homogeense vorrandi kaks lineaarselt sdltumatut Igh@nelit, (x),
siis selle vorrandildlahendiks on

y = C1y1(x) + C2y2(x). (5.25)
Vorrandi erilahendi saame uldlahendist konstanfidé€’, sobiva fikseerimise teel.

Wronski determinant.

Vaatleme algul kahte funktsioom, = y;(x),y, = y,(x), mis on pidevalt diferentseeruvad
ning lineaarselt séltuvad vahemikgs, b). Siis leiduvad arvud,, k, € R, millest vAhemalt
Uks on nullist erinev nii, et iga € (a, b) korral kehtiks vérdus

kiy1(x) + kay,(x) = 0.
Diferentseerime saadud vOrdust, saame

kiy1(X) + kzy;(x) = 0.

Neid kahte samasust vbime vaadelda lineaarse homogeense vorrandislsteemingsyaruste
k, suhtes. Sisteemi determinant vordub nulliga, kui tegemist on lineaarselt sbéltuvate
funktsioonidega ehk iga € (a, b) korral

W(x) =0,
kus
yi(x)  y2(x)
y1(x)  yy(x)

Determinanti¥ (x) nimetatakse funktsioonidg ja y, Wronski determinandik s.

W(x) =

= y1()y2(x) — y1 (). (x).
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Funktsioonidey; ja y, Wronski determinandi vordumine nulliga on tarvilikuks tingimuseks
nende funktsioonide lineaarseks soltuvuseks antud vahemikus.

Lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi jargu alandamine

Lineaarse homogeense vorrandi saab lahendada nii, et leiame kdigepealt selle worrandi
lineaarselt sdltumatut lahendit ja kirjutame vastuse kujul (5.25), selleks tldine meetod puudub.
Sellepéarast tuleb vorrandi lahendamiseks sageli kasyéiagia alandamise votet Kui me

teame vorrandi mingit lahendig, (x) # 0, siis vbime voOrrandi jarku alandada vorrandi
lineaarsust sdilitades. Seda saame teha kahe asendusega: esiteks asendame varrandis

Y +p1()y" +pa(x)y =0
Yy=¥Y1"2
ning siis alandame vorrandi jarku asendusega
z'=u, z=2z(x),u=u(x).

Vaatame Liouville’i-Ostrogradski valemini jdudmise mottekaiku lineaarse homogeense
diferentsiaalvérrandi jaoks kujul

' +p1(x)y" +pa(x)y = 0.

Olgu y, (x) jay,(x) vaadeldava vorrandi mingid kaks lahendit, mis on lineaarselt séltumatud
vahemikug(a, b). Siis igax € (a, b) korral
_ y1 () + p1()y1(x) + p2()y1(x) =0
ja

y2 (%) + p1(0)y2(x) + p2(x)y,(x) = 0.
Korrutades esimest vOrdust suuruséga,(x)) ja teist vordust suurusega(x) ning liites
tulemused, saame:

—y1' (0)y2(x) +y3' (0)y1(x) + p1(0) (y2 (D)1 (%) = y1 ()2 (x)) = 0.

Siin p; (x) kordaja on vérdne lahendijg (x) jay,(x) Wronski determinandiga
y1(x)  y.(x)
y1(x)  ya ()l
esimese kahe liikme vahe aga on Wronski determinandi tilégis)

W(x) =

yi(x)  y2(x)
yi(x) v (Ol

yi(x)  ya(x) _

ven Ay Yy _ i) ya(x)
W) =2 Y vyl

dx ly1(x)  y3001  lyi(x)  y3(x)
Seega iga € (a, b) korral kehtib vordus
W' (x)+p,(x)W(x) =0.

Selle vorrandi lahendiks saame Liouville’i-Ostrogradski valemi. Rakendades Liouville’i-
Ostrogradski valemif = 1 korral, saame

J’}(x) }’%(X) — e~ IPi(®)ax
yi(x) y:(x)
y1(0)y5(x) = yi (0)y, (x) = e~ P1®x,
Saime esimest jarku lineaarse diferentsiaalvorrandi teise erilalpgrididmiseks. Jagame
mélemad vérrandi pooled I4bi suuruséga(x))’, esitame varrandi kujul
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i(yz(x)) _ e_lpl(x)dx
dx \yi(x) (yl(x))z .

Integreerides mdlemaid vorrandi pooli saame

yz(x) _ .[‘e_fpl(x)dx
i) (J’1(x))2

vottesC = 0, saame avaldada otsitava funktsiooni

dx + C,

e~ /p1®dx
y2(0) = 1) [ S—dx
(}’1(x))
Naide 5.34.Lahendada diferentsiaalvorrand
(x2+1)y" —2xy'+ 2y = 0.
Vorrandi kordajateks on polinoomid:
po(x) = x* +1, p;(x) = —2x, p,(x) = 2.

On vaja leida Uks vorrandi lahend, et sabkaiville’i-Ostrogradski valemit kasutada. Selleks
tuleb proovida kordajatega sarnaseid funktsioone, alustades kdige lihtsamast. M@tanze

2 ja proovimey; (x) = C vorrandi lahendiks sobivusAsendades vorrandisge= C,y’ =

y'" = 0, saameg; = 0. See lahend ei sobi, kuna vajame nullist erinevat lahendit. V6tame
jargmise kordaja, (x) = —2x ja otsime lahendit kujul

yi(x) =Ax+B, y;=A4, y/=0,

asendame voOrrandisse, saame
—2Ax +2Ax+2B =0, B=0.

Otsitavaks erilahendiks sobjh (x) = Ax, kusA on suvaline konstant. V6tame erilahendiks

y1(x) = x.
Teisendame vorrandi kujule
2x
y”_x2+1y’+x2+1y:0'
Liouville’-Ostrogradski valemi jargi leiame erilahendi
2x e_f_%dx
P =m0 =x [

yz(x)=xj<x2; 1)dx=x(f(1+x—12>dx>=x(x—%)=x2—1_

Tulemuseks on teine vorrandi erilahend, mille lineaarne kombinatsioon esimesena leitud
lahendiga annab meile vorrandi tldlahendi.

y1=%y, = (x* = 1),
y = C(x? — 1) + Cyx.
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Lahendame sama llesande erilahgnd+ x korral, kasutadegrgu alandamise votet

!/

Y = Y12, zZ =U.
Siis
y = XZ
ja tuletised on kujul (korrutise tuletise valemi jargi)
y' =z+xz',y" =2z"+xz".

Diferentsiaalvérrand saab peale asendust kuju

(x2+ 12z +xz") —2x(z+xz') + 2xz =0,
millest saame

(x3+x)z" + 2z =0.
Teise sammuna teeme asenduse

saame
(3 +x)u' +2u =0,

tegemist on esimest jarku lineaarse diferentsiaalvérrandiga. Vorrandi jark on alandatud ning
saadud madalamat jarku vérrand on samuti lineaarne. See ongi lineaarsuse sailitamine. Kuna
tegemist on lineaarse homogeense vorrandiga, saame selle lahendada muutujate eraldamise teel

du —2dx
u  x3+x
Integreerimiseks peame vorrandi paremal pool asuva murru teisendama osamurdude summaks:
-2 _A+Bx+C_A(x2+1)+Bx2+Cx
x(x24+1) x  x2+1 x(x2+1)

Konstandid4, B ja C leiame, asendades v@rrandis
—2=x*(A+B)+Cx+A

argumendi vaartuseks= 0, siis
A=-2.

Edasi vordsustade€ kordajad vasakul ja paremal pool vordusmarki, saame seose
A+B =0,

sest vasakul pool vastav liige puudub, see tdhendabki, et ruutlikme kordaja on vordne nulliga.
Asendades juba leitud kordaja= —2, saame

B = 2.
Viimaks kordajaC leidmiseks vordsustamekordajad mdlemal pool vordusmarki, tulemuseks
C=0.

Kokkuvottes oleme saanud
-2 -2 2x

———— =t 5.
x(x2+1) x x%2+1
Integreerime vorrandit

du —2dx -2 2x
O L P
u x3 + x X x2+1
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Inju| = —2In|x| + In|x? + 1| +InC,

<x2+1>
u==, > .
X

Lépuks asendame = z’ ja leiamez avaldise
, x2+1
z =0 2 /)

X2 +1 1 C,
Z=fC1 xz dx=leldx+C1dex=C1x—?+C2,

Kunayx = z, siis

1
yx = C; (x—;)+C2, y = C(x? — 1) + Cyx.

5.5.5. LINEAARSED MITTEHOMOGEENSED
DIFERENTSIAALVORRAND ID

Lineaarne teist jarku mittehomogeenne diferentsiaalvérrandon vérrand kujul

y'+ 1)y + p2(0)y = f(x),
kusp(x), p2(x) on pidevad funktsioonid jf(x) teadaolev funktsioon.

Kui on teada homogeense vorrandi + p,(x)y’' + p,(x)y = 0 kaks lineaarselt sdltumatut
lahendity, = C,y;(x) + C,y,(x) ja mittehomogeense vorrandi tiks erilah&ndiis tldlahend
avaldub kujul

Y=Y+ C1y1(x) + C2y,(x). (5.26)

Vorrandi (5.26) mistahes lahend on saadav Uldlahendist konsta6iids vaartuste
fikseerimisel.

Erilahendi leidmine konstantide varieerimise meetodiga
Kui on leitud lineaarse homogeense vorrapti+ p,(x)y’ + p,(x)y = 0 kaks Ineaarselt
sOltumatut lahendit, siis erilahendifx) otsitakse kujul

Y(x) = C;(0)y1(x) + C,(x)y2(x).

Homogeense vorrandi Uldlahendissg.25) asendame suvalised konstandid, C,
funktsioonidegac; (x), C,(x). FunktsioonidC,(x), C,(x) maarame nii, et (x) rahuldaks
mittehomogeenset varrandit.

Kdigepealt vbtame erilahendi avaldisest tuletise ja arvestame, et tegemist on korrutisega kahest
argumendix funktsioonist

Y'(x) = C1(x0)y1(x) + C1(0)y1(x) + C2(x)y(x) + C2(x)y; ().

Kuna meil on kaks otsitavat funktsiooni ja ainult ks vOrrand, siis votame teiseks vorrandiks
seose

C1(0)y1(x) + G (x0)y2(x) = 0.
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Siis
Y'(x) = C;(x)y1(x) + C,(x)y; (%),

Y7 (x) = C1(0)y1(0) + G ()yy (1) + C2()y2(x) + G (x)y5 ().

Asetame viimased kaks v@rrandit esialgsesse diferentsiaalvérrandisse

C1(0)y1(x) + C1(x)y1 (x) + C2(0)y2 (%) + Co(x)y7 (x)
+ pl(x)(Cl(x)y{(x) + C(x)ys (x)) + pZ(x)(Cl(x)yl(x) + C,(x)y, (x))
= f(x).

Kunay, jay, on vastava homogeense diferentsiaalvorrandi erilahendid, siis asendades need
homogeensesse vorrandisse, tekib samasus. Seega osa liikmeid saadud vdrrandist annavad
kokku arvu O

C1(x)y1 (x) + p1 (x)(Cl(x)y{(x)) + Pz(x)(c1(x)3’1(x))
= G () (1 () + p1 () y1 () + P2 ()Y (%)) = C;(x) - 0 = 0,

C2(x)y7 (%) + p1 (x)(Cz(x)YQ (x)) + Pz(x)(cz (xX)y> (x))
= C () (v () + p1(0)y5(x) + P2 ()Y, (x)) = C,(x) - 0 = 0.

Jarelejaanud lilkkmetest saame vorrandi kujul

C{(x)y1(x) + C;(x)y3(x) = f(%).
Funktsioonidel; (x), C,(x) leidmiseks saime siUsteemi
{ Ciy1+ C2y2 =0,
C1y1 + G2y, = f(2).

See on suuruste (x), C;(x) suhtes lineaarne mittehomogeenne vdrrandisiisteem. Slisteem on
Uheselt lahenduv:

Cl(x) =gi(x),i=12 C(x)= Jgi(x) dx+C, ,i =1,2.

(5.27)

Kuna meid huvitab ainult tiks erilahend, siis véime v6ita= C, = 0.

Ci(x) = f g9:(x) dx.

Naide 5.35 Lahendada diferentsiaalvorrate? + 1)y"” — 2xy’ + 2y = (x? + 1)2.

2x , 2
x2+17 + 2+17
Vastav homogeenne diferentsiaalvorrand on juba lahendatud eelmises naites (ndide 5.34),
lahendiks on

=x% + 1.

yll _

yn = C1(x? — 1) + C,x.
Jarelikult antud vérrandi dldlahend avaldub kujul
y=Y(x)+ C;(x* — 1) + Cyx.
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Leiame erilahendY (x) siisteemist (5.26)
Y(x) = C(x)(x* — 1) + C,(0)x,

=x*-1y,=xy; =2x,y; = 1.
Susteemist (5.27)
{ Ciyi + Gy, =0,
Ciy1 + Coyz = f(x)
Cl(x% — 1) + Chx = 0,
{ZxCl’+C2’ =x2+ 1.

Leiame suurused; ja C;:

c: c: x? -1
2 = 1 X
Asendame selle siisteemi teise vOrrandisse, saame
) xt—1 5
2xC1 - Cl =x°+ 1,

Ci(2x? —x*+1) = (x? + 1x,
Ci(x?>+1) = (x? + Dx.

C| =x,
' ' (x* - 1) 2 2
G=—Ci———=-@-1D=1-x"
Integreerime
x? x3
Cl(x)=7+C1, Cz(x)=x—?+C2,
kusC; jaC, konstandid. Piisab tihest erilahendist, vGtahwC, = 0. Saime
x? x3
G ==, G =x-=.
Erilahend avaldub kujul
x* , x* x* x*
) | (%) > (x )+ x 3 > + e
Uldlahend on kujul
x? x*

=C(x2— 1)+ Cx + =+ —.
y 1(x )+ 2x+2+6

5.5.6. SPETSIAALSED LINEAARSED VORRANDID*
Legendre vorrand on lineaarne vorrand kujul

(1—x2)y" —2xy'+1(l+ 1)y =0,
kus! on reaalarv.
Legendre vorrandi dldlaheravaldub kujul

y(x) = apy1(x) + a1y, (x),

kus a, ja a; on konstandid jg/; sisaldab ainult paarisarvulisi muutuyaastmeid ningy,
sisaldab ainult paarituarvulisi muutuyaastmeid. Kuil on paarisarv, siig; = 0 ja kuil on
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paaritu, siisa, = 0. Loodusteadustes pakuvad huvi sellised vdrrandi lahendid, mis asuvad
vahemikus —1 < x < 1. Selle vorrandi erilahenditekson [ astme polinoomid, mida
nimetataksé.egendre poliinoomideks

1'3'5'---'(21—”{1 (-1 ., W-DU-20-3) ,, }

P (x) = T *T2a-0"  T2aei-nai-3 "

1 1
Po(x) =1, P (x)=x, P,(x) = E(sz —-1), P;(x)= E(Sx3 —3x),

1 1
P(x) = 5(35x4 —30x%2+3), Ps(x)= §(6Bx5 — 70x3 + 15x).

Legendre polinoomide vahel kehtékursiivne seos:
L+ DPg(x) — QL+ DxP(x) + 1P (x) = 0,

ette ande®,(x) = 1 jaP;(x) = x, saab leida kbik kdrgemat jarku polinoomid.
Kui l =1, siis

1 1
2P2_3xP1+P0:0, Pz(X)ZE(SXP]__P()):E(sz_l)

KUIl=2,SIIS 3P3—5xP2+2P1 :O,

1 1 1 1

Py(x) = = (5xP, — 2P,) = = <5x— (B3x? —1) — Zx) = 2(5%° — 3x),

3 3 2 2

Naide 5.36 Naitame, eP;(x) on Legendre vorrandi laheid= 3 korral,
(1—x2)y" —2xy'+12y = 0.

1
Ps(x) =5 (5x° - 3x),
1 3
Pi(x) = E(le2 —-3) = E(sz - 1),
1
P (x) = E(?»Ox) = 15x,

3 1
(1 —-x%)15x — ZxE(Sx2 -1+ 125(5x3 —3x) =

= 15x — 15x3 — 15x3 + 3x + 30x3 — 18x = 0.

Legendre poliinoomid on vahemikud < x < 1 ortogonaalsed:

1

fPl(x)Plr(x) dx =0, [#1.

-1

Naide 5.37 Naitame, ef; (x) on ortogonaaln®,(x) ja P;(x) suhtes.

1 1
P, (x) = x, P,(x) = 5 (Bx2-1), Py(x)= > (5x3 — 3x).

1

1 1

1 1/3x* x?

_ (342 == _ =
J- P, (x)P,(x)dx = f X7 (3x* —1)dx 3 ( 2 3 )

21 21 -
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1 1

f 1., 1/5x5 3x3\|'
P, (x)P;(x)dx = fxE(Sx —3x)dx:§ -3

-1 -1 -1

=%(1—1—(—1)+(—1)) 0.

Hermite vérrand on lineaarne vorrand kujul
y'" =2xy'+2ny =0,
kusn on reaalarv. Vorrandi tldlahend on kujul
y(x) = agy; (%) + a1y, (x),

kusa, jaa; on konstandid jg, sisaldab ainult paarisarvulisi muutwjastmeid jay, sisaldab
ainult paarituarvulisi muutuja astmeid. Kuin on paarisarv, siig; = 0 ja kuin on paaritu,
siis ap = 0. Selle vérranderilahenditekn n astme polinoomid, mida nimetatakdermite
poliinoomideks

Ho(x) = (22)" — # n(n - 1><n2!— 2)(n —3)

Hy(x) =1, H(x) = 2x, Hy(x) = 4x? — 2, H;(x) = 8x3 —12x,
H,(x) = 16x* — 48x? + 12, Hs(x) = 32x°> — 160x3 + 120x.
Kehtib rekursiivhe seos
Hp,1(x) — 2xH,(x) + 2nH,_41(x) = 0,
ette ande$l,(x) = 1, H,(x) = 2x, saab leida kdik kérgemat jarku polinoomid.

(2x)"2 + (2x)" 4 —

Hermite funktsioonid 2

2

X
Yn(x) = e  THy(x), n=0,12,.. /

on lahendiks diferentsiaalvérrandile, mis on kujul

y" + (1 —x*+2n)y =0, i

lahendamiseks tuleb teha muutuja vahetus 2
XZ Legind .
y(x) = e_z_v(x)_ :"Eﬁ%g%’*m

Hermite funktsioonid on ortogonaalsed. Nad on seotud kvantum-mehaanika tlesannetega ja ka
Schrédingeri vorrandiga.

Laguerre vorrand on lineaarne vorrand kujul
xy"+ (A —=x)y' +ny =0,

kus n on reaalarv. Selle vorrandi erilahenditeks roastme poliinoomid, mida nimetatakse
Laguerre polinoomideks
2 2 2
n n“n—1
Ln(x) — (_1)n X" — _xn—l ¥xn—2

T 20 — ..+ (—1)™n!|.

Lix)=1, Li(x)=1-x, Ly(x) =2 —4x +x?, L3(x) =6 —18x + 9x? — x3.
Kehtib jargminerekursiivne seos
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Ln+1 (x) -

(1-2n—x)L,(x) + n®*L,_;(x) = 0,

millest saab leida k&ik k6rgemat jarku polinoomid, anded.gftx) = 1 jaL,(x) = 1 — x.

Besseli vorrandon lineaarne vérrand kujul

x%2y" +xy' + (x> =n?)y =0,

kusn on reaalarv. Kasutatakse membraanide vibratsioonide leidmisel ja ka Schrédingeri
vorrandi lahendamisel ringis ning sfaaril. Selle vorrandi erilahenditeksastme poltinoomid,

mida nimetataksBesseli funktsioonideks, I liiki

( 1)m 2m
L@ = (5 Z(— e +m),(")
1 2 1 4 1 6
Jox) = _(1!)2@) +(2!)2(§) _(3!)2(;) +
1 3 1 5 1 7
10 =53-126) *z5G) ~7a@) *

Suurtex vaartuste korral kehtib

2 nm
]n(x)~\/;sm (x - +

Besseli funktsiootf, 1, (x) jaoks

2 2
]1(x) = /—smx J3(x) = |—
2 X

Kehtib karekursiivhe seos
]n+1 (x)

Kasutusel orsfaarilised Besseli funktsioonjdrgugan

Jn(x) = \/;%]n+1/2(x),

Sfaarilised Neumanni funktsioonavalduvad jargmiselt:

7,00 = DM 20,
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sin x

1_
0.8
Y04
0.2 /\
03 2\_4/5 XBWE 14
041

-0.69
-0.84
RE

Legend

Jo
J1

7

— COS )C).

2
=22+ Jaa@ = 0.

n=0.

n = 0.
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5.6. KORGEMAT JARKU DIFERENTSIAALVORRANDID

Olgu vorrandis kdige kdrgem tuletise jatksiis on n-jarku diferentsiaalvorrandi tldkuju
on

F(x,y,y,y", ...y™) =0,
Definitsioon 5.18.

Olgu funktsioonF = F(x,y,v1, Y2, .., ¥n) Maaratud muutujate y, y;, y,, ..., ¥, piirkonnasG.
Vahemikus(a, b) maaratud funktsiooni

y=y(x)
nimetatakse vorrandi

F(x, yv.y,y", ...,y(")) =0
lahendiks selles vahemikus, kui
1) funktsioony(x) onn korda pidevalt diferentseeruvvahemikuga, b);
2) igax € (a,b) korral punkt koordinaatidega;, y(x), v’ (x), y" (x), ..., y™ (x)) kuulub
funktsiooniF maaramispiirkond&;
3) funktsiooniy(x) asetamisel v6rrandis$ia(x, v, v, y", ...,y(”)) = 0 otsitavay kohale
saamesamasusex € (a, b) suhtes:

F (x,y(x),y’(x),y”(x), ---,y(”)(x)) = 0 igax € (a, b) korral.
Siis 6eldakse ka, et funktsiogn= y(x) rahuldab vorrandit vahemikuga, b).

Definitsioon 5.19
Vorrandit kujul

y® =f(x,yy.y", ..y V) (5.28)
nimetatakser-jarku hariliku diferentsiaalvorrandiormaalkujuks.

Vorrandi lahendi all mbdistame funktsiooni, mille asetamisel vdrrandisse saame samasuse
sOltumatu muutuja suhtes.

Definitsioon 5.20
Normaalkujulise n-jarku diferentsiaalvérrandiildlahendiks nimetatakse voérrandi (5.28)
lahendit

Yy = (p(x, Cl' Cz, ey Cn),
kusC;, C,, ..., C,, on suvalised konstandid.

Suvalised konstandid voib mé&aralgtingimustest

y(x0) = y0, ¥ (x0) = ¥1,¥" (x0) = ¥2, ---'y(n_l) (x%0) = Yn-1- (5.29)

Kui n > 2, siis vdivadn-jarku diferentsiaalvérrandiga kaasneda ka tingimused, mis seovad
otsitava funktsioony = y(x) ja tema tuletiste vaartusi integreerimis|djgtib] rajapunktides

x = a ja x = b. Niisuguseid tingimusi nimetatakgajatingimusteks diferentsiaalvérrandit
koos rajatingimustega agajatlesandeks
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Teoreem 5.6.
Cauchy teoreem. Olgu funktsioon

fOOY, Y1 Y2, 00 Y1)
pidev muutujatex,y,y;, Vs, ..., Vn—1 Piirtkonnas D ning olgu tal olemas esimest jarku
osatuletised argumentide y,, v, ..., Yn—1 Jargi, mis olgu samuti pidevad piirkonna@s Siis

iga punkti(xo, Yo, V1, ---» ¥n—1) € D korral on Cauchy illesandel (5.28), (5.29) olepwajasti
tks lahendy = y(x).

Definitsioon 5.21.
Normaalkujulisen-jarku diferentsiaalvérrandi tldlahendiks piirkonnasD nimetatakse seost

y = y(x, Cl, Cz, . Cn)!

kus Cy, Cs, ..., C, on suvalised konstandid, mille puhul iga,, y,, Vs, ..., y3™ ') € D jaoks
leiduvad konstantide vaartused nii, et neile vaartustele vastav lahend rahuldab algtingimusi
(5.29).

Definitsioon 5.22.
Normaalkujulise n-jarku diferentsiaalvérrandi erilahendiks nimetatakse lahendit, mis
saadakse uldlahendist konstantijeC,, ..., C,, konkreetsete vaartuste korral.

Néaide 5.38 Lahendada vérrang™ = f(x).
Leiame uldlahendi algtingimustet(xy) = vo, ¥'(x0) = 1, V" (x0) = Vo, ., YD () =
Yn-1-
Integreerime vorrandi mdlemat poolt, saame
X

y® b = jf(x)dx +Cy,
Xo

kusx, on argumendi mistahes fikseeritud vaartu§,jan integreerimiskonstant. Integreerime
veelkord,

X X
y@-2) = f ff(x)dx + G (x — x0) + Ca.
Xo LXo

Jatkame protsessi, saame

X X
(x — xo)™? (x — x¢)" 2

yzf... ff(x)dx + C; =Dl + C, =2 + ..+C,.

Xo

Kui meil on algtingimused

y(xo) =vo,  YV'(x)=y1, ¥ (%) =¥z 0, YV (x0) = Vg,
Siis saame
Ch=Y0,Ch-1=Y1,Ch2 =Y2,..., 01 = Yn_1.

Naide 5.39 Lahendada vorrand

ym — ekx+1
kusk on mingi nullist erinev reaalarv.

Integreerime vorrandi mélemaid pooli muutwjgrgi, saame
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1
yu — Eekx+1 + Clﬂ

kusC; on suvaline konstant. Integreerides veel kaks korda, saame vorrandi Gldlahendiks

1
y = Fe"x“ + Cyx? + Cx + C,

kus(,, C, jaCson suvalised konstandid.

Diferentsiaalvérrand kujul
F(x,y®,yk+D,  ym) =g,

on lahendatav jargu alandamise teel muutuja vahetusega
y® =z

lugedes suuruse muutujax funktsiooniksz = z(x). Uue otsitava funktsiooni kaudu saadud
diferentsiaalvorrand otn — k)-jarku kujul

F(x,z7, ...,Z(”_k)) = 0.

Naide 5.40 Lahendada v&rrang® = /[y’

Alandame vorrandi jarku asendusega

14

y" =z,
lugedes suuruse muutujax funktsiooniksz = z(x). Siis saame diferentsiaalvorrandi kujul
Vz =12
ehk esimest jarku eralduvate muutujatega vorrandi, lahendame selle vbrrandi
dz
—=Vz
dz =dx
7 )

2Vz = x + C; ehkdz = (x + C,)>.

Kuna muutujate eraldamisel jagades labi suurusegaeldame, et/z # 0, seetbttu vorrandi
lahendiks on ka = 0. Asendame tagasiavaldise, saame vorrandi

12 1 2
y = Z (x + Cl) )
mille lahendamiseks integreerime kolm korda jarjest, saame

n 1 3
y =E(x+cl) +C2l

1
y, = E(x + 61)4 + sz + C3,
2

1 X
y Z%(DH-Q)S + 5 G+ Cox + Gy

Lahendades v@rrandist= 0 saadava vorrangi’’ = 0, saame lisaks uldlahendi kujul
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y = Csx? + Cex + Cs.
Vorrand kujul
F(y,y,..y™W)=0, n=x=2,
mis ei sisalda sdltumatut muutujgton lahendatav jargu alandamise teel muutuja vahetusega
Yy =z
kusz = z(y) on muutujay funktsioon, mitte argumendifunktsioon. Siis
, d@y) dz(y) dzdy |
Y T Tax T T dx :@ﬁ:”'
A0 d(Zz)  d(Zz)dy
y=dx=dx=dya=

Jargnevate tuletistega sailib saadud seadusparasus: iga jaygimiets sisaldab uue muutuja
z tuletisi, alates esimest jarku tuletisest kuni tihe vdrra vaiksema jangfihisisaldab uue
muutujaz tuletisiz’, z"”, ..., z¢ ™V, 2 < k < n.

z"'z% + (z)2z.

Naide 5.41 Lahendada vdrrang? + yy" = 0.

Alandame vorrandi jarku asendusega
y' =z

lugedes suurusemuutujay funktsiooniksz = z(y). Siis

yll = ZIZ
ja diferentsiaalvérrand saab kuju
z24+yz'z=0
ehk
dz
—zy = =272,
dy
z 1
Z_ZdZ = —;dy

Lahendame saadud esimest jarku vorrandi, saame

In|z| = —In|y| + In(;,

Cy

|z| = —.

|yl

Asendame = y’, saame esimest jarku vorrandi
,_ G

y =0
- - y

mille lahendiks on
y? = Cyx + C,.
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5.6.1. KORGEMAT JARKU LINEAARSED VORRANDID

Lineaarne homogeenne diferentsiaalvérrandildkujul on

y® +p (Y™ + o+ pp 1 ()Y + pa(x)y =0, (5.30)

kus p1(x),...,pn(x) on pidevad funktsioonid. Seda vérrandit nimetatakseaarseks
homogeenseks-jarku diferentsiaalvorrandiks .

Definitsioon 5.23.
Olgu y; =y;(x) (i=1,2,...,n) vahemikus (a,b) maaratud jan —1 korda pidevalt
diferentseeruvad funktsioonid. Determinanti

y1(x) Y2(x) o yp(x)
weo=| 0
y* P P P )

nimetatakse funktsioonide y,; (x),y,(x), ..., y,(x) Wronski determinandiks ehk
wronskiaaniks (punktis).

Wronski determinanti tahistatakse K& (y;(x),y,(x),...,yn(x)), kus argument néitab,
millitest funktsioonidest on Wronski determinant voetud.

Teoreem 5.7 Olgu y; = y;(x) (i = 1,2, ...,n) vahemikus(a, b) mé&aratud jan — 1 korda
pidevalt diferentseeruvad funktsioonid. Kui funktsioomigly,, ..., y, onlineaarselt sdltuvad
vahemikus(a, b), siis nende funktsioonid@/ronski determinant W(x) on vordne nulliga
igax € (a,b) korral.

Vastupidine vaide uldiselt ei kehti: Wronski determinant v&ib vodrduda nulliga, kuid
funktsioonid vdivad olla lineaarselt sdltumatud antud piirkonnas.

Naide 5.42.Funktsioonid
3

) < 0'
n@={ ¥

0, x =0,

ja
0, x <0,
y2(x) = {x3, x>0,

on lineaarselt séltumatud vahemikisse, ), kuid nende funktsioonide Wronski determinant
W (x) on vordne nulliga iga € (—o, «) korral.
Kui arvutame funktsioonidest Wronski determinandi, saarae0 korral

_|x* 0]_
We = |5, =0
ja kax = 0 korral
0 x3

way:h MA:&
Samas tingimusest
kix3,x<0
0=k k ={1’ ’
1Y1 (%) + kv, (x) kyx®, x> 0,

jareldub, ett; = k, = 0 ehk funktsioonidy; jay, on lineaarselt s6ltumatud.
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Teoreem 5.8.

Kui lineaarse homogeensagarku diferentsiaalvorrandi (5.30) lahengid x), y, (x), ..., ¥ (x)
on vahemikugdineaarselt sdltumatud siis nende funktsioonidé&ronski determinant W (x)
on nullist erinevigax € (a, b) korral.

Definitsioon 5.24
Oeldakse, et-jarku lineaarse homogeense diferentsiaalvérrandi (5.30) misairesaarselt
sOltumatut lahendit moodustavad selle vorrdakdendite fundamentaalsisteemi

Teoreem 5.9.

Olgu lineaarse homogeensgarku diferentsiaalvorrandi (5.30) kordajad pidevad funktsioonid
vahemikus(a, b). Olgu y4 (x), y2(x), ..., yo(x) vOrrandi lahendite fundamentaalstisteem, siis
vorrandi (5.30)ildlahend avaldub kujul

Y= €171+ C232@) + o+ Cay@ = ) €@, (5.31)
k=1

Uldlahendiga on maaratud &ra vorrandi (5.30) k&ik lahendid, st vdrrandi (5.30) mistaheis lahend
saame uldlahendist konstantidgC,, ..., C,, sobiva fikseerimise teel.

Lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi jargu alandamine
Lineaarse homogeense vorrandi saab lahendada nii, et leiame k&igepealt selle wdrrandi
lineaarselt sdltumatut lahendit ja kirjutame vastuse kujul (5.31), selleks lldine meetod puudub.
Sellepéarast tuleb vorrandi lahendamiseks sageli kasutadajéidistalandamise votet
Kui me teame vBrrandi mingit lahengit(x) # 0, siis vdime vorrandi jarku alandada vorrandi
lineaarsust sdilitades. Seda saame teha kahe asendusega: esiteks asendame varrandis
YW + (Y™ 4+ o+ pao ()Y + p(X)y =0,
Y=Y124
ning siis alandame vorrandi jarku asendusega
z'=u, z=2z(x),u=u(x).
Liouville’i-Ostrogradski valem.

Olgu p; (x), p,(x), ..., pr(x) mingid pidevad funktsioonid, kut < x < b, ning oletame, et
funktsioonidy; (x), y.(x), ..., y,(x) moodustavad lahendite fundamentaalsiisteemi lineaarse
homogeensa-jarku diferentsiaalvorrandi

Yy +p; (Y™ VY + L+ P ()Y +p(X)y =10

jaoks. Siis funktsioonide; (x), y,(x), ..., y,(x) Wronski determinant/ (x) on vahemikus
(a, b) nullist erinev igax € (a, b) korral.
Siis vorrandist

W'+ p,(x)W =0

saame Wronski determinandi jaoks avaldise, mida nimetatakk#&uville’i-Ostrogradski
valemiks (modnikord ka Abeli valemiks)

W(x) = CeJP1(®dx a<x<h,

kusC on suvaline konstant, mis ei saa olla null.
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Kuigi vorrandi (5.30) lahendite fundamentaalsiistegpx),y,(x), ..., y,(x) soltub selle
vorrandi kdigist kordajatesp, (x), p,(x), ..., p,(x), s6ltub lahendite Wronski determinant
W (x) ainult kordajasp, (x).

Lineaarne mittehomogeenne diferentsiaalvérrancn vérrand kujul
YW+ p1 (Y™ + o+ P (Y + a0y = f(R).
Kui on teada lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi
YW +pi )y 4 paoi ()Y + pp(x)y = 0
jaoksn lineaarselt sdltumatut lahendit

Y = Ciyi(x) + Gy (x) + .o+ Cryn(x)

ja mittehomogeense vorrandi U&slahend Y, siis mittehomogeense diferentsiaalvérrandi
uldlahend avaldub kujul

y=Y+Ciy:(x) + C2y,(x) + ...+ C,.y,,(x). (5.32)

Lineaarse mittehomogeense diferentsiaalvérrandi mistahes lahend on saadav uldlahendist
(5.32) konstantid€;, C,, ..., C,, vaartuste fikseerimisel.

Erilahendi Y leidmine konstantide varieerimise meetodiga
ErilahenditY (x) otsitakse jargmisel kujul

Y(x) = Ci(x)y1(x) + C(0)y2(x) + ... + () yn (%),

homogeense vorrandi uldlahendisse (5.31) asendame suvalised kongigr@id.., C,
funktsioonidegaC; (x), C,(x), ..., C,,(x). FunktsioonidC; (x), C,(x), ..., C,(x) maaratakse nii,

et Y(x) rahuldaks mittehomogeenset vdrrandit. See on ainult Uks tinginfusktsiooni
maaramiseks. Puuduvad tingimused vBime vabalt ette anda, need anname ette nii, et lahendi
i (x) tuletised kuni jarguni — 1 oleksid véimalikult lintsa kujuga.

Diferentseerimé’(x) avaldist, saame

Y' = C1(0)y1(x) + C(0)y,(x) + .o + Cr(0)yn (%) +

+C1(0)y1(x) + C(0)y2(x) + ..+ Cr(X) yp ().

Esimese vabalt valitud tingimusena nBuame, et vimase avaldise paremal pool olev esimene
summa oleks vordne nulliga:

C1()y1(x) + G (0)y(x) + ... + Cr(0)ya(x) = 0.
Siis
Y= C(0)y1(x) + C(0)yz(x) + oo+ Cu()yn (%),
mille diferentseerimisel saame
Y" = Cl()y1(0) + G()y;(x) + .+ Cr(0)yn (%) +
+C ()y1 (x) + C(0)y; () + ...+ Gy (x).
Teise tingimusena nduame, et

Ci()y1(x) + G0y (x) + ... + Cr()yn(x) = 0.
Siis
Y =G (0)y1 () + C)yy () + 4 Cr()yn' ().
Sarnaselt diferentseerime edasi ja toome sisse uued lisatingimused kuni saame
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Y™ = )y 0 + Gy V) + e+ CLO)yT T () +

+C ()Y (1) + G () + o Cu ()Y ().

Nuud kasutame tingimust, &(x) peab rahuldama mittehomogeenset diferentsiaalvorrandit.
Selleks asendani€é esialgsesse diferentsiaalvdrrandisse, kust saame

D G @+ ) Gy () 4@ ) Gy () + .
k=1 k=1 k=1

A D@ ) GOy () = f).
k=1

Kirjutame vérduse timber

D G @+ ) G0 (10 + Y@ + e+ ) = @),
k=1 k=1

Kunay, on vorrandi lahendk(= 1, 2, ..., n), siis sulgudes olev funktsioon on nullfunktsioon.
Jarelikult onY vorrandi lahendiks, kui kehtib tingimus

Ci Y V) + Gy V@) + e+ Gy () = £,

Vottes kokku kdik sisse toodud tingimused ja viimase vorduse, saame funktsioonide
C;(x), Cy(x), ..., Cp(x) leidmiseks slisteemi

(C1(0)y1(x) + (DY () + ...+ (D) yn(x) =0,

{ C1(0)y1(x) + G;O)y2(x) + ...+ CL(X)yn(x) =0, (5.33)

L@y 2@ + G y™ D) + ot @Y™V = ().

See on suuruste
C1(x), C3(x), ..., Cp(x)

suhtes lineaarne mittehomogeenne vorrandististegirrandi jan tundmatuga. Ststeem on
Uheselt lahenduv. Stisteemi lahendamisel avaldame kdigepealt tuletised

€1 (%), (%), ..., Cp ()
ja siis funktsioonide avaldised saame integreerimisel:
Ci(x)=g9;(x),i=12,..,n,

Ci(x) = fgi(x) dx+C,,i=12,..,n.
Kuna meid huvitab ainult iiks erilahend, siis vdime v6ita= C, = ...=C,, = 0.
660 = [ g ax.

Kdrgemat jarku lineaarse konstantsete kordajatega diferentsiaalvérrandiildkuju on
YW +ay™V + a1y +any = f(2), (5.34)
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kusay, ..., a,, on konstandid jg& (x) antud vabaliige j = y(x) otsitav funktsioon. Vorrand
on erijuht vorrandist (5.30).

Vorrandi lahendamiseks tuleb lahendada kbigepealiav homogeenne vorrandkujul

y™ +a;y® Y+t a, 1y +a,y=0, (5.35)
selleks koostame karakteristliku vorrandi
K"+ a k"' + . +a, 1k+a,=0 (.536)

ja leiame lahendina karakteristlikud vaartuged.., k,,.

Definitsioon 5.25.
Vorrandit (5.36)

K"+ a;k" 1+ . +a, 1k+ta,=0

nimetatakse diferentsiaalvérrandi (5.3&arakteristlikuks voérrandiks , vorrandi (5.36)
lahendeid nimetatakdearakteristlikeks vaartusteks. Vorrandi (5.36) vasakul poolel olevat
poltinoomi

Pk)=k"+a,k" '+ ..+a, 1k +a,
nimetatakse vorrandi (5.3&nrakteristlikuks poltiinoomiks .

Karakteristlike vaartuste iseloomule vastavalt (reaalsed v6i komplekssed, kordsed) kirjutame
valja vorrandi lineaarselt séltumatud erilahengigd..., v, ja nende lineaarse kombinatsioonina
ka vorrandi tldlahendi.

a) igalereaalsele Uhekordsel&arakteristlikule vaartusele vastab erilahend kujul
y; = eli¥,
b) igalem-kordsele reaalsele&karakteristlikule vaartusele vastabm erilahendit kujul
ef1x xekix yZekix  ym-1gkix
c) igale kompleksarvuliele karakteristlike vaartuste paarilg; = a + i vastab kaks

reaalset erilahendit kujul
e“* cos Bx,e"* sin Bx,

d) igale m-kordsele kompleksarvuliselekarakteristlike vaartuste paarilg, = a + i
vastab2m reaalset erilahendit kujul

e“* cos Bx,x e** cos Bx, ..., x™ 1e** cos fx,

e“* sin Bx, xe“* sin Bx, ..., x™ 1e** sin Bx.

Teoreem 5.10.
Kui funktsioony = u + iv on lineaarse homogeense diferentsiaalvérrandi kompleksarvuliseks
lahendiks, siis selle reaalogga imaginaarosa kordajaon samuti vorrandi lahendiks.

Teoreem 5.11

Kui konstantsete kordajatega lineaarse homogeenggku diferentsiaalvorrandi (5.35)
karakteristlikud vaartused,, ..., k,, on paarikaupa erinevad, siis funktsioonjg= e**
moodustavad diferentsiaalvorrandi (5.35) lahendite fundamentaalstisteemi ja seega tema
dldlahendiks on

y = Ce** + Cre*2* + .. + C, ek,
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kus—o < x < w0 ja(Cy, C,, ..., C, On suvalised konstandid.
Teoreem kehtib ka kompleksarvuliste karakteristlike vaartuste korral
ki=a+if,k =a—ip,

kuid sellisel juhul vastab kompleksarvulistele lahenditele kaks reaalset lahendit, milleks on
kompleksvulise lahendi reaalosa ja imaginaarosa kordaja. Naiteks kui

y, = ek1¥ = e(@+iB)x — o o5 Bx + [ sin fx
ja

y, = eke¥ = ¢(@=iB)X — paX co5 By — [ sin Px,
siis sellest, ey; on vorrandi kompleksarvuliseks lahendiks, jareldub teoreemist 5.10, et ka
lahendi reaalos&e(y,) = e** cos fx ja imaginaarosa kordajan(y;) = e** sin fx on selle

vorrandi lahenditeks. Seega kompleksarvulistele lahendjtelg@ y, vastab kaks reaalset
lahendit kujul

¥, = Re(y,) = e®* cos Bx, ¥, = Im(y,) = e** sin Bx.

Naide 5.43 Leida uldlahend vbrrandile

nr

y'" =2y" —=3y"=0.
Vastav karakteristlik vérrand on kujul
k3 — 2k? — 3k = 0,k(k? — 2k — 3) = 0,

karakteristlikud vaartused on
k, =0k, =—1,k; = 3.
Vorrandi erilahendid on
Y1 = er = 1ly2 = e_x'yB = eSx
ja vorrandi tldlahendiks on
y = C, + Cre™ + C3e3%,

Naide 5.44 Lahendada diferentsiaalvorrand

y”I—y”_y,‘l'y:O.
Vastav karakteristlik vorrand on kujul

k3—k?—k+1=0
ja selle lahendid on
ki =-1,k,=k; =1.
Vorrandi erilahendid on
y1=e ",y = e’ y; = xe*
ja vorrandi tldlahendiks on
y = Cie ™ + Cye* + C3xe*.

Naide 5.45.Lahendada diferentsiaalvérrand
y D =2y 4+ 2y —4y®) 4y 29" =0,
Vastav karakteristlik vorrand on kujul
k7 —2k® + 2k®> — 4k* + k3 — 2k? = k2(k—2)(k* + 1)2 =0
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ja selle lahendid on
ki =k; =0ks =2,ky=ks =1i,ke =k; =—1.

Vorrandi erilahendid on
n=1 Va2 = X, y; = e?, Y4 = COS X,
Y5 = X COSX, Ve = Sinx, y, = xsinx.
ja vorrandi tldlahendiks on
y = C; + Cyx + C3%* + (C4 + Csx) cosx + (Cg + C,x) sinx.
Mittehomogeense voérrandilahend avaldub vastava homogeense vorrandi lahendi ja tUhe
mittehomogeense vorrandi erilahendi summana:
y=Ciy,1+ ..+Cy, 1Y,

kusY on mittehomogeense vdrrandi tiks erilahend.

Naide 5.46 Leida erilahend vérrandile

nr 4 X

y' =yl =e”
Kuna vastava karakteristliku vérrandi
k3 —k?=0
lahendid ork; = 1,k, = k3 = 0, siis vastava homogeense vorrandi Uldlahendiks on

yh = Cl + sz + C3ex.

Seega Uks karakteristliku vorrandi lahenditést=1 on v@rdne arvue* astmes oleva
argumendix kordajaga. Seetdttu otsime erilahendit kujul

Y = Axe”,
siis
Y' = Ae* + Axe”,
Y" = Ae* + Ae* + Axe* = 24e* + Axe”,
Y'" = 24e* + Ae* + Axe* = 34e* + Axe”.

Tundmatu kordajal maaramiseks asetame vorrandisse otsipavdetiste asemele vastavéd
tuletiste avaldised. Saame
3Ae* + Axe* — 2Ae* — Axe* = e*
ehk
Ae* = e*,

Siit saame, el = 1 ja otsitavaks erilahendiks on

Y = xe*.

5.7. DIFERENTSIAALVORRANDITE SUSTEEMID

Paljude Ulesannete lahendamisel tuleb leida funktsioonid

Vi = Y1), ¥2 = ¥2(%), oo, Y = Y (),

mis rahuldavad diferentsiaalvorrandite siisteemi argumeralsitavate funktsioonidg;, y,,
..., Yn Ning nende tuletiste suhtes. Harilike diferentsiaalvérrandite sisteemi tldkujus vaib olla
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otsitavate funktsioonide kdrgemat jarku tuletisi. Kbrgemat jarku tuletised on vdimalik uute
muutujate sissetoomise teel asendada temaga samavaarse normaalkujulise stisteemiga.

Definitsioon 5.26.

Normaalkujuliseks siisteemiks(normaalsisteemiks)imetatakse diferentsiaalvérrandi
susteemi, kus vorrandite vasakuteks poolteks on otsitavate funktsioonide esimes
tuletised, paremad pooled aga tuletisi ei sisalda:

(dy,

x = Fi(x,¥1, -, Yn),
dy,

] E = FZ(x)ylﬁ ---;yn)! (5.37)
dy

kd_; = Fn(xlylﬂ ""yn)'

KusFy(x,y;, ..., ¥») On antud funktsioonid = 1,2, ..., n,
Yr = Vi (x) onotsitavad funktsioonid.

Naide 5.47 Leida jargmise sUsteemi normaalkuju

y'—2zz' =0,
{

sinx +y" —z

Avaldame teisest vOrrandigt’ ja esimesest’, saame slisteemi kujul

4

gy
2z’
y" =z% —sinx.
Votame kasutusele uue funktsiooni
w=y,
saame slUsteemi asendada kolmandat jarku normaalkujulise siisteemiga oisitgeate
suhtes:

(Y =Ww,
ow
7 = —
| 2z’
kW’ =z? —sinx.

Normaalsisteemi jarguks nimetatakse normaalstisteemis sisalduvate vorrandite arvu.
Susteem (5.37) on-jarku.

Definitsioon 5.27.

Normaalsitsteemi (5.37)ahendiks vahemikus (a,b) nimetatakse suvalist kogumit
funktsioonist y; = y;(x), v, = y,(%), .., yn = yo(x), mis on madaratud ja pidevalt
diferentseeruvad vahemikqa, b), kui ta muudab samasuseks stisteemi (5.37) iga vorrandi iga
x € (a, b) korral.

Definitsioon 5.28.
DiferentsiaalvOrrandite susteemi (5.37) jaokauchy Ulesanneseisneb jargnevas: leida
susteemi lahendite hulgast niisugune

Y1 =Y1(%),¥2 = y2(%), ..., ¥n = Yu(x),
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mis rahuldab tingimusi
Y1=Y1Y2 = Y3 Yn = Vi,
kui x = x,, kusy?,v?, ..., ¥ on ette antud arvud ehk algvaartused

y1(x0) = ¥1,¥2(x0) = ¥3, e, Yu(x0) = ¥y

Arv x, on sbltumatu muutuja algvaartus.
Algtingimusedon kujul

Vi (xo) = yp, k=12,..,n.

Definitsioon 5.29.
Normaalsitsteemi (5.37W)ldlahendiks (piirkonnasD) nimetataksen suvalisest konstandist
C;, Cy, ..., C, sOltuvat sisteemi lahendit

y1 = f1(x,C1,Cy, ..., Cy),
Y2 = fZ(xl Cl' CZ' ""Cn)' (538)
Yn = fn(xl Clﬂ CZ' L) Cn)'

millel on jargmine omadus: iga punkti,, y?,v?, ...,¥%) € D leiduvad sellised konstantide

vaartused:; = C2,C, = C2,...,C, = C2, et vastav lahend (integraalkéver) (5.35) kulgeb labi
mainitud punkti, st rahuldab tingimusi

{)’1 = fl(x()' C?, CO, ey Cg),
Y2 = fz(.X'O, Cg, CO, ey Cg),
\Wn = Falx0, €1, C3, ..., CR).
Uldlahendist (5.38) konstantidé,, C5, ...,C,, vaartuste fikseerimisel saadavaid lahendeid

nimetatakse susteemi (5.3f)lahenditeks

Naide 5.48 Naidata, et jargmise diferentsiaalvorrandite stiisteemi

{ y'=y-z
z'=z—4y
lahendiks on

{y = Cie ™ + (e,

z =2Ce™™ — 2C,e3*,

kus(, jaC, on suvalised konstandid.
Leiame lahenditest tuletised (vOrrandite vasakud pooled) ja naitame, et need on vdrdsed
vorrandite paremate pooltega

y' = —Cie ™ + 3C,e3*,

y—z=—Ce ™™+ 3C,e3*,

Z, = —che_x - 6C2€3x,

z—4y = —2Ce™* — 6(C,e>*,

Jarelikult funktsioonidy ja z on tdepoolest stisteemi lahendid konstanfidga C, mis tahes
vaartuste korral.
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Monikord ei sbltu stisteemis olevad vorrandid teistest muutujatest, siis on vdimalik lahendada
vorrandid eraldi diferentsiaalvérranditena. Jargnevas naites koosneb siisteem kahest teineteisest
sOltumatust diferentsiaalvorrandist ja ststeemi lahendamine taandub kahe eraldi vorrandi
lahendamisele.

Naide 5.49 Leida jargmise normaalstisteemi erilahend

(& _>
gdx x’
dz_z
&=

algtingimustel
y(1) =2jaz(1) = 3.
Tegemist on sellise sisteemiga, mille mélemad vorrandid on eraldi lahendatavad, nad ei soltu

teisest muutujast. Kdigepealt korrutame mdlemat vorrandit suurubega seejarel jagame
esimest vdrrandit suurusegga teist vorrandit suurusegasaame

(dy dx
dz dx
Iz

Integreerides mdlemaid vdrrandeid, saame
{lnlyl =In|x| +InC;,

In|z| =In|x| +InC,.
Uldlahend avaldub jargmiselt
{y = Clx'
z = (Cyx.

Erilahendi saamiseks rakendame rajatingimusi, saame konstafitida C, vaartused
jargmiselt:

Cl=2,C2=3.
Seega erilahendiks on
y = 2x,z = 3Xx.
5.7.1. UHELE VORRANDILE TAANDAMISE MEETOD

Diferentsiaalvérrandite stisteemide tks pohilisi lahendusmeetodeid seisneb nende taandamises
Uhele korgemat jarku diferentsiaalvorrandile. Lahendades selle vorrandi, leiame uhe
otsitavatest funktsioonidest. Ulejaanud otsitavad funktsioonid leiame lahtesiisteemi vérrandite
ja stisteemi teisendamise kaigus saadud seoste abil. Kuna diferentsiaalvorrandite slisteemi thele
kdrgemat jarku voOrrandile taandamisel on pohilisteks operatsioonideks vorrandite
diferentseerimine ja muutujate elimineerimine, nimetatakse Uhele muutujale taandamise
meetodit tihti keelimineerimismeetodiks
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Naide 5.50 Kasutades elimineerimismeetodit, lahendada diferentsiaalvorrandite siisteem
y'=z  z'=y,
kusy = y(x) jaz = z(x) on otsitavad funktsioonid.

Diferentseerime esimest vorrandit, saame

rn

y' =12
ja asendame teise vOrrandisse, saame teist jarku diferentsiaalvorrandi kujul
- yII — y’
dldlahendiks saame
y = Ce™ + Cre”.

Esimesest vOrrandist saame otsitava funktsieoni

z=—Ce™ + Cye*.

Naide 5.51 Kasutades elimineerimismeetodit, lahendada diferentsiaalvorrandite susteem

2:

{ y—2zz' =0,
sinx +y" —z ,

kusy = y(x) jaz = z(x) on otsitavad funktsioonid.
Diferentseerime teist vorrandit, saame
cosx+y'"" —2zz'=0

ja elimineerime korrutis€zz', liites vorrandid kokku. Saime kolmandat jarku konstantsete
kordajatega lineaarse vorrandi

!

y"' —y = —cosx,
mille tldlahend avaldub kujul
y=Cy; + Gy, + C3ys +Y,

kusY on vdrrandi erilahend jy,, v,, y3} vastava homogeense vorrandi lineaarselt séltumatud
erilahendid. Vastava homogeense vorrandi

nr

y' -y =0
karakteristlik vorrand on kujul
k3—-1=0,

karakteristliku vorrandi lahenditeks on

1 3 1 /3
ki =1k, =—=+—i ks =—=——Ii
22 2 2

seega homogeense varrandi tldlahendiks on
_x V3 V3
yp=Cie*¥+e 2 (CZCOSTDC + C3sin7x>.

Mittehomogeense vdrrandi erilahendit otsime samal kujul funktsioofigeos x), ehk
trigonomeetriliste funktsioonide summana:

Y =Asinx + Bcosx, Y' = Acosx — Bsinx,
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Y" =—Asinx — Bcosx, Y'"" = —Acosx + Bsinx.
Asendame erilahendi vOrrandisse, saame:
—Acosx+ Bsinx — Asinx — Bcosx = — cos x.

Konstantided ja B maaramiseks peavain x ja cos x kordajad mdlemal pool vérdusmarki
olema vordsed, siit saame kaks vorrandit:

-A-B=-1, B-A=0,

ehk
1
A == B == E .
Saime erilahendiks
1 1
Y = Esinx + Ecosx

ja tldlahendiks

1 1 _x V3 V3
y=zsmx+§cosx+61ex+e 2 Czcos7x+(]3sm7x.

Nuud on vaja leida teine otsitav funktsioan selleks kasutame teist vorrandit ja leiame
Uldlahendisty teise tuletise:

Z =i L ! +C x+1‘§c 3 + C3si K +
Z- =S8SInx zsmx 2COSX 1€ 46 2COS ) X 3S1n > X

3C V3 36_\/§
42COSZX43SIHZX.

Naide 5.52 Kasutades elimineerimismeetodit, lahendada diferentsiaalvérrandite slisteem
{ y'=2—2z
z' =y —4cosx,
kusy = y(x) jaz = z(x) on otsitavad funktsioonid.
Avaldame esimesest vOrrandist otsitaja diferentseerime saadud vorrandit:

! 12

z=2—-y', z' =—y".
NUUd asendame saadgldavaldise teise vorrandisse, saame
—y"" =y —4cosx

ehk
y" +y =4cosx. (5.39)

Saime teist jarku konstantsete kordajatega lineaarse diferentsiaalvfrrandi, mille tldlahend on
kujul
y=yntY,

kusy, on vorrandile vastava homogeense vorrandi laheidga mittehomogeense vorrandi
erilahend. Kdigepealt lahendame vorrandile vastava homogeense vorrandi

y'+y=0.
Lahendamiseks moodustame vorrandile vastava karakteristliku vorrandi
k*+1=0,
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mille lahenditeks on
kl - i, kz = _l

Kuna tegemist on kompleksarvuliste karakteristliku vorrandi lahenditega, siis homogeense
vorrandi Gldlahend avaldub kujul

yn = e%(Cysinx + C, cosx) = C; sinx + C, cos x.
Mittehomogeense vorrandi erilahendi leidmisel peame arvestama, et vorrandis
y" +ay' + by = F(x)

a = 0, see tdhendab, et vBrrandis puudub liige, mis sisaflakuna F(x) = 4 cosx ehk
koosinuse argument on 1 korgga karakteristliku vérrandi lahendis imaginaarthiku kordaja
on 1, siis meil on tegemistijuhuga, mille korral peame erilahendit otsima kujul

Y = x(Asinx + B cos x).
Tuletiste leidmisel kasutame korrutise tuletise reeglit. Siis
Y' = Asinx + B cosx + x(Acosx — Bsinx),
Y" =Acosx —Bsinx + Acosx — Bsinx + x(—Asinx — B cos x).
Asendades suurus&dY’’ mittehomogeensesse vorrandisse (5.39), saame

Acosx —Bsinx + Acosx — Bsinx + x(—Asinx — Bcosx) + x(Asinx + Bcosx) =
4 cosx,

2Acosx — 2B sinx — x(Asinx + Bcosx) + x(Asinx + Bcosx) = 4 cos x.

Nuud taanduvad valja likmed, mis sisaldavadsinx,xB cosx (nii juhtub alati) ja on
vOimalik leida kordajated, B vaartused, vordsustades vasakul ja paremal pool vérdusmarki
trigonomeetriliste funktsioonide kordajad.

cos x kordajad: 24 =4, A=2,
sinx kordajad: —2B =0, B =0.

Seega otsitav erilahend on kujul
Y = 2xsinx
ja vorrandi tldlahendi saame

y=y,+Y =C(;sinx + C,cosx + 2x sin x.

Kuna meil on tegemist ststeemiga, milles on vaja leida ka otsitav funktgieon(x),
kasutame selleks eespool esimesest vorrandist saadud avaldist:

z=2-y,
y' = C;cosx — C,sinx + 2sinx + 2x cos x,
z=2—-y' =2—-Cycosx + C,sinx — 2sinx — 2x cos x.
Diferentsiaalvérrandite stisteemi lahenditeks on seega

{ y=Cysinx + C, cosx + 2xsinx,
z=2—Cycosx+ Cysinx —2sinx —2xcosx.

186



5.7.2. INTEGREERUVATE KOMBINATSIOONIDE
MEETOD

Teiseks meetodiks, mida sageli kasutatakse diferentsiaalvérrandite sisteemide lahendamisel,
on integreeruvate kombinatsioonide meetodehk kombineerimismeetod See meetod
seisneb stisteemi vOrrandite teisendamisel kujule, millest on lihtne leida vérrandeid kujul
o(x,v1,..,y,) = C. Susteemi vrrandite teisendamisel sageli vorrandid liidetakse omavahel
vOi lahutatakse Uhest vOrrandist teine. Nendele votetele vdib lisaks kasutada ka vorrandite
labikorrutamist sobivate funktsioonidega enne liitmist voi lahutamist, et oleks véimalik saadud
vOrrandit integreerida.

Naide 5.53 Kasutades integreeruvate kombinatsioonide meetodit, lahendada diferentsiaal-
vOrrandite ststeem

!
Yy =2z

z' =y,
kusy = y(x) jaz = z(x) on otsitavad funktsioonid.
Tegemist on ulesandes 5.50 oleva susteemiga, mille lahendasime elimineerimismeetodil.

Lahendame sama ulesande niud teisel meetodil. Liites antud vdrrandite vasakud ja paremad
pooled, saame

y+z'=z+y
ehk

d(y + z)

T UtE

See ongi Uheks integreeruvaks kombinatsiooniks, mille lahendamiseks teeme asernduse
y + z ja saame diferentsiaalvorrandi

u =u,
mille lahendiks on
u = Cye”*,
edasi asendadesavaldise tagasi
y+z=_Ce*

ja avaldades integreerimiskonstandi, saame
Ci=e*(y+2).
Teise integreeruva kombinatsiooni saamiseks lahutame stisteemi esimesest vorrandist teise:

y —z'=z-y

dly —z) _
—x - 0-2

ehk

Saime teise integreeruva kombinatsiooni, mille lahendamiseks teeme asenduse

u=y—z
ja saame diferentsiaalvérrandi
u = —-u,
mille lahendiks on
u=Ce™",
edasi asenaaeu avaldise tagasi, saame
y—z=C(e"

X
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ja avaldades integreerimiskonstandi, saame
C, = e*(y—z).
Susteemi tldlahendi voib esitada kujul

{e_x(y + Z) = Cll
e*(y —z) = C,.

Kui avaldada saadud seostest otsitavad funktsiopfad,, saame stisteemi tldlahendi kujul:
{y = Ce* + Cre™%,

zZ = Clex - Cze_x.

Saime sama tulemuse, mis Ulesandes 5.50.

Naide 5.54 Kasutades integreeruvate kombinatsioonide meetodit, lallajidgmine diferent-
siaalvOrrandite siisteem

dx x—y
dt  z—t
]y _x=y

dt z-—t’
dz
\d_t:x_y-l_l'

kusx = x(t),y = y(t) jaz = z(t) on otsitavad funktsioonid.
Lahutame slisteemi esimesest vorrandist teise, saame

dx—y) _

0,
dt

millest integreerimisel saame
x—vy=C(.

Asendades saadud avaldise slsteemi teise ja kolmandasse vdrrandisse, saame teist jarku
susteemi

(dy C;
!E:z—t'
dz
LE=C1+1.

Selle sisteemi teisest vorrandist saame integreerides avaldada
z=t+ Cit +C,.
Asendades saadud avaldise uue siisteemi esimesse vorrandisse, saame

dy Cy G
dt t+Cit+Cy—t Cit+Cy

Saadud vorrandi lahendamisel saame

y = ln|C1t + Czl + C3.
Susteemi tldlahend on kujul
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X = lnlclt + Czl + Cl + C3,
y == ln|C1t + C2| + Cg,

\zzt(1+C1)+Cz.

5.7.3. SUMMEETRILISTE SUSTEEMIDE LAHENDAMINE
KOMBINEERIMISMEETOD IL

Kirjutame normaalkujul oleva susteemi (5.37) vorrandid Umber suimmeetrilisele kujule
arvestades, et diferentsiaalide jagatised on otsitavate tuletised ja avaldades argumendi
diferentsiaali igast vorrandist. Saame

d d d
dle,l,dle,z,...,dxz }in.
Y1 V2 Yn
Susteemi (5.373Ummeetriline kuju on
dy, _ dy, _ dyn _dx
Fi(6y1 o) F2(6 Y1, 0 Yn) F (3, Y1, s V) 1

Tegemist on stisteemi teise kirjutusviisiga, seetbttu véime lubada olukorda, kus osa nimetajatest
summeetrilisel kujul on nullid. Nulliga vérduv nimetaja simmeetrilises siisteemis tahendab
selle muutuja diferentsiaali vordumist nulliga. Naiteks kui

dyl = O,

siis vastavat vorrandit integreerides sagme: C, kusC on suvaline konstant.

Summeetrilise stisteemi lahendamiseks integreeruvate kombinatsioonide meetodil on véimalik
kasutadarfrdsete murdude omadustmille kohaselt mistahes kordajdtg k, .., k, (|kq| +

|ky| + -+ + |k,,| # 0) korral kehtib

& = p_Z R p_n — k1p1 + k2p2+--+knpn
9 92 qn  kiqi +kyqy, + -+ knq,

Selle omaduse t6ttu voime korrutada iga murru lugejat ja nimetajat tihe ja sama kordajaga ning
tulemuseks on murd, mille lugejas on kdikide murdude lugejate summa ning nimetajas kdikide
nimetajate summa. Integreeruva kombinatsiooni saamiseks vo0ib teostada korrutamised ja
litmised nii, et nimetaja vérduks nulliga, mistdttu saame lugeja integreerimisel esimese
integraali avaldise.

Naide 5.55

Kasutades integreeruvate kombinatsioonide meetodit, lahendada jargmine summeetriline
diferentsiaalvorrandite stisteem
dx  dy dz

5_—lnx:1nx—2y'

Esimene vordus annab
—Inxdx = 2ydy,
mille integreerimisel saame
—xlnx —x =y? + (4,
siit
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y?+x(nx — 1) = C,.

Teise integreeruva kombinatsiooni saamiseks proovime nimetajasse sada nulli, selleks lidame
esialgse susteemi kdikide murdude lugejad ja kdikide murdude nimetajad kokku, saame

dx dy = dz dlx+y+2) _dx+y+2z)
2y —Inx Inx—-2y 2y—Inx+lnx—2y 0 '

Et nimetaja vBrdumine nulliga simmeetrilises stisteemis tahendab lugeja vérdumist nulliga,
saame

dlx+y+2z)=0,
millest
x+y+z=0C,.
Susteemi tldlahend on kujul
y2+x(nx—1)=C,x+y+z=C,.

Saadud esimesed integraalid on lineaarselt s6ltumatud, kuna thes avaldistest puudub muutuja
z, seetottu ei ole voimalik tihte teise kaudu avaldada.
Naide 5.56

Kasutades integreeruvate kombinatsioonide meetodit, lahendage jargmine summeetriline
diferentsiaalvorrandite sisteem
dx dy dz

(z—y)? z y

Teine vordus annab

ydy = zdz,
mille integreerimisel saame
2 2
y Z
===+,
) 2 2 1
siit
y? —z%2 =(;.

Teise integreeruva kombinatsiooni saamiseks lahutame teise ja kolmanda murru lugejad ja
nimetajad liikmeti ja vBrdsustame esimese murruga.

dx dy dz d(y—2z)
(z-y3? z 'y z-y’
dx  —d(z—-y)
(z-y)? z-y '

Teeme muutuja vahetuse= z — y, siis

dx B du

uz  ou’
kust saame

dx = —udu

ja integreerides vorrandit, on tulemuseks
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- Y
x=-= 2

Korrutades vorrandit kahega ja asendades tagasi muutuja vahetuse avaldise, saame
2x — (z—v)? =C,.
Saime susteemi tldlahendi kujul

y2—2z%2=C,2x— (z—y)* = C,.

Naide 5.57

Kasutades integreeruvate kombinatsioonide meetodit, lahendage jargmine summeetriline
diferentsiaalvérrandite stisteem
dx dy dz

4z—5y: 5x —3z 3y —4x
Korrutame esimest murdu (lugejat ja nimetajat) arvuga 3, teist arvuga 4 ja kolmandat arvuga 5
ja liites koik lugejad ja nimetajad kokku, saame
3dx  4dy  5dz d(3x + 4y + 52) 3
12z - 15y 20x—12z 15y —20x 12z — 15y + 20x — 12z + 15y — 20x
_ d(3x + 4y +52)
5 :

Et nimetaja vordumine nulliga simmeetrilises stisteemis tahendab lugeja vérdumist nulliga,
saame

(4z # 5y).

d(3x+4y +5z) =0,
millest
3x + 4y + 5z = (;.

Korrutame esimest murdu (lugejat ja nimetajat) suurugagdeist murdu suurusegdy ja
kolmandat suuruse@z ja liites kdik lugejad ja nimetajad kokku, saame

2xdx  2ydy  2zdz d(x? + y? + z?) B
8xz —10xy 10xy — 6yz 6yz—8zx 8xz— 10xy + 10xy — 6yz + 6yz — 8zx
_d(x*+y? +2%)
= 5 .

Et nimetaja vordumine nulliga simmeetrilises sisteemis tdhendab lugeja vérdumist nulliga,
saame

d(x?+y?+z2) =0,
millest
x2+y2+ 22 =C,.

Leitud esimesed integraalid on sdltumatud, kuna eeldamelz et 5y. Saime susteemi
dldlahendi kujul

3x + 4y + 5z = C;,x2 + y? + 2% = C,.

Kdrgem matemaatika Il, Ella Puman 191



VI PTK
OSATULETISTEGA DIFERENTSIAALVORRAND 1ID

6.1. OSATULETISTEGA DIFERENTSIAALVORRANDI
MOISTE

Definitsioon 6.1

Varrandit, mis seob otsitavat mitme muutuja funktsiooni tema osatuletistega ja soltur
muutujatega, nimetatakssatuletistega diferentsiaalvorrandiks

Uldkuju kahe sdltumatu muutuja korral.

Kahe soltumatu muutupajay korral onesimest jarkwsatuletistega diferentsiaalvérrandi
Uldkujuks

E ( du 0u> _

xl y) ul ax ) ay - )

kusu = u(x,y) on otsitav funktsioon.

FunktsioonF esitab seose séltumatute muutupaja y ning funktsioonide

Ju du
Y ox’ oy
vahel. Tahistades
u _ u _ F( )= 0
ax_p) ay—q, x,y:u,p,q - .

Olgu funktsioonF (x, y, u, p, ) maaratud muutujate, y, u, p, g piirkonnasa.

Definitsioon 6.2.

Esimest jarku osatuletisega diferentsiaalvorrdaigendiks muutujatex, y piirkonnas
D nimetatakse sellist funktsioomi = u(x, y), kui ta on piirkonna® maaratud ja pidevalt
diferentseeruv ning

ou(x,y) ou(x,y)
(x, v, u(x,y), x oy ) EG
ja
Ju(x,y) ou(x,y)
F (x'y’ u(x:y); ax ) ay ) = 0

iga (x,y) € D korral, ehk mis sellesse vorrandisse asetatuna muudab v@aanasuseks

Oluline erinevus harilike ja osatuletistega diferentsiaalvorrandite vahel seisneb selles, et
harilike diferentsiaalvfrrandite Uldlahendites sisaldusid suvalised konstandid, osatuletistega
diferentsiaalvdrrandites aga suvalised funktsioonid. Seega vOiedraidu = u(x, y) voib

sOltuda uhestuvalisest funktsioonist

Naide 6.1 Vorrandi
du OJu B

0x ay_o

Uheks lahendiks on funktsioan= x + y, kuna tema osatuletised on

192



au_l 6u_1 Ju au_l 1= 0
ox 9y  ox dy -

ehk saame samasuses 0.

Naide 6.2 Lahendada osatuletistega diferentsiaalvérrand
Ju
v 0
Integreerime vorrandit argumenxlijargi, nagu harilikku diferentsiaalvorrandit, saaime: C.

Kunau on kahe muutuja funktsioon, siisei s6ltu argumendist, aga voib sdltuda argumendist
y, vOrrand on ikka rahuldatud. Vérrandi tldlahendiks on suvaline funktsioon argumgndist

u=CcQ).

Naide 6.3 Lahendada osatuletistega diferentsiaalvérrand

ou
X @ +u=0.
Vaatleme muutujat parameetrina ja lahendame vastava hariliku diferentsiaalvorrandi
1du 1
udy ¥
du dy
P

Inful = — % +In|C(),

_Y
u=_Cx)e =x.

Selle vorrandi lahendis olev integreerimiskonstant v6ib sdltuda argumend{sintrollime
lahendit, asendades selle esialgsesse vorrandisse:

_X
6(C(x)e x) y
x————=+C(x)e  x =0,
dy

x-(—%)-C(x)e_%+ C(x)e_% =0.

Geomeetriliselivastab vorrandi lahendiu = u(x,y) pind ruumis, seda pinda nimetatakse
integraalpinnaks Kuna Uuldlahendis on suvalised funktsioonid, sisaldab voérrandi lahend
I[6pmata palju integraalpindu.

Definitsioon 6.3.

Osatuletistega diferentsiaalvorrandi jarguks nimetatakse vorrandis leiduvat kdrgeim
osatuletise jarku.

Teist jarkuosatuletistega diferentsiaalvérrand on kujul
v ou du 0%u 0°u 0%u'\ _
x’y’”’ax’ay’axZ’ayZ’axay B
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Teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi tldlahend sisaldab kaht suvalist funktsiooni.
Loodusteadustes kasutatavad teist jarku osatuletistega diferentsiaalvérrandid:
a) Lainevorrand, mis kirjeldab laine levikut, naiteks pillikeele vonkumist, on kujul
0% f 1 0% f
ax2  a?0t?’
kus @ on konstant. Pillikeele jaoks oa? = T/p, kus T tahistab keele otstes mdjuvat
tdmbejoudu jeo lineaarset tihedust ehk massi pikkustihiku kohta.
b) Difusioonivérrand, mis on kujul
ou _0%u
at  9x%
kus otsitav funktsioom = u(x, t) vOib tahistada naiteks gaasi kontsentratsiooni vdi osardhku,
mis muutub ajas. Konstafnttahistab difusioonikordajat.

Naide 6.4 Lahendada teist jarku osatuletistega diferentsiaalvérrand
0’u 0
dxdy

0 (au) _ 0
ox \dy)
Kdigepealt integreerime argumendijargi (nagu harilikku diferentsiaalvérrandit), seejarel
integreerime argumengfi jargi
ou

= O, u=famw+gu)

Kuna integreerisime muutujpajargi, voib integreerimiskonstant sdltuda suvalisest argumendi
x funktsioonist. Téhistades

Kirjutame antud vérrandi kujul

[corav=cm,
saame uldlahendi, mis sisaldab kaht suvalist funktsiooni

u=C )+ ().

Seega teist jarku osatuletistega diferentsiaalvérrandi dldlahend soltub kahest suvalisest
funktsioonist. Kui jark on kdrgem, siis samuti suvaliste funktsioonide arv, millest tldlahend
sOltub, on vordne vorrandi jarguga.

6.2. CAUCHY ULESANNE

Cauchy Ulesanneosatuletistega diferentsiaalvorrandi jaoks on jargnieda integraalpind,
mis labib etteantud kdverat Selle kdvera vorrandid voivad olla antistkoordinaatides

{F (x,y,z) =0,
G(x,y,z) =0,

vOi parameetrilisel kujul: leida integraalpind, mis labib etteantud kdverat

x =@(t),y =9),u=x®),
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kus parameetar muutub mingis vahemikug;, t,). Tuleb leida selline vorrandi lahend, mille
korral

®(p(6), Y(0), x (D) = 0.

Kui etteantud kdver asub mingil tasandit= x, vbi y = y,, kusx, jay, on mingid etteantud
arvud

x =xo,u=x()
vOi

y =You=19pk),
siis algtingimuse saab kirjutada vastavalt

u(xe,y) = x(),
u(x,yo) = P(x).

Naide 6.5 Lahendada Cauchy ulesanne

Ju
x—+u=0, u(x, 1) = x2.
dy

Uldlahendi leidsime naites 6.3, algtingimusest asendame (ldlahendisse vastavad suurused,

saame
_Y
u=_Cx)e x,

1
x? =C(x)e x,

1
C(x) = x?ex,

1 y 1-y
u = x%exe x = x%e x .
Naide 6.6 Lahendada Cauchy llesanne
ou
a =Xy, u|x2+y2=1 = 1.

Loeme parameetriks argumendja lahendame vastava hariliku diferentsiaalvorrandi

du x?

o u=sy 100

UldlahendisC(y) on muutujay funktsioon. LeiameC(y) nii, et oleks rahuldatud antud

tingimus
2

Y+ c),

y(1—y?)
2 )

1=y-

Cly)=1-

seega otsitav lahend Cauchy ulesandele on

x2 1— 2
u:y?H_ﬂTﬂ_
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Naide 6.7 Lahendada Cauchy ulesanne
du

— =y, 1,y) = y2.
Eoiaid u(l,y) =y

Integreerime argumendijargi, tldlahend on
u(x,y) =xy +C(y),
u(l,y) =1y + C(y),

y+Cy) =y~
AvaldamecC (y):

Cy)=y*-y.
Erilahend on

u(x,y) =xy+y*—y.

Naide 6.8 Lahendada Cauchy ulesanne

au_ (1 )_
ax—u, u y,y =y.

Jagame suurusegagja integreerimex jargi

ou
—= dx, Inlul=x+InC(y), ulx,y)=C(y)e".

Erilahend

1 1
) Cly)ey =y; C(y) =yev.
Uldlahend on:

1 1

u(x,y) = yeve* = ye* 7.

Cauchy Ulesanne ei ole alati lahenduv: vdib juhtuda, et labi etteantud kdvera ei lahe Ukski
integraalpindadest. Samas voib labi [&htekdvera minna rohkem kui tiks integraalpindadest.

Teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrardiahendi leidmiseks peab olema teada ka
otsitava funktsioonit esimest jarkwsatuletiste vaartuslahtekdvera punktides, sest vaja on
teada kahe suvalise funktsiooni vaariigtx), C, ().

Naide 6.9 Lahendada Cauchy llesanne

0%u , Ou
ﬁzoﬂ u(l,y)=y y A=)

0x
Integreerime argumendijargi kaks korda
d <6u) _0 Ju c
ox\ox) ' ox 1),
u=[ G+ 60 =260+ 6O)

Erilahendi saamiseks teisest tingimusest, asendades eelnevasse vorrandisse

ou

a = Cl(y)'
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Cy)=y
ja esimesest tingimusest saame asendades uldlahendisse
x=Lu=y% 1-C(y)+ Q) =y3
y+ () =y%

G =y* -y
Erilahend on kujul

u(x,y) =xy +y*—y.

6.3. LINEAARSED OSATULETISTEGA
DIFERENTSIAALVORRAND ID

Lineaarne osatuletistega diferentsiaalvérrand on vorrand kujul

N g 2 ) 6.39
pxy) - +axy ay—rx.y- (6.39)

Kvaasilineaarnesatuletistega diferentsiaalvérrand on vorrand kujul

ou du
p(x'yru)a-l' q(xry'u)@ - T(X,y,U).

Lineaarse homogeensesimest jarku osatuletistega diferentsiaalvérrandi tldkuju on
Ju du
p(x,y) ax q(x,y) 3y 0. (6.40)
Lineaarse homogeense osatuletistega diferentsiaalvornameindamisekstuleb lahendada
temaga simmeetriline harilik diferentsiaalvérrand
dx dy

p(6y) qxy)

Osutub, et osatuletistega diferentsiaalvorrandi (6.40) ja vorrandi (6.41) lahendamise llesanded
on ekvivalentsed. Sellise simmeetrilise diferentsiaalvorrandi lahendi

Ylx,y) =C

korral osatuletistega diferentsiaalvorrafittilahendiks on

u=19xy).

Kui otsitav funktsioon ofolme muutuja funktsioon

(6.41)

du du u
px,y,2) FP +q(x,y,2) @ +r(xy,2) i 0, (6.42)
tuleb lineaarse homogeense osatuletistega diferentsiaalvérrandi lahendamiseks lahendada
harilike diferentsiaalvorrandite siisteem
dx  dy  dz
p(xy.2)  qxy,2) r(xyz)
Kehtivad jargmised laused.

(6.43)
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Lause 6.1.

Kui valem
Y(x,y,z) =C

esitab diferentsiaalvérrandite sisteemi (6.43) lahendit (integraali), siis funktsioon
u=yky,z)

on diferentsiaalvdrrandi (6.42) Uheks erilahendiks.

TdestusOlgu
Y(x,y,2)=C
suisteemi (6.43) lahend. Diferentseerime lahendit:

oY oY o
adx + Ed}/ + Edz = 0. (6.44)

Susteemis (6.43) tahistame suhte
dx  dy  dz
r(x,y,z) qxy,2) r(xy,2)

A,
siis
dx = Ap,dy = 1q,dz = Ar.

Asetame need vorrandisse (6.44), seejarel jagame labi liikinesgame

ap o 0P
ap + Eq + ZT = 0.
Tulemuseks saime vorrandi (6.42), kus otsitavasemel on funktsiootr. See aga tahendab,
et funktsioonp rahuldab vérrandit (6.42), mistéttu on vorrandi tiheks erilahendiks. .
Kehtib ka vastupidine vaide: Kui
Y =9Y(x,y,2)
on vorrandi (6.42) erilahend, siis
| Yxy,2) =C
on susteemi (6.43) lahend.
Lause 6.2
Kui

l/Jl(x,y,Z) = Cl jaIIJZ(x'y'Z) = CZ
on kaks lahendit (integraali) vastavale harilike diferentsiaalvorrandite stisteemile (6.43), siis

u= (p(lplr 1/"2)

ehk suvaline funktsioon funktsioonidest, ja vy, rahuldab vastavat osatuletistega
diferentsiaalvérrandit (6.42).

ToestusArvutame osatuletised funktsioonist

u =@, ¥;)
ou_ 39 oy dp 3
ox 0y, dx 0P, dx '
B_uz % 61,[11+ dp 0y,
dy 0y, dy 0y, Oy’
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du d¢ 0P, N dp 0,
0z 0y, 0z Oy, 0z '

seejarel asetame saadud osatuletised vorrandisse (6.42). Saame

(p(x Y,z )i'*'Q(x Y,z )ﬂ+7‘(x, ,z)ﬂ)—+

0Py
<P(x )’,Z)i+q(x y,z)ﬂ+r(x’ y,z )£>W_

Tulemus on samaselt null, sest lause 6.1 pdhjal on mdlemad sulgudes olevad avaldised on
samaselt nullid. Seega edrrandi (6.42) lahendiks funktsioon

u= (P(ll)1, 1I)Z) u
Seega saadud lahend= @ (Y4, Y,) on vorrandi (6.42)ildlahend, kui funktsioonid

ll)l(x,y,Z) = Cl jalpZ(x'y'Z) = CZ
on lineaarselt s6ltumatud.

Naide 6.10 Lahendada diferentsiaalvorrand

Ju au — 0
Yox ~ ay '
Vastav harilik diferentsiaalvorrand on
dx dy
y —x
Lahendamiseks korrutame vrrandit suurusegaesaame
xdx = —ydy,
x? z c
__v.c
2 2 2
x2+y?=C.

Osatuletistega diferentsiaalvérrandi tldlahend on suvaline funktsioon leitud lahendi vasakust
poolest

u=19@®+y?).

Naide 6.11 Lahendada diferentsiaalvdrrand
au du ou
ax +y(3y “oz
Vastav diferentsiaalvorrandististeem on
dx dy dz
=y "7
dx dy
Ty
In |x| =In|y|+1InC;,

=0.

x = Cyy,

K&rgem matemaatika Il, Ella Puman 199



dz
)
Z

In|x| = In|z| + In C,,

x =C,z
¢
z &
Seega
X X
lpl_yrl,bZ_Z;
uldlahend on
B (x x)
u=q y'z'

Kui tundmatuks onn muutuja funktsioonu(xy, x4, ..., x,), Siis esimest jarku lineaarse
osatuletistega diferentsiaalvérrandi lahendamine toimub analoogiliselt. Vérrand on kujul
du du du

pl(x'y' Z) a_xl + pZ(x'y' Z) a_xz + et pn(x:y,z)a_ =0 (645)

n
ja temale vastav harilike diferentsiaalvfrrandite siisteem on kujul
dx,  dx;  dx,
pl(x'y'z) Pz(x,y'z) pn(x'y'z).

Susteem sisaldab— 1 s6ltumatut vérrandit, jarelikult saame leida stisteemitel sdltumatut
dldlahendit

1/J1(x1'x2' "'ﬂxn) = Cl!

lpz(xl, xZ, ...,xn) = Cz,

Yn_1(x1, X2, o, X5) = Gy

Vorrandi (6.45) dldlahend on suvaline funktsioon, mis sdltub leitud lahenditest:

u = @1, Pz, -, Pr).
Kvaasilineaarse mittehomogeense vorrandi kujul

Ju du

Py, W)=+ q(x.y,u) 3y r(x,y,u)

lahendamise saab viia lineaarse homogeense vorrandi lahendamisele. Kuna vorrandi kordajad
p,q ja r vOivad sbltuda ka otsitavast funktsiooniston vorrand kvaasilineaarne. Vorrandi

lahendit otsime ilmutamata kujul
Vix,y,u) =0,

otsitavaks on funktsioon kujil. Leiame funktsioonist’ osatuletised argumentidga y jargi
(ilmutamata funktsiooni tuletise valemi pohjal)

200
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ov
ou B N
o = o
ou
ov
ou Oy
ou
ning asetame vorrandisse (77):
oV ov
—_— a_
p(m,y,u) _g_‘ll} +q(m,y,u) _% —T(Jf,y,U) =0.
EN du
Korrutame suurusega —9V/du, saame
px, y, 8.1' aQ\x,y,u ay T, Y, u au_ .

Tulemuseks on lineaarne homogeenne osatuletistega diferentsiaalvorrand funkt-
siooni V' suhtes. Moodustame vorrandile vastava harilike diferentsiaalvorrandite
stisteemi:

dx dy du

plz,y,u) gz, y,u)  r(z,y,u)

Sellele stisteemile saame leida kaks soltumatut tildlahendit

@bl(l’, y7u> = Cl)

oz, y,u) = Cs.
Vorrandi ildlahend on

V = Sp(wb ¢2)7

kus ¢ on suvaline funktsioon. Seega esialgse vorrandi (6.39) lahendiks on funkt-
sioon

CP(TPL%) = 0.

Samal meetodil saab lahendada kvaasilineaarset homogeenset vorrandit, sellisel
juhul tekib siisteemi viimases vorrandis nulliga jagamine. Saame siisteemi kahe
vorrandiga, millest teine vorrand on du = 0, mille lahend on u = C (néide 6.13).

Naide 6.1. Lahenda diferentsiaalvorrand
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Vastav diferentsiaalvorrandisiisteem on
de dy du

xu_yu:xy

Saime harilike diferentsiaalvorrandite slisteemi kahe vorrandiga, millest lahendame
koigepealt esimese:

dr dy
wu yu’
dv  dy
Ty
y = Cz,
kust
v=2
¢y
Teise vorrandi lahendamisel saame
dy du
"
dy udu
y ay’
dy = w
x

Asendame argumendi x esimeses siisteemis saadud avaldisega

dy = C’lualu7
Yy
ydy = Cyudu,
2 2 O
J = C1u— + 2

2 2 2
y2 = CLu® + Oy,

Lopuks on vaja leitud lahendid viia kujule
7/’1(557?/,2) :Cl ja @/)2(5137972) :C27

et suvalised konstandid oleksid molemal juhul paremal pool vordusmarki:

Uldlahendiks on
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Sellest lahendist on voimalik avaldada otsitav funktsioon u, kui teises argumendis
oleva funktsiooni kirjutame kujul

ning avaldame suuruse u>

=y (L),
x

kus

A=) ()

Naide 6.2. Leida diferentsiaalvorrandi

lahend, mis l&bib sirget

Siin on tegemist kvaasilineaarse vorrandiga, mis on homogeenne. Selle vor-
randi lahendamiseks saame kasutada antud meetodit. Vastav diferentsiaalvorran-
disiisteem on kujul

dr dy du

w0
millest saame siisteemi kahe vorrandiga. Kui nimetajas on null, siis vordsustame
lugeja nulliga.

dx d
— = —y, du = 0.
U -1
Teisest vorrandist saame leida otsitava funktsiooni u avaldise:
U= Cl?

asendame esimesse vorrandisse ja lahendame, saame

C’ly = —r+ Cg,

asendades esimesena saadud C avaldise, saame vorrandi paremale poole konstandi
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uy + x = Cs.

Vorrandi ildlahendiks on

o(u, uy + ) = 0.

Erilahendi leidmiseks asendame iildlahendisse y = u ja z = u, saame

Clzu,
02:u2—|—u.

Seega

Cy = Ci(1+CY).

Sellest saame avaldada erilahendi

wy +x = u(l+u).

6.4. DIFERENTSIAALVORRANDITE
SUSTEEM KAHEST OSATULETISTEGA
VORRANDIST

Diferentsiaalvorandite siisteemi iildkuju:

ou
% :f(x7y7u>>
ou
a_y —g(:c,y,u)

Otsitav funktsioon v = u(z,y), funktsioonid f ja g olgu pidevalt diferentseeruvad
mingis muutujate z,y, u piirkonnas D.

Teoreem 6.1. Sisteem on tdielikult integreeruv parajasti siis, kui piirkonnas D

kehtib samasus oF  of 5 5
_99 99
oy + o’ = Bz + 8uf'
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Sellisel juhul on siisteemil iks lahend, mis labib etteantud punkti.

Jareldus 6.2. Kui on tdidetud samasuse tingimus, siis on ststeemil olemas tihest
parameetrist soltuv lahendite parv uw = u(zx,y,b), kus b on parameeter.

Naide 6.3. Lahendada susteem

ou n ou n Y
— =ar+y, —=ux-+7%=.
Ox v oy a
Integreerumise tingimus on taidetud:
of of dg , 9y
—+ Sg=1l= -4+ =
oy " ou? oz " ou
du n
— =azx
dl’ y?
ax?
U= +yx + C(y),
du Y
e O (y) = J
o Tt y)=z+",
Y
C'(y) ==
() =",
2
Y
Cly)===+0b
() =5+
ax? y? 1
= — Z 41bh=— 24p
u=—-tyrt oo+ 2@(y+ax) +
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