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Peatukk 1

Kompleksarvud

1.1 Kompleksarvud ja tehted nendega

Def. Kompleksarvudeks nimetatakse reaalarvude jérjestatud paare z = (x,y), millega on de-
fineeritud vordus ja tehted jargnevalt:

1) z1 = 29, kul 21 = 22 ja y1 = ya;

2) 214z = (71 + T2, Y1 + Ya2);

3) 2122 = (2122 — Y1Yo, T1Y2 + T2Y1).

NB! Vorratus pole defineeritud.

Koigi kompleksarvude hulka téhistatakse C.

Kompleksarvu algebraline kuju: z = x + 1y.

Kompleksarvu reaalosa Re(z + iy) = z, imaginaarosa Im(z + iy) = y.
Kompleksarvud: z, (, w, A, B,...

Reaalarvud: =, vy, & n, u, v, a, b,...

Tehete omadused:
1) kommutatiivsus z1 + 2o = 29 + 21, 2120 = 2221,
2) assotsiatiivsus (z; + 22) + 23 = 21 + (22 + 23), (2122)23 = 21(2223),
3) 1str1but11vsus 21(22 + 23) = 2120 + 2123,
4) i* =

1.2 Kompleksarvu moodul ja argument

Komplekstasand C ~ R2.
Polaarkoordinaatides x = r cos ¢, y = rsin ¢.

Kompleksarvu trigonomeetriline kuju: z = r(cos ¢ + isin ¢).
Kompleksarvu moodul: |z| =7 = /22 + y2.

Kompleksarvu argument: Argz = {p € R : 2z =r(cosp +isiny)},
argumendi peavairtus arg z on selline ¢ € Arg z, mis rahuldab —7 < ¢ < 7.

Euleri valem: €'? = cos ¢ + isin .
Kompleksarvu eksponentkuju: z = re'?.
Euleri samasus: ¢ = —1.



Korrutamine ja jagamine trigonomeetrilisel kujul:
r1(Ccos 1 + i sin pq)ra(cos o + isin o) = rira(cos(1 + w2) + isin(pr + @2)),
ri(cospy +ising) 7

1 ..
TQ(COS (p2 _I_ ZSln (p2> - 9 (COS<901 QDQ) + 7 Sln(gpl @2))

Eksponentkujul:

i1
7“16' = ﬁei(wrm)'
Toet¥2 To

T €12 = ryret(Prtes)

Astendamine - de Moivre’ valem: (re’?)" = e,
Kolmnurga vorratus: |21 + 2zo| < |21] + |22].
Tagurpidi kolmnurga vorratus: |27 — 23| > ||z1] — |22]].

Def. Kompleksarvu z = x + 1y kaaskompleksarvuks nim. kompleksarvu z = z — iy.
Omadused:

1) 2z = |2,

)
3) Z1zs =71 - 7,
2129
4y 2L =2
)2 el
5)Rez=3(2+7%), Imz = (2 — %)

1.3 Kompleksarvude hulgad

Lopmatuspunkt z = occ. -
Kinnine e. téielik komplekstasand C = C U {oo}.

Kui z # 0, siis = = 00 ja zo0 = 00; kui 2z # oo, siis — = 0.
’ 0 ’ ’ 00

Def. Punkti zg € C iimbrus: U.(z0) = B(29,¢) = {z € C : |z — 2| < e}. Lopmatuspunkti
timbrus: Up(00) ={z€ C : |2| > M}.

Def. Punkti z nim. hulga D C C sisepunktiks, kui leidub punkti z timbrus U(z) nii, et
U(z) C D.

Def. Punkti z nim. hulga D C C rajapunktiks, kui iga timbrus U(z) sisaldab nii hulga D kui
hulga C\ D punkte.

Def. Hulga D rajaks 0D nim. selle hulga koigi rajapunktide hulka.

Def. Hulka D nim. lahtiseks hulgaks, kui koik tema punktid on sisepunktid, ja kinniseks
hulgaks, kui 0D C D.

Def. Punkti z nim. hulga D C C kuhjumispunktiks, kui iga r > 0 korral (B(z,r)\{z}) D # 0.
Def. Lahtist hulka D nim. piirkonnaks, kui selle hulga iga kahte punkti saab ithendada sellesse
hulka kuuluva pideva joonega. Piirkonda koos oma rajaga nim. kinniseks piirkonnaks.

Def. Piirkonda nim. iihelisidusaks, kui tema raja on sidus, vastasel juhul mitmelisidusaks.
Piirkonna sidususe jarguks nim. tema raja sidususkomponentide arvu.

Def. Piirkonna raja positiivseks suunaks loetakse suund, milles liikudes piirkond (lokaalselt)
jaab vasakule.

Def. Hulka nim. tokestatud hulgaks, kui ta sisaldub mingis ringis B(0, M), vastasel juhul
tokestamata hulgaks.

Kinnisel komplekstasandil tokestamata hulk voi tema raja sisaldab alati Iopmatuspunkti.



Peatukk 2

Kompleksmuutuja funktsioon ja tema
tuletis

2.1 Funktsiooni moiste

Olgu D c C.
Def. Kui igale kompleksarvule z € D on seatud vastavusse mingi kindel kompleksarv w, siis
oeldakse, et hulgal D on defineeritud kompleksmuutuja funktsioon w = f(z). Hulka D nim.
originaalide hulgaks. Hulka f(D) = {f(z) : z € D} nim. funktsiooni vadrtuste hulgaks e.
kujutiste hulgaks.

Kui D on piirkond, siis hulka D nim. ka funktsiooni f méaéramispiirkonnaks.
Niide. f(z) = 2%, D =C.

Def. Kui igale kompleksarvule z € D on seatud vastavusse mingi kompleksarvude hulga mitte-
tiihi alamhulk, siis 6eldakse, et hulgal D on defineeritud multifunktsioon e. mitmene funktsioon.

Niide. f(z) = Arg(z), D = C\ {0}.

Def. Kui igale kujutisele vastab ainult iiks originaal, siis funktsiooni nim. iiheleheliseks, vas-
tasel juhul mitmeleheliseks.

Kui funktsioon f: D — C on iiheleheline, siis tal leidub péérdfunktsioon f~1: f(D) — D.
Niide. f(z) = 22, D = C on kaheleheline, tema poordfunktsioon f~! : C — C on mitmene
funktsioon f~1(z2) = /z.

Niide. f(z) = 2%, D = {# € C : Rez > 0} on iiheleheline, tal leidub pdérdfunktsioon
f':D; —-C,kus D; =C\{z€C: 2 <0}; f!(2) = /2 peaharu.

Kui hulgal D on méératud funktsioon w = f(z), siis igale kompleksarvule z = x + iy hulgas
D on seatud vastavusse mingi kompleksarv w = u+1iv. Seega on igale reaalarvude paarile hulgas
Dr = {(z,y) € R? : x +iy € D} seatud vastavusse 2 reaalarvu u = u(z,y) ja v = v(z,y).
Funktsioone u ja v nim. funktsiooni f reaal- ja imaginaarosaks.
Niide. f(z) = 2%, u(z,y) = 2* — 32, v(z,y) = 2zy.

2.2 Piurvaartus

Def. Kompleksarvu A nimetatakse jada (z,) piirvdartuseks, kui iga € > 0 korral leidub N > 0
nii, et kui n > N, siis |z, — A|] < e.



Olgu funktsioon f méaératud hulgal D ning olgu zo € C hulga D kuhjumispunkt.
Def. Suurust A € C nimetatakse funktsiooni f piirvdartuseks punktis zq, kui iga punkti A
tmbruse V' (A) korral leidub punkti zo timbrus U(zp) nii, et kui z € U(z9) N D, siis f(z) € V(A).

Teoreem 2.1 Olgu f(z + iy) = u(z,y) + w(x,y) ning olgu zy = xo + 1Yo funktsiooni f origi-

naalide hulga kuhjumispunkt. Siis lim f(z) = a + ib parajasti siis, kui  lim  u(z,y) = a ja
Z—r20 T,Y—T0,Y0

lim w(zr,y)=0b.

T,Y—T0,Y0

2.3 Funktsiooni pidevus

Olgu funktsioon f madratud hulgal D ning olgu zy € D hulga D kuhjumispunkt.
Def. Funktsiooni f nimetatakse pidevaks punktis zg, kui lim f(z) = f(z0).
Z—r20

Olgu iga hulga D punkt iihtlasi ka tema kuhjumispunkt (néiteks D on piirkond véi kinnine
piirkond voi pidev joon).
Def. Funktsiooni f nimetatakse iihtlaselt pidevaks hulgas D, kui iga € > 0 korral leidub § > 0
nii, et kui 21,20 € D ja |21 — 22| < 0, siis | f(z1) — f(22)] < e.

Lause 2.1 Funktsioon f on pidev punktis zo = xo + iyo parajasti siis, kui funktsioonid u ja v,
kus f(z +1y) = u(z,y) + iv(x,y), on pidevad punktis (xq, yo)-

2.4 Funktsiooni tuletis

Olgu funktsioon f defineeritud punkti z mingis iimbruses.
Def. Funktsiooni f nimetatakse diferentseeruvaks punktis z, kui leidub 16plik piirvaartus
S h) =~ f(2)

h—0 h
Z.

, sellisel juhul seda piirvaédrtust nimetatakse funktsiooni f tuletiseks punktis

Def. Funktsiooni f nimetatakse regulaarseks piirkonnas D, kui ta on diferentseeruv piirkonna
D igas punktis.

Def. Funktsiooni f nimetatakse regulaarseks punktis z, kui ta on diferentseeruv punkti z
mingis timbruses.

Niide. Funktsioon f(z) = |z|* on diferentseeruv ainult punktis 0 ning pole regulaarne kusagil.
Aga u(z,y) = 2% + y* ning v(z,y) = 0 on diferentseeruvad igal pool!

2.5 Cauchy-Riemanni vorrandid

Def. Funktsiooni u : R? — R nim. diferentseeruvaks punktis (z,y), kui leiduvad a,b € R nii,
et

u(z + Az, y + Ay) — u(x,y) = aAzx + bAy + o(+/ Azx? + Ay?),
kui Az, Ay — 0.

Olgu f defineeritud punkti z mingis imbruses ja olgu f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y).

Teoreem 2.2 (Cauchy-Riemann) Funktsioon f on diferentseeruv punktis z = x + iy para-
jasti siis, kut funktsioonid u ja v on diferentseeruvad punktis (x,y) ja u,(z,y) = vy(x,y) ning
uy(z,y) = —vg(x,y) (Cauchy-Riemanni vorrandid).
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Elementaarfunktsioonid

3.1 Astmefunktsioon

Joonis 3.1: Ruutfunktsiooni viaartuste Riemanni pind

3.2 Juurfunktsioon
f(z)=3%/2,neN

Def. Kompleksarvu z n astme juureks nim. kompleksarvu w, mille puhul w™ = z.



. Argz . arg z+2km
Arvutusvalem {/z = {/|zle' " = {/|zle' » ,k=0,1,...,n—1.

arg z

Juurfunktsiooni peaharu {/z = {/|z|e’ .

Def. Funktsiooni hargnemispunktideks nim. punkte, mille mingis timbruses iimber selle punkti
litkkudes liigume mitmese funktsiooni {ihelt harult teisele.

Funktsiooni f(z) = {z hargnemispunktideks on 0 ja co. Need on n jarku hargnemispunktid.

3.3 Eksponentfunktsioon
f(z) =¢€~
Euleri valem: e = cosy + isiny.
Defineerime e**% = e%e® = e*(cosy + isiny), z,y € R.

Omadused.

ez+27ri —= e*?

)
) /

3) (%) = e*.
)

e¥le?2 — pFitze

Joonis 3.2: Eksponentfunktsiooni viartuste Riemanni pind



3.4 Logaritmfunktsioon

f(z) =Lnz.

Def. Kompleksarvu z logaritmiks Ln 2z nim. kompleksarvu w, mille puhul z = e®.
Arvutusvalem Ln z = In |z| + i Arg 2.
Logaritmfunktsioon on mitmene funktsioon. Selle peaharuks on Inz = In |z| 4+ i arg 2.

Funktsiooni f(z) = Ln z hargnemispunktideks on 0 ja co. Need on l6pmatut jérku ehk lo-
garitmilist tiitipi hargnemispunktid.

Omadused.
1) e¥* = 2, Lne® = z + 2kmi, k € Z.
2) Ln (2122) = Ln 21 + Ln 29, ei kehti peaharu korral!
3) (Inz) =1,

3.5 Uldine astmefunktsioon
Def. Uldiseks astmefunktsiooniks nim. funktsiooni f(z) = 24 = eAln2,

Arvutusvalem Za—‘rib — e0 In |z|—bArg zei(a Argz+bln|z|) )

Uldine astmefunktsioon on mitmene funktsioon. Selle peaharuks on f(z) = z4 = eAn2,

2428 = 24+B kehtib peaharu korral, aga mitte iildise astmefunktsiooni korral.

#ag # (z122)"

1
3.6 Funktsioon f(z) = —
Z

Sirgete ja ringjoonte iihine iildvorrand: azz+Az+AzZ+b = 0,kus A € C, a,b € R, |A|?—ab > 0.

1
Funktsioon f(z) = — teisendab téielikul komplekstasandil sirged ja ringjooned sirgeteks ja
z

ringjooneteks.

3.7 Murdlineaarne funktsioon

az+b
1(z) = cz+d
a bc — ad ) ) o .
f(z) = = + ————, seega murdlineaarne funktsioon on kompositsioon lineaarsest funkt-
¢ c(cz+d)

sioonist, funktsioonist f(z) = — ja lineaarsest funktsioonist.
z



Murdlineaarne funktsioon teisendab téielikul komplekstasandil sirged ja ringjooned sirgeteks
ja ringjooneteks.

3.8 Trigonomeetrilised funktsioonid

eiz _ e—iz eiz + e—iz
Defineerime sinz = ———, cosz = ——
21 2
Omadused.
1) sin z ja cos z on 2m-perioodilised.
2) (sinz)" = cos z, (cosz)’ = —sin z.
3) sin® 2z + cos? 2z = 1.
Ei kehti |sinz| <1 ja |cosz| < 1!
, COS 2
Defineerime tan z = , cot z = ——.
COS 2 sin 2

3.9 Hiperboolsed funktsioonid

e —e— % _ eFfe %
5— chz=“—7—.

Defineerime sh z =

Omadused.
1) shz ja chz on 2wi-perioodilised.
2) (shz) = chz, (chz) = shz.
3) ch?z — sh?z = 1.
sh z chz

Defineerime thz = —, cthz = —.
chz sh z

3.10 Arkusfunktsioonid

w = Arcsinz & z = sinw
= Arccosz & 2z = cosw

w—
w = Arctanz & z = tanw
w = Arccot z & 2z = cotw

Mitmesed funktsioonid!

3.11 Areafunktsioonid

= Arshz < 2= shw
= Archz < 2= chw
= Arthz & 2= thw
= Arcthz & 2 = cthw

g € € €
|

Mitmesed funktsioonid!



Peatukk 4

Integraal kompleksmuutuja funktsioonist

4.1 Integraali moiste ja omadused

Def. Lihtsaks Jordani jooneks nim. punktihulka {z = 2(t) : t € [, 5]}, kus z = z(¢) on pidev
funktsioon ning z(t1) # z(ts), kui t1,t3 € [a, (], t; # to. Erandina on lubatud z(a) = z(3), sel
juhul joont nimetame kinniseks.

Def. Lihtsat Jordani joont nim. siledaks, kui 2z’ on pidev 16igul [a, £]. Joont, mis on jaotatav
loplikuks arvuks siledateks osadeks, nim. tiikiti siledaks.

Olgu F(t) = U(t)+1V (t) kompleksvadrtustega reaalmuutuja funktsioon, mis on pidev 16igul

[a, 5]. Defineerime
B B B
/F(t)dt:/ U(t)dt+i/ V() dt
Omadused:

1) Re/jF(t)dt:/a Re F(t) dt, Im/ t)dt = /ImF(t)dt,

%) /B AF(1) dt:A/ﬂ F(t)dt,

3) /ﬂ(Fl(t)JrFQ(t))dt:/ﬂFl(t)dtJr/ﬁFQ(t)dt,

"F t)dt' < /j|F(t)| dt.

Olgu f pidev tiikiti siledal joonel v : z = z(t), t € [a, 8]. Defineerime
/ f(z)dz = / fz

1) Seos teist liiki joonintegraaliga: olgu f(x + iy) = u(z,y) + iv(x,y) ning olgu yr joonele ~y
vastav joon reaalsel tasandil. Siis

/Wf(z)dz—/WRu(x,y)d:c—v(x,y)dy—l—i/ v(z,y) de + u(z,y) dy.

TR

4)

Omadused.

2) Integraal ei soltu joone ~y parametriseeringust.

9



3) Aditiivsus: kui v = 41 U 73, kusjuures v; 16pp-punkt on o alguspunkt, siis

Af(z)dz:[nf(z)der/%f(z)dZ'

4) Lineaarsus: / Af(z)+ Bg(2)dz = A /7 f(z)d=+ B [y o(2) dz.

”
5) Joone suuna muutus: koosnegu —v samadest punktidest, mis 7, aga vastupidises jarjekorras.

" / RELES /Y F(2) de.

/f(z) dz| < /|f(z)| |dz|, kus |dz| = |2/(t)] dt.

Jareldus 4.1 Kui |f(2)] < M tikiti siledal joonel vy, siis /f(z) dz
Y

6) Integraali mooduli hindamine:

< Ms,, kus s, on joone

v pikkus.

4.2 Cauchy teoreem

Teoreem 4.1 (Cauchy 1) Olgu f ja [’ pidevad tokestatud thelisidusas piirkonnas D. Siis
/f(z) dz = 0 iga kinnise tikiti sileda v C D korral.
.

Teoreem 4.2 (Greeni valem) Olgu X, X,, Y ja ja Y, pidevad tokestatud thelisidusas kin-
nises piirkonnas G, mille rajajoon L on tikiti sile. Siis / Xdr+Ydy= // (Y, — X,)dz dy.
L G

Pidevus kuni rajani

Olgu D piirkond ning olgu A, B € D.
Def. Punktide A ja B vaheliseks kauguseks moéda piirkonda D nim. suurust op(A, B) =
inf, s, kus v on punkte A ja B iihendav tiikiti sile joon piirkonnas D.

Siin voib votta joonteks v ka punkte A ja B ithendavad murdjooned piirkonnas D.

Def. Funktsiooni f nim. kuni rajani pidevaks piirkonnas D, kuiiga A € D°” korral (lirjl) f(z) =
op(z,A)—=0
f(A).

Kui A € D voi A € 9D pole raja kordne punkt, siis  lim  f(z) = lim f(z2).
op(z,A)—0 z—A

Teoreem 4.3 (Cauchy 2) Olgu f regulaarne tokestatud thelisidusas piirkonnas D ning pidev

kuni tikiti sileda rajani I'. Siis /f(z) dz = 0.
r

Kui rajal on kordseid osi, siis siin tuleb votta integraal molemas suunas.

Teoreem 4.4 (Cauchy 3) Olgu f regulaarne tokestatud piirkonnas D ning pidev kuni tikiti

sileda rajani T'. Siis | f(2)dz =0, kus integraal on véetud raja positiivses suunas.
r
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4.3 Algfunktsioon. Newton-Leibnizi valem

Def. Funktsiooni F' nim. funktsiooni f algfunktsiooniks piirkonnas D, kui selles piirkonnas
F'=f.

Teoreem 4.5 (Newton-Leibniz) Olgu F' regulaarne joone v mingis imbruses. Siis

/ F'(2)dz = F(B) — F(A),

kus A ja B on vastavalt joone v algus- ja lopp-punkt.

Teoreem 4.6 (Integraali soltumatus integreerimisteest) Olgu f pidev piirkonnas D ning

olgu /f(z) dz = 0 1ga kinnise tikiti sileda v C D korral. Siis iga tikite sileda joone I korral
v
piirkonnas D integraal / f(2)dz ei soltu joonest T', vaid ainult selle otspunktidest.
r

Teoreemi eeldused on téaidetud, kui f on regulaarne tokestatud iihelisidusas piirkonnas D.

Teoreem 4.7 (Algfunktsiooni olemasolu) Olgu f requlaarne tokestatud thelisidusas piir-

konnas D ning olgu zo € D. Defineerime F(z) = / f(Q)d¢. Siis F on f algfunktsioon piir-
konnas D. B

4.4 Cauchy valem

Teoreem 4.8 (Cauchy valem) Olgu f regulaarne tokestatud piirkonnas D ning pidev kuni

tikit sileda rajani I'. Siis
1 f(©)
=— [ == D.
/) 270 /r ¢ — zdc’ z€

4.5 Cauchy tiiiipi integraalid

Teoreem 4.9 (Cauchy tiiiipi integraali regulaarsus) Olgu funktsioon [ pidev tikiti sile-

dal joonel T' ning olgu
F(z)—i/rf(odg, z¢UT.

2w Jr (=2

Siis F' on kuitahes palju kordi diferentseeruv ning

n!

271

Teoreem 4.10 (Regulaarse funktsiooni l16pmatu diferentseeruvus) Olgu f regulaarne
tokestatud piirkonnas D ning pidev kuni tikite sileda rajani I'. Siis f on kuitahes palju kor-
di diferentseeruv piirkonnas D ning

f®(2) = n—!/F%dg, 2eD.

- 2mi
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Jareldus 4.2 (Cauchy vorratus) Olgu f regulaarne ringis B(z, R) ning pidev kuni rajani.
Olgu | f(Q)| < M, kui |¢ — z| = R. Siis

n!M
Rr

[f™ ()] <

Teoreem 4.11 (Liouville) Kui funktsioon f on requlaarne ja tokestatud kogu komplekstasan-
dil, sits f on konstantne.

Teoreem 4.12 (Algebra pohiteoreem) Igal kompleksarvuliste kordajatega mittekonstantsel
poliinoomil on vahemalt iiks kompleksarvuline nullkoht.

Teoreem 4.13 (Morera) Olgu [ pidev piirkonnas D ning olgu /f(z) = 0 1ga kinnise joone
v

v puhul selles piirkonnas. Siis f on regulaarne selles piirkonnas.
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Peatukk 5

Analuutilised funktsioonid

5.1 Arvread

o0

Def. Arvreaks nimetatakse lopmatut summat Z ug, up, € C. Arvrea osasummaks nimetatakse
k=0

loplikku summat S,, = Z Uy,

k=0
Def. Arvrida nimetatakse koonduvaks, kui tema osasummade jadal leidub 16plik piirvaartus,
vastasel juhul nimetatakse arvrida hajuvaks. Koonduva arvrea osasummade jada piirvaartust
nimetatakse selle rea summaks.

Lause 5.1 Olgu u, = ap+1ibg, ag, bp € R. Siis rida Z ug koondub parajasti siis, kui koonduvad
k
read Zak ja Zbk.
k k

Def. Arvrida Z ug, nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui rida Z |ug| koondub.

k k
Lause 5.2 (Rea koonduvuse tarvilik tunnus) Kui rida Zuk koondub, siis hm u, = 0.
k—o0
k=0

Lause 5.3 (Absoluutselt koonduva rea koonduvus) Iga absoluutselt koonduv arvrida on
koonduv.

Lause 5.4 (P051tuvsete ridade Vordlustunnus) Olgu 0 < uy, < vy iga k € N korral. Sits

a) kui rida ka koondub, siis rida Z uy, koondub.

k=0 k=0
b) kui rida Zuk hajub, siis rida ka hajub.
k=0 k=0

Lause 5.5 (d’Alemberti koonduvustunnus) Kui leidub piirvidrtus D = lim
Uk

ning
k—o00

[e.e]
D < 1, siis rida Zuk koondub absoluutselt. Kui D > 1, siis rida hajub.
k=0
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Lause 5.6 (Cauchy koonduvustunnus) Kui C' = limsup /|ux| < 1, siis rida Zuk koon-
k—o0

k=0
dub absoluutselt. Kui C' > 1, siis rida hajub.

limsup 2y = sup{a : a = lim xzy, }
k—s00 n—oo

5.2 Funktsionaalread

Olgu funktsioonid f; méaratud hulgas D.

Def. Funktsionaalreaks nimetatakse 16pmatut summat Z fr(2), z € D.
k=0
Def. Funktsionaalrida nimetatakse koonduvaks hulgas D, kui ta koondub iga z € D korral.

Kui funktsionaalrida koondub hulgas D, siis on iga z € D korral mééaratud selle rea summa
ehk hulgal D on méaaratud funktsioon f, mida nimetatakse selle rea summaks.

Koonduvus hulgas D funktsiooniks f tdhendab, et iga z € D ja iga ¢ > 0 korral leidub

N > 0 nii, et kui n > N, siis ka(z) — f(2)] <e.
k=0

Def. Funktsionaalrida nimetatakse iihtlaselt koonduvaks hulgas D, kui iga € > 0 korral leidub

N > 0 nii, et kui n > N, siis ka(z) — f(2)| < eiga z € D korral.
k=0

Teoreem 5.1 (Weierstrassi tunnus) Olgu fi, k € N mdadratud hulgas D. Kui |fr(2)| < ag,
k € N iga z € D korral ning rida Zak koondub, siis rida ka(z) koondub thtlaselt ning
k k

absoluutselt hulgas D.

Teoreem 5.2 (Funktsionaalrea summa pidevus) Olgu D C C hulk, mille iga punkt on
thtlasi tema kuhjumispunkt. Hulgas D iihtlaselt koonduva pidevate funktsioonide rea summa on
pidev hulgas D.

Teoreem 5.3 (Funktsionaalrea summa integreeruvus) Kui funktsioonid fy on integree-
ruvad tiukite siledal joonel T' ning rida Z fr(2) koondub iihtlaselt joonel ', siis on rea summa
k

integreeruv joonel I' ning

[ S hera=3 [ n)a

Teoreem 5.4 (Weierstrassi teoreem funktsionaalrea summa diferentseeruvusest) Olgu
fr regulaarsed tokestatud piirkonnas D ning pidevad kuni tikiti sileda rajani U'. Kui rida

Z fr(2) koondub dhtlaselt rajajoonel T', siis
k

1) see rida koondub kogu piirkonnas D funktsiooniks f;
2) f on regulaarne piirkonnas D ning f™(2) =3, fkm)(z)
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1 fe(€)dC

Toestuse skeem: 1) fr(z) = omi ) c—2
Vze D Z il
e

9)
z
= voib integreerida litkmeti = rida koondub Vz € D, tahistame f(z) = Z fr(2)
k

Y

koondub iihtlaselt rajajoonel I’

|
2) fiM(z) = Zﬂm /r %dg, rida koondub {ihtlaselt joonel T'.

5.3 Astmeread

Def. Astmereaks punktis a € C nimetatakse funktsionaalrida kujul Z cn(z —a)", ¢, € C.
n=0
Def. Astmerea punktis a koonduvusringiks nimetatakse suurimat ringi B(a, R), kus astmerida

koondub; selle ringi raadiust nimetatakse astmerea koonduvusraadiuseks.

Teoreem 5.5 (Cauchy-Hadamard) Astmerida koondub absoluutselt ringis B(a, R) ja hajub
—_— 1
vdljaspool ringi B(a, R), kus R = —————.
lim {/|cy|
n—o0

Jareldus 5.1 Iga r < R korral astmerida koondub ihtlaselt ringis B(a,r).

Jareldus 5.2 Astmerea summa on regulaarne ringis B(a, R) ning astmerida voib oma koon-
duvusringis litkmeti diferentseerida ja integreerida.

5.4 Taylori rida

Olgu f regulaarne punktis a.

= f™(a) . . . .
Def. Astmerida Z “——=(z — a)" nimetatakse funktsiooni f Taylori reaks punktis a.

n!
n=0

Teoreem 5.6 (Astmerea iihesus) Iga astmerida punktis a, mille koonduvusraadius on posi-
titvne, on oma summa Taylori rida.

Jareldus 5.3 Kui funktsioon on arendatav posititvse koonduvusraadiusega astmeritta punktis
a, sis see arendus on thene.

Jareldus 5.4 (Cauchy vorratus) Olgu f requlaarne ringis B(a, R) ning pidev kuni rajani.

Olgu M = ‘ m?XR |f(2)|. Siis funktsiooni f Taylori rea punktis a kordajate jaoks kehtib vorratus
z—al|=

ool < 2
n — Rn .
5.5 Analuutilised funktsioonid

Def. Funktsiooni f nimetatakse analiiiitiliseks punktis a, kui ta on punkti ¢ mingis timbruses
arendatav astmeritta punktis a.
Mingis punktis analiiiitiline funktsioon on ka regulaarne selles punktis.
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Teoreem 5.7 (Regulaarse funktsiooni analiiiitilisus) Punktis a requlaarne funktsioon on
analiiitiline punktis a, kusjuures tema Taylori rida punktis a koondub suurimas ringis B(a, R),
milles funktsioon on requlaarne.

Niide. f(z) =lnz,a=—1+4+1i= R= 2.

5.6 Analututiliste funktsioonide ainsuse teoreem

Teoreem 5.8 (Analiiiitiliste funktsioonide ainsuse teoreem) Olgu [ ja g analiiitilised
piirkonnas D ning vordsed hulgal E C D, millel on vihemalt iiks kuhjumispunkt piirkonnas D.
Suis f ja g on vordsed hulgas D.

Jareldus 5.5 Funktsioonid €, sin z, cos z, tan z,. .. on thesed sellised analiitilised funktsioo-
nid, mis reaalteljel langevad kokku vastavate reaalmuutujate funktsioonidega. Funktsioonid In z
ja /z peaosa on samuti tihesed sellised analiititilised funktsioonid, mis reaalteljel langevad kokku
vastavate reaalmuutujate funktsioonidega ning mille véiljaloige paikneb piki reaaltelje negatitvset
o0sa.

Jareldus 5.6 Komplekstasandil kehtivad koik analiditilised valemid.

NB! Ettevaatust mitme vaartusega funktsioonidega!
NB! Ei kehti valemid, mis sisaldavad absoluutvaartust. Samuti ei kehti vorratused.

5.7 Analuutilise funktsiooni nullkohad

Def. Arvu zy nimetatakse funktsiooni f nullkohaks, kui f(z9) = 0. Arvu z; nimetatakse
funktsiooni f n jirku nullkohaks, kui f(z0) = f'(20) = -+ = f® Y (z) = 0 ja fn)(z) # 0.
f(2)

Lause 5.7 Funktsioonil f on punktis zo n jiarku nullkoht parajasti siis, kui p(z) = ﬁ
zZ—2zo)"
on analidtiline punktis zy ja p(2o) # 0.

Teoreem 5.9 (Analiiiitilise funktsiooni nullkohtade arv kinnises tokestatud piirkonnas)
Mittekonstantsel analiiitilisel funktsioonil on kinnises tokestatud piirkonnas tlimalt loplik arv

nullkohts.

Jareldus 5.7 (Analiiiitilise funktsiooni nullkohtade arv piirkonnas) Piirkonnas D mit-
tekonstantsel analiditilisel funktsioonil on tilimalt loenduv arv nullkohti selles piirkonnas.

Jareldus 5.8 (Analiiiitilise funktsiooni nullkohtade isoleeritus) Mittekonstantse analiii-
tilise funktsiooni nullkohad on isoleeritud, s.t. iga nullkoha jaoks leidub selle nullkoha timbrus,
mis et sisalda teist selle funktsioont nullkohts.

16



5.8 Analiiitiline jatkamine

Def. Olgu funktsioonid f ja g analiiiitilised vastavalt piirkondades D ja G ning D N G # 0.
Olgu f(z) = g(2)Vz € D N G. Siis 6eldakse, et g on f vahetu analiititiline jéatk piirkonnast D
piirkonda G.

. 1
Néide. f(z) = Zz", z€ B(0,1), g(z2) = ——, 2z € C\ {1}.
n=0

1—2’

Lause 5.8 (Analiiiitilise jatku tihesus) Olgu f analiidtiline piirkonnas D ning olgu g1 ja
go funktsiooni f wvahetud jatkud piirkonda G. Siis g1 = go pitrkonnas G.

NB! Kui g; ja g» on funktsiooni f vahetud jatkud piirkondadesse G; ja G ning G1NGy # 0,
siis sellest ei jireldu, et g; = go piirkonnas G; N Ga!

Jatkamine astmeridade abil

Olgu f analiiiitiline piirkonnas D. Valime a € D ning arendame f astmeritta punktis a.
Olgu selle astmerea koonduvusraadius r. Kui B(a,r) \ D # (), siis see astmerida defineerib f
analiititilise jatku ringi B(a,r).

Def. Olgu f analiiiitiline piirkonnas D. Piirkonda D nim. funktsiooni f loomuliku olemasolu
piirkonnaks, kui mitte ithegi zyg € D korral pole voimalik funktsiooni f arendada astmeritta
selles punktis, mis koonduks ka véljaspool piirkonda D.

Néide. f(z) = Z 2" loomuliku olemasolu piirkond on B(0, 1).
n=1

lim f(re™/7) = co, kui p,q € Z.

r—1

Def. Olgu funktsioonid f;, & = 1,...,n analiiiitilised vastavalt piirkondades Dj ning olgu
DiNDpy1 #0, k=1,...,n—1. Olgu fx(2) = fry1(2) Vz € Dy, N Dy;. Siis deldakse, et f, on
f1 analiiiitiline jatk piki piirkondade ahelat Dy, ..., D,,.

Jatkamine valemite abil

Olgu f analtiiitiline piirkonnas D ning kehtigu mingi valem kujul f(z) = F(z, f(z + a)),
kus 2,z 4+ a € D ning F' on analiiiitiline. Siis funktsioon ¢g(z) = F'(z, f(z + a)) on analiiiitiline
piirkonnas D, = {z € C: z+a € D} ning g(z) = f(2), kui z € DN D,, seega g on f
analiiiitiline jatk piirkonnale D,,.

Niide. Gammafunktsioon I'(z) = / " e "dx, Rez > 0.

0
1 _ e(zfl) Inz _ xRezflezImzlnw.

Siin z*~
Gammafunktsioon on regulaarne pooltasandil Re z > 0 ning rahuldab vorrandit I'(z 4+ 1) =
r 1
2T(2) ebk T(z) = LEHD.
z
I'(z+1)

Olgu g(z) =

D={2€C: Rez> —1, z# 0}. Seega g on I' analtiiitiline jitk piirkonnale D. Samamoodi
jatkates saame defineerida I' jatku kogu komplekstasandile, véilja arvatud punktid 0, —1, -2, .. ..

. Siis g(2) = I'(2), kui Rez > 0 ning g on regulaarne piirkonnas

Teoreem 5.10 (Pidevusprintsiip) Olgu funktsioonid f ja g analiiitilised vastavalt piirkon-
dades D ja G, kus D NG = () ning pidevad kuni D ja G tihise tikiti sileda rajaosani v. Kui
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f(2) = g(z) Vz € v, siis funktsioon

| f(2), z€DUn~,
h(z)_{g(z), cec |

on funktsioonide f ja g analiittiline jitk piirkonnale D U G U 7.

Teoreem 5.11 (Stimmeetriaprintsiip) Olgu f analiiitiline piirkonnas D, mille raja sisal-
dab mingit reaaltelje loiku v ning olgu f pidev kuni rajaosant v. Kui f vddartused on reaalsed
rajaosal v, siis saab funktsiooni f analiiiitiliselt jitkata piirkonda D U D (vajadusel tuleb seda
moista mitmekordsena, s.t. Riemanni pinnana), kusjuures jitkuks on g(2) = f(2), z € D.
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Peatukk 6

Analittilise funktsiooni isearased punktid

6.1 Isoleeritud isearased punktid

Def. Punkti zy nimetatakse funktsiooni f isedraseks punktiks, kui f pole regulaarne punk-
tis zp. Funktsiooni f isedrast punkti zy nimetatakse isoleeritud isedraseks punktiks, kui leidub
punkti zy imbrus, kus pole teisi isedraseid punkte peale punkti z.

Olgu punkt zy funktsiooni f isoleeritud isedrane punkt.
Def. Punkti 2y nimetatakse funktsiooni f korvaldatavaks isedraseks punktiks, kui leidub
16plik piirvddrtus lim f(z). Punkti 2y nimetatakse funktsiooni f pooluseks, kui lim f(z) = co.

Z—20 Z—20
Punkti 2y nimetatakse funktsiooni f oluliselt isedraseks punktiks, kui ei leidu piirvaartust lim f(z).
Z—20
sinz 1
Naide. , =, el/?
z 'z ]

Pole isoleeritud: v/z, Inz, —.
sin *
z

6.2 Laurent’i rida

Teoreem 6.1 (Funktsiooni Laurent’i rida) Olgu funktsioon f regulaarne rongas D = {z €

C :r<|z—a|l <R} (siin voib olla r = 0 voi R = o0). Siis f(z) = Z cn(z—a)", z € D,

1 £(Q) dc N
kus ¢, = — ———— r<p<R.
2

Markus. Kui f on ka pidev kuni rajani rongas D, siis voib votta r < p < R.

Jéreldus 6.1 (Cauchy vorratus) Olgu f regulaarne rongas D. Olgu M, = I|n‘ax l1f(2)], r <
z|=p

p < R . Siis funktsiooni f Laurent’i rea punktis a kordajate jaoks kehtib vorratus |c,| < —np,

kusr < p < R. Kui f on ka pidev kuni rajani rongas D, siis voime vottar < p < R.

[e.9]

Def. Rida f(z) = Z cn(z —a)", z € D nimetatakse funktsiooni f Laurent’i reaks ron-

n=—oo
[e.e]

gas D. Laurent’i rea osa E ¢n(z — a)" nimetatakse Laurent’i rea korrapiraseks osaks, osa

n=0
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—1
E cn(z — a)" nimetatakse Laurent’i rea peaosaks.

n=—oo
[ee]

Def. Laurent’i rea Z ¢n(z — a)™ koonduvusrongaks nimetatakse suurimat rongast {z € C :
n=—00

r < |z —a| < R}, kus rida koondub.

Teoreem 6.2 (Laurent’i rea regulaarsus) Iga rida kujul Z cn(z—a)"™, mis koondub min-
gis rongas {z € C : r < |z —a| < R}, kus r < R, on regulaarne selles rongas ning teda voib
selles rongas litkmeti diferentseerida ja integreerida.

oo
Teoreem 6.3 (Laurent’i rea iihesus) Iga rida kujul Z cn(z — a)", mis koondub mingis

rongas {z € C : r < |z —a| < R}, kus r < R, on oma summa Laurent’i rida selles rongas.

6.3 Funktsiooni isoleeritud isearase punkti tiiiibi ja funkt-
siooni Laurent’i rea selle punkti iimbruses peaosa va-
heline seos

Lause 6.1 (Korvaldatav isedrasus) Olgu a funktsiooni f isoleeritud isedrane punkt ning ol-
gu f tokestatud punkti a mingis imbruses. Siis funktsioonil f on punktis a korvaldatav isedrasus
ning funktsiooni f Laurent’ rida selle punkti iimbruses et sisalda peaosa.

Jareldus 6.2 Kui funktsioonil f on punktis a korvaldatav isedrasus, siis defineerides f(a) =
lim f(z) saame wue funktsiooni, mis on requlaarne punktis a.
z—a

Jareldus 6.3 Funktsiooni [ isoleeritud isedrane punkt a on korvaldatav isedrane punkt para-
jasti sits, kui selle punkti iimbruses tema Laurent’s real peaosa puudub.

1
Olgu funktsioonil f poolus punktis a. Siis funktsioonil g(z) = m on korvaldatav isedrasus
z
punktis @ ning lim g(z) = 0. Defineerides g(a) = 0 saame punktis a regulaarse funktsiooni, millel
zZ—a
on nullkoht selles punktis.

1
Def. Funktsiooni f pooluse jarguks punktis a nimetatakse funktsiooni g(z) = m nullkoha
z

kordsust punktis a.

Jareldus 6.4 Funktsioonil f isoleeritud isedrane punkt a on poolus parajasti siis, kui selle punk-
ti imbruses tema Laurent’i rea peaosa sisaldab lopliku arvu nullist erinevaid liskmeid, kusjuures
pooluse jark on vordne vihima indeksiga nullist erineva litkme indekst vastandarvuga.

Funktsioonil f on punktis a m jarku poolus

& f(z)= > elz—a)", z € Bla,R)\ {a}, c_m # 0.

n=—m

Teoreem 6.4 (Isedrase punkti tiiiibi ja Laurent’i rea peaosa vaheline seos) Olgu funkt-
sioonil f punktis a € C isoleeritud isedrasus. Siis
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i) funktsioonil f on punktis a kérvaldatav isedrasus parajasti siis, kui selle punkti imbruses
tema Laurent’ real peaosa puudub;

i) funktsioonil f on punktis a poolus parajasti siis, kui selle punkti imbruses tema Laurent’s
rea peaosa sisaldab lopliku arvu nullist erinevaid liskmeid, kusjuures pooluse jdrk on vordne
vahima indeksiga nullist erineva litkme indeksi vastandarvuga,

ii1) funktsioonil f on punktis a oluline isedrasus parajasti siis, kui selle punkti imbruses tema
Laurent’s rida sisaldab lopmatu arvu nullist erinevaid litkmeid.

Teoreem 6.5 (Casorati-Weierstrass (Sohhotski)) Olgu funktsioonil f punktis a € C olu-
line isedrasus. Siis iga A € C korral leidub selline jada (z,), et lim z, = a ja lim f(z,) = A.

Teoreem 6.6 (Picardi Suur Teoreem) Olgu funktsioonil f punktis a € C oluline isedrasus.
Siis leidub selline B € C, et iga A € C\ {B} korral leidub selline jada (z,), et lim z, = a ja
n—oo

f(zn) = A.

Niide. e'/#, a = 0.

6.4 Funktsiooni kaitumine lopmatuspunktis

Kui f on regulaarne piirkonnas C\ B(0, R], siis 6eldakse, et funktsioonil f on l6pmatuspunk-
tis isoleeritud isedrasus. Isedrasuse tiilip defineeritakse samamoodi kui 16pliku punkti korral.
oo

Funktsiooni Laurent’i rida 16pmatuse timbruses on kujul f(z) = Z cp 2", Siin peaosaks on

n=—oo

oo 0

f(z) = chz" ja korrapéraseks osaks f(z) = Z cp2". Isedrase punkti tiiiibi ja Laurent’i
n=1 n=-—o00

rea peaosa vahel kehtib samasugune seos nagu lopliku punkti puhul.

Kui funktsioonil f on lopmatuspunktis korvaldatav isedrasus, siis defineerime f(oo) =
lim f(z) ning titleme, et f on regulaarne l6pmatuspunktis.
Z—r 00

Teoreem 6.7 (Liouville) Kui funktsioon on requlaarne taielikul komplekstasandil, siis ta on
konstantne.

6.5 Analututiliste funktsioonide klassid

Def. Kogu komplekstasandil regulaarset funktsiooni nimetatakse taisfunktsiooniks.
Kui f on téisfunktsioon, siis on 3 voimalust:

1. kui funktsioon on regulaarne 16pmatuspunktis, siis ta on konstantne;
2. kui funktsioonil on lopmatuspunktis poolus, siis ta on poliinoom;

3. kui lopmatuspunktis on oluline isedrasus, siis nimetatakse funktsiooni taistranstsen-
dentseks funktsiooniks (niiteks e*, sin z, cos z).

Teoreem 6.8 (Picardi Viike Teoreem) Kui f on mittekonstantne tdisfunktsioon, siis kas
f(C) = C wai f(C) =C\ {a} mingi a € C korral.
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Def. Funktsiooni, mille koik 16plikus kauguses asuvad isedrased punktid on poolused, nimeta-
takse meromorfseks.

Naide. Ratsionaalfunktsioonid; tan z, th z.
Lause 6.2 (meromorfse funktsiooni pooluste arv) Meromorfsel funktsioonil voib kinni-
ses tokestatud piirkonnas olla ainult loplik arv pooluseid; kogu komplekstasandil voib pooluste

arv olla loenduv.

Teoreem 6.9 Kui funktsiooni [ koik isedrased punktid tdielikul komplekstasandil on poolused,
stis f on ratsionaalfunktsioon.
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Peatukk 7

Resiidide teooria

7.1 Resiidi moiste

Olgu funktsioonil f punktis a isoleeritud isedrasus ning olgu f(z) = Z ¢n(z —a)" punkti a

n=—oo

timbruses. Olgu f regulaarne B(a,r) \ {a}. Siis

n=—oo

Def. Funktsiooni f resiidiks funktsiooni isoleeritud isedrases punktis a nimetatakse suu-
1
rust res [f(z);a] = Py / f(2)dz, kus v on punkti a sellise imbruse raja, mis ei sisalda teisi
i
v

funktsiooni f isedraseid punkte.

Kui @ € C on funktsiooni f isoleeritud isedrane punkt, siis res[f(z);a] = c_;. Seega kui
res [f(z);a] # 0, siis funktsioonil on punktis a kas poolus voi oluline iseédrasus.

Kui a = oo, siis res[f(2); 00] = —c_1. Kui res|[f(z);00] # 0, siis funktsioonil f voib olla
mistahes isoleeritud isedrane punkt, samuti voib funktsioon olla regulaarne 16pmatuses.

7.2 Resiidide teooria pohiteoreem

Teoreem 7.1 (Resiidide teooria pohiteoreem) Olgu funktsioon f requlaarne tokestatud piir-
konnas D, vilja arvatud loplik arv punkte aq,...,a,, ning pidev kuni puirkonna tikitt sileda
rajani I'. Siis
/ f(2)dz = 2mi Zres [f(2); ax].
r 1

k=

Jareldus 7.1 Olgu funktsioon f requlaarne kogu komplekstasandil, vdlja arvatud loplik arv

punkte aq, ..., a,. Sis
n

Zres [f(2); ak] +res[f(2);00] = 0.

k=1
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7.3 Resiidide arvutamine

7.3.1 Resiidi arvutamine 1. jarku pooluse korral

Olgu funktsioonil f punktis a esimest jirku poolus. Siis

res[f(2);a] = lim(z — a) f(2).

z—a

9(2)

Kui f on kujul f(z) = ==, kus funktsioonil A on 1. jarku nullkoht punktis a, siis

h(z)

9(z) 1 _ 9(a)
Lz(z)’@} W)
7.3.2 Resiidi arvutamine korgemat jarku pooluse korral

Olgu funktsioonil f punktis a m jarku poolus. Siis

1 . m m—1
ml}j};((z—a) ()Y

res [f(2); a] =

7.3.3 Resiidi arvutamine olulise isearasuse korral

Olgu funktsioonil f punktis a oluline isedrasus. Lihtsat valemit pole, arendada funktsioon Lau-
rent’i ritta punkti a iimbruses voi kasutada resiidide teooria pohiteoreemi jéreldust.

7.3.4 Resiidi arvutamine lopmatuses

Olgu f regulaarne lopmatuses. Siis

res [7(eJi00] = = tim = ) - fim 1(0)).

Z—00 (—00

7.4 Resiidide kasutamine integraalide arvutamisel

7.4.1 Resiidide teooria pohiteoreemi otsene rakendamine

Olgu funktsioon f regulaarne komplekstasandil, vélja arvatud loplik arv isoleeritud isedraseid
punkte. Olgu I' kinnine tiikiti sile kover, mille sees asuvad isedrased punktid ay,...,a, ning
véljaspool isedrased punktid by, ..., b, (iikski isedrane punkt ei asu koveral I'). Siis

/rf(Z)dZ = 27rines [f(2); ax) = —2mi (Z res [f(2); bg] +res[f(2) : oo]) .

k=1 k=1

Niid / zdz 47
alde. = ——.
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7.4.2 Integraalid iile reaaltelje

Olgu F integreeruv iile reaaltelje. Olgu F' regulaarne iilemisel pooltasandil, vélja arvatud 16plik
arv isedraseid punkte ay, . .., a, ning pidev kuni reaalteljeni. Olgu I'g ringjoone |z| = R {ilemisel
pooltasandil asuv osa. Siis

/00 F(z)dr = 2mi Z res [F(2); ax) — lim F(2)dz.

oo P R—o0 T
P
Erijuht, kui F' on kujul F(z) = QEI;, kus P ja @ on poliinoomid: olgu deg@Q(z) >
T

deg P(x)+2 ning eeldame, et poliinoomil () pole nullkohti reaalteljel. Olgu @) nullkohad iilemisel
pooltasandil ay, ..., a,. Siis

[t =2 [aie]

Niiid /°° dx T
aide. = —.
o (24 1)%(x2+4) 18

o d 2 1
Naide. / _cosrar —7Te’\/§/2 cos —.

Pt +1 /3 2
Naide. / sinz du = Z

0 x 2

7.4.3 Integraalid perioodilistest funktsioonidest iile perioodi

2

Integraalid kujul f(cosx,sinx)dx.
0 .
Muutujavahetus z = €. Siis

1 1 ) 1 1 dz
cosr=—-|z+—-|, sinrx=—|(z—-|, dr=—.
2 z 21 z ¥

Téhistame g(2) = f (5 (2 + 1), 5 (2 — 1)) - . Siis

z

n

/ ’ f(cosx,sinx)dx = / g(z)dz = 2mi Zres [g9(2); ax],
0 |z|=1

k=1
kus ay,...,a, on funktsiooni g isedrased punktid iihikringis.

T cos’3xdr 3w
1\‘&1(1@. - _— = —.
_. 0 —4cos2x 8

s o0 1
Naide. Sdr =2 .
ide. [ e "3

—T

7.5 Logaritmiline resiid. Argumendi printsiip

/
Def. Funktsiooni f logaritmiliseks resiidiks nimetatakse tema logaritmilise tuletise “—

resiidi.
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/
Funktsiooni = isedrased punktid on funktsiooni f isedrased punktid ja funktsiooni f null-

kohad. )
Kui funktsioonil f on m jarku nullkoht punktis a, siis res {f (2) ; a] =m.

e
Kui funktsioonil f on m jéarku poolus punktis a, siis res {f((z]) ; a} = —m.
z
Teoreem 7.2 (Funktsiooni nullkohtade ja pooluste arv) Olgu funktsioon f requlaarne to-
kestatud piirkonnas D, vilja arvatud loplik arv pooluserd, ning pidev kuni tikiti sileda rajani T.
Eeldame, et funktsioonil f pole nullkohti rajajoonel I'. Siis

1)
2mi Jp f(2)

kus N on funktsiooni f nullkohtade arv ja P on pooluste arv piirkonnas D, loetud koos kord-
sustega.

dz= N — P,

Olgu funktsioon f pidev joonel I' ning eeldame, et tal pole nullkohti joonel T'.
Def. Funktsiooni f argumendi muuduks iile joone I' nimetatakse funktsiooni argumendi
Arg f(z) véddrtuse muutu joone I' téielikul ldbimisel, kusjuures kasutatakse Arg f(z) sellist
haru, mis jadb joone I' ldbimisel pidevaks (vélja arvatud véib-olla kinnise joone korral iiks
punkt, mille loeme algus- ja 16pp-punktiks), tdhistatakse ArArg f(z).

Jareldus 7.2 (Argumendi printsiip) Teoreemi eeldustel on funktsiooni f arqumendi muut
joone T tdaielikul ldbimisel 2w korda suurem kui funktsiooni nullkohtade ja pooluste arvu vahe,

ehk ]
—ArArg f(z) = N — P.
2m

7.6 Rouche teoreem

Teoreem 7.3 (Rouche) Olgu funktsioonid f ja g regqulaarsed tokestatud piirkonnas D ning
pidevad kuni tikiti sileda rajani T, kusjuures iga z € T' korral kehtib vorratus |g(2)| < |f(2)].
Siis on funktsioonidel f ja f + g tihepalju nullkohti piirkonnas D, loetud koos kordsustega.

Niide. Leida funktsiooni F'(z) = € + 3iz? nullkohtade arv {ihikringis.

Jareldus 7.3 (Algebra pohiteoreem) Igal n astme poliinoomil on komplekstasandil n null-
kohta, loetud koos kordsustega.

7.7 Analiiitilise funktsiooni pooramine

Teoreem 7.4 (Analiiiitilise funktsiooni p66ramine) Olgu f analidtiline punkti zo imb-
ruses. Sus f on podratav punkti zy mingis imbruses parajasti siis, kui f'(z9) # 0.

Toestuse skeem. 1) Olgu wy = f(2p). Siis Ir > 0: f(2) # wy, kui z € B(z, 7).
2) Téhistame 0 := min{|f(2z) —wo| : |z — 20| = 5} > 0.
3) Siis Vw € B(wy, ) korral on funktsioonidel f(z) —wq ja f(z) —w sama palju nullkohti ringis
B(ZQ, g)

Jareldus 7.4 Mittekonstantne analititiline funktsioon kujutab lahtise hulga lahtiseks hulgaks
ja puirkonna pitrkonnaks.

Jareldus 7.5 Analiiitilise funktsiooni poordfunktsioon on analiititiline.
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7.8 Mooduli maksimumi ja miinimumi printsiibid

Teoreem 7.5 (Mooduli maksimumi printsiip) Olgu f mittekonstantne analiiitiline funkt-
sioon piirkonnas D. Siis |f| ei saavuta oma maksimumi piirkonnas D.

Jareldus 7.6 Tokestatud piirkonnas analiititiline ja kuni rajani pidev funktsioon saavutab oma
mooduli maksimumi rajal.

Teoreem 7.6 (Mooduli miinimumi printsiip) Olgu f mittekonstantne analiiitiline funkt-
sioon piirkonnas D, millel pole nullkohti piirkonnas D. Siis |f| ei saavuta oma miinimumi
piirkonnas D.

Jareldus 7.7 Tokestatud piirkonnas analititiline ja kuni rajani pidev funktsioon, millel pole
nullkohti piirkonnas D, saavutab oma mooduli miinimumsi rajal.

Lemma 7.1 (Schwarz) Olgu f analiiitiline dhikringis, olgu f(0) = 0 ning |f(2)| < 1 iga
z € B(0,1) korral. Siis |f(z)| < |z| iga z € B(0,1) korral.

7.9 Harmoonilised funktsioonid

Olgu Dg C R? piirkond. Tahistame vastavat komplekstasandi piirkonda D.
Def. Funktsiooni u : Dg — R nimetatakse harmooniliseks piirkonnas Dg, kui ta on 2 korda
pidevalt diferentseeruv piirkonnas Dg ning ug, + u,, = 0 piirkonnas Dg.

Teoreem 7.7 (Reaal- ja imaginaarosa harmoonilisus) Olgu f analiiitiline piirkonnas D.
Siis funktsioonid u(x,y) = Re f(x + iy) ja v(xz,y) = Im f(x + iy) on harmoonilised piirkonnas
Dg.

Def. Piirkonnas Dg harmoonilisi funktsioone u ja v, mis rahuldavad Cauchy-Riemanni vor-
randeid selles piirkonnas, nimetatakse kaasharmoonilisteks.

Def. Harmoonilise funktsiooni u kompleksseks potentsiaaliks nimetatakse analiiiitilist funkt-
siooni f, mis rahuldab vaadeldavas piirkonnas seost u(z,y) = Re f(x + iy).

Teoreem 7.8 (Kompleksse potentsiaali olemasolu) Olgu u harmooniline funktsioon ihe-
lisidusas piirkonnas Dgr. Siis leidub piirkonnas D analiiitiline funktsioon f nii, et u(x,y) =

Re f(z +iy).

Jareldus 7.8 (Kaasharmoonilise funktsiooni olemasolu) Igale thelisidusas piirkonnas har-
moonilisele funktsioonile saab leida selles piirkonnas kaasharmoonilise funktsiooni.

Niide. Funktsioon u(z,y) = In(z? + y*) on harmooniline piirkonnas R? \ {(0,0)}, selle kaas-
harmooniliseks funktsiooniks on 2Arg (x + iy) suvaline haru, kuid see on harmooniline ainult
piirkonnas R? \ 7, kus v on suvaline nullpunkti ja lpmatuspunkti iihendav pidev joon.

Teoreem 7.9 (Ekstreemumi printsiip) Olgu u mittekonstantne harmooniline funktsioon piir-
konnas Dgr. Siis u ei saavuta oma ekstremaalseid vidrtusi piirkonnas Dg.

Jareldus 7.9 Tokestatud piirkonnas harmooniline ja kuni rajani pidev funktsioon saavutab
oma ekstremaalsed vidrtused rajal.
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Peatukk 8

Konformne kujutamine

8.1 Konformse kujutuse moiste ja pohiomadused

Def. Komplekstasandi mingi piirkonna {iksiihest kujutust nimetatakse konformseks, kui ta
séilitab nurgad nii suuruse kui ka suuna poolest ning muudab mastaapi igas suunas iihte moodi.

Olgu Aw argumendi muudule Az vastav funktsiooni vadrtuse muut punktis z.

Nurkade siilivus: ArgAw mingi haru esitub kujul argAz + a + o(1) protsessis Az — 0.
Arvu a € R nimetatakse tasandi poordeks selles punktis, @ voib soltuda punktist z, kuid ei
soltu suurusest Az.

Mastaabi muutus on selline £ > 0, et |Aw| = k|Az| + o(|]Az) protsessis Az — 0; k voib
soltuda punktist z, kuid ei soltu suurusest Az.

Teoreem 8.1 Kui f kujutab piirkonna D konformselt mingiks hulgaks G, siis f on requlaarne
piirkonnas D ja f'(z) #0Vz € D.

Jareldus 8.1 Kui f kujutab piirkonna D konformselt mingiks hulgaks G, sits G' on piirkond.

Teoreem 8.2 (I"Jksiihese vastavuse printsiip) Kui piirkonnas D regqulaarne funktsioon ku-
Jutab purirkonna D iiksiheselt piirkonnaks G, siis see kujutus on konformne.

Jareldus 8.2 Konformse kujutuse poordkujutus on konformne.
Jareldus 8.3 Kahe konformse kujutuse kompositsioon on konformne.
Teoreem 8.3 (Rajade vastavuse printsiip) Olgu f requlaarne tokestatud piirkonnas D ning

pidev kuni rajant I'. Kui f kujutab I dkstiiheselt pitrkonna G rajaks v ja sailitab raja posititvse
suuna, sus f kujutab piirkonna D konformselt piirkonnaks G.

8.2 Konformse kujutamise pohiiilesanne
Ulesanne: On antud piirkonnad D ja G. Leida piirkonna D konformne kujutus piirkonnaks G.

Teoreem 8.4 (Riemann: konformse kujutamise pohiiilesande lahenduvus) Iga dheli-
sidusat piirkonda, mille raja sisaldab vihemalt 2 punkti, saab konformselt kujutada tihikringiks.
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Uhelisidusus on vajalik: kui D on mitmelisidus, siis leidub kinnine joon +, mille sisemuses
on punkte, mis ei kuulu piirkonda D, selle joone kujutis on kinnine joon mida saab pidevalt
deformeerida punktiks.

Raja sisaldab vdhemalt 2 punkti on vajalik: kui D = C, siis saame vastuolu Liouville’i
teoreemiga.

Konformne kujutus pole ithene (néiteks tihikringi poérded).

Lemma 8.1 Olgu antud zy € B(0,1) ja o € R. Uhikringi saab konformselt kujutada ihikrin-
giks nit, et punkt zy kujutub nullpunktiks ja tasandi poore punktis zy on a.

Lemma 8.2 (Schwarz) Olgu f regulaarne thikringis B(0,1), olgu f(0) =0 ja |f(2)] <1 iga
z € B(0,1) korral. Siis |f(z)| < |z| iga z € B(0,1) korral.

Teoreem 8.5 (Konformse kujutuse iihesus) Olgu D thelisidus piirkond, mille raja sisal-
dab vihemalt 2 punkti. Olgu antud zy € D, wy € B(0,1) ja a € R. Siis leidub tapselt ks

funktsioon f, mis kujutab piirkonna D konformselt ihikringiks ning rahuldab f(zy) = wo ja
a e Arg f'(z).
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Peatukk 9

Laplace’i ja Fourier’ teisendus

9.1 Laplace’i teisendus

Olgu f méaaratud (0, 00), kas reaal-voi kompleksarvuliste vadrtustega. Eeldame, et

1) f on absoluutselt integreeruv (Riemanni voi Lebesgue’i mottes) igas [0, 0o) 16plikus osaldi-
gus,

2) f on eksponentsiaalse kasvuga, s.t. leiduvad M > 0 ja a € R nii, et |f(¢)] < Me* igat >0
korral.

Def. Arvuag=inf{a € R: IM > 0:|f(t)] < Me™ Vt > 0} nimetatakse funktsiooni f kasvu
néitajaks.

Def. Funktsiooni f Laplace’i teisendiks nim. funktsiooni

L[f]l(p) = F(p) = /Oo e PLF(t)dt.

0

Teoreem 9.1 (Laplace’i teisendi olemasolu) Olgu ay funktsiooni f kasvu nditaja. Siis in-
tegraal / e P f(t)dt koondub absoluutselt piirkonnas {p € C: Rep > ag}.
0

Teoreem 9.2 (Laplace’i teisendi regulaarsus) Olgu ag funktsiooni f kasvu nditaja. Siis F
on regulaarne piirkonnas {p € C: Rep > ap} ning F'(p) = —L[tf(t)](p).

Laplace’i teisenduse omadused:

L. lineaarsus Llaf + Bg] = aF + BG, a, 8 € C;

2. sarnasus L[f(Az)](s) = $F (§), A > 0;

3. tuletise teisend: kui f,..., f rahuldavad 1) ja 2), siis L[f™](p) = p"F(p) — p" 1 f(0) —
P2 f0) = = 7 H0);

4. teisendi tuletis: F'™(p) = (=1)"L[t"f()](p);
5. nihke teisend LIH(t — 7)f(t — 7)](p) = e P"F(p), T > 0;
6. teisendi nihe F(p — \) = L[eM f(t)](p), X € C.
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9.1.1 Konvolutsioon

Rahuldagu f ja g tingimusi 1) ja 2).

Def. Funktsioonide f ja g konvolutsiooniks nim. funktsiooni (f * g)( / f(r)g(t —71)
t>0.

Lemma 9.1 Kui f ja g rahuldavad 1) ja 2), siis ka f * g rahuldab 1) ja 2).
Konvolutsiooni omadusi:
1. kommutatiivsus: fxg=gx* f,
2. assotsiatiivsus: (f *x g)*h = f*(g*h),
3. distributiivsus: fx (g +h) = f*xg+ f xh.
Teoreem 9.3 (Borel) Rahuldagu f ja g tingimusi 1) ja 2). Siis L[f = g](p) = F(p)G(p).

Teoreem 9.4 (Fubini) Kuih on hulgal X XY defineeritud kas mittenegatiivne funktsioon voi
absoluutselt integreeruv funktsioon, siis / / h(z,y)dy dx = / / h(z,y)dz dy.
xJy v Jx

9.2 Fourier’ teisendus

Olgu f absoluutselt integreeruv R.
Def. Funktsiooni f Fourier’ teisendiks nim. funktsiooni

FLf(s) = f(s e f(x s€R.

=
Fourier’ teisenduse omadused:
1. lineaarsus Flof + Bg] = af + B3, o, B € C;
2. sarnasus F[f(Az)](s) = ﬁf (), e R, A #0;
3. tuletise teisend: kui f, ..., f™ on abs. int.-vad, siis F[f™](s) = (is)"f(s);
4. teisendi tuletis: kui f,z"f on abs. int.-vad, siis f((s) = F[(—iz)"f(2)](s);
5. nihke teisend F[f(z —y)](s) = e ¥ f(s), y € R;
6. teisendi nihe f(s — o) = F[e"* f(x)](s), o € R.
Lause 9.1 (Teisendi tuletis) Kui f jaxf on absoluutselt integreeruvad, siis f'(s) = F|—ix f(x)](s),

s € R.

Toestus: f'(s) = }lliIT[l)
—

fls+h)—f(s)
h

fls+h) = f(s)
h

e —e_ihm_l iz ) dx
Floinf(@))(s m/ i ( . +>d
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Olgu € > 0 antud. Valime R > 0 nii, et — (/ / > |f(2)||z|dx < -

hx
Kuna ‘e_””” - 1} = ‘/ —ie‘itdt’ < |hx|, siis
0

)i (Tt ) arl < = ([ ) wenzeae < 5

£ 7 R —ihz __

Siis f(”h]i 1) r i f()](s) g\/%/R|f(g;)|‘T1+m di+ =

Hindame:

e~thr 1 1 (—thz)" 1 & (—ihz)™ |hx|”

x| = |- S| = |z <
h e h (n:O n! T h; n! | ]; nl =

< |h|x2i _|h:p|" = |h|x2e|hr|
- — ! B '

Seega fls + h})L — /) Fl—izf(z) / (z)||h|z2e da +Z 5

Valides |h| piisavalt viikese saame ka esimese integraali muuta viiksemaks kui 3

Lemma 9.2 (Fourier’ teisendi iihtlane pidevus) Olgu f abs. integreeruv R. Siis f on iiht-
laselt pidev.

Toestus. Olgu € > 0 antud. Vaja on néiidata, et siis leidub § > 0 nii et |57 — 59| < § =

5 5 : . - > 2e ..
|f(s1) — f(s2)| < e. Valime R > 0 nii, et (/ +/ ) |f(z)|dx < . Siis
—00 R

F(s) = f(s)| = ‘% [ e - e ad <

- m/ o1 — e8| () +

Kui |51 — sg] < 4, siis

7i51;82x Sl —

7-51752 7-52781
’6 imgw ity

—q S9
1S1T Xz

= |2sin

—18ox| __
—e ’ —

< |(s1 — s2)x| < IR.

e e

Valides niitid ¢ nii, et 5R—/ x)|dr < < =, saamegi |f(s1) — f(s2)] < e.

Teoreem 9.5 (Riemann-Lebesgue i lemma) Olgu f absoluutselt integreeruv kogu reaaltel-
jel ming tikiti pidev. Sits lim f( ) =

|s]—o0
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-R 0
V2
Toestus. Olgu € > 0 antud. Valime R > 0 nii, et </ +/ ) |f(z)|dx < ng Siis
—oo R

T / " it )

Olgu ay,...,a, funktsiooni f katkevuspunktid vahemikus (—R, R) ning olgu ay = —R
ja a,+1 = R. Niitid f on thtlaselt pidev loikudes [a;, a;i1]. Seega leidub 6 > 0 nii, et kui
X1, Lo € [aj,aj+1] ja ‘l’l — 5132| < (5, siis |f(ZL’1) — f((l,’2>| < \/%8/81:3 Valime loikudes [CLj,(lj_H]
punktid a; = bjo < bj1 < ...D0jm, = @41 nii, et bj 41 —bj ) < 0 ning defineerime 16igul [~ R, R]
tiikiti konstantse funktsiooni g(z) = f(bjx), kui & € [bjx, bjxs1). Siis |f(z) — g(z)| < V27w /SR
Vo € [-R, R|\ {ao,...,an+1} ja seega

1 €
+ -.

o) < -

o—ise do + —— / e "g(x)dx| + - <
is F/ @) = g@)lda+ 7= | [ e g(a)da| +
n mj—1 G, k41 n e N e
—1isT € 1 ‘ -
| 2 e [ e S S S sl |
J=0 k=0 " =0 k=0 ijk
< Ly Pl 45 <
- max T S¢
- 27 j=0,..,n,k=0,...m;—1 ok | | 2 7

kui |s| on piisavalt suur (siin NV on punktide b, arv).

9.2.1 Konvolutsioon

Olgu f ja g absoluutselt integreeruvad kogu reaalteljel.
Def. Funktsioonide f ja g konvolutsiooniks nim. reaalteljel defineeritud funktsiooni (fx*g)(z) =

/ " Fwgla — y)dy.

Lemma 9.3 Kui f ja g on absoluutselt integreeruvad kogu reaalteljel, siis ka f+g on absoluutselt
integreeruv kogu reaalteljel.

Toestus. Viime moodulimérgi integraali alla; mittenegatiivsete funktsioonide korral voib
vahetada integreerimisjérjekorra (Fubini t.)

[\ st nar)as < [“ 15001 [ ot = oy =

— [ 1l [ awlardy = [ sty [ ool

Teoreem 9.6 (Konvolutsiooni Fourier’ teisend) Olgu f ja g on absoluutselt integreeruvad
kogu reaalteljel. Siis F[f * g] = V21 f§.

Toestus. Kuna integraali all on absoluutselt integreeruv funktsioon, siis voib vahetada in-
tegreerimisjérjekorra (Fubini t.)

= [ [ swste —payas -
=7 [ [t = dy = VB G)i6)
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9.3 Laplace’i ja Fourier’ teisenduse pooramine

9.3.1 Fourier’ teisenduse pooramine

Teoreem 9.7 (Fourier’ teisenduse pééramine) Olgu f tikiti pidev ja abs. integreeruv kogu
reaalteljel. Siis igas punktisy € R, kus leiduvad loplikud tuletise piirvddartused f'(y+) ja f'(y—),

kehtib
R

I s f(s)ds.
o Aim _Re f(s)ds

L) + 1) =

Toestus. Voime vahetada integreerimisjarjekorra (Fubini t.)

/ / e f (g dxds—/_ f(x)/Re'@“dsdx_
/ i pily—2)s / i 2s1n )Rdx_

2 sin tR 2 sin tR e 2sintR
:/ fly—1) ; dt:/ fly—1) ; dt—l—/ fly+1) ; dt
. 0 0

fly=t)=Ff(y=) <
Téhistame g(t) = { fly—t)' , O0<ts M, , kus M > 0 on suvaline. Siis
1=t t> M
o Sy=0=fly=)
Jim g(t) = lim . = f'(y—),

seega g on tokestatud 0 parempoolses iimbruses. Kuna lopmatuse iimbruses g kditub nagu
f(y —t)/t, siis g on integreeruv [0, co].
o0

Riemann-Lebesgue’i lemma = / g(t)sintRdt — 0, kui R — 0.
0

Seega
_ > 2sintR . o , M 2sintR
lim fly—1t) dt = lim g(t) sin Rtdt + fly—) dt ) =
R—o0 0 t R—o0 0 0 t
. ME9 gin T
= fy—-) lim ) ——dr =mf(y-).
Samamoodi 2 ‘R
lim / fly SR ).
R—o0
Kokkuvottes

R 2sintR 2 tR
Sz dim [ et = o i (/ =05 e [ty 025 ) -
>~ J_gr o

(Wf( =) +7fly=)) = 2(f(y+)+f(y—))-
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9.3.2 Laplace’i teisenduse pooramine

Teoreem 9.8 (Laplace’i teisenduse pé6ramine) Olgu f tikiti pidev [0, 00), eksponentsiaal-
se kasvuga, ning olgu ag f kasvu nditaja. Olgu F = L[f]. Kui mingit korral leiduvad tihepoolsed
tuletised f'(t+) ja f'(t—), siis

1 c+iR
(f(t+) + f(t=)) = 5— lim e F(p)dp

271 R—oo c—iR

N | —

1ga ¢ > ag korral.

Toestus. Defineerime f(¢) = 0, kui t < 0. Olgu ¢ > qo. Kasutame Fourier’ teisenduse
pooramise teoreemi funktsiooni e~ f(t) jaoks.

Jareldus 9.1 Kui f ja g on tikiti pidevad ja eksponentsiaalse kasvuga ning igas punktis lei-
duvad tihepoolsed tuletised, ning nende Laplace’ teisendid on vordsed, sits f ja g on vordsed,
védlja arvatud voib-olla katkevuspunktides.

Teoreem 9.9 (Originaali olemasolu) Olgu F' requlaarne piirkonnas Re p > agy. Eeldame, et
1) leidub @y > ag nii, et max  |F(p)| = 0, kui R — oo,
[p|=R, Rep>a;
2) / |F'(c + is)|ds koondub iga ¢ > a; korral.
Deﬁﬂgérime
1 c+100
0= | @Fo)p, czan teR

27 Joino

Siis

1) f(t) =0, kui t <0,

2) f on pidev kogu reaalteljel,

3) leidub M > 0 nii, et | f(t)] < Me™! kui t > 0,
) F

4 L[f].

Toestuse skeem:
1) Integraal on médratud ning ei soltu c-st.
2) Defineerime f(t), nditame, et kehtivad 1)-3).
3) Naitame, et F' = L][f], selleks kasutame Fourier’ teisenduse pééramise teoreemi F(c + is)
jaoks.

e —PTk

Jareldus 9.2 Olgu F(s) = Za + EFo(p), kus 1, > 0 ja Fy rahuldab teoreemi eeldusi.
k=1

p

Olgu Fy = L|fo]. Siis F = L[f], kus f(t) ZakH t— 1) + folt).

k=1
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