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1. Olgu A = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 < 1, x > 0} ja B = Q2. Leidke hulga
A \B sisemus, raja ning sulund. Kas A \B on lahtine? Kas A \B on kinnine?
Põhjendage.

Vastus. (A\B)◦ = ∅, ∂(A\B) = A \B = {(x, y) |x2 + y2 6 0, x > 0}. A\B
ei ole lahtine, sest sisaldab oma rajapunkte, ei ole kinnine, sest ei sisalda kõiki
oma rajapunkte.

2. Tõestage piirväärtuse ε-δ-definitsioonist lähtudes, et

lim
(x,y)→(2,−1)

(
x2 +

5

y

)
= −1.

Lahendusvihjed. Tuleks näidata, et

∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 <
√

(x− 2)2 + (y + 1)2 < δ ⇒
∣∣∣∣x2 +

5

y
+ 1

∣∣∣∣ < ε.

Kuna
∣∣∣∣x2 +

5

y
+ 1

∣∣∣∣ 6 |x2 − 4| +
∣∣∣∣5y + 5

∣∣∣∣ = |x− 2|︸ ︷︷ ︸
<δ

|x + 2| + 5

|y|
|y + 1|︸ ︷︷ ︸

<δ

, tuleks

hinnata |x + 2| ja 5

|y|
eraldi. Selleks ei piisa valida δ 6 1, sest −2 < y < 0 ei

anna meile ülemist tõket
5

|y|
jaoks. Kui valida näiteks δ 6 0,5, siis, |x+2| 6 4,5

ja
5

|y|
6 10. Sobib δ = min

{
ε

14,5
; 0,5

}
.

3. Tehke kindlaks, kas funktsioonil

f(x, y) =


x2 + y2

x+ y
, kui (x, y) 6= 0,

0, kui (x, y) = 0,

leiduvad punktis 0 = (0, 0) osatuletised mõlema muutuja järgi, kas f on pidev
punktis 0, kas f on diferentseeruv punktis 0, kas f on kaks korda diferentseeruv
punktis 0. Põhjendage.

Lahendusvihjed. Osatuletiste fx(0, 0) = 1 ja fy(0, 0) = 1 leidmiseks kasutada
definitsiooni. Funktsioon f ei ole pidev punktis (0, 0). Selleks piisab vaaadelda

jadasid
(

1

n
,− 1

n+ 1

)
ja
(

1

n
,− 1

n− 1

)
või märgata, et

1

sinϕ+ cosϕ
ei ole



tõkestatud. Kui f ei ole pidev, siis ei saa ta olla ka diferentseeruv ega kaks
korda diferentseeruv.
Tüüpiline viga, mis tehti, oli väide: kuna osatuletised ei ole pidevad, siis ei saa
funktsioon olla diferentseeruv. Osatuletiste pidevus ei ole tarvilik diferentsee-
ruvuseks, see on piisav. Sellises situatsioonis oleks tarvis olnud uurida diferent-
seeruvust definitsiooni järgi.

4. Leidke funktsiooni f(x, y) = ln(xy) Taylori valem punktis A = (1, 1) juhul
n = 3 jääkliikmega Peano kujul. (Ei ole vaja näidata, et f on kolm korda
diferentseeruv.)

Vastus. f(A+ h) = h1 + h2−
h21 + h22

2
+
h31 + h32

3
+α3(h), kus lim

h→0

α3(h)

‖h‖3
= 0.

Kui osatuletised on kogemata valesti leitud ning segaosatuletised ei tule võrd-
sed, siis peaks see märku andma, et midagi on valesti. Kui segaosatuletised ei
ole võrdsed, siis lause 4.2 põhjal kas fx või fy ei ole diferentseeruv, seega f ei
ole kaks korda diferentseeruv ning ei saa kasutada Taylori valemit n = 3 korral.

5. Leidke funktsiooni f(x, y) = x4 +y4−x2−2xy−y2 statsionaarsed punktid.
Millised neist on lokaalsed ekstreemumid? Põhjendage.

Lahendusvihjed. Osatuletiste nulliga võrdsustamisest tekib süsteem, millel on
kolm lahendit, seega saame kolm statsionaarset punkti (0, 0), (1, 1) ja (−1,−1).
Viimased kaks on lokaalsed miinimumid, kuna vastavad ruutvormid on positiiv-
selt määratud. Punkti (0, 0) korral aga Φ(h1, h2) = −2(h21 + 2h1h2 + h22), mis
on negatiivselt poolmääratud. Ekslikult arvati siin, et see on määramata. Pool-
määratuse korral teoreem 6.1 vastust ei anna ning punkti tuleks uurida eraldi.
Kuna mööda sirget y = x on punktis (0, 0) lokaalne maksimum ning mööda
sirget y = −x lokaalne miinimum, siis selles punktis ekstreemumit ei ole.


