Fourier' read

Idee: esitada funktsioon kujul f(x) = cripr(x), ku ¢y on
k=0
“lihtsamad” funktsioonid.

o
. ., d .
Def. Rida kujul 50 + Z ay cos kx + by sin kx, kus ay, by on
k=1
konstandid, nim. trigonomeetriliseks reaks, tema osasummasid aga
trigonomeetrilisteks poliinoomideks.
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Def. Rida kujul 50 + Z ay cos kx + by sin kx, kus ay, by on
k=1
konstandid, nim. trigonomeetriliseks reaks, tema osasummasid aga
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Olgu f I8igus [—m, 7] maaratud integreeruv funktsioon.

Def. Trigonomeetrilist rida, kus

ak:l f(x)coskxdx (k=0,1,2,...),
71'

—Tr

bk:l f(x)sinkxdx (k=1,2,...).
™ —Tr

nim. funktsiooni f Fourier reaks |8igus [, 7|, kirjutatakse
oo

f(x) ~ ? + Zak cos kx + by sin kx.
—1



Kas see rida koondub? Kas rea summa on f(x)?

Lause

Kui trigonomeetriline rida koondub I6igus [—n, x|, siis koondub ta
igas punktis x € (—oo,00) ning tema summa on 2mw-perioodiline
funktsioon.
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Kui trigonomeetriline rida koondub I6igus [—n, x|, siis koondub ta
igas punktis x € (—oo,00) ning tema summa on 2mw-perioodiline
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Lause

Kui 1) on 27-perioodiline 16igus [—m, 7| integreeruv funktsioon, siis
suvalise arvu a korral kehtib vérdus

s a+2m
K dx:/ $(69) e



Teoreem (Riemann-Lebesgue'i lemma)

Kui funktsioon f on tiikiti pidev ja absoluutselt integreeruv kogu
reaalteljel, siis

A—oo J_

lim / f (x)cos Ax dx =0, ||m / f (x)sin Axdx = 0.
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Teoreem (Riemann-Lebesgue'i lemma)

Kui funktsioon f on tiikiti pidev ja absoluutselt integreeruv kogu
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(@)
lim / f (x)cos Ax dx =0, ||m / f (x)sin Ax dx = 0.
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Toestus. Naitame ainult esimese integraali jaoks. Olgu € > 0 antud.

-R 00
Valime R > 0 nii, et </ —|—/ > |f(x)]dx < Z
—00 R

00 R
Siis / f (x)cos Ax dx| < ’/ f(x) cos Ax dx| + %.
oo -R
Olgu a1, ..., a, funktsiooni f katkevuspunktid vahemikus (—R, R),
olgu ag = —R ja an+1 = R. Siis f on iihtlaselt pidev I5ikudes
[aj, aj1]-

30 > 0: x1, X% € [a), aj+1], [x1 — x2| < = [f(x1) — F(x)| < z5
Valime aj = bj,O < bj71 <... bJij = ajt1: bj,k+1 — bj,k < 4,
k:O...,mj—l.

8R



n m;

J j, k+1
/ ) cos Ax dx —|—

’/ f (x)cos Ax dx| <

4
j=0 k=0
n_mi ), k+1
Z / cos A\x dx| +
j=0 k= bj,k

J bj,k+1 <
/ |F (x) — F(bj )| |cos Ax| dx + 1<

n mj—1
sin \x | 2kt €
< |£(bj.)] - 2R+
j=0 k=0 A b 8R
< n F(b)l g + 5 <
< max k)7 T 5 <&
Jj=0,...,n, k=0,...,m;—1 irk ’)\| 2

kui [A| > N r[na"%(R] [f(x)|4/e (siin N on punktide b; 4 arv).
XE|—R,



Jareldus
Kui funktsioon f on I6igus [—m, 7| tiikiti pidev, siis tema Fourier’
kordajad rahuldavad tingimusi

limay, = lim b, = 0.
k & k &

akzl/ f(x)coskxdx (k=0,1,2,...),

bkzl/ Fx)sinkedx (k=1,2,...).



Dirichlet’ integraal

Olgu f tiikiti pidev 18igul [—7, 7] ning olgu s, funktsiooni f Fourier’
rea osasumma:

n
sn(x) = ? + Z ay cos kx + by sin kx.
k=1

Lause (Dirichlet integraal)

Funktsiooni f osasumma avaldub integraalina

sn(x):%/oﬂ(f(x—f-u)—i—f(x—u))Dn(u) d,

_sin(2n+1) 3

D, .
() 2sm§



_sin(2n+1) 3

Def. Funktsiooni D, (v) = ———————= nim. Dirichlet’ tuumaks.
2sin 5
Omadusi:
2 s
1) —/ Dy (u) du =1,
T Jo

. 1
2 i, 0r0) =+ 5
3) D, on 2m-perioodiline.




Fourier' rea koonduvus

Teoreem (Fourier’ rea koonduvus)

Olgu f I6igus [—m, 7| tiikiti pidev 2-perioodiline funktsioon. Kui
punktis x € (—oo, 00) on olemas Iplikud iihepoolsed tuletised

()= tim TOED IO gy gy L) 2 P 0)

u—0-+ u u—0— u [

siis funktsiooni f Fourier' rida koondub punktis x summaks
f(x+)+f(x-)
5 .
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()= tim TOED IO gy gy L) 2 P 0)

u—0+ u u—0— u

)

siis funktsiooni f Fourier' rida koondub punktis x summaks

f(x+)+f(x-)

Jareldus

|

Olgu 2m-perioodiline funktsioon f I6igus [—m, | tiikiti pidev. Kui ta
on punktis x pidev ja tal on selles punktis I6plikud iihepoolsed
tuletised, siis tema Fourier’ rida koondub selles punktis summaks

f (x).



Funktsioonide arendamine Fourier' reaks

1. Kui f on paarisfunktsioon, s.t. f (—x) = f (x), siis by = 0 iga

(o)
k=1,2,... korral ja f (x) ~ %—FZakcoskx.
k=1

o0
Kui f on paaritu funktsioon, siis f (x) ~ Z by sin kx.
k=1

2. Kui f pole perioodiline, siis defineerime g (x) := f (x) iga
x € (—m, ] korral, ning g (x + 27) = g (x) iga x € (—00, 0)
korral. Siis f ja g Fourier' read on samad ning Fourier’ rea
koonduvusteoreemi saame kasutada g jaoks.

3. Olgu f miaratud I8igus [0, 7]. Kui defineerime f (x) = f (—x),
kui x € [—m,0), siis saame 18igus [—m, 7| paarisfunktsiooni,
mille Fourier’ rida koosneb vaid koosinusliikmetest. Kui
defineerime f (x) := —f (—x) (x € [-m,0)), siis saame [3igus
[—m, 7] paaritu funktsiooni, mille Fourier' rida sisaldab vaid
siinusliikmeid. Neid ridu nim. vastavalt funktsiooni f koosinus-
ja siinusreaks.



4. Olgu funktsioon f ma3aratud mingis I8igus [—/, /], kus / > 0.
Tahistame t := T* ja F(t) = f (%) t € [-m, m]. Arendame F
Fourier’ ritta ning ldheme tagasi esialgsele muutujale x, saame

Tx + by sin kzx7

f(x)w%—FZakcosk/ ;

k=1

/
kus ay = }/ f(x)cosk?xdx (k=0,1,2,...) ja
—1

I
bk:}/ f(x)sink%dx (k=1,2,...).
-1



Fejéri teoreem

Saab niidata, et iga punkti x € [—7, 7] puhul saab leida sellise

pideva 2m-perioodilise funktsiooni f, mille Fourier’ rida selles punktis
hajub.



Fejéri teoreem

Saab niidata, et iga punkti x € [—7, 7] puhul saab leida sellise
pideva 2m-perioodilise funktsiooni f, mille Fourier’ rida selles punktis
hajub.

Teoreem (Fejér)

Iga pideva 2r-perioodilise funktsiooni f Fourier’ rea osasummade

n
sn(x) = % + Z ay cos kx + by sin kx
k=1

aritmeetiliste keskmiste
1
on(x) = ;(so(x)+51(x)+...—I—s,,,l(x)), x € (—o00,00), n€N

Jada (o) koondub piirvdartuseks f (ihtlaselt kogu arvteljel (—oo, 00).



Lause (Fejéri tuum)

Funktsiooni f osasummade aritmeetilised keskmised avalduvad
integraalina

o (x) = l/oﬂ(f(x+u)+f(x—u))F,,(u) du.

T
kus )
1 [sinf
Fo(u)=— 2 ).
(u) 2n < sin 5 )




L 1 [sin2\?
Def. Funktsiooni F, (u) = — | —= ] nim
2n \ sin 3
Omadusi:
2

1) — F, du =1,
)2 [ Fotw) o
n
2) lim Fp(u) = =;
) iy Falu) =5
3) F, on 2m-perioodiline.

10& )

. Fejéri tuumaks.



Teoreem (Weierstrassi teine |shendusteoreem)

Kui I6igus [—m, 71| pidev funktsioon f on omadusega f (—m) = f (),
siis iga positiivse arvu € korral leidub selline trigonomeetrilise
poliinoomi T, et

If (x) — T (x)| < e igaxe|[—mn x| puhul



Fourier' rea komplekskuju

Def. e = cosx + isinx, x € R.

Olgu f 18igus [—m, | maaratud tiikiti pidev funktsioon, mis vaib olla
nii reaal- kui ka kompleksvairtustega.

Def. Rida Z ce™ . kus

k=—00
1 [T ,

csz f(x)e ™dx, k=0,+1,+2,...,
27 J_,

nim. funktsiooni f Fourier reaks komplekskujul 18igus [—, 7],

kirjutatakse oo
f(x) ~ Z cre™.

k=—0oc0
ck:i f(x)(COSkx—isinkx)dX:ak_lbk7 k>0
27 J_, 2
T b
c_kzzl/ F (x) (cos kx +isin kx) d = 27 2% k> 0,
T J—z



