Parameetrist séltuvad integraalid

Def. Parameetrist sdltuvaks integraaliks nim. integraale kujul

F(x) = /d f(x, t)dt,

kus integraal v&ib olla nii tavaline Riemanni integraal kui ka paratu
integraal.

Olgu funktsioon f maaratud kinnises ristkiilikus

D :=la,b] x [c,d] :={(x,t) |a<x< b, c<t<d}.

Lause (S)

Kui kahe muutuja funktsioon f: D — R on pidev, siis ka funktsioon
F: [a, b] — R on pidev.




Lause (S)

Kui kahe muutuja funktsioon f: D — R on pidev, siis

/ab (/jf(x,t)dt) dx:/cd (/ff(x,t)dx) dt

Lause (S)
Olgu funkts:oon f: D — R pidev ja olgu tal ristkiilikus D pidev
osatu/et/s . Siis funktsioon F on Iéigus [a, b] pidevalt

d/ferentseeruv Jja
F'(x) = da—f(x t)dt
S ox T ’



Parameetrist sdltuvad paratud integraalid

Olgu F(x / f(x, t)dt ning olgu see integraal paratu.

Kui f(x,+) on tdkestamata d (v3i ¢) iimbruses ja pidev poollﬁigus

[c, d), siis teeme muutujavahetuse z := —— . , ehk t = d — 2. Siis
& 1

dt = ‘z’—ﬁ ning F(x) = / f <x,d - ) —2dz. Kui koondub iiks
dic V4 V4

neist kahest paratust integraalist, siis koondub ka teine.



Parameetrist sdltuvad paratud integraalid

Olgu F(x / f(x, t)dt ning olgu see integraal paratu.
Kui f(x,+) on tdkestamata d (v3i ¢) iimbruses ja pidev poollﬁigus
[c, d), siis teeme muutujavahetuse z := —— 7 , ehk t = d — 2. Siis

dt = % ning F(X) = / f <X,d — 1) 72dZ Kui koondub uks
1 y4 p4

d—c
neist kahest paratust integraalist, siis koondub ka teine.

Edaspidi vaatleme péaratut integraali vaid kujul

F (x) :z/oof(x,t)dt

Paratu integraali omadused on vaga sarnased ridade omadustega ja
parameetrist sdltuva paratu integraali omadused on viga sarnased
funktsionaalridade omadustega.



Parameetrist sdltuva paratu integraali koonduvus

Olgu kahe muutuja funktsioon f maaratud hulgas
=[a,b] X [c,00) ={(x,t) |a<x< b, c<t<0}.

Def. Kui iga x € [a, b] korral paratu integraal

/Coof(x,t ||m/f(xt

on koonduv, siis 6eldakse, et paratu parameetrist sdltuv integraal
koondub punktiviisi 18igus [a, b].

Siis Ilm/ f(x,t)dt =0 iga x € [a, b] korral, s.t.

Vx€la,b] Ve>0 o=l (x,e)>c: >l = ‘/ f(x,t)dt|<e.
!

Def. Oeldakse, et parameetrist x sdltuv paratu integraal koondub
IBigus [a, b] tihtlaselt, kui

Ve>0 3/0:/0(8)>C1 1> =

/ f(x, t)dt‘<5 Vx € [a, b].
/



Paratu integraali koonduvus

Lause (Cauchy kriteerium paratu integraali koonduvuseks)
O/gu g: [c,00) — R selline, et iga | > c korral eksisteerib

g(t)dt. Paratu integraal / g(t)dt koondub parajasti siis, kui
keht/b Cauchy tingimus

l/
Ve>03h>c : VLI l,//2/0:>‘/ g(t)dt| < e.
/




Paratu integraali koonduvus

Lause (Cauchy kriteerium pératu integraali koonduvuseks)

O/gu g: [c,00) — R selline, et iga | > c korral eksisteerib

g(t)dt. Paratu integraal / t)dt koondub parajasti siis, kui
keht/b Cauchy tingimus

II
Ve>03lh=>c : VLI II'>h= ‘/ g(t)dt| <e.
I
Lause (Abs. koonduvus ja koonduvus)
Koondugu pératu integraal / t)|dt. Siis paratu integraal

/ g(t)dt koondub.



Jargnevalt eeldame, et iga | € [c,00) ja x € [a, b] korral leidub

/
Riemanni integraal/ f(x,t)dt.
c

Lause (Cauchy kriteerium parameetrist sdltuva paratu integraali

tihtlaseks koonduvuseks)

[e e}
Parameetrist séltuv paratu integraal F(x) := / f(x, t)dt koondub
c

Iigus [a, b] ihtlaselt parajasti siis, kui
l/

Ve>03h: Vxelabl LI'>h = | f(x,t)dt| <e.
/




Jargnevalt eeldame, et iga | € [c,00) ja x € [a, b] korral leidub

Riemanni integraal/ f(x,t)dt.
c

Lause (Cauchy kriteerium parameetrist sdltuva paratu integraali

tihtlaseks koonduvuseks)

Parameetrist séltuv paratu integraal F(x / f(x, t)dt koondub

Iigus [a, b] ihtlaselt parajasti siis, kui

l/
Ve>03lh: Vxelabl ILI'>h = | f(x,t)dt| <e.
/

Lause (Weierstrassi koonduvustunnus)

[e.e]

Olgu g: [c,00) — R selline, et paratu integraal g(t)dt
koondub. Kui |f(x, t)\ g(t) igaxe€lab]jat c [c, 00) korral, siis
paratu integraal f(x, t)dt koondub iihtlaselt I6igus |[a, b].

(]



Paratu parameetrist sdltuva integraali pShiomadused

Teoreem (Paratu parameetrist sdltuva integraali pidevus)
Olgu f: D — R pidev kahe muutuja funktsioon ning koondugu
integraal F (x) = / f (x, t) dt iihtlaselt Gigus [a, b]. Siis

funktsioon F: [a, bj: — R on pidev.

Teoreem (Paratu parameetrist sGltuva integraali integreeruvus)

Olgu f: D — R pidev kahe muutuja funktsioon ning koondugu
integraal F (x) = / f (x,t) dt iihtlaselt I6igus [a, b] . Siis

(o]
funktsioon F: [a, b] — R on integreeruv ja

/ab </Coof(x,t)dt> dx:/coo </abf(x,t)dx> dt.



Teoreem (Paratu parameetrist sdltuva integraali
diferentseeruvus)

of
Olgu f ja tema osatuletis I pidevad kahe muutuja funktsioonid
X
(0.0)
hulgas D ning koondugu integraal F (x) = f (x, t) dt punktiviisi

Iigus [a, b]. Kui integraal / gf (x, t) dt koondub iihtlaselt 16igus
¢ Ox

[a, b], siis funktsioon F: [a,b] — R on pidevalt diferentseeruv ja
kehtib Leibnizi valem
o of

F'(x) =  ox (x,t)dt.



Euleri integraalid

Def. Euleri beetafunktsiooniks ehk Euleri | liiki integraaliks nim.

integraali
1
B (a, b) :/ (1= 1) de, ab>0
0
ning Euleri gammafunktsiooniks ehk Euleri Il liiki integraaliks nim.
integraali

M (@) :/ e 't* Mt a > 0.
0



1
B (a,b) = / £ L1 =) dt, ab> 0.
0

Beetafunktsiooni omadusi
1. Siimmeetria: B(a, b) = B(b, a).

2. Taandamisvalem: B(a, b) = a—ﬁ;ilB(a’ b—1),a>0,b>1.
(n—1)!
. B = =1,2,...
3 (a7n) (a+n_1)(a+n_2)(a+1)arn )= !
Cnapmeny
B(m,n) = (mt -1 ,mn=1,2 ...

4. B(a, b):/ooo( i

1+ u)ath du

ooua—l
B(a,l—a):/ du, kui 0 < a < 1.
o l+u




M () :/ ettt a > 0.
0

M(a)r(b)

Seos beeta- ja gammafunktsiooni vahel: B(a, b) = rfa+b)




M () :/ ettt a > 0.
0

Seos beeta- ja gammafunktsiooni vahel: B(a, b) = m'
Gammafunktsiooni omadusi

1. T(a) = /oo e 't 1In"tdt, a > 0.

2. Taandamisvglem: MNa+1)=al(a), a>0;T(n+1)=nl

—1)!
3. Euler-Gaussi valem: I'(«) = lim n® (n—1) .
n—00 Oé(Oé‘i‘].)"‘(O[—i-n—l)

4. Stirlingi valem: I'(a) = \/f (%)a (1 +0 (i)) kui

a — 00,
5. Peegeldusvalem: I'(a)l(1 — «) =

. ,O0<a< 1.
sin a7



