Mitme muutuja funktsiooni osatuletised

Olgu D C R™. Olgu f: D — R ning olgu A = (a1,...,am) hulga D
sisepunkt. Olgu j € {1,...,m}.
Def. Kui leidub 1&plik piirvaartus

. f(a,...,aj+h,...;am)) — f(a1,...,am)
lim ,
h—0 h

siis seda nimetatakse mitme muutuja funktsiooni f osatuletiseks
muutuja x; jargi punktis A, tahistatakse

of of

7(31,...,3,77), aixj

5 (A), fy (a1, am), fy (A).



Osatuletise geomeetriline tahendus

fx,y) =x*+xy +y% g(x) == f(x,1) = x* + x + 1
of .
Tan=g0)




Osatuletise geomeetriline tdhendus

fx,y) =x* +xy +y% g(x) = f(x,1) =x* + x +1
of .
=g

of
ox
of

(a, b) on tasandil y = b paikneva joone z = f(x, b) puutuja tdus,
y

[m]

8_(3’ b) on tasandil x = a paikneva joone z = f(a, y) puutuja tdus.

=




NB! Erinevalt ihe muutuja juhust osatuletiste olemasolu ei
garanteeri funktsiooni pidevust.
Xy _

o o kUl X,y ;é 070 )

Niide. f(x,y) = { X* +y? boy) #(0,0)

0, kui (x,y) = (0,0).



NB! Erinevalt iihe muutuja juhust osatuletiste olemasolu ei

garanteeri funktsiooni pidevust.
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Mitme muutuja funktsiooni diferentseeruvus

Olgu D Cc R™. Olgu f: D — R ning olgu A = (a1,...,am) hulga D
sisepunkt. Olgu Af funktsiooni muut, mis vastab argumentide
muudule vastavalt hy, ..., hy, st

Af:f(al—i-hl,,...,am—i—hm)—f(al,...,am).

Def. Funktsiooni f nim. diferentseeruvaks punktis A, kui leiduvad
arvud My, ..., M,, mis ei sdltu argumentide muutudest hq, ..., hy,
nii, et

Af = Mlh1+"'+Mmhm+a7
kus o = a(hy, ..., hm) = o(||(h1, ..., hm)|) protsessis
(hl, ceey hm) — 0, s.t.

a(hl,...,hm)
B4+ h2,

lim =0.

(hy.rrshm)—0




Lause

Punktis A diferentseeruv funktsioon on pidev punktis A.




Lause

Punktis A diferentseeruv funktsioon on pidev punktis A.

Lause

Punktis A diferentseeruval funktsioonil leiduvad selles punktis
I6plikud osatuletised, kusjuures

8f of




Lause

Punktis A diferentseeruv funktsioon on pidev punktis A.

Lause

Punktis A diferentseeruval funktsioonil leiduvad selles punktis
I6plikud osatuletised, kusjuures

8f of

Lause

Kui funktsioonil f leiduvad punkti A mingis iimbruses k&ik
osatuletised, mis on pidevad punktis A, siis f on diferentseeruv
punktis A.



NB! Osatuletiste pidevus ei ole tarvilik tingimus funktsiooni
diferentseeruvuseks.

(x — y)?sin ﬁ, kui x # y,

Naide. Olgu f (x,y) := 0, kui x = y.

of
Siis osatuletised — ja — ei ole pidevad punktis 0, aga f on
Ox ~ 0Oy

diferentseeruv punktis 0.



NB! Osatuletiste pidevus ei ole tarvilik tingimus funktsiooni
diferentseeruvuseks.

— v)%sin L i
Naide. Olgu f (x,y) := (()X =7 EUI X7,
, uix =y.

f'
Siis osatuletised of ja — ei ole pidevad punktis 0, aga f on
Ox ~ 0Oy

diferentseeruv punktis 0.




Graafiku puutujatasand.

Olgu f diferentseeruv punktis A = (a, b). Tahistame x := a+ hy ja
y :=b+ hy, c:=1f(a,b)jaz:="f(x,y).Siis diferentseeruvuse
tingimus on

z=c+M(x—a)+N(y—b)+a,
kus a = o(||(h1, h2)||) kui (h1, h) — 0. Vérrand
z=c+M(x—a)+N(y—b)

kirjeldab tasandit, millel paikneb punkt (a, b, ¢). Seda tasandit nim.
funktsiooni f graafiku puutujatasandiks punktis A’ = (a, b, c).



Graafiku puutujatasand.

Olgu f diferentseeruv punktis A = (a, b). Tahistame x := a+ hy ja
y :=b+ hy, c:=1f(a,b)jaz:="f(x,y).Siis diferentseeruvuse
tingimus on

z=c+M(x—a)+ N(y—b)+c,
kus a = o(||(h1, h2)||) kui (h1, h) — 0. Vérrand
z=c+M(x—a)+N(y—b)
kirjeldab tasandit, millel paikneb punkt (a, b, ¢). Seda tasandit nim.

funktsiooni f graafiku puutujatasandiks punktis A’ = (a, b, c).

Def. Kahe muutuja funktsiooni z = f (x, y) graafiku
puutujatasandiks punktis A’ := (a, b, ¢) nim. sellist tasandit, mille
punktile X vastava z-koordinaadi ja funktsiooni vaartuse vahe on
protsessis X — A = (a, b) kdrgemat jarku |dpmata vaike kui

X —A].



Taisdiferentsiaal.

Kui funktsioon f on punktis A diferentseeruv ja
h:=(hy,..., hyn) € R™, siis avaldist

of of

daf(h1,..., hm)

nim. funktsiooni f taisdiferentsiaaliks punktis A, mis vastab
argumendi muudule h.

Tahistatakse ka

of of
df(A) = df = 5~ (A)dba + -+ 5 (A) dbn



Taisdiferentsiaal.

Kui funktsioon f on punktis A diferentseeruv ja
h:=(hy,..., hyn) € R™, siis avaldist
_of of

= LAY+ 2 (A
oy Wbt ot 5 (A)

daf(h1,..., hm)

nim. funktsiooni f taisdiferentsiaaliks punktis A, mis vastab
argumendi muudule h.

Tahistatakse ka

df(A):df:af(A)dx1+---+£f

o (A) dxpm.

Tiisdiferentsiaali saab kasutada ligikaudsel arvutamisel. Kui f on
f f
diferentseeruv punktis A ning on teada f(A), a—(A), ey a—(A)
8X1 (9Xm

ning X on A l3hedal, siis

f(X) = f(A) +daf (X—A).



Liitfunktsiooni diferentseerimine

Olgu w = f (u1,...,us) | muutuja funktsioon maaramispiirkonnaga
Q, kus argumendid uy, ..., u; on omakorda m muutuja funktsioonid:
up=p1(x1,. s Xm),

Uy = 302(X1,...,Xm),
ur= (X1, ...y Xm) -

Eeldame, et funktsioonidel ¢1, ..., ¢, on lihine maaramispiirkond D

ning iga X € D korral (1 (X),...,¢/(X)) € Q. Olgu

F(X):=F(xt,...,xm) = f(p1(X),...,01(X))
=f(p1(x1,- -y Xm) sy 01 (X1, 0y Xm)).



F(X)="f(e1 (X1, oy Xm)yeesor(X1y. vy Xm)) -

Lause

Kui funktsioonidel 1, ... o, leiduvad punktis A I6plikud osatuletised
ning funktsioon f on punktis B := (1 (A),...,, ¢ (A))
diferentseeruv, siis liitfunktsioonil F on punktis A osatuletised

OF ay_ Of

9F ay= 9 (g)2nr Of gy 0%
Ox; Oy

oy W)+t (B) 5

(B) o0

(A).



F(X)="f(e1 (X1, oy Xm)yeesor(X1y. vy Xm)) -

Lause

Kui funktsioonidel 1, ... o, leiduvad punktis A I6plikud osatuletised
ning funktsioon f on punktis B := (1 (A),...,, ¢ (A))
diferentseeruv, siis liitfunktsioonil F on punktis A osatuletised

OF A of 0p1 of Oy, A

i )= g (B) 5 () 4+ 50 (B) 7L (A).

Lause

Kui funktsioonid ¢1, . .., p; on diferentseeruvad punktis A € D ja
funktsioon f on punktis B := (1 (A),...,,¢;(A)) diferentseeruv,
siis liitfunktsioon F on diferentseeruv punktis A.



F(X)="f(e1 (X1, oy Xm)yeesor(X1y. vy Xm)) -

Lause

Kui funktsioonidel 1, ... o, leiduvad punktis A I6plikud osatuletised
ning funktsioon f on punktis B := (1 (A),...,, ¢ (A))
diferentseeruv, siis liitfunktsioonil F on punktis A osatuletised

OF A of 0p1 of Oy, A

i )= g (B) 5 () 4+ 50 (B) 7L (A).

Lause

Kui funktsioonid ¢1, . .., p; on diferentseeruvad punktis A € D ja
funktsioon f on punktis B := (1 (A),...,,¢;(A)) diferentseeruv,
siis liitfunktsioon F on diferentseeruv punktis A.

Nazide. Olgu F(x) = (cos x)™"*. Leida F'(x).



Tahistame h := (hy,..., hp).

Lause (Keskvaartusteoreem)

Kui f on pidev punktides A ja A + h ning diferentseeruv vahemikus
(A, A + h), siis leidub selline punkt C € (A, A + h), et
of

= I Q)+ 2 (C) b = (deF) ().

f(AJrh)—f(A)_a—X1 B



Tahistame h := (hy,..., hp).

Lause (Keskvaartusteoreem)

Kui f on pidev punktides A ja A + h ning diferentseeruv vahemikus
(A, A + h), siis leidub selline punkt C € (A, A + h), et

:5)2(C)h1+~-+af(C)hm:(dcf)(h)-

OXm

f(A+h)—f(A)

Markus. Tegelikult 1dheb siin vaja ainult tuletist suunas h
(defineeritakse seminaris).



Tahistame h := (hy,..., hp).

Lause (Keskvaartusteoreem)

Kui f on pidev punktides A ja A + h ning diferentseeruv vahemikus
(A, A + h), siis leidub selline punkt C € (A, A + h), et

zgxfl(C)h1+...+W(C)hmz(dcf)(h)-

OXm

f(A+h)—f(A)

Markus. Tegelikult 1dheb siin vaja ainult tuletist suunas h
(defineeritakse seminaris).

Olgu f: D — R, kus D C R™ on lahtine piirkond.

Def. Kui funktsioonil f on hulgas D pidevad osatuletised gf, cel
X1

——, siis 6eldakse, et funktsioon f on piirkonnas D pidevalt
Xm
diferentseeruv.



Korgemat jarku osatuletised

Olgu D c R™. Olgu f: D — R ning olgu A hulga D sisepunkt. Olgu

punkti A mingis iimbruses maaratud osatuletised —, j=1,..., m.

Oxj
. . of . . . e :
Def. Kui osatuletisel I leidub osatuletis muutuja x, jargi punktis
”

A € D, siis seda nim. funktsiooni f teist jarku osatuletiseks
muutujate X; ja xj jargi, tahistatakse

o2f
8Xk6XJ (A) ’ f;(ij (A) .

Kui j # k, siis neid tuletisi nim. ka segatuletisteks.



Teoreem (Schwarz)

Olgu A funktsiooni f maaramispiirkonna D sisepunkt. Olgu

_ _ . of of 0°f . 9%
Jy e € {1l my, o ke ning oigi %" Oxi OxiOx; s Ox;Oxc
2

maératud punkti A mingis iimbruses. Kui segaosatuletised
0?f
anan

Jja
Xk OXj

on pidevad punktis A, siis nad on vérdsed.



Teoreem (Schwarz)

Olgu A funktsiooni f maaramispiirkonna D sisepunkt. Olgu
of of  0°f 0?f
ik e{l,. k / 1
J’ E { Y m} J # nlng Ogu a an 8Xk6)(l a)(]axk
2
maératud punkti A mingis iimbruses. Kui segaosatuletised I
kOXj
0?f . : .. ~
on pidevad punktis A, siis nad on vérdsed.
anan

Jja

Lause

Olgu A funktsiooni f maaramispiirkonna D sisepunkt. Olgu
of of
J,ke{l,...,m}, j # k ning olgu — ja —— mdaratud punkti A
ox; (9Xk
f
mingis imbruses. Kui — 0 0

on diferentseeruvad punktis A
ox; ? Ox Xk
(vaadelduna x; ja x funktsmon/dena ), siis on vastavad

segaosatuletised vordsed, s.t cail ( i (A)
[} Vi . = .
& . ' OxkOx; OxkOx;




Olgu D c R™. Olgu f: D — R ning olgu A hulga D sisepunkt. Olgu
neN.

Def. Funktsiooni f nim. n+ 1 korda diferentseeruvaks punktis A, kui
punkti A mingis iimbruses leiduvad funktsiooni f kdik n jarku
osatuletised, mis on kdik diferentseeruvad punktis A.

Samavaarne on: funktsiooni f nim. n+ 1 korda diferentseeruvaks
punktis A kui punkti A mingis timbruses leiduvad funktsiooni f kdik
kuni n jarku osatuletised, mis on kdik diferentseeruvad punktis A.



Olgu D c R™. Olgu f: D — R ning olgu A hulga D sisepunkt. Olgu
neN.

Def. Funktsiooni f nim. n+ 1 korda diferentseeruvaks punktis A, kui
punkti A mingis iimbruses leiduvad funktsiooni f kdik n jarku
osatuletised, mis on kdik diferentseeruvad punktis A.

Samavaarne on: funktsiooni f nim. n+ 1 korda diferentseeruvaks
punktis A kui punkti A mingis timbruses leiduvad funktsiooni f kdik
kuni n jarku osatuletised, mis on kdik diferentseeruvad punktis A.

Lause

Olgu funktsioon f n korda diferentseeruv punktis A. Siis tema n jarku
segaosatuletised punktis A ei séltu diferentseerimise jarjekorrast.




Kdrgemat jarku tdisdiferentsiaalid

Olgu f kaks korda diferentseeruv punktis A.

Def. Funktsiooni f teist jarku tdisdiferentsiaaliks punktis A nim.
funktsiooni daf(h1,..., hy,) diferentsiaali, kus argumentide muute
h1, ..., hy vaadeldakse fikseerituna, tihistatakse dﬁf(hl, ey hm)
vai daf(h) vai d*f(A).

Kahe muutuja juhul
d?f(x,y) = fix(x, y)dx2 + 2f (x, y)dx dy + f,, dy?.

Uldjuhul d?f(A) = ZZ A)dx; dx;.

Jj=1i=1



Kdrgemat jarku tdisdiferentsiaalid

Olgu f kaks korda diferentseeruv punktis A.

Def. Funktsiooni f teist jarku tdisdiferentsiaaliks punktis A nim.
funktsiooni daf(h1,..., hy,) diferentsiaali, kus argumentide muute
h1, ..., hy vaadeldakse fikseerituna, tihistatakse dﬁf(hl, ey hm)
vai daf(h) vai d*f(A).

Kahe muutuja juhul
d?f(x,y) = fux(x,y)dx? + 2y, (x, y)dx dy + f,,dy>.

Uldjuhul d?f( zm:zm: A)dx; dx;.

j=1i=1

Olgu f n korda diferentseeruv punktis A.

Def. Funktsiooni f n jarku taisdiferentsiaaliks punktis A nim.
funktsiooni dy ' (h1,. .., hn) diferentsiaali, kus argumentide muute
hi, ..., hp vaadeldakse fikseerituna, tahistatakse dif(hy,. .., hm)
vai daf(h) vai d"f(A).



Liitfunktsiooni taisdiferentsiaalid

Olgu w = f (u1, ..., u) | muutuja funktsioon,
olgu ui =¢;(X), i=1,...,/, Xe D CR™.
Olgu F(X) = f(p1(X),...,01(X))

Olgu funktsioonid ¢; diferentseeruvad punktis A ja olgu f

diferentseeruv punktis B := (1 (A),...,, ¢ (A)). Siis
m |
dF (A) =) £, (B) iy (A)dx; = Z f.. (B) du; (A
j=1i=1

ehk esimest jarku taisdiferentsiaali kuju on invariantne
muutujavahetuse suhtes.



Olgu ¢; ja f kaks korda diferentseeruvad vastavalt punktides A ja B.
Siis

PFA) =333 fin (B) 0, (A) @i (A) dixe dx;

j=1 i=1 k=1 p=1
m / m
+ Z Z fui (B) QOi,ijk (A) C/Xk dXJ
j=1i=1 k=1
/ / |
=3 fur (B) dui (A) dup (A) + 3 £y, (B) du; (A)
i=1 p=1 i1

ehk teist jarku (ja ka kdrgemat jarku) taisdiferentsiaali kuju ei ole
tildiselt invariantne muutujavahetuse suhtes.



Olgu ¢; ja f kaks korda diferentseeruvad vastavalt punktides A ja B.
Siis

Jj=1i

fui,up (B) ©p,x (A) @i (A) dxy dx;

p=1

- [
M\

M= I~
Ms

+ ful (B) QIOI.,Xij (A) ka d)(J

1i=1

Il
Il
=
Il
—

i I i
=> Z urup (B) du; (A) dup (A) + Y £, (B) d?u; (A)
i=1 p=1 i=1

ehk teist jarku (ja ka kdrgemat jarku) taisdiferentsiaali kuju ei ole
tildiselt invariantne muutujavahetuse suhtes.

Erandjuhul kui d?u; (A) =0, i =1,...,/, s.t. kui funktsioonid ¢; on
lineaarsed, siis on ka teist (ja kdrgemat) jarku taisdiferentsiaali kuju
invariantne (lineaarse) muutujavahetuse suhtes.



