Joone kaare pikkus

Olgu I C R intervall. Olgu v1,...,0m: 1 = R.

Def. Kujutust v: I = R™, t— (@1 (t),...,m(t)) nim. reaalse
argumendiga (ehk parameetriga) vektorfunktsiooniks, punktide hulka
() ={(p1(t),...,om(t)) | t € I} nim. (vektorfunktsiooniga v
maaratud) jooneks ruumis R™.
Joont nimetatakse

» pidevaks, kui @1, ...,y on pidevad intervallis /;

» siledaks, kui ©1,...,@m on intervallis | pidevalt dif.-vad ja
tuletised ei ole korraga nullid Gihegi punktis t € I korral;

» kaareks, kui / on I&ik;

» tiikiti siledaks, kui joon koosneb I8plikust arvust siledatest
kaartest;

» lihtsaks, kui v on iiksiihene (puuduvad kordsed punktid: kui
v(t1) = v(t2), siis t1 = tp, v.a. algus- ja |pp-punkt);
» kinniseks, kui / on 18ik [c, 5] ning v(a) = v(5).



Olgu L pidev lihtne kaar tasandil,
L x=p1(t), y=w2(t) (t€]on]). (1)
Olgu T [to, ..., tn] I8igu [a, B] alajactus,
a=th<t <...<th1<th=p.
Olgu A (T) = maxici<n (ti — ti—1).

Tahistame X; := (¢1 (t)),¢2(ti)), i=0,...,n. Olgu p(T)
kédlmurdjoone XoXi ... X, 1X, pikkus.



Olgu L pidev lihtne kaar tasandil,
Lox=gi(t), y=ega(t) (te[mp]). (1)
Olgu T [to, ..., tn] I8igu [a, B] alajactus,
a=tg<t <...<thpi<t,=28.

Olgu )\(T) = maxigign (t,' — t,',l).
Tahistame X; := (1 (ti),p2(t)), i=0,...,n. Olgu p(T)
kédlmurdjoone XoXi ... X, 1X, pikkus.

Def. Kui leidub lim p(T), siis seda piirvaartust nimetatakse
X(T)—0

kaare L pikkuseks. Kui kaarel on olemas I8plik pikkus, siis
nimetatakse teda sirgestuvaks. Kaare L pikkust tdhistame siimboliga
|L| vdi |AB|, kus A ja B on kaare algus- ja 16pp-punkt.

Lause

Lihtne kaar on sirgestuv parajasti siis, kui tema ké6lmurdjoonte
pikkused on tékestatud.




Kaare pikkuse omadusi

1. Kaare pikkuse monotoonsus. Sirgestuva kaare AB iga
osakaar A’B’ on sirgestuv, seejuures osakaare pikkus ei iileta
kogu kaare pikkust.

2. Kaare pikkuse aditiivsus. Kui kaar AB on sirgestuv, siis tema
pikkus on vdrdne kaarte AC ja CB pikkuste summaga, kus C on
suvaline punkt kaarel AB.

3. Kaare pikkuse funktsiooni pidevus. Olgu ~v: [a, b] — R?
pidev sirgestuv joon. Tahistame s(t) = [{y(u): u € [a, t]}|. Siis
s on pidev Bigus [a, b].



Lause (S)

Olgu lihtne kaar AB antud vérranditega (1), kus funktsioonid 1 ja
w2 on I6igus [a, B] pidevalt diferentseeruvad. Siis joon AB on
sirgestuv ning iga t € [a, (] korral eksisteerib s (t) := |AX]|, kus

X = (1 (t),¢2(t)). Funktsioon s : [a, f] — R on diferentseeruv ja

S () = \Jh (£ + ¢ (£)2.

Jareldus (S)

Iga tiikiti siledal joonel on I6plik pikkus. Lause eeldustel saab joone
AB pikkuse arvutada valemist

B
48 = [\l (0 + o 0k



Esimest liiki joonintegraal

Olgu lihtne sirgestuv kaar L antud vdrranditega (1). Olgu sellel
joonel maaratud kahe muutuja funktsioon w = f (x, y). Olgu

T [to, - - -, tn] I18igu [, 5] alajaotus. Tahistame

Xi = (p1(ti),p2(ti)), i =0,...,n. Valime suvaliselt 7; € [ti_1, t;],
olgu Q; := (1 (73), p2 (77)). Moodustame summa

a(T):=> f(Q)s;
i=1

kus s; on kaare Xj_1X; pikkus. Olgu A\ (T) = max (t; — ti_1).

1<i<n

Def. Kui leidub lim o (T), siis seda piirvaartust nim. funktsiooni
XT)—0

f esimest liiki joonintegraaliks ehk joonintegraaliks kaare pikkuse
jargi lle kaare L.

Tahistatakse /f(x,y)ds voi /fds.
L L



Lause

Olgu vérranditega (1) antud sile joon L, millel on maaratud pidev
funktsioon w = f (x,y). Siis eksisteerib esimest liiki joonintegraal

/ f ds, seejuures kehtib vérdus
L

B
J s = [ o (6) o () Vi (6 + 5 ok



Esimest liiki joonintegraali omadusi

1. Aditiivsus: kui AB = AC|J CB, siis

fds= fds+ f ds.
AB AC CB
2. Lineaarsus: / (af + pg)ds = a/ fds+p gds.
AB AB AB
3. Séltumatus joone suunast: fds= fds.
AB BA

4. Monotoonsus: kui f(x,y) < g(x,y) joonel AB, siis

fds < / g ds.
AB AB

5. Keskvaidrtusteoreem: kui f on pidev joonel AB, siis leidub
C € AB nii, et / fds=f(C)|AB|.
AB



Fisikaline tdhendus. Olgu joonel L maaratud joontihedus p(x, y).

Siis joone mass on m = /p(x,y)ds. Joone masskeskme

L
koordinaadid on x¢c = l /Xp(x,y)ds, yYc = l /YP(X,}’)dS-
m J; mJ

Geomeetriline tdhendus. Olgu X vertikaalne silinderpind, mille
alumine serv paineb xy-tasandil joonel L ning iilemine serv on
funktsiooni z = f(x, y), (x,y) € L graafik. Siis selle silinderpinna

pindala on Sy = [ f(x,y)ds.
L



Teist liiki joonintegraal

Olgu lihtne kaar L antud vdrranditega (1). Olgu sellel joonel

mairatud kahe muutuja funktsioon w = f (x, y). Olgu T [to,. .., ty]
I5igu [, (] alajaotus. Tahistame X; := (1 (1), w2 (),
i=0,...,n. Valime suvaliselt 7; € [ti_1, t;], olgu

Qi = (1 (7)), v2 (7i)). Moodustame summad
o1(T) =Y f(Q)Ax, o2(T):=> f(Q)Ay,
i=1 i=1

kus Ax; = ng(t,') - 301(1','_1) ja Ay; = QDQ(t;) - 302(1‘,'_1). Olgu

)\(T) = 1r2ia<xn(t,- — t,'_l).

Def. Kui leiduvad i T)ja i T), siis neid piir-
ef. Kui leiduva ,\(Tlr)n—>001( ) ja )\(_Il_r)n_waz( ), siis neid piir

vaartusi nim. funktsiooni f teist liiki joonintegraalideks ehk

joonintegraalideks koordinaatide jargi iile kaare L.

Téihistatakse/f(x,y)dxja /f(x,y)dy v3i /fdx ja /fdy.
L L L L



Tihti esineb summa /fdx + /gdy, seda t3histatakse liihidalt
L L

L

Lause

Olgu vérranditega (1) antud sile joon L, millel on maaratud pidev
funktsioon w = f (x, y). Siis eksisteerivad teist liiki joonintegraalid
J, fdx ja [, fdy, seejuures kehtivad vérdused

8
/fdxz/ f(p1(t),92(1) 1 (2) dt,
L (0%

B
/fdy:/ f(p1(t),2(t) 2 (t) dt.
L (0%



Teist liiki joonintegraali omadusi
1. Aditiivsus: kui AB = ACJ CB, siis

fdx = f dx + f dx.
AB AC CB

2. Lineaarsus:/ (ozf-l—ﬁg)dXza/ fdx+ﬂ/ g dx.
AB AB AB

3. Séltuvus joone suunast: fdx = —/ f dx.
AB BA

Monotoonsus ega keskvaartusteoreem ei kehti!

Kinnise joone korral teist liiki joonintegraal sdltub joone suuna
valikust. Kinnise joone positiivseks suunaks loetakse suund, milles
liikumisel joonega piiratud piirkond ja&b vasakule.



Vektorvaljad

Olgu D C R™. Funktsiooni F:D— R™ nim. vektorvaljaks,
F = (F1, F2,..., Fm). Kui vektorvilja komponendid on
pidevad/diferentseeruvad, siis vektorvalja nim.

pidevaks/diferentseeruvaks.

NZide. Tuule kiirus igas ruumi punktis;
voolava vedeliku kiirus igas ruumi punktis.

F M R
NZide. Jouvaljad: gravitatsioonivali § = — = —7_,—27;
m [R[?IR|

F_ Q@ R

elektrivali E = = = _— .
q  4re|R)? R

NZide. Olgu f : D — R. Siis Vf on hulgal D maaratud vektorvili.



Vektorvilja joonintegraal

Joonel L mairatud vektorvalja (teist liiki) joonintegraaliks nim.
joonintegraali

/FldX1+F2dX2+"‘+Fdem7

L

tihistatakse ka /F‘-d?, /<F‘, ds), kus ds = (dxq, ..., dxm).
L L

Fiiiisikaline rakendus. Olgu F mingile kehale majuv jéud (v&ib
soltuda keha asukohast). Selle jéu t66 keha liigutamisel médda joont

Lon [ F-ds.

L
Esimest liiki joonintegraali fiiiisikaline rakendus. Olgu v(x) vedeliku
voolamise kiirus tasandil. Siis selle vedeliku voog 13bi joone L ehk

vedeliku hulk, mis ajaiihikus voolab 13bi joone L, on [ oV - iids, kus
L
i on joone L normaal.



