Kahekordne integraal iile ristkiiliku

Olgu K := [a, b] x [c, d] ristkiilik tasandil R?, s.t.
K={x=(x,y)|a<x<b, c<y<d}.

Olgu f: K — R kahe muutuja funktsioon.
Olgu T [xo,-..,%a] ning T [yo,...,yr] vastavalt Idikude [a, b] ja
[c, d] alajaotused

a=x<x1<...<xp=bjac=p<n<...<y=d.

Vastava ristkiiliku K alajaotuse tdhistame T = T [Kj].
Valime suvaliselt Xy = (&x,77) € Kk ja moodustame
integraalsumma

o (T) =D (&) Axidy,.

k=1 I=1

Arvu A(T) = max \/(Axk)2 + (Ay;)? nim. alajactuse

1<k<n, 1<I<r

T [K] diameetriks.



Def. Arvu | nim. funktsiooni f kahekordseks Riemanni integraaliks
tle ristkiliku K, kui

SO F(Gom) Dxcly — |

k=1 I=1

YVe>030>0: AN(T)<d= <e

punktide Xy = (&k, 1) € Ky suvalise valiku korral. Kirjutatakse

lim o (T) =1, tahistatakse | = // f(x,y) dxdy, // fds.
XT)—0 K K

Kui leidub 18plik kahekordne integraal, siis 6eldakse, et funktsioon f
on Riemanni mdttes integreeruv ristkiilikus K.

Lause

Iga ristkiilikus K integreeruv funktsioon on selles ristkiilikus
tokestatud.




Olgu f: R — R tdkestatud funktsioon. Olgu ¥ kdigi ristkiiliku K
alajaotuste T = T [Kjy] hulk. Antud T € ¥ puhul eksisteerivad

My = sup f(X), my= inf F(X), k=1,....n, I=1,...,r.
XeKy XeKy

Darboux’ iilem- ja alamsumma:

) (T) = Z Z Mk/AXkAy/, S(T) = Z Z mk/AxkAy/.
k=1 I=1 k=1 I=1
llmselt s(T) <o (T)<S(T) ja
sup o(T)=5(T), inf o(T)=s(T).

XkleKkI XkleKkI
1<k<n, 1<ILr 1<k<n, 1<ILr



Darboux’ summade omadusi (S)

1. Alajaotuse peenendamisel ei saa iilemsumma kasvada ega
alamsumma kahaneda.

2. Ukski alamsumma ei ole suurem thestki tilemsummast.

3. {s(T)| T € ¥} on ilalt tokestatud ja {S(T)| T € T} on alt
tokestatud.

Seega leiduvad Darboux’ {ilem- ja alamintegraalid

I*=inf{S(T)| TeZ}, L=sup{s(T)| T eZ}.



Teoreem

Ristkiilikus K tékestatud funktsiooni f korral on jargmised vaited
samavaarsed:
(a) f on integreeruv,

(b) ,\(I}r)los(T) - ,\(ITir)naos(T)'
(c) I* = 1,
(d) lim (S(T)—s(T))=0.

A(T)—0



Teoreem

Ristkiilikus K tékestatud funktsiooni f korral on jargmised vaited
samavaarsed:
(a) f on integreeruv,

(b) lim S(T)= ITim%os(T),

A(T)—0 A(T)
(c) I* = I,
(@) fim (S(T)~s(T)) =0.

Teoreem (integreeruvuse kriteerium)

Tokestatud funktsioon f: K — R on ristkiilikus K integreeruv
parajasti siis, kui iga € > 0 korral leidub ristkiiliku K selline alajaotus
T = T[Kk/], et S(T) = S(T) <g, st

Ve>03T €T :S(T)—s(T) <e.



Teoreem

Kui funktsioon f: K — R on ristkiilikus K pidev, siis on ta
integreeruv.

Jareldus
Kui funktsioon f on integreeruv ristkiilikus K = [a, b] X [c, d], siis on
ta integreeruv ka igas ristkiilikus Ky = [a1, b1] X [c1, d1], mis sisaldub
ristkiilikus K.

Jareldus

Olgu K ja Ky ristkiilikud, kusjuures Ko C K. Kui funktsioon f on
integreeruv ristkiilikus Ko ning f (X) = 0 iga X € K\ Ko korral, siis

//Kf(x,y) dxdy://Kof(x,y) dx dy.



Kahekordne integraal ile tokestatud piirkonna

Olgu D C R? tokestatud hulk, olgu f : D — R. Valime ristkiiliku
K = [a, b] x [c,d] nii, et D C R, ja defineerime F: K — R,

[ f(X), kuiX€D,
FX) = { 0, kui X € K\.D.

Def. Funktsiooni f: D — R nim. integreeruvaks hulgas D, kui
funktsioon F on ristkiilikus K integreeruv. Sel juhul

//Df(x,y) dxdy_//KF(x,y) dx dy.

Integraal ei sdltu K valikust. (S)

f(X), kuiXeD,
KuuDCDlnlngg(X)_{ %) kui X € D1\ D,

sus//fxy dxdy—// g (x,y) dxdy.
D,



Kahekordse integraali omadausi (S)
1. Aditiivsus: kui D = Dy |J D, D1 (D2 = 0, siis

//fdx:/ fdx+/ f dx.
D D; D>

2. Lineaarsus:

/(af—l—ﬁg)dxdy—a// fdxdy+6// g dx dy.
D
3. Monotoonsus: kui f(X) < g(X) VX € D, siis

/ fdxdyg//gdxdy.
D D

4. Absoluutvaidrtuse integraal: kui f on integreeruv hulgas D, siis
ka |f| on integreeruv hulgas D ning

‘/ f dxdy <// |f] dx dy.
D D

5. Korrutise integreeruvus: kui f ja g on integreeruvad hulgas D,
siis ka fg on integreeruv hulgas D.

6. Keskvaartusteoreem: kui f ja g on integreeruvad kinnises
sidusas tokestatud piirkonnas D, f on pidev ja g > 0, siis

IXpeD: //Df(x,y)g(x,y)dxdy:f(Xo)//Dg(x,y)dxdy.




M&&tuvad hulgad tasandil

Olgu D C R? tokestatud hulk ning olgu xp : R? — R hulga D
karakteristlik funktsioon:

|1, kuiXeD,
X (X) = { 0, kuiX¢D.

Def. Tokestatud alamhulka D C R?, mille karakteristlik funktsioon
on integreeruv, nim. (Jordani m&ttes) m&dtuvaks hulgaks. Arvu
w(D) = // dx dy nim. hulga D pindalaks ehk tema Jordani
m&dduks. g

Niide. D = K Q? pole Jordani m&ttes m&stuv.

Naide. u([a, b] x {0}) = 0.

Def. M&atuvat hulka, mille Jordani m&dt on null, nim. nullm&dduga
hulgaks e. hiiljatavaks hulgaks.



Karakteristliku funktsiooni Darboux summade omadusi:
LS(T= Y  Axdy
k,I:DNRyy#o
2. Kui p(D)=0,siis0<s(T) < u(D
3. Kui u(D)=0,siis S(T)—s(T) =
korral.

)=0,st.s(T)=0.
S(T) iga alajaotuse T € T



Karakteristliku funktsiooni Darboux summade omadusi:
LS(T= Y  Axdy
k,I:DNRyy#o
2. Kui p(D)=0,siis0<s(T) < u(D
3. Kui u(D)=0,siis S(T)—s(T) =
korral.

Lemma

Olgu D C R? tékestatud hulk ja olgu K selline ristkiilik, et D C K.
Vérdus 11 (D) = 0 kehtib parajasti siis, kui

)=0,st.s(T)=0.
S( ) iga alajaotuse T € T

Ve>03dT=T[RyleT:5(T)<e

Integreeruvuse kriteerium: Tdk.-d f-n f: K — R on ristkiilikus K
int.-v parajasti siis, kui Ve >0 3T € T:5(T) —s(T) <e.



Karakteristliku funktsiooni Darboux summade omadusi:
LS(T= Y  Axdy
k,I:DNRyy#o
2. Kui p(D)=0,siis0<s(T) < u(D
3. Kui u(D)=0,siis S(T)—s(T) =
korral.

)=0,st.s(T)=0.
S(T) iga alajaotuse T € T

Lemma

Olgu D C R? tékestatud hulk ja olgu K selline ristkiilik, et D C K.
Vérdus 11 (D) = 0 kehtib parajasti siis, kui

Ve>03dT=T[RyleT:5(T)<e

Integreeruvuse kriteerium: Tdk.-d f-n f: K — R on ristkiilikus K
int.-v parajasti siis, kui Ve >0 3T € T:5(T) —s(T) <e.

Jareldus

1. Kui D on nullmééduga hulk ning Dy C D, siis (D) = 0.
2. Lépliku arvu nullmééduga hulkade iihend on nullmééduga hulk.



