M&&tuvad hulgad tasandil

Olgu D C R? tdkestatud hulk ning olgu xp : R> — R hulga D
karakteristlik funktsioon:

(1, kuiXeD,
XD(X)'_{O, kui X ¢ D.

Def. Tékestatud alamhulka D C R2, mille karakteristlik funktsioon
on integreeruv, nim. (Jordani mdttes) md&tuvaks hulgaks. Arvu

w(D) = // dx dy nim. hulga D pindalaks ehk tema Jordani
D

md3duks.

Def. M&atuvat hulka, mille Jordani m&dt on null, nim. nullmdaduga
hulgaks e. hiiljatavaks hulgaks.



Karakteristliku funktsiooni Darboux summade omadusi:
1. S(T) = Z AxiAy).
k,:DNRy#2
2. Kui (D) =0, siis 0 < s(T) < u(D)=0, st s(T)=0.
3. Kui (D) =0, siis S(T) = s(T) =S (T) = S*(T) iga
alajaotuse T € ¥ korral.

Lemma

Olgu D C R? tokestatud hulk ja olgu K selline ristkiilik, et D C K.
Vérdus 11 (D) = 0 kehtib parajasti siis, kui

Ve>03T =T[Ryle®:5(T)<e.

Jareldus

1. Kui D on nullmééduga hulk ning Dy C D, siis u(Dy) = 0.
2. Lépliku arvu nullmééduga hulkade iihend on nullmééduga hulk.



Lause

Olgu sile joon L antud parameetriliste vorranditega

x=p1(t), y=p2(t) (te€lap]).

Siis L on nullmééduga hulk.



Lause

Olgu sile joon L antud parameetriliste vorranditega
x=¢1(t), y=2(t) (te[a,f]).

Siis L on nullmééduga hulk.

Jareldus
Tiikiti sile joon on nullmééduga hulk.

Lause
Léigus [a, b] pideva funktsiooni g : [a, b] — R graafik ruumis R? on
nullmééduga hulk.



Lemma

Olgu D C R?, X € D jaY € R?\ D. Siis leidub selline punkt
Zc[X Y], etZecdD.

Teoreem

Tokestatud alamhulk D C R? on m&6tuv parajasti siis, kui tema
rajajoon 0D on nullmééduga hulk.



Lemma

Olgu D C R?, X € D jaY € R?\ D. Siis leidub selline punkt
Zc[XY], etZecoD.

Teoreem

Tokestatud alamhulk D C R? on m&6tuv parajasti siis, kui tema
rajajoon 0D on nullmééduga hulk.

Jareldus

Tokestatud hulk D C R?, mille rajajoon on tiikiti sile, on méétuv.

Jareldus

Kui hulgad Dy ja D, on méétuvad, siis on ka hulgad D; U D5,
Dy N Dy ja Dy\ D> méétuvad.



Katkevate funktsioonide integreerimine

Teoreem (Lebesgue'i integreeruvuskriteerium)

Méétuvas alamhulgas D C R? tékestatud funktsioon f: D — R on

integreeruv parajasti siis, kui tema katkevuspunktide hulga pindala
vérdub nulliga.



Katkevate funktsioonide integreerimine

Teoreem (Lebesgue'i integreeruvuskriteerium)

Méétuvas alamhulgas D C R? tékestatud funktsioon f: D — R on
integreeruv parajasti siis, kui tema katkevuspunktide hulga pindala
vérdub nulliga.

Tdestame ainult piisavuse.

Lemma 9.1. Olgu D C R? tokestatud hulk ja olgu K selline
ristkilik, et D C K. Siis (D) = 0 parajasti siis, kui

Ve>03dT =T[Ry] €T:5"(T) <e.

Integreeruvuse kriteerium. Tdk.-d f-n f: K — R on ristkiilikus K
int.-v parajasti siis, kui Ve > 03T € T:S(T) —s(T) <e.



Katkevate funktsioonide integreerimine

Teoreem (Lebesgue'i integreeruvuskriteerium)

Méétuvas alamhulgas D C R? tékestatud funktsioon f: D — R on
integreeruv parajasti siis, kui tema katkevuspunktide hulga pindala
vérdub nulliga.

Lause (S)

Mé6tuvas hulgas tékestatud funktsiooni integreeruvus ja integraali
vaartus selles hulgas ei séltu funktsiooni vaartustest hulga rajajoonel.

Lause (S)

Kui funktsioon f: D — R on méétuvas alamhulgas D C R?
integreeruv ja Dy on hulga D mé&&tuv alamhulk, siis funktsioon f on
ka hulgas Dy integreeruv.




