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4 1 Fukleidiline ruum R™

1 Eukleidiline ruum R"™

Olgu X = (z1,...,x,) mingi m reaalarvust koosnev jirjestatud siisteem ning olgu D min-
gi selliste siisteemide hulk. Kui igale elemendile X € D on teatava eeskirja jiargi seatud
vastavusse (itheselt médratud) reaalarv

w=:f(X)=:f(x1,...,2m),

siis Oeldakse, et hulgas D on méaratud m muutuja funktsioon f. Hulka D nimetatakse
funktsiooni f mddramispiirkonnaks (domain), muutujaid zi,...,x,, tema argumentideks.
Funktsiooni f muutumispiirkond on koigi reaalarvude hulk R, vddrtuste hulk (range) on
f(D)={f(X) |z e D}
Uheks m muutuja funktsiooni nditeks on funktsioon
1+ X2+ ...+ Ty,

f:D—=R, (r1,29,...,2,) — ,
m

s.0. funktsioon, mis suvalisele m reaalarvust koosnevale siisteemile seab vastavusse nende
arvude aritmeetilise keskmise. Selle funktsiooni méaédramispiirkonnaks D voib votta koigi
nende siisteemide hulga.

1.1 Eukleidiline ruum R™

Vektorruum R™. m muutuja funktsiooni omaduste uurimiseks ja méaéramispiirkonna kir-
jeldamiseks on mugav kasutada algebra ja geomeetria kursustest tuntud eukleidilise ruumi
moistet. Tahistame

R™ :={X = (21,...,2m) | z1,...,Tm € R},

see on koigi m-mootmeliste vektorite ruum. Vektoreid X = (z1,...,x,,) nimetame ruumi
R™ punktideks, arve x1,...,x,, vektori X koordinaatideks. Vektorite liitmine ja skalaariga
korrutamine on defineeritud koordinaaditi: suvaliste X = (z1,...,2,,) ja X' = (2},...,2.))

ning A € R korral defineeritakse
X+Xi=(m+a),...,2m+,) ja XX = (Ax1,..., ATy .

Seejuures on tiidetud jargmised vektorruumi aksioomid:

1° X + X' = X' + X (liitmise kommutatiivsus),

2 X+ (X' +X") = (X+X)+X"=: X+ X"+ X" (liitmise assotsiatiivsus),

3Y leidub selline punkt 0 € R™, et X + 0 = X iga X € R™ korral (nullelemendi olemasolu),
4% iga X € R™ korral leidub X’ € R™, et X + X' = 0 (vastandelemendi olemasolu),

591X =X,

6° \ (uX) = (M) X(= M\uX) (skalaariga korrutamise assotsiatiivsus),

70 (A + pu) X = AX + uX (distributiivsus),

8% N (X + X') = AX + AX' (distributiivsus).

Lihtne on veenduda, et nullelement 0 on vektor (0,...,0) ja vektori X = (z1,...,z,,) vas-
tandelement on vektor —X := (—z1,..., —x,,) .
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Norm ruumis R™. Ruumis R™ on iga kahe punkti X = (xy,...,2,)ja X = (21,...,2)))
korral defineeritud nende skalaarkorrutis (inner product, dot product)

m
X') = E TRTY,
=1

mille abil omakorda defineeritakse vektori X pikkus ehk punkti X norm

Lemma 1.1. (Cauchy-Bunjakovski-Schwarzi vorratus). Iga kahe vektori X ja X' kor-
ral kehtib vorratus
(X X < X 1X]) (1.1)

Seejuures kehtib vordus parajasti siis, kui tiks vektor on teise kordne.

Toestus. Kui X’ = 0, siis seose (|1.1)) molemad pooled on vordsed nulliga (veenduge! ).
Olgu X’ # 0 ning olgu \ € R, siis

Oézmj(xk—)\xk Zxk—Q/\Zxka:k—i-)\QZ:c (1.2)

k=
= |X|| — 20 (X, X') +>\2 x|
Valides A = XX saame vorratuse {D (veenduge! K.

|X’H2 ’
Selge, et kui X = AX, siis [(X, X')| = [\ ||X/||* = || X]|- || X/||. Vastupidi, kui [(X,X)| =
) 2
13X | X ], stis D, (xk - %m%) = 0 (veenduge! vrd. )*I*, millest jéreldub (kuidas? )M,
et leidub A € R omadusega X = AX'. =

Lemma 1.2. (kolmnurga vorratus). Iga kahe vektori X ja X' korral kehtib vorratus
X+ X < IX -+ 11X (1.3)
Seejuures kehtib vordus parajasti siis, kui tiks vektor on teise mittenegatiivne kordne.

Toestus. IseseisvaltP =

Lisaks lemmas toodud kolmnurga vorratusele rahuldab norm || || vektorruumis R™
ka teisi normi aksioome. Nimelt, kehtivad vaited
(N1) [|X]| =0 < X =0,
(N2) [|AX]| = || |IX]| iga A € R korral,
(N3) X+ X < [|X]| + X
Punktide X ja X’ vaheline kaugus on

A(X,X) = X = X[ = /(21— &)+ ..+ (@ — @)
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= Z (zx — ). (1.4)
k=1

Valem ([1.4) kahe punkti vahelise kauguse arvutamiseks on meile hésti tuntud juhul m = 3
(s.0. kolmemodtmelises ruumis) ja juhul m = 2 (s.o. tasandil). Ka arvsirget R = (—00, c0)
voime vaadelda eukleidilise ruumina R, sel juhul kehtib samuti valem ((1.4) (kontroll1ge')>1<

1.2 Ruumi R™ topoloogiast

Punkti {imbrused. Meenutame, et ruumis R = R! nimetasime punkti a € R e-iimbruseks
hulka

Us(a):=(a—¢c,a+e)={zeR| |z —a|] <e}
={zeR'|d(z,a) <e}.

Analoogilisel viisil defineerime punkti A = (ay,...,a,,) iimbrused ruumis R™: hulka

Us(A) ={X eR"|[[X - Al <¢}

_ {(ajl,xg,...,xm) @ = a) 4+ (5 — an)? <a}

nimetatakse punkti A lahtiseks e-iimbruseks (open e-neighbourhood) ning hulka

T.(A) = {X e R | X - Al < =}
- {(xl,xg,...,xm) | \/(xl—a1)2+...+(a:m—am)2gg}

selle punkti kinniseks e-imbruseks. Tihtipeale nimetatakse neid hulki ka vastavalt lahtiseks
ja kinniseks keraks (ball) keskpunktiga A ja raadiusega ¢.

Alamhulga sise- ja rajapunktid. Olgu D C R™ suvaline mittetiihi alamhulk. Punkti
A € D nimetatakse hulga D sisepunktiks (interior point), kui tema mingi e-limbrus sisaldub
hulgas D, s.t.
leidub selline € > 0, et U. (A) C D.

Hulga D koigi sisepunktide hulka nimetatakse selle hulga sisemuseks (interior) ja tahistatakse
De.

Kui punkti A iga e-timbrus 16ikub nii hulgaga D kui ka hulgaga R™\ D, siis iitleme,
et punkt A on hulga D rajapunkt (boundary point). Teisi sonu, A on hulga D rajapunkt
parajasti siis, kui

DNU.(A) #@ja (R™D)NU: (A) # @ iga e > 0 korral.

Hulga D koigi rajapunktide hulka nimetatakse selle hulga rajaks (boundary) ja tédhistatakse
0D. Kui B € D, siis B on kas hulga D sise- voi rajapunkt (selgitage! ).

Hulga D raja- ning sisepunktid moodustavad uue hulga D := DUJD, mida nimetatakse
hulga D sulundiks (closure), sulundi punkte nimetatakse hulga D puutepunktideks (closure
point).
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Lahtised hulgad. Ruumi R™ alamhulka D nimetatakse lahtiseks (open), kui iga tema
punkt on sisepunkt, s.t. kui

iga A € D korral leidub selline € > 0, et U. (A) C D.

Kui hulk D sisaldab koiki oma rajapunkte (s.t. 9D C D), siis nimetatakse hulka D kinniseks
(closed). Seega on D kinnine parajasti siis, kui kehtib implikatsioon

Ve>0:DNU.(A)#2|=AeD
(selgitage! K.
Lause 1.3. Iga lahtine kera U, (A) on lahtine hulk.

Toestus. Olgu B € U, (A), nditame, et B on hulga U, (A) sisepunkt. Kuna A on hulga
U. (A) sisepunkt, siis piisab vaadelda juhtu B # A. Sel juhul r := ||IB—A| > 0 (vrd.
(N1)). Peame leidma niisuguse positiivse arvu d, et Us (B) C U, (A) (selgitage! 4. Votame
d:=c—r,slisiga X € Us (B) korral | X — A|| < || X —=B|+|B—-A|| <d+r=c—r+r=c¢,
seega X € U, (A). Téhendab, Us (B) C U. (A). =

Risttahukad. Lisaks keradele U, (A) ja U, (A) ruumis R™ vaatleme me oma kursuses ka

alamhulki, millele tasandil R? vastavad ristkiilikud ja ruumis R? risttahukad. Olgu ey, ..., em
positiivsed arvud ja A = (ay,...,a,) mingi punkt ruumis R™. T#histame
K51 ..... Em(A)::{XGRmHl’k—CLk‘<€k (kzl,,m)}

ja

,,,,,,,,,, .., (A) nimetatakse vastavalt lahtiseks ja kinniseks risttahukaks
keskpunktiga A. Kui ¢ = ... = ¢, =: ¢, siis koneldakse lahtisest ja kinnisest kuubist
keskpunktiga A. Neid t#histame edaspidi vastavalt K. (A) ja K. (A).

Tahelepanuvéddrne on jargmine fakt.

e (A) korral leidub kera U, (A), mis sisaldub selles

,,,,,

e (A), mis sisaldub selles keras,

-----

.....

Toestus. IseseisvaltP =

Pidevad jooned ruumis R™. Kahemo6otmelises ruumis (s.o. tasandil) kirjeldatakse joo-
ni tavaliselt parameetriliste vorranditega. Naiteks on ringjoon keskpunktiga O ning raadiu-
sega r méadratud vorranditega

r=rcost,y=rsint (t€l0,2n]).
Teisisonu, see joon on 16igus [0, 27] médratud vektorfunktsiooni

v:[0,27] — R?, ¢+~ (rcost,rsint)
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vaartuste hulk. Analoogiliselt voime kirjeldada jooni suvalises eukleidilises ruumis R™.
Olgu iga t € [a, f] korral defineeritud punkt (¢ (t),...,@m (t)) ruumis R™, seega on
méadratud kujutus

’7:[a75]_>Rm7 tH(@l(t)""ﬂOm(t))'

Sellist kujutust v nimetame reaalse argumendiga (ehk parameetriga) vektorfunktsiooniks ning
punktide hulka

Y(la, b)) = {1 (t) - - om (1)) | £ € [, B]}

(vektorfunktsiooniga v defineeritud) jooneks ruumis R™. Kui koéik koordinaatfunktsioonid
©1,- -, pm on pidevad 16igus [«, ], siis iitleme, et vektorfunktsioon 7 ja talle vastav joon
ruumis R on pidevad.

Sidusad hulgad ja piirkond. Uhe muutuja funktsioonide analiiiitiliste omaduste (pi-
devus, diferentseeruvus, integreeruvus jne.) uurimisel eeldasime me enamasti, et funktsiooni
médramispiirkonnaks on mingi (16plik voi l16pmatu) intervall, s.o. vahemik, poolloik voi 16ik.
Mitmemootmelises ruumis vastavad intervallidele sidusad alamhulgad.

Definitsioon. Hulka D C R™ nimetame sidusaks (connected), kui iga tema kahte punkti
X ja X’ saab ithendada mingi pideva joonega, mis téielikult paikneb hulgas D.

Selle definitsiooni kohaselt on D sidus hulk parajasti siis, kui suvaliste punktide X, X" € D
korral saab defineerida niisuguse vektorfunktsiooni

=01 (t), .., Tm=@n(t) (tE€Ilt,ta]),

kus 1) koordinaatfunktsioonid ¢, . .., ¢, on 16igus [t1, t2] pidevad, 2) X = (@1 (t1), ..., ©m (t1)),
X' = (p1(ta),...,om(t2)) ning 3) (p1(t),...,pm(t)) € D koikide t € [t;,ts] korral. Lihtsa-
malt 6eldes, sidus hulk koosneb iihest, mittesidus hulk aga mitmest tiikist.

Definitsioon. Mittetiihja hulka D C R™, mille iga punkt on kas tema sisepunkt voi
sisepunktide hulga puutepunkt (see tihendab, D C D°), nimetame edaspidi piirkonnaks
(region).

Iga lahtine hulk on piirkond. Hulk, mis sisaldab nn. isoleeritud punkte (punkte X, mille
korral leidub iimbrus U.(X) nii, et U.(X) \ {X} € R™\ D) ei ole piirkond. Loplik hulk ei
ole piirkond.

Tingimus D C D° on samaviirne sellega, et D koosneb mingist lahtisest hulgast U ja
osast U rajast (veenduge! ).

Tokestatud hulgad. Alamhulka G C R™ nimetatakse tokestatuks (bounded), kui ta
sisaldub mingis keras. Seega on hulk G tokestatud parajasti siis, kui leiduvad punkt A =
(a1,...,am) jaarvr>0,et G C U, (A).

1.3 Jadad ruumis R

:1:&3), e ,:1:(3)> : (1.5)
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XM = (a:gn), e ,x(”)) .

Koonduvus. Oeldakse, et jada (X(”)) koondub ruumis R™ punktiks A = (aq,...,an), kui
punktide X ja A vaheline kaugus protsessis n — oo ldheneb nullile, s.t. kui

lim ||X™ — Al = 0. (1.6)

Seda koonduvust téhistame kas lim, X = A voi X(™ — A. Pidades silmas koonduvuse
definitsiooni arvjadade korral, saame tingimuse (|1.6)) kirjutada kujul

Ve>0 INeEN: n>N=|X™ -A| <e (1.7)

(pohjendage! M« ehk

2 2
Ve >0 dN € N: n}N:>\/<x§n)—a1> +...—|—<x1(ﬁ)—am> < €.
Arvestades seda, et
[X™ — Al <e e X™eU. (A)

(selgitage! DK, saame tingimusest (|1.7]) jargmise viite.

Lause 1.5. Vordus lim,, X" = A kehtib ruumis R™ parajasti siis, kui punkti A iga iimbruse
U. (A) puhul leidub selline indeks N, et X™ € U, (A) igan > N korral.

Olgu antud mingi vektorite jada (1.5). Iga & = 1,2,...,m puhul saame koordinaatide

jada (w,&n)> , seega on maadratud m arvjada
neN

(0, ef,..),

(o0 ef,..),

CON ORI

m

Kerkib iiles loomulik kiisimus: kuidas on seotud omavahel vektorite jada (X(")) koonduvus ja
koordinaatide jadade (xﬁ”’) o (x%?) koonduvus? Sellele kiisimusele annab vastuse
neN neN

jargmine lause.

Lause 1.6. Jada (X(”)) koondub ruumis R™ punktiks A parajasti siis, kui q:,(c”) — ag

(n — o0) iga k =1,2,...,m korral.
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Toestus.

lim X = A ¢ Tim [ X = A =0 lm | > (2 - a) -0
k=1

(:)h ;( —ak> =0

(:)lim<§C —ak> =0 (k=1,...,m)

<:>lim<,(§ —ak>: (k=1,...,m)
T,

<:>lim ) — g, (k=1,...,m)

(pohjendage koiki samavédrsusi! ). =

Lause abil on lihtne niidata, et kui lim,, X = A ja lim, Y™ = B, siis
1) lim, (X" +Y®™) = A + B,
2) lim, AX(™ = )\A iga A\ € R korral (kontrollige! ).

Tokestatud jadad. Punktide jada (X ) nimetame tokestatuks, kui tema liikmete hulk
{X |neN } on tokestatud. Nii nagu arvjadade korral kehtib ka siin jargmine véide.

Lause 1.7. Iga koonduv jada on tokestatud.

Toestus. IseseisvaltP =

Jargnevalt veendume, et kehtima jaab ruumis R™ ka teine tokestatud jadade oluline
omadus, nimelt Bolzano-Weierstrassi teoreem.

Lause 1.8. Iga ruumis R™ tokestatud jada sisaldab koonduva osajada.

Toestus. Me toestame viite juhul m = 2. Olgu (X(”)) ruumis R? tokestatud punktide
jada. Siis leiduvad punkt A = (a,b) ja arv r > 0, et jada koik litkmed X™ = (z,,,%,) (n € N)
paiknevad keras U, (A). Teiste sonadega,

V(@ =0 + (g~ b7 <7 (nEN)
ehk

2

+ (Yo — b)Y’ <r? (neN).

(zn —a)

Siit jarelduvad vorratused
|z, —a|l <7 ja |y, —b <r (neN)
(pohjendage! X, need voime kirjutada tiles kujul
a—r<z,<a+r ja b—r<y,<b+r (neN). (1.8)

Tingimustest (1.8) selgub, et molemad arvjadad (zn),cy ja  (Yn),en On tokestatud (selgi-
tage! ). Jada (x,),.y tOkestatusest jéreldub vastavalt Bolzano-Weierstrassi teoreemile, et
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leidub koonduv osajada (2, ),cy, 0lgu ¢ := limy z,,, . Edasi vaatleme jada (y,) vastavat osa-
jada (Yn, )pen ta on tokestatud, seega on ka tal mingi koonduv osajada (ynk) , tdhistame
i/ ieN

d := lim; Yy, -

Moodustame punktide jada (X("’“)> , see on esialgse jada (X(”)) osajada. Kuna
ieN

Ty, — C (pohjendage! P ning Yy, — d, siis lause kohaselt koondub jada (X<"’“)>
punktiks C := (¢, d) ruumis R?. =

Eelnenud toestusest on ka selge, kuidas toestada véidet juhul m = 3,4, .. .. Nimelt tuleb m
korda rakendada arvjadade Bolzano-Weierstrassi teoreemi, tulemuseks on koonduv punktide
jada, mis on esialgse jada osajada.

Mérgime selle paragrahvi 1opuks veel iihte koonduvate jadadega seotud olulist fakti.

Lause 1.9. Alamhulk D C R™ on kinnine parajasti siis, kui ta sisaldab iga selle hulga
punktidest moodustatud koonduva jada piirvadrtuse.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu D kinnine alamhulk ja olgu (X(”)) hulga D punktide niisu-
gune jada, mis koondub punktiks A ruumis R™. Néitame, et siis A € D. Selleks veendume,
et punkti A iga iimbrus sisaldab hulga D punkte. See tdhendaks, et A on kas hulga D sise-
voi rajapunkt, ja kuna D on kinnine, siis A € D.

Olgu U, (A) punkti A suvaline timbrus ruumis R™. Et X — A, siis leidub selline indeks
N, et X" € U_(A)igan > N korral. Tdhendab, X) € U, (A)N D, seega U. (A)ND # @.

Piisavus. Eeldame, et hulga D puhul kehtib implikatsioon

(X" eD (neN),X™ Al = AeD. (1.9)

Olgu A € R™ hulga D suvaline rajapunkt, siis Us (A) N D # @& iga n € N korral. Valime

suvaliselt X™ € Ui (A) N D (n €N), sel juhul X — A (pdhjendage! K, eelduse (1.9)
pohjal A € D. Seega sisaldab D koik oma rajapunktid, s.t. ta on kinnine hulk. m

Lausest [1.9] jareldub lihtsalt jargmine véide.
Jédreldus 1.10. Kinnine kera Us (A) on kinnine hulk ruumis R™.

Toestus. IseseisvaltP =
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2 Pidevad mitme muutuja funktsioonid

2.1 Mitme muutuja funktsiooni piirvaartus

Alustuseks meenutame iihe muutuja funktsiooni piirvéartuse definitsiooni. Kui a on funkt-
siooni f médramispiirkonna D kuhjumispunkt, siis lim f (z) on defineeritud jargmiselt:
r—a

li_r)nf(x):b:<:>V€>OE|5>0:[0<|x—a|<5,xED]:>|f(x)—b|<8
&Ve>030>0:2€ DNUs(a)\A{a} = |f () 0| <e.

Mitme muutuja funktsiooni piirvairtus. Olgu jargnevalt f mingi m muutuja funkt-
sioon méadramispiirkonnaga D C R™ (lithidalt, f: D — R) ning olgu A = (ay, ..., a,,) hulga
D kuhjumispunkt, s.t. punkti A iga iimbrus, millest on vélja jaetud punkt A ise, loikab
méadramispiirkonda D. Niisiis,

V6> 0: (Us (A)N{A)ND # 2.

Definitsioon. Arvu b nimetatakse m muutuja funktsiooni f piirvddrtuseks (limit) punktis
A kui iga positiivse arvu ¢ korral leidub selline positiivne arv 9, et madramispiirkonna D iga
punkti X korral, mis rahuldab tingimust 0 < || X — A|| < 4, kehtib vorratus |f (X) — b| < e.
Sel juhul kirjutame lim f(X) = b.

X—A
Niisiis,
)%inkf(X):b@Va>035>O:[0<||X—AH <), XeDl=|f(X)-b <e
—

SVe>030>0:XeDNUs(ANA{A} = |f(X)—b| <e
SVe>030>0:XeDNUs(AN{A}=b—ec< f(X)<b+e.

Naide 2.1. Veendume, et

. 2 o
i, ) =7

Vaja on naidata, et

Ve>036>0:[0<(z—12+(y—2)2<4, (z,y) R = [(2®+3y) - 7| <e.
Fikseerime ¢ > 0. Saame, et

(@ +3y) =7 =[(z* = 1) +3(y = 2)| =z = 1) ( +1) + 3 (y — 2)|
<lz—=1]|z+1]+3|y—2|. (2.1)

Juhul § < 1 kehtib

Ve =12+ y—-22<d=lz—-1<V@-12+(y—-22<1=|z+1]<3

(veenduge! K.
Paneme tahele, et
€

£
-1/ <z <« 3lz—-1|<
o= 1] o+ 1] < 5 =1 < 2
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(selgitage!pX. Téhistame 6 = min {1, £}, siis kehtib implikatsioon

0<vV(@—12+(@y—22<é=|(a®+3y) -7 <e¢
(kontrollige! PH. Seega lim (2% + 3y) = 7.
X—(1,2)
Lause 2.1. Arv b on m muutuja funktsiooni f piirvidrtus punktis A = (aq,...,ay,) para-

jasti siis, kui iga punktiks A koonduva mddramispiirkonna D punktide jada (X(”)) korral
funktsiooni vadrtuste jada (f (X(”))) koondub arvuks b.

Toestus. Peame veenduma, et )}irr}k f(X) = b parajasti siis, kui on tdidetud tingimus
—

(XM e DN {A}, XM — A] = f(X™) —b. (2.2)

Tarvilikkus. Eeldame, et )%grjk f(X) = b, ja néitame, et siis kehtib 1} Olgu taide-

tud implikatsiooni (2.2) eeldus, s.t. X € D (n € N) ning X™ — A. (Kuna A on hul-
ga D kuhjumispunkt, siis selliseid jadasid (X(”)) leidub. Nimelt kehtib iga n € N korral

<U; (A)\{A}) ND # @ ja kui valida X ¢ (Ul (A)\{A}) N D, siis X™ — A
(veenduge!X.) Peame niitama, et f (X™) — b.
Olgu € > 0 suvaline. Piirviadrtuse definitsiooni kohaselt leidub § > 0 omadusega

XeD 0<||X-A|<d]=|f(X)=0b<e. (2.3)

Kuna X — A siis leidub selline indeks N € N, et ||X(”) - A|| < digan > N korral. Tin-
gimusest 1) saame ‘ f (X(”)) — b| < g, kuin > N, seega lim,, f (X(")) = b. Implikatsioon

(2.2) kehtib.
Piisavus. Eeldame, et (2.2)) kehtib. Oletame vastuvéiteliselt, et b # limx_,a f (X), s.t.

Jep > 0 V6 > 03X € DN{A}: 0 < ||Xs — Al| <6, |f(X;)—b| > eo.

Kui 0 := % (n € N), siis saame jada (X(”)) ,et 0 < HX(”) — AH <1/nja ‘f (X(”)) — b! > o
(n € N). Seejuures
XM — Aja f(X™M) - b

(pohjendage! P, mis on vastuolus meie eeldusega (12.2)). Kuna meie vastuvéiteline oletus
b # )}irrz f (X) viib vastuolule, siis on ta viir. m
ﬁ

Mitme muutuja funktsiooni piirvdartuse definitsiooni saab esitada timbruste keeles:
)}irr};f (X) = b parajasti siis, kui
_>

Ve>030>0: f(Us(AN{A}) cU.(b) :=(b—¢e,b+¢). (2.4)
Vaatleme lisaks veel tingimust
Ve>03p>0: f(K,(A)N{A}) CU-(b), (2.5)

kus K,(A) = {X=(21,...,20) ER™ | |z —ar| <p (k=1,...,m)} on m-modtmeline
kuup keskpunktiga A = (aq, ..., a,). Arvestades lauset 4 paragrahvist 1, saame antud § > 0
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korral valida p > 0 nii, et K, (A) C Us (A), niisiis tingimusest jéreldub tingimus (2.5)).
Sama véide ttleb, et antud p > 0 puhul leidub § > 0 omadusega Us (A) C K, (A), mis té-
hendab implikatsiooni = . Kokkuvottes oleme saanud veel iihe tarviliku ja piisava
tingimuse selleks, et kehtiks vordus )}1_{1}& f(X) = b, nimelt tingimuse 1}

Lopmatu piirvaartus. Olgu A funktsiooni f: D — R mé&aramispiirkonna kuhjumis-
punkt. Kirjutame

Jim f(X) = oo,

kui iga M > 0 korral leidub selline § > 0, et
D<||X-A|| <6 XeD]=f(X)>M.

Analoogiliselt defineeritakse lim f(X) = —c0.
X—A

Naide 2.2. Olgu
1
Tew) =t

Naitame koigepealt, et piirvadrtust X li(m : f (z,y) el eksisteeri. Votame punkti A := (1, —1)
—(1,—1

suvalise iimbruse Us; (A) ning fikseerime z = 1. Vaatleme punkte X = (1,y), kus y €

(=1 —0,—1+90). Selge, et need punktid kuuluvad timbrusse Us (A), s.t. nad rahuldavad

tingimust || X — Al| < J. Samal ajal lirr% f(1,y) = —oo ning lirrhf (1,y) = oo, mistottu
y——1- y——

lopmatut piirvaartust punktis A funktsioonil f ei eksisteeri.
Seevastu _lim |f (z,y)| = co. Toepoolest, kuna
X—(1,-1)

o+ 2y +1] = [(z - 1) +2(y+ )| < V5[ X - Al
(pohjendage! M4, siis | f (x,y)| = m, mistottu suvalise M > 0 puhul

1
0<|IX—-Al < —==0 = X)| > M.
X - All< 5z )

Piirvairtus protsessis || X|| — oo. Olgu funktsiooni f: D — R médramispiirkond D
tokestamata hulk. Kirjutame
lim f(X) =0,

X[ =00

kui iga € > 0 korral leidub selline K > 0, et

IX[[= K, X e D] = |f(X) -0 <e.

Naide 2.3. Naitame, et

lim 1.

CcOS ———— =
X || =00 x2 4 2y
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Olgu € > 0. Kuna koosinusfunktsioon on nullpunktis pidev, siis leidub niisugune 6 > 0, et
lcosz — 1| < ¢, kui |2| < § (selgitage! K. Vorratusest

11
22 +2y2  |X|]?

(selgitage! X saame eeldusel [|X]|| > \/Lg, et m < §, millest tuleneb |cos m -1 <e.

Niisiis, lim cos =1.

1
2 2
IX||so0 T2

2.2 Mitme muutuja funktsiooni pidevus

Meenutame, et ithe muutuja funktsiooni f nimetatakse pidevaks méadramispiirkonna punktis
a, mis samal ajal on médramispiirkonna kuhjumispunkt, kui lim f (z) = f (a), s.t. kui on
Tr—a
téaidetud tingimus
Ve>030>0:|z—a|l<d=|f(z)— f(a)<e

ehk

Ve>030>0:f(Us(a)) CU(f(a)).
Analoogiliselt defineeritakse jargnevalt mitme muutuja funktsiooni f: D — R pidevus mingis

méadramispiirkonna D punktis A = (aq, ..., an).

Definitsioon. Olgu A m muutuja funktsioon f: D — R mé&dramispiirkonna D selline
punkt, mis samal ajal on hulga D kuhjumispunkt. Oeldakse, et f on pidev (continuous)
punktis A € D, kui

lim f(X) = f(A),

X—A
s.t.
Ve>030>0: [ X—-Al<0,XeD=|f(X)—f(A)|<e

ehk
Ve>036>0: f(Us(A)nD) CU.(f(A))

(rohutame, et siin Us (A) C R™ ja U. (f (A)) C R). Kui f on pidev alamhulga ) C D igas
punktis, siis iitleme, et ta on pidev hulgas Q).

Naide 2.4. Niitame, et seosega

flay)=1-a2 -y
miiratud funktsioon f: R? — R on pidev suvalises punktis A = (a,b) € R?, s.t.
: _ 1.2 2
Jim f(a,y) = f(A) =1—a" ="
Selleks paneme téhele, et

If(X) = f(A)=]|(1-2*—?) - (1—a® 17|
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<la? = a?| + |y* =8| = o —al |z + al + [y — bl |y +
<X = Al[(lz+al+ |y +b]). (26)

Olgu ¢ > 0, nduame, et 0 < 6 < 1. Kui || X — Al < 4, siis |z| < |a| + 1 ja |y| < [b] +1
(selgitage! K, seega saame seosest ([2.0)

I (X) = f(A)] < M|[X = Afl, kus M :=2([a| + [b] + 1)

(kontrollige! K. Votame ¢ := min {1, S}, siis tingimusest 0 < [|[X — A| < § jdreldub
| (X) = f(A)| <e¢, s.t. funktsioon f on pidev punktis A.

Lause 2.2. m muutuja funktsioon f: D — R on pidev punktis A € D parajasti siis, kui
on tdidetud tingimus

(XM e D, XM = Al = f(X™) - f(A). (2.7)
Toestus. IseseisvaltPH (Kasutada lauset 2.1). m

Tehted pidevate funktsioonidega. Sarnaselt ihe muutuja funktsioonidega definee-
ritakse mitme muutuja funktsioonide summad, korrutised ja jagatised. Kui f ja g on m
muutuja funktsioonid maaramispiirkonnaga D C R™, siis defineerime

(f +9)(X) = f(X)+g(X),
(f9)(X):= f(X)g(X),
f —f<X) eelause

Vahetu kontroll néitab, et kui funktsioonid f ja g on pidevad punktis A € D, siis ka funkt-
sioonid f + g, fg ja § on selles punktis pidevad (veenduge! ).

Liitfunktsioon, tema pidevus. Defineerime niiiid mitme muutuja funktsioonide kom-

positsiooni ehk liitfunktsiooni. Olgu w = f (uq,...,%) [ muutuja funktsioon madramispiir-
konnaga @), kus argumendid wuq, . .., u; on omakorda m muutuja funktsioonid:

Uy = ¢ (mlw"axm)?

U = QDQ(fEh...,fL'm),

Uy = P (.Tl,...,.lfm).
Eeldame, et funktsioonidel ¢, ..., ¢; on iihine maaramispiirkond D ning iga X € D

korral (p; (X),...,¢ (X)) € Q. Siis saab defineerida m muutuja funktsiooni F' : D — R,
mis on maaratud seosega

F(X):=F(x1,...,2m) = f(p1(X),..., ¢ (X))
=flp1(x1, - sxm) s o (1, X))

Funktsiooni F' nimetame funktsioonide f,¢1,...,¢; kompositsiooniks ehk listfunktsiooniks
(composite function).
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Lause 2.3. Kui funktsioonid @1, ..., ¢, on pidevad punktis A = (ay,...,ay) € D ja funkt-
sioon f on pidev punktis B := (¢1 (A),..., ¢ (A)), siis kompositsioon F on pidev punktis
A.

Toestus. Tahistame b; := ¢; (A) (i=1,...,1), s.t. B := (by,...,0). Olgu (X(”))neN
selline jada, et X(™ € D ja X™ — A (n — 00). Meie eesmirk on veenduda, et F (X(”)) —
F (A). Kuna funktsioonid ¢; on punktis A pidevad, siis lause [2.2] kohaselt

i (X™) = g (A)=b; (i=1,...,1).

Téhistame Z™ := (1 (X™) ..., ¢ (X)), lause pohjal Z(™ — B (n — 00). Kuna f
on pidev punktis B, siis veelkord lauset rakendades saame, et

F(X™) = f (o0 (X)), 0 (X)) = f(Z™) — f(B) = F(A).

Lause on toestatud. m

2.3 Kinnises tokestatud hulgas pidevate mitme muutuja funktsioonide
omadused

Eelpool toodud definitsiooni kohaselt nimetatakse ruumis R™ tokestatuks hulka, mis sisaldub
mingis keras U, (A). Mitme muutuja funktsioonidel, mis on méédratud ja pidevad mingis
kinnises tokestatud hulgas, on sarnaselt 1oigus pidevate ithe muutuja funktsioonidega mitmed
tahelepanuvaarsed omadusd.

Lause 2.4. (Weierstrassi teoreem funktsiooni tokestatusest). Kinnises tokestatud
hulgas D C R™ pidev m muutuja funktsioon f on selles hulgas tokestatud, s.t.

AM > 0: |f(X)|< M igaX €D korral

Toestus. Eeldame, et f on kinnises tokestatud hulgas D C R™ pidev funktsioon. Ole-
tame vastuviiteliselt, et f ei ole hulgas D tokestatud, s.t.

Siis iga n € N jaoks saab valida hulgas D punkti X(™ omadusega | f (X(”))| > n. Punktide
jada (X(”)) on tokestatud (pohjendage! )X, Bolzano-Weierstrassi teoreemi (vt. lause
kohaselt sisaldab ta koonduva osajada (X(”i)). Olgu A := lim; X(™) | siis lause kohaselt
saame A € D. Funktsiooni f pidevusest tuleneb f (X(”i)) — f(A) (vrd. lause niisiis on
( f (X(”i))) koonduv arvjada, seega tokestatud. Samal ajal kehtib vastavalt punktide X
valikule vorratus | f (X(”i)ﬂ > n; > i, mille kohaselt jada ( f (X("i))) ei ole tokestatud.
Saadud vastuolu tdhendab, et f peab olema hulgas D tokestatud funktsioon. m

Lause 2.5. (Weierstrassi teoreem funktsiooni ekstremaalsetest vddrtustest). Kin-
nises tokestatud hulgas D C R™ pidev m muutuja funktsioon f saavutab selles hulgas oma
suurima ja vahima vddrtuse.
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Toestus. Toestame suurima vaédrtuse olemasolu. Lause pohjal on funktsiooni véér-
tuste hulk {f (X) | X € D} tokestatud, pidevuse aksioomi kohaselt eksisteerib tal tilemine
raja M. Oletame vastuviiteliselt, et

f(X) # M koikide X € D korral,

ja defineerime hulgas D uue funktsiooni g seosega

1
g(X) := Mo X

Funktsioon ¢ on hulgas D pidev (pohjendage! X, jarelikult leidub selline arv K > 0, et
ﬁ(x) < K ehk f(X) < M — % iga X € D puhul. Viimane vorratus on vastuolus faktiga,
et M on hulga {f (X)|X € D} iilemine raja. See vastuolu kinnitab meie vastuviitelise

oletuse paikapidamatust. Lause on toestatud. m

Definitsioon. Hulgas D C R™ maaratud m muutuja funktsiooni f nimetatakse ihtlaselt
pidevaks (uniformly continuous) selles hulgas, kui iga € > 0 jaoks leidub niisugune § > 0, et
kui X, X’ € D ning || X — X'|| < 4, siis |f (X) — f(X)] < e.

Uhe muutuja funktsioonide korral viidab Cantori teoreem, et 16igus pidev funktsioon
on selles 16igus iihtlaselt pidev. Analoogiline viide kehtib ka mitme muutuja funktsioonide
puhul.

Lause 2.6. (Cantori teoreem funktsiooni tihtlasest pidevusest). Kinnises tokestatud
hulgas D C R™ pidev m muutuja funktsioon f on hulgas D fihtlaselt pidev.

Toestus. Olgu funktsioon f kinnises tokestatud hulgas D C R™ pidev. Oletame vastu-
viiteliselt, et ta ei ole selles hulgas iihtlaselt pidev. Siis saab leida niisuguse €9 > 0, et iga
n € N korral leiduvad punktid X, X"} € D omadusega

X X0 < L, aid |7 (X) - 7 (X0)| > e 29

(selgitage! PH. Kuna jada (X(“)) on tokestatud (pohjendage! X, siis Bolzano-Weierstrassi
teoreemi jérgi sisaldab ta koonduva osajada (X("i)). Olgu A := lim; X(™) siis A € D

(selgitage! K. Edasi paneme téhele, et
xe x| < L L
n; 4

(2

(i €N),
seetottu

X/ — A < [|X0) — X0 4 || X — Al < % +[|X™) — Al 0 (i = o0),

niisiis X' — A. Kuna f on pidev funktsioon, siis

lim f (X'0) = lim £ (X)) = £ (A)
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(selgitage! X, jérelikult lim; (f (X™)) — f (X/™))) = 0. Piirvéiéirtuse definitsiooni kohaselt
saab valida indeksi N omadusega

i>N=|f (X)) - f(X)] < g,
kuid see on vastuolus punktide X ja X'™ valikuga (vrd. (2.8))). Lause on toestatud. m

Bolzano-Cauchy teoreemi kohaselt saavutab 16igus pidev iihe muutuja funktsioon iga
vaartuse oma ekstremaalsete vaartuste vahel. Erinevalt eelpool toestatud Cantori ja Weierst-
rassi teoreemidest ei ole Bolzano-Cauchy teoreem iilekantav koigile kinnises tokestatud hulgas
pidevatele funktsioonidele. Naiteks, funktsioon

Fla) i {0, kuixe[g,

1, kuixz e ]|

J,
I
on pidev kinnises tokestatud hulgas D = [0, 1] U [2, 3], kuid ta ei saavuta iihtegi vAdrtust

ekstremaalsete vaartuste 0 ja 1 vahel. Viide jaab aga kehtima, kui lisaks hulga D kinnisusele
ja tokestatusele eeldada veel tema sidusust.

1
3

Lause 2.7. (Bolzano-Cauchy teoreem funktsiooni vahepealsetest vdadrtustest). Si-
dusas kinnises tokestatud hulgas D C R¥ pidev funktsioon f saab iga vidrtuse b oma vihima
vadrtuse m := min { f (X) | X € D} ja suurima vidrtuse M := max {f (X) | X € D} vahel.

Toestus. Lause pohjal saab f vddrtused m ja M, olgu A, B € D sellised punktid,
et m = f(A) ja M = f(B). Sidususe eelduse kohaselt leidub hulgas D punkte A ja B
ithendav pidev joon, olgu see méaaratud parameetriliste vorranditega

rr=p1(t),..., zr=pr(t) (t€lo,f]).

Eeldame, et A = (¢1(a),...,¢x(a)) ja B = (¢1(8) ..., ¢k (8)) ning (@1 (£) ..., ¢k (1)) €
D, kui t paikneb arvude « ja 3 vahel, konkreetsuse mottes olgu o < t < 3. Kui moodustame
liitfunktsiooni g seosega

gt):=fler(t), ., (t)),

siis, kuna koik komponendid f, 1, . . ., ¢ on pidevad, saame 16igus [«, (] pideva iihe muutuja
funktsiooni (kontrollige! "X. Ilmselt on

m =min{g (t) [t € [a, 5]} ja M =max{g(t) |t € [a, 5]}

(pohjendage! PX. Funktsiooni g puhul kehtib Bolzano-Cauchy teoreem, selle kohaselt leidub
iga b € [m, M] korral argument t; € [a, ], et b = g (t1). Seega, kui tdhistada X; :=
(p1 (1) -, @k (t1)), siis Xy € D ja

b=gt1)=(f(p1(t1),..., vr(t1))) = f(X1)-
Vaide on toestatud. m

Jareldus 2.8. (Bolzano-Cauchy teoreem nullkohast). Olgu funktsioon f pidev sidusas
kinnises tokestatud hulgas D C R™. Leidugu punktid A, B € D nii, et f(A) <0 ja f(B) > 0.
Siis leidub punkt C € D nii, et f(C) = 0.

Toestus. IseseisvaltP =
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3 Mitme muutuja funktsioonide diferentseerimine

3.1 Mitme muutuja funktsiooni osatuletised

Uleminekul ithe muutuja funktsioonidelt m muutuja funktsioonidele, kus m = 2,3, ..., ker-
kib iiles kvalitatiivselt uusi probleeme, eeskitt just seoses diferentsiaal- ja integraalarvu-
tusega. Tahelepanuvaédrne on, et nende probleemide olemus ei soltu oluliselt ruumi dimen-
sioonist, kuigi suurema m puhul on probleemid tehniliselt keerulisemad. Nendel kaalutlustel
piirdume me jargnevas enamasti kahe muutuja funktsioonide vaatlemisega.

Osatuletised. Olgu A = (a,b) kahe muutuja funktsiooni w = f (x,y) méadramispiir-
konna D C R? sisepunkt. Kui fikseerida teine muutuja y = b, siis seosega

fi(@) = [ (z,0)

on méiratud iithe muutuja funktsioon f; (nn. osafunktsioon), mille madramispiirkonnaks on
hulk
Dy :={zeR|(z,b) € D}.

Kuna A on hulga D sisepunkt, siis leidub tal timbrus Us (A), mis sisaldub hulgas D. Funkt-
sioon f; on seega méadratud punkti a € R timbruses (a — d,a + §) (kontrollige! PX. Kui funkt-
sioonil f; eksisteerib punktis a tuletis

h,b) — b
-y LoD 0

(3.1)

siis seda nimetatakse kahe muutuja funktsiooni f osatuletiseks (partial derivative) punktis
A = (a,b) muutuja x jirgi ning tahistatakse

ow (’3w of

of
ox (a,0) v &v (

A) voi 91 (a,b) voi %( ) (samuti ka f, (a,b) voi f, (A)).

Seega

9 d
(9_£ ((l, b) - d_i (l’, b> |z:a: f/ (:C7 b) ‘m:a .

NB! Mahukate valemite tekstis kompaktsema paigutamise huvides kirjutame

me allpool monikord f - (a,b) ja 3 or - (A) asemel 8%‘;’1)) ja 8@; ).

Analoogiliselt, kui fikseerida esimese muutuja vaartus x = a, saame ithe muutuja y osa-
funktsiooni

f2 (I) = f (a=I>7

see on médratud punkti b imbruses (b — J,b + 9). Kui eksisteerib tuletis

f(a,b—i—h)—f(a,b)

h—>0 h ’

f3(b) =

(3.2)

siis seda tuletist nimetatakse funktsiooni f osatuletiseks punktis A muutuja y jdrge ning
tahistatakse
of of

7 (a,b) voi 8_y( ) (samuti ka f, (a,b) voi f, (A)).
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Niide 3.1. Olgu f (z,y) := €™ + sin (xy). Siis f on méiratud kogu xy-tasandil R? ning

T () =y (e 4 cos (a0) i 5 (5.0) = (¢ + cos(ay).

Osatuletiste olemasolu ei garanteeri funktsiooni pidevust. Niide 3.2. Seosega

_ ) ki (z,y) # (0,0),
f(way) = {O’-i- ui (x,y) i (O’ O>,

méiratud funktsioonil f on punktis 0 mélema muutuja jargi osatuletised (veenduge! )X, kuid
ta ei ole selles punktis pidev. Nimelt koondub punktide X,, := (%, %) jada (X,,) punktiks 0
(selgitage! P, kuid

/ (Xn) =

seega f (X,,) - 0= f(0). Lause kohaselt ei ole f punktis 0 pidev.

1
=3 iga n korral,

3t\.almlzml’_l

Osatuletiste geomeetriline tihendus. Olgu D C R? kahe muutuja funktsiooni z =
f (z,y) madramispiirkond. Punktide hulka

{(z,y, [ (2,9)) | (x,y) € D}

kolmemodotmelises ruumis R? nimetatakse funktsiooni f graafikuks (graph). Funktsiooni f
graafikut nimetatakse tavaliselt pinnaks (surface), seost z = f (z,y) selle pinna vorrandiks.

Olgu A = (a,b) médramispiirkonna D sisepunkt. Moodustame tasandi y = b, see on
tasand, mis laheb 14bi punkti A ja on paralleelne zz-tasandiga. Ta 16ikab pinda z = f (x,y),
tahistame nende loikejoone siimboliga [;. Lihtne on néha, et [; on osafunktsiooni f; graafik
tasandil y = b. Kui punktis A eksisteerib osatuletis % (a,b) = f{ (a), siis see on joone [
puutuja tousunurga tangens punktis A’ = (a, b, f (a,b)) (selgitage! )X

Samamoodi, kui 16igata pinda z = f (z, yﬁ))ftasandiga x = a, siis loikejoon [s on muutuja

y osafunktsiooni f, graafik ning osatuletis 7 (a,b) on punktis A’ = (a,b, f (a,b)) sellele

graafikule voetud puutuja tousunurga tangens.

3.2 Mitme muutuja funktsiooni diferentseeruvus

Funktsioonide uurimisel on nii teoreetilisest kui ka praktilisest seisukohast lahtudes oluline
kiisimus, milline on funktsiooni vaidrtuste muutumise iseloom argumendi vaadeldaval muutu-
misel. Uhe muutuja funktsioonide puhul tuuakse selle probleemi kisitlemiseks sisse sobivad
moisted pidevus ja diferentseeruvus. Kui pidevus on iildtopoloogiline moiste, mistottu selle
defineerimine on ka mitme muutuja funktsioonide puhul lihtne, siis diferentseeruvusega on
asi keerulisem. Eelmises punktis toime niite 3.2 funktsioonist f, millel on ruumis R? olemas
osatuletised, kuid mis ei ole punktis 0 pidev. Samas teame, et iithe muutuja funktsioonide
puhul on diferentseeruvus oluliselt tugevam tingimus kui pidevus. Niisiis, puhtformaalselt
vottes voime viita, et osatuletiste olemasolu ei ole see omadus, mis vastaks iihe muutuja
funktsioonide diferentseeruvusele. Sisuliselt asjale 1dhenedes mérgime, et osatuletis kirjeldab
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funktsiooni kéditumist antud punkti iimbruses vaid iihe konkreetse argumendi muutumisel.
Seejuures ei anna osatuletised vahetult mingit informatsiooni funktsiooni vadrtuste muutu-
mise kohta argumentide samaaegsel muutumisel.

Olgu f: D — R kahe muutuja funktsioon ja olgu A = (a,b) méédramispiirkonna D sise-
punkt. Tahistame stimboliga Af funktsiooni f muudu punktis A, mis vastab argumentide
muutudele h; ja ho, s.t.

Af = f(A+ (hi,ho)) = f(A) = fla+hi,b+hy) = f(ab).

Definitsioon. Funktsiooni f nimetatakse diferentseeruvaks (differentiable) punktis A =
(a,b), kui leiduvad arvud M ja N, mis ei soltu argumentide muutudest hy ja hs nii, et

Af:Mh1+Nh2+Oé, (33)
kus @ = a(hy, hy) on protsessis (hi,hs) — 0 korgemat jirku lopmata viike suurus kui
|(h1, ho)|| = \/h3 + h3, s.t.

a (hla h‘2) o

lim ——==0
(h1,h2)=0  /h2 + h3

Definitsiooni tingimusi (3.3)) ja (3.4)) kokku vottes voime 6elda, et funktsioon f on punktis

A diferentseeruv parajasti siis, kui leiduvad sellised arvud M ja N, et

(3.4)

o = F(A) =M —a) = Ny

=0.
XA IX — Al

Lause 3.1. Punktis A diferentseeruv funktsioon f on selles punktis pidev.

Toestus. Eelduse kohaselt on tdidetud tingimused (3.3) ja (3.4), peame niitama, et
)}in}&f (X) = f(A) ehk )ynk (f (X) = f(A)) =0. Tahistame hy :=x —a ja hy ;= y —b. Kui
— —

X — A, siis (hy, hy) — 0. Tingimuse 1} pohjal lim « = 0 (pohjendage! X, mistottu
(hl,hz)—>0
seosest ((3.3]) saame

lim (f(X)—f(A)= lim Af= lim (Mhy+ Nhy+a)=0.

X—A (h1,h2)—0 (h1,h2)—0

Lause on toestatud. m

Lause 3.2. Kui funktsioon f on punktis A diferentseeruv, siis tal eksisteerivad selles punktis
loplikud osatuletised, kusjuures seos omandab kuju

= %(A) h1+8—f(A) ho + . (3.5)

Af o
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Toestus. Eeldame, et funktsioon f on punktis A diferentseeruv. Kui votta seoses ((3.3)
hs :== 0 ja hy # 0, siis eksisteerib piirvaartus

of fla+hy,b) — f(ab) . a
8x( f}lglo hy - Mhlll—>0h_+0+’}1lgoh_1 =M

(selgitage! P, Analoogiliselt veendutakse, et af ,(A)=N. =m

Kui hulga D igas punktis X leidub loplik osatuletis %(X), siis hulgas D on defineeritud

funktsioon X %(X). Seda funktsiooni nimetatakse osatuletisfunktsiooniks ehk osatuleti-
seks (muutuja z jargi). Analoogiliselt defineeritakse osatuletisfunktsioon muutuja y jérgi.

Nagu teame, ei garanteeri osatuletiste % (A) ja d—i (A) olemasolu iildjuhul veel funkt-
siooni f diferentseeruvust punktis A (selgitage! X, Kiill aga garanteerib selle, nagu selgub
jargmisest lausest, osatuletiste pidevus punktis A.

Lause 3.3. Kui funktsioonil f eksisteem’vad mdadramispiirkonna D sisepunkti A = (a,b)
mingis timbruses Us (A) osatuletised 2 830 ja 8—£ ning need on punktis A pidevad, siis f on

punktis A diferentseeruv.

Toestus. Eeldame, et osatuletised % ja g—; on madratud hulgas Us (A) ja nad on punktis
A pidevad. Seostega

fi(x) = f(2,0) ja fo(y):=f(a,y)

méidratud funktsioonid f; ja fo on diferentseeruvad vastavalt vahemikus (a — d,a + 0) ja
(b —0,b+ §) ning neis vahemikes siis ka pidevad. Anname muutujatele x ja y punktis A
vastavalt muudud hy ja hs nii, et (a + hy, b+ hy) € Us (A). Rakendame ithe muutuja funkt-
siooni Lagrange’i keskvaartusteoreemi, selle abil saab funktsiooni f muudu esitada kujul

Af=f(a+hy,b+hy)— f(a,b)
= f(a+hy,b+hs) — f(a,b+ hy)+ f(a,b+ hy) — f(a,b)

0 0
8£ (CL + 01h1, b+ hg) hl + a—;]; ((l b—|— ‘92]12) h27

kus 0,60, € (0,1) (selgitage! . Kui téhistada

o af

0
Qq - (91: (a+91h1,b+h2)—a—(a b) f

of
_y (CL7 b + 62h2) - a_y (CL, b) ;

siis saame seose

of

of
x( a,b) hy +

ay

See on avaldis kujul (3.3), viite toestuseks on vaja veenduda, et lim  @afitazhs _
J ‘.’ ‘] (h1,h2)=0 /hi+h3

Af ((Z, b) hg + Oélhl + Oéghg.

Paneme téhele, et

Oélhl + Oéghg

|1 | | 7o

<o —/——— + || ———=
e T R

< o + |ag|
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ning (tédnu osatuletiste pidevusele)

: o (of of

1 = 1 a0 b+ hy) — 2 (a,b)) =
()50 " ()0 (83: (a+ 01k, b+ ho) ox (a, )) 0,

: . af of

1 = 1 el _Jdf _
a0 2 <h1,£3>10<ay (@.b+ Bah2) =5 <a,b>> !

arhi+ashs

\/h2+h3

Lause titleb, et kui kahe muutuja funktsioonil on antud punktis A = (a,b) pidevad
osatuletised, siis need kirjeldavad funktsiooni kiditumist mitte ainult sirgetel x = a ja y = b,
vaid selle punkti teatavas timbruses.

(pohjendage! M. Seega — 0 protsessis (hy, he) — 0. Lause on toestatud. m

Osatuletiste pidevus ei ole tarvilik tingimus funktsiooni diferentseeruvuseks.
Naide 3.3. Olgu

[ (xz—y)’sin ﬁ, kui z # y,
/(@) '_{ 0, kui z = y.
Siis 5 . .
) =26y s 2y
ning
of o fleth) = fra) o hPsing =0
o ) = h = lim ——— =0,
millest jareldub, et osatuletis % ei ole pidev punktis 0 (tegelikult on ta katkev kogu sirgel

x = y). Analoogiliselt kontrollitakse, et g—; ei ole punktis 0 pidev. Nimelt,

of 1 1
a—y(x,y)——2(x—y)smx_y+cosx_

(x #y)

ja g—i (y,y) = 0 (kontrollige! »X.
Néitame, et f on punktis 0 diferentseeruv. Toepoolest,

f(X)—f(o)—H%H(O):c—g—g(O)y {%smz—iy, kui z # ,

0, kuiz=y

(kontrollige! "X, vorratuse

(z—y)?® 1

Vit ey

<2($2+y2>:2 ’x2~|—y2 ($27éy2)
S Ve

tottu saame ) 5
FX)=f(0) -0z -5 (0)y
lim =
X0 1 X]|

(veenduge! ).
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Graafiku puutujatasand. Eeldame, et funktsioon f on punktis A diferentseeruv. Té-
histades X = (z,y) := (a+ hi1,b+ h2) (st. x == a+ hy jay := b+ hy), ¢ := f(a,b) ja
z:= f(z,y), saame tingimuse ({3.3) kirjutada kujul

z=c+M(zx—a)+N((@y—>b)+a, (3.6)
kus lim ———=—— = 0. Vorrand
X—A \/(z—a)*+(y—b)
z=c+M(x—a)+ N (y—Db) (3.7)

kirjeldab teatavat tasandit, mlllel paikneb punkt A’ := (a, b c) (kontrolhge‘)% Lause
kohaselt M = af ; (a,b) ja N =5 91 (a,b), seega méadirab seos (ehk ) tiheselt tasandl
. ). Seda tasandlt nimetatakse funktsiooni f graafiku puutuyatasandzks punktzs A’. Esitame
puutujatasandi definitsiooni.

Definitsioon. Kahe muutuja funktsiooni z = f (z,y) graafiku puutujatasandiks punktis
A’ := (a,b,c) nimetatakse sellist tasandit, mille punkti aplikaadi (s.o0. z-koordinaadi) ja
funktsiooni vaartuse vahe on protsessis X — A, kus X = (z,y) ja A = (a,b), korgemat

jarku lopmata véike kui || X — A|| = \/(x — a)2 + (y — b)2

Téiisdiferentsiaal. Kui funktsioon f on punktis A diferentseeruv ja h := (hy, hy) € R?,
siis avaldist
of

oz oy

nimetatakse funktsiooni f tdisdiferentsiaalz’ks punktis A, mis vastab argumendi muudule h.

Puutujatasandi vorrandist (3.7]) saame muuhulgas, et da f(hy, he) = (A) h1+ y (A) hy =
z — ¢. Seega kirjeldab funktswom f tdisdiferentsiaal da f(hy, hs) punkt1s A = (a, b) funkt-
siooni graafikule punktis A’ := (a,b, f (a,b)) voetud puutujatasandi aplikaadi muutu, mis
vastab argumentide muutudele hy ja hs. Teisisonu, teljestikus, mille alguspunktiks on alg-
se nullpunkti asemel punkt A, kujutab funktsiooni daf: R? — R graafik endast pinna
u = f(x,y) puutujatasandit punktis A.

NB! Oluline tahistuslik kokkulepe! Kui punkti A ja/v6i argumendi muudu h =
(h1, hy) roll on kontekstist selge, siis tdhistatakse tdisdiferentsiaali da f(hq, ho) ka lihtsalt
da f voi df. Monikord tahistatakse seda téisdiferentsiaali ka simboliga df(A). Argumentide
x ja y muutusid hy ja hy tdhistatakse vastavalt dz ja dy. Seega punktis A voime kirjutada,

et
of of of
%( ) dx +8_y< ) dy.

daf(hi,ha) = == (A) by + == (A) hy

df(A) = df = o= (Al + = (A) hy =

dy

m muutuja funktsiooni osatuletised ja diferentseeruvus. Analoogiliselt kahe muu-

tuja funktsioonidega defineeritakse m muutuja funktsiooni w = f(x1,...,x,,) osatuletised
88—;1, o ai_{n' Oeldakse, et f on punktis A = (ay,...,a,,) diferentseeruv, kui kehtib vordus
af af

Af:=f(ar+hy,...,0n+hn) — f(a,...;an) = Er. (A )h1+...+%(A)hm+a,
1 m
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kus (hl,..l}flti o \/ﬁ = 0. Avaldist
_of af . of of
daf(hi,... hy) = . (A)hy + ...+ dr. (A) by, =: e (A) dzy + ...+ D (A) dz,,

(3.8)

nimetatakse funktsiooni f taisdiferentsiaaliks punktis A.

Valemist ([3.8)) saame lihtsalt diferentsiaalide leidmiseks jargmised reeglid (NB! punkt A
on fikseeritud!):

_gdf—fdg

d(f+g)=df £ dg, d(fg)=gdf+ fdg, d(g) 7

(9 (A) #0)
(kontrollige! XK.

Definitsioon. Kui funktsioonil f: D — R, kus D C R™ on lahtine piirkond, on hulgas
D pidevad osatuletised %, e %, siis 6eldakse, et funktsioon f on piirkonnas D pidevalt
diferentseeruv.

Uldine mirkus. Olukorras, kus X ja ) on mingid normeeritud ruumid (iile R), kasu-
tatakse terminit ,funktsiooni f: X — ) tuletis punktis X € A* kahes tdhenduses.

1) Tuletis on ruumi ) element: teatud moel leitud funktsiooni muudu ja argumendi
muudu jagatise piirvéirtus, kui argumendi muut liheneb nullile. Uhe muutuja funktsiooni
(X = Y = R) tuletis, mitme muutuja funktsiooni (X = R™, J = R) osatuletised ning
Ltuletis antud suunas® néiteks leitakse sellel pohimottel.

2) Tuletis on pidev lineaarne kujutus A: X — ), mis rahuldab omadust

fX+h) = f(X) = Ah)

im = 0. 3.9
IB]—0 Il (3.9

Taolise pideva lineaarse kujutuse olemasolu kaudu on defineeritud néiteks funktsiooni f
diferentseeruvus mitme muutuja analiiiisis (X = R™, Y = R). Sealjuures pideva lineaarse
kujutuse A rollis on funktsiooni f téisdiferentsiaal df punktis X ehk dxf (veenduge!)X.

Soovides vaadelda diferentseeruva iihe muutuja funktsiooni f: R — R tuletist punktis
x € R arvu f'(z) asemel pideva lineaarse kujutusena, defineerime A(h) = f'(x) - h ning
paneme tihele, et noue on taidetud (kontrollige!)¥X.

3.3 Liitfunktsiooni diferentseerimine

Olgu w = f (u,v) kahe muutuja funktsioon méadramispiirkonnaga @, kus argumendid u, v
on omakorda kahe muutuja funktsioonid

U=901($,y), U:¢2(xay)‘

Eeldame, et funktsioonidel ¢; ja (o on ithine médramispiirkond D ning (1 (X), @2 (X)) € @
iga X € D korral. Defineerime hulgas D liitfunktsiooni F' seosega

F(z,y) = f(p1(X), 02 (X)) = f (1 (2, 9), 02 (2,9)) - (3.10)
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Lause 3.4. Kui funktsioonidel vy ja o eksisteerivad punktis A = (a,b) loplikud osatuletised
921 (A) ja % (A) ning funktsioon f on punktis B := (1 (A), s (A)) diferentseeruv, siis

oz T
lintfunktsioonil F' on punktis A osatuletis

oF of o1 Op2
a3 ) =5 (B) o~ (A)+ - (B) - = (A).

Analoogiliselt, kui funktsioonidel o1 ja o eksisteerivad punktis A = (a,b) loplikud osatule-
tised aa—“;l (A) ja 8@; (A) ning funktsioon f on punktis B := (o1 (A), s (A)) diferentseeruv,
siis liitfunktsioonil F' on punktis A osatuletis

OF of

dp1 iy
Lm=L®% L% a).

Toestus. Toestame viite esimese poole, teine toestatakse analoogiliselt. Olgu h; argu-
mendi x muut punktis A. Téhistame

Au = pi(a+ h1,b) — pi(a,b), Av = pa(a+ h,b) — pa(a,b)
ja AF := F(a+ hy,b) — F(a,b). Seejuures

AF = f(901<a + h17 b)v QOQ(CL + hlv b)) - f(gpl(av b)7 902<a7 b)) =
= f(bl + AU, b2 + A'U) — f(bl, bg),

kus B =: (bl, bg)
Meie eesmérk on naidata, et

. AF
kus T := a—f(B) . %—f + %(B) . %—f. Toepoolest, sellest jarelduks, et
oF . AF Of 01 of 0ps
(A = im == — Y B A+ 2By L2 A
gz M) = lm 5= 5, (B) 5y (A + 5, (B) - 5 (A)

(pohjendage! K.
Koondumise (3.11]) tdestamiseks fikseerime € > 0; tarvis on leida § > 0 selliselt, et

0<|h] <9 = '——T <e. (3.12)

Eeldusest, et leiduvad 1oplikud 91 "L(A), 8‘02 “2(A), on teada koondumine

lim ——
h1—>0 |h1

VAW § A \/awl 2 (%wf (3.13)

ox

(selgitage! K.
Koondumine (3.13) annab, et leiduvad arvud §; > 0 ja K > 0 omadusega
VAu? + Av?

0 < |hi] <y = <K
|ha
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(miks? ).

Eeldusest, et f on diferentseeruv punktis B, on teada koondumine

lim J(by + 91,02+ p2) — f(b1,D2) — %(B)Pl — %(B)PQ

(p1,p2)—0 \/p% + p%

Koondumise ((3.14)) pohjal leiame 65 > 0 nii, et

P b b — f(by,by) — 2 (B)p; — (B
0 < p%+pg<52 = {f( 1+p17 2+p2) f( 1 2) au( )pl av( )pQ{ <% (315>

VP: +p3

—0. (3.14)

(pohjendage! K.
Kuna limp,, .o Au = limy, ,0 Av = 0 (miks?))X, siis limp,, 0 VAu? + Av? = 0. Seega
leidub d3 > 0 nii, et

0 < |h] < 3 = VAU? 4+ Av? < 4. (3.16)

(selgitage! K.
Tahistame 0 = min{dy, d2, d3} ja néitame, et kehtib (3.12). Kehtigu 0 < |hy| < 0. Juhul
Au=Av=0o0nka AF =0jaT =0 (selgitage! "X, seega sel juhul %—f - T’ =0<e.
On jaanud vaadelda juhtu, et Au? + Av? > 0. Kasutades eeldust 0 < |hi| < 03, leiame
(3.16) abil, et 0 < /AuZ + Av? < §,. Valime tingimuses (3.15) (p1,p2) = (Au, Av), siis
|AF T h1| < g
VAu2 + A2 K

(miks?pH. Kuna 0 < |hy| < 6y, siis

VAU? + Av?

< K.
|

AF

Viimase kahe valemirea korrutamine annabki vorratuse el T

Mirkus (oluline!). Lauses 3.4 eeldust ,,f on punktis B diferentseeruv* asendada nor-
gema eeldusega ,leiduvad 1oplikud osatuletised %(B), %(B)“ iildiselt asendada ei saa.
Niiteks olgu

< ¢ (selgitage! K. =

1, kuiu##0jav=#D0,

0’ kUiU:OV()iU:O, @1($,y):x_y, QOQ(JI,y):I—l-y

o) ={

Olgu A = 0. Siis B = (¢1(0), 92(0)) = 0, 92(0) = 1, %2(0) = 1, Z(0) = 0, 2(0) = 0,
kusjuures f ei ole diferentseeruv punktis 0 (selgitage! ).
Saame, et

1, kuixz #0,

F(m,O):f(a:—O,x+O):{ 0. lui z = 0.

Seega ei leidu 1oplikku osatuletist 2£(0) (pohjendage! .
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Lause 3.5. Kui funktsioonid oy ja o on punktis A diferentseeruvad ning funktsioon f
on diferentseeruv punktis B = (@1 (A), 2 (A)), siis listfunktsioon F on punktis A dife-
rentseeruv.

Toestus. Olgu hy ja hy funktsiooni F' argumentide muudud punktis A = (a,b) ning
(erinevalt eelmise toestuse tahistustest!)

AF = F(a+ hy,b+ hy) — F(a,b),
Au = p1(a+ hy, b+ hy) — p1(a,b),
Av := po(a+ hi, b+ hy) — a(a,b).
Téahistame OF OF
AF — —(A)hy — —(A)h
B = 5 (A 3y (A)ha,
meie eesmérk on veenduda, et
: g
lim _Z 3.17
(h1,h2)=0 | /h2 + h2 ( )
Téahistame veel
0 0 0 0
ap = Au— %(A)hl (,;Oyl (A)hs, g = Av— %(A)hl . ai;(A)h2
ning mistahes (p1, o) € R? korral, kus (by + p1,be + p2) € Q,
0 0
a(p1,p2) = f(b1 + p1,ba +p2) — f(b1,b2) — 8_{L< )P — a—Z(B)Pz-
Lause eeldused annavad, et
o . €%
lim —— lim —— 3.18
(h1,h2)—0 \/hZ—I—h2 (h1,ha)— \/h2+h2 (3.18)
ning
. (pbp?)
hrn ——==0. (3.19)
(p1.p2)—=0 \/p? + p3
Lisaks lause 3.4 pohjal
OF oF of af
AF — —(A)hy — —(A)hy = —(B — Au, A
B = 5, (A 8y( Y = 5 (B)or + —-(B)az + a(Au, Av)

(selgitage ja arvutage l1abi! K.
Asume téestama koondumist (3.17)). Fikseerime £ > 0. Vorratused

Au_ | ¢ awl(A)‘ + ‘%w’ ;o

N RN N e Oy N EE
Av 0o ‘ Do ’ ||
——— | < |Z=A)|+ A+ ——
VhE + h3 01:( ) 81/( ) VhE + h3
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koos koondumistega ([3.18)) annavad, et leidub §; > 0 ja K > 0 omadusega

VAU? + Av?
0<\/h2+h2<d = %<K (3.20)
1 2

(pohjendage! K. Tingimus (3.19)) annab meile d; > 0 omadusega
0<\Jiit+pi<s = loGupll_ € 3.21
p1 P32 2 \/m 2K ( )
Koondumine lim +Au?+ Av? =0 (miks kehtib? ) annab niiiid arvu d3 > 0 omadusega

(hl,hg)—>0
0<y/h+hi<ds = VAuZ+ Av? <. (3.22)

of of
Koondumine lim 5u(B)ar + Z2(B)as

(h1,h2)—0 V12 + h3

= 0 (miks kehtib?)pX annab arvu ¢, > 0 omadu-

sega
9 (B)oy + 2 (B
0<+\/R2+h<dy = o )a12 6”2 Joz << (3.23)
VI + R 2

Tahistame 6 = min{dy, da, 83, 04 }. Kehtigu 0 < \/h? + h3 < §. Kui Au = Av = 0, siis ka
AF =0, millest a(Au, Av) = «(0,0) = 0 (selgitage! M. Niisiis § = 0 ja seetottu

=0<e.

_B
Juhul Au? + Av® > 0 saame seose (3.22) abil, et 0 < vAu2 + Av? < §,. Valides niiiid
(p1,p2) = (Au, Av), annavad tingimused (3.20)), (3.21)) ja (3.23)), et
g N la(Au, Av)|  VAu? + Av? _

VA2 + Av? \/hf + h3

9 (B)a; + 2 (B)ay
VI3 + h3

g g
— —_— K p—
< 579K &

nagu vaja. ®

Jareldus 3.6. Kui tihe muutuja funktsioonid u = ¢1 (x) ja v = o (z) on punktis a € R
diferentseeruvad ning kahe muutuja funktsioon w = f (u,v) on diferentseeruv punktis B :=
(p1(a),pa(a)), siis seosega F (x) := f (@1 (z), @2 (x)) madratud ihe muutuja funktsioon F
on diferentseeruv punktis a. Seejuures

of

of
=L By 0+ L B (o). (3.24)
Lause 3.7. (keskvddrtusteoreem). Tdhistame h := (hy, hy). Olgu funktsioon [ pidev
punktides A ja A + h ning diferentseeruv neid punkte ihendavas sirgloigus [A, A + h]. Siis
leidub selline punkt C € (A, A +h), et

F'(a)

f(A+h)—f(A)=—(C)h1+g—£(0)hz=(dcf)(h)-
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Toestus. Olgu A := (a,b). Uhe muutuja liitfunktsioon
F(t):= f(a+thy,b+thy),

on l6igus [0,1] pidev ja vahemikus (0,1) diferentseeruv (pohjendage! X, kusjuures F(0) =
f(A)jaF(1) = (A+h) Lagrange’i keskvédrtusteoreemi pohjal leidub ¢y € (0, 1) omadusega
F'(ty) = F (1) — F (0). Valemi (3.24) kohaselt

oy Of af

(selgitage! P Votame C := (a + tohy, b+ tohs), siis

FA+h) — f(A) = F (1)~ F(0) = F(t0) = 2L (C) by + 2 (C)

Lause on toestatud. m

Liitfunktsiooni tiisdiferentsiaal. Vaatleme (nii nagu kiiesoleva punkti alguses) seose-
ga madratud kahe muutuja liitfunktsiooni F. Eeldame, et funktsioonid ¢; ja @9 on
punktis A € D ning funktsioon f punktis B := (¢1 (A), 2 (A)) diferentseeruvad. Lause
kohaselt eksisteerib

N ‘Z]; (A) do + g—j (A) dy
(L), 4 B0, (SEIAW UGG,
LU (a0, 00,  UE) (A, Ia(),)
= 2L (B) dagi + L (B) daps
ehk Tithemalt OO .
ou v

See on sama valem, mille me saaksime funktsiooni F' téisdiferentsiaali jaoks juhul, kui u ja
v oleksid soltumatud muutujad. Seetottu oeldakse, et tdisdiferentsiaali kuju
of Of 4

dut - d

df = o dut 2

on invariantne muutujate vahetuse suhtes.
NB! Funktsiooni F' tédisdiferentsiaali kuju

0 0
df— f 8_£A

ei ole invariantne muutujate vahetuse suhtes.

Naiide 3.4. Kuna Af = df + «, kusjuures « on protsessis (hq, hy) — 0 korgemat jarku
Iopmatu véike suurus kui \/h? + h3, siis saab taisdiferentsiaali abil arvutada funkt-

siooni ligikaudseid vaartusi. Olgu vaja arvutada /1,023 + 1,973, Vaatleme funktsiooni
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= /23 + 33, punkt A := (1,2) on tema méadramispiirkonna sisepunkt. Olgu h; :=
0,02, hy := —0,03, siis

V1,023 41,97 = f(a+ h1,b+ he) = f(a,b) + Af
wvirm s A, A,
Ox dy
32 3y
=3+ | ———=0,02 - ——=0,03 = 2,95.
y=2

Sonastame moned eespool toestatud viited ka iildisel juhul. Olgu w = f(ug,...,u)
hulgas @ C R! miiratud [ muutuja funktsioon, kusjuures ux = ¢ (z1,...,2,,) on iga

k = 1,...,1 korral madratud hulgas D C R™ ja (¢1 (T1,.- -, Tm) -0 (T1,...,2m)) € Q

iga (z1,...,%,) € D korral.

1°. Kui eksisteerivad osatuletised %‘% (A) (k=1,...,1) ja f on punktis B := (v1 (A),..., ¢ (A))
diferentseeruv, siis liitfunktsiooni

F(zy,. . am) = flei(X), .. o X)) = fler(an, - am), om0 am)
jaoks kehtib valem

OF o\ _ Of o 901

of
A

(A)+..o 4 5 - (B)

Dipy
8:62-

(A).

2°. Kui funktsioonid @y on diferentseeruvad punktis A ja funktsioon f on diferentseeruv
punktis B, siis funktsioon F on samuti punktis A diferentseeruv.

3.4 Tuletis antud suunas. Gradient

Olgu kolme muutuja funktsioon w = f (x,y, ) miiratud lahtises hulgas D C R?® ning olgu
A = (a,b,c) € D. Edasi, olgu vektoriga £ = (I, l,[3) # 0 ruumis R* antud suund, vaatleme
punkte

X = (x,y,2) = (a+tl, b+ tly, c + tl3) = A + L.

Need on punktid, mis asuvad punkti A ldbival suunaga £ méaratud sirgel.

Definitsioon. Kui eksisteerib piirvaartus

L TX)-f(A) 0

e oe ™)

siis seda nimetatakse funktsiooni f tuletiseks punktis A suunas £.
Piirvaartuse % (A) definitsioon on korrektne, see tdhendab, vektoriga £ samasuunalise

nullist erineva vektori k korral 5L (A) = 2L (A) (veenduge!X.

Kui vektori £ suund iihtib z-telje (y-telje, z-telje) suunaga, siis tuletis selles suunas on
osatuletis muutuja x (muutuja y, muutuja z) jargi (pohjendage!)MX.
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Naide 3.5. Olgu
f(z,y,2) = 32> — 2% + 3wyz,
leiame funktsiooni f tuletise punktis A = (a,b,c) suunas £ = (Iy,ls,13) .
Paneme téhele, et

FA+tl) — f(A)=3(a+th) —2(c+tlh) +3(a+th)(b+tlh) (c+tl) — 3a* + 2¢* — 3abe
=3 (2alyt + I3t*) — 2 (2clst + I5t7)
+ 3 ((bely + acly + abls) t + (alaly + blyls + clily) ¢ + Lilal5t7)

seega
af 6aly — 4cls + 3bcly 4 3acly + 3ably  (6a 4 3bc) Iy + 3acly + (3ab — 4c) I3
e M) = ; N e
€] €]l
Eeldame jiargnevas, et f on diferentseeruv punktis A. Tuletise % (A) arvutamiseks té-

histame tahtedega a, 5 ja v nurgad, mille vektor £ moodustab vastavalt z-, y- ja z-teljega.
Paneme téhele, et
r—a =1l cosa, y—b=t|£|| cosp, z—c=t|£| cosvy
(pohjendage! K. Defineerime funktsiooni
F(t):=f(a+tcosa,b+tcosf,c+tcosy),
" Fi) - FP) _of
t _
/ S T SV SV
F(0) = lim t of
Teisalt on F' liitfunktsioon, selle diferentseerimise reeglite kohaselt, tahistades X(t) = (a +
tcosa, b+ tcosf,c+ tcosy), kehtib

(A).

0 0 0
F'(t) = a—i(X(t)) cos o + a—g(X(t)) cos B + a—JZC(X(t)) cos 7y,
(pohjendage! "X, millest
0 0 0 0
a—i (A)=F'(0) = 8_£ (A)cosa + 8_5 (A)cosf + a—JZC (A) cos. (3.26)

Mérgime e := (cos a, cos 3, cosy), see on vektori £ suunaline ithikvektor.

Definitsioon. Kolme muutuja funktsiooni w = f (z,y, z) gradiendiks punktis A nimeta-
takse kolmemootmelist vektorit (g—z (A), 2L (A), 9% (A)) =: gradf (A) = Vf(A).

’ Jy ’ 0z
Vordusest ([3.26]) saame

of

5¢ (A) = (gradf(A),e) = |gradf (A)] [le]| cos ¢,

kus ¢ on nurk vektorite gra?l f (A) ja e vahel. Niisiis,

1) tuletise % (A) vaartus on maksimaalne parajasti siis, kui ¢ = 0, s.t. kui vektori £ suund
tihtib gradiendi suunaga, ning minimaalne parajasti siis, kui vektorid £ ja gradf(A) on vas-
tassuunalised,

2) juhul £ = gradf (A) kehtib vordus 2 (A) = ||gradf (A)]|.

Teiste sonadega, gradf (A) mddrab suuna, mille suhtes punktis A véetud tuletis on maksi-
maalne, seejuures see maksimaalne vadrtus on gradiendi pikkus.
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4 Korgemat jarku osatuletised ja taisdiferentsiaalid. Tay-
lori valem

4.1 Segaosatuletised

Kui kahe muutuJa funktsioonil f on mé&dramispiirkonna D igas punktis X = (z, y) osatuleti-

sed f = (z,y) Ja ( ,Y) , siis funktsioonid % ja gf on méadratud hulgas D ning neil kui kahe

muutUJa funktsmomdel voivad samuti olla muutjate x ja y jérgi osatuletised

ofNy _ o*f o (of\  o*f
ox <8x) T ox? faz, ox (3_y) COx0y fue:
o (0f\  &f o\ *f
a_y(a_x) = oyor v By (ay> =ap

Saadud osatuletisi nimetatakse funktsiooni f teist jarku osatuletisteks, seejuures
kannavad nimetust segaosatuletised.

92f .. 9f
920y 12 Byoz

Lause 4.1. (Schwarzi teoreem segaosatuletistest). Olgu A = (a,b) kahe muutuja funkt-
af of 0%f 9% f
Oz’ Jy’ Jydx ]a 0xdy

on punktis A pidevad,

stoont f mdadramispiirkonna D sisepunkt. Eeldame, et osatuletised

%f
axay j(l Oyox

on

madratud punkti A mingis imbruses. Kui seqaosatuletised 2
sits on nad vordsed, s.t.
o0 f 0 f
(a,b) = (
0xdy Oyox

a,b). (4.1)

*f
8x8y oyox

kehtib vordus . Anname muutujatele = ja y punktis A vastavalt muudud hy ja hs ning
vaatleme avaldist

Toestus. Eeldame et segaosatuletlsed ja on punktis A pidevad, ja néditame, et

A= f(a+hi,b+hy) — f(a, b+ he) — f(a+ hy,b) + f(a,b).

Kui tahistada

F(x) = f(z,b+hy) = f(2,0) jaG(y):= fla+h,y) - f(ay),

voime kirjutada
A=F(a+h)—F(a)=G(b+hy)—G(b).

Olgu Us (A) C D punkti A selline iimbrus, milles eksisteerivad osatuletised 8f , gf , 8828f ja
Oz Y oy

68 af Arvestades osatuletise definitsiooni (vt. valemid (3.1)) ja (3.2))), saame Lagrange’i kesk-

vadrtusteoreemi kohaselt leida niisugused arvud 6,6, € (0, 1), et

A= F/ (CL + thl) h1 = G/ (b + 02h2> h2
ehk iiksikasjalikumalt lahti kirjutatuna
0
ox

A= (% (a+0h,b+ hs) — 2L (a4 01y, b)) hy (4.2)



MATEMAATILINE ANALUUS IV 35

of

0
( OF (a4 by, b+ ahy) — 5

ay (a,b—|— Qghg)) hg.

[Meenutame, et Lagrange’i keskviirtusteoreemi jirgi kehtib (mingi sobivalt valitud 6 € (0, 1) puhul)
vordus ¢ (a + h) — ¢ (a) = ¢’ (a + Oh) h, kui iihe muutuja funktsioon ¢ on ldigus [a, a + h] pidev
ning vahemikus (a, a + h) diferentseeruv. Kontrollige, kas eeldused selle teoreemi rakendamiseks on
taidetud M| Rakendame seostele veel kord Lagrange’i keskvaartusteoreemi, saame

_ 9
-~ Oyox

>

833(934 (a + 9/h1, b+ 02hs) hyhs,

(CL + thh b + eéhg) hlhg
kus 07,6, € (0,1). Jarelikult

o°f / f
6y8:1: (&+91h1,b+9 hg) a a

((1 + Q'hl, b + gghg)

Kuna molemad segaosatuletised selles seoses on pidevad punktis A, siis

0*f 0*f 0*f

0yox (a,6) = (hl}’ll];r)l—)o Oyox (a+ 01hy, b+ Ophy) = (hllfllr2n—>0 0xdy (a+01h1, b+ Oaho)
0% f
= b) .
920y (a,b)

Lause on toestatud. m

Lause 4.2. Olgu kahe muutuja funktsioon f ja osatuletzsed ]a mddmtud punkti A =

(a,b) mingis umbruses Kui molemad funktswomd ]a on punktzs A diferentseeruvad,

stis kehtib vordus

Toestus. Olgu hy ja hy funktsiooni f argumentide muudud punktis A = (a, ), tdhistame
A= f(a+hy,b+hy) = f(a, b+ hy) — f(a+ hi,0) + f(a,b).

Lagrange’i keskvaartusteoreemi abil saame (vrd. (4.2))

0
A= < f(a+91h1,b+h2)

0
o f (a+91h1,b)) hy

Oz

0 0
<8£ (CL + hl,b+ ezhg) — a—g (Cl b+ 92h2)) h2>

kus 601,60, € (0,1) (kontrollige, kas eeldused selle teoreemi rakendamiseks on tdidetudX).
Votame hy; = hy =: t, sel juhul

(% (a+601t,b+1t) — % (a, b)) (gf (a+01t,b) — gi (a, b)) (4.3)

0 0 0 0
(ajyc (a+t, b+92)—a—£(&,b)) — (8_§(a’b+02t)_8_§<a’b))'
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Kasutame niiiid asjaolu, et osatuletised on diferentseeruvad punktis A, sellest tulenevad

4 Korgemat jarku osatuletised ja tdisdiferentsiaalid. Taylori valem

seosed
g (a+ 0:t,b+t) — % (a,b) = (‘;m]; (a,b) 01t + 88;5]; (a,b)t+ o,
gi (a+ 61t,b) — gi (a,b) = % (a,b) 01t + 883;28]; (a,b) -0+ ao,
?(a+t,b+92t) - g—g(a,b) = (98352§y( b)t+£(a,b)02t+a3,
?)5 (a,b+ 0Oqt) — g]yc (a,b) = gg (a,b) - 0+227f(a b) st + au,

kus «; (i = 1,2,3,4) on 16pmata viikesed suurused vastavalt omadusega

0 ——1 m oL =
NGRS \t! \/02 AT
1
PN :%—,st lim%:07
V0220 |7f| 61 t=0 [¢]
< L O[g — 07
NGENE |t| \/1+92 s It
1
04 ——2 =222 ot lim 2 =0
Vorage e T o]
Vorduse (4.3]) saab niitid esitada kujul
0% f >*f
a,b)t+a; —as = a,b)t+ az — ay.
Oyox (a,5) ! > drdy (a,5) ’ :
Jagame vorduse pooli arvuga t, protsessis t — 0 saamegi seose % (A) = 8‘125; (A). =

4.2 Korgemat jarku taisdiferentsiaalid

Olgu antud kahe muutuja funktsioon f: D — R. Olgu A hulga D sisepunkt ning n € N.

Deﬁnltsioon Kui punktil A leidub timbrus, milles eksisteerivad koik n-jarku osatu-
letised 2- f:, ey a iy kusjuures need osatuletised on koik diferentseeruvad punktis A, siis
oeldakse et funktsmon fonn+1 korda diferentseeruv punktis A.

Eelnev abstraktne definitsioon rakendub néiteks kahe muutuja funktsiooni f jaoks juhul
n = 1 jargnevalt: kui punktil A leidub timbrus, milles eksisteerivad osatuletlsed Ja g—;,
kusjuures nad on diferentseeruvad punktis A, siis funktsiooni f nimetatakse kaks korda
diferentseeruvaks punktis A.

Osutub, et (veendugelX) véljend ,, f on punktis A n + 1 korda diferentseeruv* tahendab
jargmist:

leidub 0 > 0 nii, et imbruses Us(A) on méaaratud funktsioonid
f,oL o 2f ot
» Oz’ Oy’ Oz " Gyn?

kusjuures koik need funktsioonid on diferentseeruvad punktis A.
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Esitame jargnevas skeemi, kuidas defineeritakse funktsiooni f teist jarku diferentsiaal.

Olgu f kaks korda dlferentseeruv punktis A ning olgu U punkti A selline iimbrus, milles
cksisteerivad osatuletised 2 ja 2 ﬂ Iga fikseeritud h := (hy, hy) € R? korral defineerime
funktsiooni 6 f: U — R seosega

af
O

(X)h1+g( X) hs.

51(X) = 5

Funktsioon 0 f on diferentseeruv punktis A (miks?)". Seega on olemas téisdiferentsiaal

9(3f) 9(5f)

O oy (A2 (bh1,ba) € R

da(0f)(b1,b2) = —(A)by +

Avaldist
df&f(hla h?) = dA((Sf)(h'la h2)7

nimetatakse funktsiooni f teist jarku (ehk teiseks) taisdiferentsiaaliks punktis A, mis vastab
argumendi muudule h.

Niisiis teist jarku tiisdiferentsiaal d% f(hi, he) on esimest jérku téisdiferentsiaali dx f(h)
(tolgendatuna argumendi X funktsioonina) téisdiferentsiaal punktis A, mis vastab argumen-
di muudule h.

NB! Nagu ka taisdiferentsiaali puhul, kirjutatakse teise diferentsiaali avaldises argumen-
tide muutude h; ja hsy kohale tihti vastavalt dz ja dy, ning kui punkt A ja/voi muut (hq, ho)
on kontekstist selge, kasutatakse tihist d?f(A) voi koguni d?f. Analoogiline téhistuslik
kokkulepe kehtib ka korgemat jarku taisdiferentsiaalide kohta.

Saame, et kui f on punktis X kaks korda diferentseeruv, siis lauset kasutades

7o) = %0+ 20y -
= (% (X) da + a(fgy (X) dy) dz + ( a(jé)fx (X) do + giy{; (X) dy) dy =
= %(X) dx2+2£§y (X) dxdy—kaiy];( ) dy?
(kontrollige! .
Jargnevalt toestame lause [£.2] iildistuse.
Lause 4.3. Olgu m muutuja funktsioonil w = f(v1,..., o) punktis A = (a1,...,an)

koigi muutujate jargi osatuletised, mis on n — 1 korda diferentseeruvad, s.t. koik osatuletised
kuni n — 1 jdrguni on punktis A diferentseeruvad. Siis selles punktis voetud n-dat jirku
seqgaosatuletis ei soltu diferentseerimise jdarjekorrast.

Toestus. Piisab naidata, et kehtib vordus

8@” .. &EikHﬁxik .. 8:@1 N 8l’zn ce 8xikaxik+1 ce 85[‘2‘1

(A), (4.4)
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s.t., et tohib vahetada kahe jéarjestikuse diferentseerimise jarjekorda. Vaatleme funktsiooni

akflf
8xik—1 ce 6% ’

see on kaks korda diferentseeruv. Leiame sellest algul osatuletise muutuja z;, ning seejarel
T;,,,, jargi. Kui lugeda iilejadnud muutujad fikseerituks, siis saame rakendada lauset , mis

- ak+1f o ak+1f
annab vorduse T T T (A) = T T T (A). Sellest omakorda saame seose ((4.4)) .
|

Kui funktsioon f on punktis X kolm korda diferentseeruv, siis analoogilise skeemi abil,
lahtudes teist jarku diferentsiaalist, saadakse kolmandat jirku (ehk kolmas) tdisdiferentsiaal
>’f 3f 33f 3f

df(X) = Dy

(X) da® + 32—

(veenduge! K. Samamoodi on voimalik saada valemid n-jarku téisdiferentsiaali jaoks, eel-
dusel, et funktsioon on n korda diferentseeruv. Uldiselt,

. B n n 3”f . B g 2 n
d"f(X) =) (k) Tt (X) dz"* dy* =: K oo dr+ 3y dy) f} (X)

k=0

(meenutame, et (}) == k!(;‘ik)! = "(”_1)(”_2!)"'(”_k+1)).

Liitfunktsiooni korgemat jarku taisdiferentsiaalid. Olgu w = f (u,v) kahe muu-
tuja funktsioon madramispiirkonnaga ), kus argumendid u,v on omakorda kahe muutuja
funktsioonid

u=(z,y), v=(z,y).

Seejuures eeldatatakse, et funktsioonidel ¢;ja (o on ithine médramispiirkond D ning iga
X € D korral (¢ (X), 2 (X)) € Q. Liitfunktsioon F': D — R on méératud seosega

F(SL’,y) = f (901 (X> )y P2 (X>> = f (901 (*T?y) )y P2 (xvy)) :

Téhistame iga X korral Y = (p1(X), p2(X)). Olgu funktsioonid ¢1, ¢o kaks korda dife-
rentseeruvad punktis A ning funktsioon f olgu kaks korda diferentseeruv punktis B =
(p1(A), p2(A)). Siis liitfunktsioon F' on kaks korda diferentseeruv punktis A (kontrollige! )"X.

Tuletame valemi d4 F' arvutamiseks. Fikseerime (hy, hy) € R? ning moodustame peatiiki
algusest tuttava funktsiooni

YY) 0p(X) | 0f(Y) 0pa(X) OFY) 0p(X) | OF(Y) 0pa(X)
5F(X):< ou  Ox ov Ox )'hl—'—( ou Oy ov dy ).hQ

(kontrollige! . Niitid

Jf(B of(B
A3 F(h, he) = djf(dagi(hi, ha), daga(hi, he))+ f@(u >'(di¢1) (h1,ho)+ J;(U )'(di%) (h1, ha),
(kontrollige! X lithemalt kirjapanduna
d4°F _d2f+af +8_fd2

ou ov
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Néeme, et iildjuhul (erinevalt esimest jarku taisdiferentsiaalist) teist jarku taisdiferent-
siaali kuju
*f 0*f *f
d*f = == du® +2 dudv + == dv?
/ du2 * Budv U+8v2 v

ei ole invariantne muutuja vahetuse suhtes. Invariantne on ta (s.t. kehtib vordus d*F =
d?f) juhul, kui d?u = d*v = 0, s.t. juhul, kui funktsioonid ¢ ja ¢y on lineaarsed. Toepoolest,

kui

o1 (z,y) = anr + apy +aiz, ©2(2,y) = anx + axny + ass,
siis du = ajp do + apdy, dv = a9 do + ax dy ja d?u = d?v = 0.

4.3 Taylori valem

Meenutame koigepealt Taylori valemit {ihe muutuja funktsiooni puhul. Kui funktsioon y =
F (t) on punktis a n korda diferentseeruv, siis punktil a leidub selline timbrus Us (a), et iga
t € Us (a) korral kehtib vordus

F ()= F(a) + F'(a) (t — ) + 5" (a) (t = @) + ...+ F® (a) (t = a)" + o,

kus 11111@:1—2)71 = 0 (jadkliitkme Peano tingimus). Tahistame h := t — a, siis saame Taylori
—a

valemi kujul

1 1
F(a+h):F(a)—|—F/(a)h+§F"(a)h2+...+—'F(")(a)h”—i—ozn, }llil%—nzo. (4.5)
! n: ”

Kui eeldada, et F' on timbruses Us(a) n + 1 korda diferentseeruv, siis saab jadkliikme o,
esitada Lagrange’s kujul
1

Q= mF(nﬂ) (a+ 6h) ™" mingi @ € (0,1) korral. (4.6)

Téhistame h = (hy, he). Kahe muutuja funktsiooni f korral saab Taylori valem jérgmise
kuju.

Teoreem 4.4. Olgu kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) madratud punkti A mingis imb-
ruses. Olgu f punktis A n korda diferentseeruv. Siis

f(A+h)=f(A)+daf(h)+ %dgf (h)+...+ %dgf (h) + oy (h), (4.7)
kusjuures }llli% C|Y|7;1(||}’11) =0.

Toestuse skeem. Teoreem toestatakse matemaatilise induktsiooni meetodil. Valemi kehtivus
juhul n = 1 jareldub vahetult diferentseeruvuse definitsioonist.
Edasi, kehtigu teoreemi véaide mingi n = k jaoks. Juhul n = k+1 tahistame jadkliikme jargmiselt:

g(h) = F(A + 1)~ F(A) —daf(h) — X f(h) ...~ dkf(h).

Naidatakse, et



40 4 Korgemat jarku osatuletised ja tédisdiferentsiaalid. Taylori valem

2. g on diferentseeruv punkti 0 mingis iimbruses U,(0) > h, kusjuures

Ang(€) = danf(0)— daf(0) 5 da(d) 7€) ()~ AT Ao f@O)b),  LeR?,

Lt
(n—1)
(4.8)

3. keskvéirtusteoreemi (teoreem pohjal kehtib igasuguse h € U,.(0) korral
g9(h) —g(0) = deg(h),
kus £ € (0,h).

Tahistades ||dgg|| = sup |deg(£)|, saadakse Cauchy-Bunjakovski-Schwarzi vorratuse (teoreem
llell<1

~1 - dg 2 Odg 2

11) pohjal, et [|degll = \/ (5(&)) + (52©))
Pannes téhele, et vorduses (4.8) paremal seisab funktsiooni X +— dx f(£) Taylori (n — 1)-jarku
valemi (punktis A) jaékliige, leidub induktsiooni eelduse tottu iga e > 0 jaoks arv § > 0 nii, et kui

deg(£ d
€Il < 6, siis | 5975_3’ < & (miks?)H. Seega, noudes, et ||h|| < §, kehtib M (¢) := | ig_”l <
- €]l ecoh) €]l
okkuvottes
— _ H dﬁgH n—1 n
an(B)] = lg(h) —g(O)] < sup [1degll- bl = sup e €1l < MR,
€(0, €(0,

nagu soovitud. m

Teoreem 4.5. Olgu kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) punkti A dimbruses Us(A) n + 1
korda diferentseeruv. Kui A +h € Us(A), siis leidub 0 € (0,1) nii, et kehtib valem

1 1 1
FOA+) = (A4 daf () + 55 dif (B) 6o dif (B) 4 T 0T f (). (49)
Toestus. Téahistame A =: (a,b). Olgu muut h = (hy, hs) selline, et A+h = (a + hy,b+ hy) €
Us (A) Moodustame ithe muutuja liitfunktsiooni

F(t) = f(a+thy,b+thy) = f (A +th)

ja paneme téhele, et
1) F(0) = f(A) ja F(1) = /(A + h),
2) leidub v > 0, et kui t € (—1 — 7,1+ ), siis (a + thy, b+ thy) € Us (A) (pohjendage! DX,
3) kuna funktsioonid x = ¢y (t) := a + thy ja y = @9 (t) := b+ thy on kuitahes palju
kordi diferentseeruvad ja f on n+ 1 korda punkti A timbruses Us(A) diferentseeruv, siis iihe
muutuja funktsioon F' on n + 1 korda diferentseeruv punkti ¢ = 0 @imbruses Uy, (0) (vrd.
jareldus [3.6)).

(Uhe muutuja) Maclaurini valemi (4.5)) (see on Taylori valem punktis a = 0) kohaselt
leidub juhul 2 = 1 selline arv 6 € (0,1) nii, et (vt. (4.6))

F(1) = F(0)+F(0)+ %F (0)+ ...+ %FW (0) +

1

o 1>!F(”+1) (0) = (4.10)
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1 1
d2F o+ —=diF (1

n!
Kuna funktsioonid ¢ ja ¢, on lineaarsed, siis liitfunktsiooni F' korgemat jérku taisdiferent-
siaalide valemid on muutuja vahetuse suhtes invariantsed (vrd. mérkus eelmise punkti 16pus),
niisiis

= FO)+ doFF(1)+ =

o At E (1),

diF(1) = dy f (h) (i=1,2,...,n) (4.11)
ning

dg " F(1) = i f (h) (4.12)
(selgitage! K.

Vottes arvesse seoseid ja , omandabki valem kuju . ]

NB! Teoreemi jareldasime vahetult iihe muutuja Taylori valemist. Pohimotteliselt
samal moel voib kasutada iihe muutuja Taylori valemit, et tuletada jadkliikme Peano tingi-
mus konkreetses suunas h:

Kui f on n korda diferentseeruv punktis A, siis Taylort valemi jadklitge o, rahuldab tingi-
must hm ”th”n = 0.

Ent teoreem on oluliselt iildisem: sealne Peano tingimus hm = 0 iitleb, et

HX AT
koondumine on tihtlane koigi suundade h jaoks.

Teoreemid [.4] ja [4.5] saab vahetult iimber kirjutada m muutuja funktsioonide jaoks.

Teoreem 4.6. (m muutuja funktsiooni Taylori valem). Olgu m muutuja funktsioon
w = f(x1,...,%y,) mdiratud punkti A = (ay,...,a,) imbruses Us(A) ning punktis A n
korda diferentseeruv. Siis suvalise h = (hy, ..., hy) korral

FOA+R) = F(A)+ daf () + i f () + o+ A3 f (h) + o,

Qn

o lIhj[®
Kuz f on dmbruses Us(A) n+ 1 korda diferentseeruv, siis juhul A +h € Us(A) avaldub
jadkliige Lagrange’s kujul

kus hm

= 0 (jadklitkme Peano tingimus).

1
a, = OS] d% f (h) |, kus X on teatav punkt vahemikus (A, A +h).

Lagrange’i valem. Juhul n = 0 (s.t. eeldusel, et funktsioon f on punkti A mingis
timbruses U; (A) diferentseeruv) saame Taylori valemist (4.9) Lagrange’i valemi (vt. teoreem

3.7)

— (X) h1+ g—‘g (X) he, kus X := (a + 60hy,b+ 6hy) mingi 6 € (0,1) korral
(4.13)
(veenduge! . (Siin B := (a + hy1,b+ hy) € Us (A) ning punkt X on punkte A ja B ithendava
sirgloigu [A, B] sisepunkt.)
Lagrange’i valemi abil toestame diferentseeruvate funktsiooni jaoks konstantsuse kritee-
riumi lahtises sidusas hulgas.
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Lemma 4.7. Kui hulk D on sidus, siis teda ei saa esitada kahe mittetihja lotkumatu lahtise
hulga (ruumi D topoloogias) tihendina.

Toestus. Olgu D = Dy UDy, kus D1 ja D5 on lahtised 16ikumatud mittetiihjad hulgad topoloo-
gilises ruumis D. Ruum D on ka lahtine ning D; ja Dy on seega kinnised ruumis D. Valime suvaliselt
A € D; ja B € Dy. Hulga D sidususe tottu leidub 16ik [t1, 2] ja pidev funktsioon f: [t1,t2] — D
nii, et f(t1) = A ja f(t2) = B.

Kuna f on pidev, siis f~1(D1) ja f~*(D2) on lahtised ja kinnised (ruumi [0,1] topoloogias),
16ikumatud ja mittetiihjad (miks?)X hulgad, kusjuures [t1,ts] = f~1(D1) U f~1(D2). Téhistame
x =sup f~1(D1). Et f~1(D) on kinnine, siis € f~1(Dy). Kui z < 1, siis hulga f~!(D;) lahtisuse
tottu leidub & nii, et (z — 8,2 + 6) C f~1(D1), mis on vastuolus sellega, et z = sup f~ (D)
(kuidas?)¥X. Seega x = 1. Analoogiliselt 1 = sup f~1(Ds) € f~1(D2). Niisiis f~1(D1)Nf~1(Ds) # 0,
millest Dy N Dy # (), vastuolu. m

Mairkus. Topoloogiliste ruumide teoorias defineeritaksegi sidus ruwm kui ruum, mis ei
ole esitatav kahe mittetiihja loikumatu lahtise hulga ithendina. Meie sidususe definitsioon
(mistahes kaks punkti on ithendatavad pideva joonega) kannaks sel juhul nime ahelsidusus
(path-connectedness). Ruumi R™ lahtiste hulkade jaoks on need kaks moistet samavéarsed,
iildiselt aga mitte.

Néide. Vaatleme ,topoloogi siinust* T = {(z,sin1) : z € (0,1]} U {(0,0)}. Hulk 7" on sidus
topoloogiliste ruumide mottes (iga lahtine hulk, mis sisaldab (0,0), peab sisaldama ka punkte iile-
jadnud osast), aga ei ole ahelsidus (nullpunkt pole hulga teiste punktidega pideva joone abil iihen-
duses).

Lemma 4.8. Mittetiihja lahtise sidusa hulga D C R™ ja punktide A,B € D korral leidub
murdjoon AX1Xs ... X, 1B selliselt, et (tdhistades Xog = A, X,, = B) iga k = 1,....n
korral [Xg_1, Xk C D.

Toestus. Olgu antud mittetiihi lahtine sidus hulk D C R™ ning A, B € D. Tahistame
Dy ={X € D : leidub hulgas D sisalduv murdjoon AX;X,...X}.

Meie eesmérk on néidata, et B € D;.

Hulk D; on lahtine (veenduge!PX. Samuti on Dy := D \ D; lahtine (veenduge! )X, kus-
juures Dy N Dy = (. lmselt Dy # () (miks?). Lemma [£.7] pohjal Dy = 0, millest D = D; ja
jarelikult B € D;. m

Lause 4.9. Olgu funktsioon w = f (x,y) diferentseeruv lahtises sidusas hulgas D. Funktsioon
f on konstantne hulgas D parajasti siis, kui

Of oy _ I

e (X) o (X) =0 iga X € D korral. (4.14)

Toestus. Tarvilikkus. Kui f on konstantne funktsioon, siis % = g—g = 0 hulgas D.

Piisavus. Eeldame, et tingimus on taidetud, ning naitame, et f on hulgas D kons-
tantne funktsioon. Fikseerime suvaliselt punkti A = (a,b) € D, olgu X = (z,y) hulga D
suvaline punkt. Uhendame need kaks punkti mingi murdjoonega AX X, ...X,,1X, mis
paikneb hulgas D (vt. lemma [4.8)). Olgu punkti X; koordinaadid z; ja v;, s.t. X; = (2, y:)
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(i=1,...,m—1). Valemi kohaselt saab igas 1oigus [AX,], [X;Xs],..., [Xn-1X]
fikseerida punkti Z4, ..., Z,, nii, et kehtivad seosed
of af
f(X0) = f(A) = 50 (@) 0"+ 5 (Za) 1S,
of of
[ (Xa) = [ (X0) = 50 (Zo) ¥ 4 5 (Z) 17,
_ _of ), Of (m)

(siin hﬁ“) ja hg) on vektori X;_;X; koordinaadid, kui tihistada Xy := A ja X, := X).
Eelduse (4.14) tottu saame nendest seostest, et

f(A):f(X1>:f(X2):-'-:f<X)-

Kuna A ja X olid valitud suvaliselt hulgas D, siis f on toepoolest konstantne funktsioon. m
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5 Ilmutamata funktsioonid

5.1 Uhe muutuja ilmutamata funktsioonid

Pideva iihe muutuja funktsiooni y = f (r) graafik zy-tasandil on pidev joon. Uldiselt esita-
takse tasandilist joont analiiiitilises geomeetrias vorrandiga

F(z,y) =0, (5.1)

kus F on mingis hulgas D C R? = {X = (z,y) | z,y € R} méidratud kahe muutuja funkt-
sioon. Koige lihtsamad sellekohased néited on sirge ja ringjoon, mis on defineeritud vastavalt
vorranditega

ar+by+c=0
ja

4yt -1 =0. (5.2)
Kiisimus on selles, kas joont (5.1)) on véimalik mingi funktsiooni f abil esitada nn.

“ilmutatud kujul” antud vorrandiga y = f(x). Sirge puhul on see ilmselt voimalik
(eeldusel, et kordaja b on nullist erinev), ringjoone puhul aga iildjuhul mitte.

Ilmutamata funktsiooni moiste. Laheneme piistitatud probleemile iildisemalt. Olgu
F mingi kahe muutuja funktsioon méa#aramispiirkonnaga D. Léhtudes vorrandist , fik-
seerime selles muutuja x véartuse £. Saame tihe tundmatuga vorrandi F' (£, y) = 0, sellel voib
olla, aga voib ka mitte olla lahendeid. Esimesel juhul on voimalik, et on kas iiks lahend voi
rohkem lahendeid. Téhistame

X:={{eR[IyeR:({y)€DjalF({y) =0}

(siin 3! tdhendab "leidub parajasti iks"), siis iga © € X korral leidub selline iiheselt méaératud
arv y =: f (z), et kehtib vordus (5.1). Nii saame iihe muutuja funktsiooni f mééramispiir-
konnaga X. Sel juhul 6eldakse, et vorrand mdadrab funktsiooni f : X — R ilmutamata
(implicit) kujul.

Antud vorrandi puhul esitame koigepealt kiisimuse, kas vorrand (5.1) m#drab
ilmutamata funktsiooni f?7 Teiseks, kui ilmutamata funktsioon on téepoolest olemas,
siis kiisime millistel eeldustel (funktsiooni F' suhtes) on ta pidev, millistel dife-
rentseeruv?

Lihtne néaide ringjoone vorrandist iitleb, et iildise probleemiasetuse juures on posi-
tiivne vastus esimesele kiisimusele iildjuhul vihetoendone: kui funktsiooni F (z,y) := % +
y* — r? vaadelda tema "moistlikus” médramispiirkonnas D := {(z,y) € R* | —r < z,y < r}
(kui (z,y) € RE\ D, siis vorrandil ei ole iildse lahendeid), siis koosneb hulk X vorrandi
puhul kahest arvust r ja —r. Seevastu, kui votta médramispiirkonnaks

Dy:={(z,y) eR*| —r<az<r,0<y<r}

VOl
DQ::{(x,y)€R2|—r<x<r, —réyéO},
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siis on vastus esimesele kiisimusele positiivne, kusjuures ilmutamata funktsiooni f; (z) =

Vr? — 22 (vastavalt fo () = —v/r? — 22) méddramispiirkonnaks on 16ik [—r, 7].

Seda néidet silmas pidades piitiame eelpool piistitatud probleeme lahendada lokaalselt.
Fikseerime punkti A = (a,b), mis rahuldab vorrandit (5.1)) (s.t. F'(a,b) = 0), ning piitiame
leida niisugust ristkiilikut

Kso (A) ={X=(z,y)|a—d<zx<a+d,b—0o<y<b+o},

et iga € (a — d,a+ ¢) puhul leidub parajasti iiks f (x) :=y € (b— 0,b+ o) omadusega
F(x,y) = 0. Sel juhul iitleme, et vorrand (5.1) middrab ristkilikus Ks, (A) idmutamata
funk:tszoom f:(a—9d,a+9d) — R.

Teoreem 5.1. (ilmutamata funktsioonide pohiteoreem). Eeldame, et kahe muutuja
funktsioon w = F (z,y) rahuldab punktis A = (a,b) jdrgmisi tingimusi:
1° punktil A on niisugune iimbrus Uy (A), milles funktsioon F on pidev ja tal on selles
timbruses pidev osatuletis dF
2 F(A)=0,
P G (A) #0.
Siis leiduvad sellised arvud 0,0 > 0, et vorrand mdadrab ristkilikus Ks, (A) ilmutamata
funktsiooni y = f (), mis on pidev vahemikus (a — 0,a + §).
Kui lisaks eeldustele 1° - & on tdidetud tingimus
4° hulgas Uy (A) on funktsioonil F pidev osatuletis 8F
siis funktsioon f on vahemikus (a — 6,a + §) pzdevalt dzferentseeruv ning

B S @)
PO ==ar )y

Teoreemi [5.1] pohivéite saab kirja panna ka kujul

(5.3)

30,0 >0, 3f:Us(a) > U,(b) : VY(z,y) € Ks5,(A) F(z,y) =0 < y= f(z).

Toestus. Eeldame, et tingimused 1° - 3% on téidetud, olgu konkreetsuse mottes %—5 (A) >
0. Kuna ‘ZF on pidev, siis leidub punktil A selline imbrus Uy, (A) C Uy (A), et %—5 (X) >0
iga X = (x y) € Uy, (A) korral (pohjendage! K. Valime o > 0 nii véikese, et kinnine ruut
K, (A) == {(v,y)|la—oc<xr<a+0o,b—0<y<b+o} sisalduks ringis Uy, (A) (poh-
jendage niisuguse valiku voimalikkust!)PX. Siis iga fikseeritud ¢ € [a — 0,a + o] puhul on
tihe muutuja funktsioon F'(§,y) 16igus [b — 0,b + o] rangelt kasvav (pohjendage! K. Eriju-
hul, kui £ = a, saame seosega ¢ (y) := F (a,y) méadratud rangelt kasvava funktsiooni g :
[b—0,b+ o] — R. Kuna eelduse 2° pohjal g (b) = 0, siis g (b—0) < 0ja g(b+ o) > 0.

Moodustame niitid funktsioonid v; ja vy seostega vy (x) = F (x,b—0) ja vy(x) :=
F(x,b+ o). Molemad on 16igus [a — 0,a + o] pidevad (pohjendage! X, kusjuures vy (a) =
glb—0o) < 0jawvy(a) = gb+o) > 0. Seetdttu leiduvad punktil a sellised timbrused
Us, (a) = (a — 01,0+ 61) ning Us, (a) = (a — da,a + 02), et vy (z) < 0 iga = € Uy, (a) kor-
ral ning vy (z) > 0 iga x € Uy, (a) korral (pohjendage! pX. Tahistame ¢ := min {dy,02} ja
moodustame ristkiiliku K5, (A).



46 5 Ilmutamata funktsioonid

Néitame esiteks, et vorrand F (z,y) = 0 médrab ristkiilikus K;, (A) ilmutamata funkt-
siooni. Olgu ¢ suvaline punkt vahemikus (a — d,a + §), vaatleme xy-tasandil vertikaalset
16iku, mille otspunktid on (§,b — o) ja (£, b + o), ning sellel maaratud argumendist y soltuvat
funktsiooni F' (£, y) =: g¢ (y). Funktsioon g¢ on 16igus [b — o, b + o] pidev (pohjendage! X ja
1oigu otspunktides on tal erimérgilised vaartused. Bolzano-Cauchy teoreemi pohjal leidub
selline punkt n € (b—o0,b+0), et F(§,n) = ge¢ (n) = 0. Seejuures on 7 iitheselt médratud,
see tuleneb faktist, et g on rangelt kasvav funktsioon. Seega saame funktsiooni y = f (),
mis on médratud vahemikus (a — d,a + 9) ja seab igale arvule £ € (a — §,a + ) vastavusse
arvun € (b— o,b+ o). Definitsiooni kohaselt tdhendab see, et vorrand F' (x,y) = 0 méédrab
ilmutamata funktsiooni f ristkiilikus K, (A). Paneme tédhele, et f (a) = b (selgitage! K.

Teiseks niitame, et ilmutamata funktsioon f on pidev vahemikus (a — d,a + 9). Koige-
pealt veendume, et f on pidev punktis a. See tuleneb vahetult eelnenud arutelust. Nimelt
jaab senine arutelu kehtima iga vaiksema ristkiiliku puhul, mille keskpunktiks on A. Seega,
kui votame o asemel suvalise positiivse arvu e, kus € < o, siis valime (samamoodi nagu
eespool) positiivse 0’ < 0 nii, et iga = € (a — &', a + ¢’) korral vastaks talle tiheselt mééaratud
y € (b—¢e,b+¢) omadusega F (z,y) = 0. Selge, et y = f (z) (pShjendage! K. Niisiis,

Ve>030>0:z€(a—0,a+d)= f(x)e(b—eb+e),

s.t. f on pidev punktis a.

Kui z on suvaline punkt vahemikust (a — 0, a + 0), siis kordame eelnevat arutelu, asen-
dades punkti A punktiga X := (z, f (z)) . Lihtne on veenduda, et kuna X on lahtise hulga
Uy, (A) punkt, siis leidub tal imbrus Uy (X) C Uy, (A) ning selles timbruses on taidetud
tingimused 1° - 3°. Eelneva arutelu pohjal on f pidev suvalises punktis x € (a — d,a + 6).

Kolmandaks niitame, et kui kehtivad tingimused 1° - 49, siis ilmutamata funktsioon f
on vahemikus (a — §,a + 0) diferentseeruv. Olgu = vahemiku (a — 9, a + §) suvaline punkt ja
olgu h argumendi muut punktis z, talle vastab funktsiooni muut Ay := f(x + h) — f (x).
Kuna y + Ay = f (z + h), siis F (x + h,y + Ay) = 0.

Vaatleme kahe muutuja funktsiooni F' muutu punktis (x,y), mis vastab argumentide
muutudele h ja Ay :

AF =F(x+h,y+ Ay)— F(z,y) =0—-0=0.
Teisalt saame Lagrange’i keskvddrtusteoreemi abil sobivalt valitud 6,6, € (0, 1) korral

0= (F(z+hy+Ay) —F(z,y+Ay))+ (F(x,y + Ay) — F (z,y))

OF OF
= %(m+01h,y+Ay)h+a—y(m,y—k%Ay)Ay,

(kontrollige! "X, millest tuleneb
Ay _%—i(x+01h,y+Ay)

he BB (g + 6Ay)

(5.4)

Kui h — 0, siis Ay — 0 ja funktsioonide ‘3—5 ning %—5 pidevuse tottu

( 5 (@, f (@)

oOF
/ — lim =2 = _% x??’/) _
o= Ty L f(0)
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(peame silmas, et %—5 (x,y) # 0 jay = f(x)). Seejuures on tuletis f" pidev punktis =
(pohjendage! M. m

Markus. Kui eeldada, et teoreemi eelduses 1° on osatuletis 88—5 asendatud osatuleti-

sega P‘g—i ja eelduse 3° asemel votta tingimus

3% G (A) #0,

'

siis médrab vorrand ([5.1)) ristkiilikus K, (A) pideva ilmutamata funktsiooni x = ¢ (y), mis

pideva osatuletise 86—5 olemasolu korral on vahemikus (b — o,b+ o) pidevalt diferentseeruv.
Seejuures
90’ (y) = _M (5.5)
5 (v (). y)

5.2 Joone isearased punktid, nende liigid

Tasandilist joont nimetatakse siledaks, kui tal on pidevalt muutuv puutuja. Kui joon on
antud vorrandiga y = f (z) (z € [a,b]), siis tema siledus tdhendab funktsiooni f’ pidevust.
Teisi sonu, vorrandiga y = f (z) méératud joon on sile parajasti siis, kui funktsioon f on
pidevalt diferentseeruv.

Joone puutuja. Olgu kahe muutuja funktsiooni F' korral punktis A taidetud teoreemi
tingimused 1° ja 2° ning veel kas 3° voi 3%. Sel juhul méirab vorrand punkti A
libiva sileda joone, mille saab esitada kas vorrandiga y = f (x) (kui on tédidetud 3%) voi
r = ¢ (y) (kui kehtib 3%°). Kui X = (z,y) on selle joone punkt, siis selles punktis joonele
voetud puutuja vorrand on vastavalt

YV —y=[f(2)(X —2) voi X —x = ¢ (y) (Y — )

(siin on X ja Y puutuja suvalise punkti koordinaadid). Need kaks vorrandit saab esitada

seoste (5.3) ja (5.5) abil iihe vorrandiga:

O (o) <X_x>+g—§<x,y> (Y — ) =0 (5.6)

(kontrollige! )X«

Vaatleme niitid olukorda, kus ¢1, ps: [, ] — R on diferentseeruvad funktsioonid ning
to € (v, B), kusjuures ¢ (tg)* + ©h(tg)*> > 0. Sel juhul joone

Tr = 901(75)’
{ y = pa(t), P&l

punktis A = (p1(to), p2(to)) tommatud puutuja sihivektor on (¢ (o), ©5(to)).

Toepoolest, olgu F(z,t) = x — ¢1(t). Tahistame zg = 1 (t). Juhul ¢} (tg) # 0 teoreemi
tingimused on tdidetud (kui ¢ (ty) = 0, siis kasutame G(y,t) = y — pa(t)) (selgitagelX).
Niisiis leiduvad arvud 0,0 > 0 ja funktsioon ¢: (xg — 0,29 + ) — (ty — 0,19 + 0), et iga
(x,t) € (xg — d, 20+ &) X (to — 0,tg + o) korral kehtib x = ¢4 (¢) parajasti siis, kui ¢ = ¢(x).
Saame, et y = o(t) = po(¢(x)). Sealjuures '(z) = m (veendugelX). Tahistades
f = @21, paneme téhele, et otsitava puutuja sihivektor punktis A on (1, f'(x()), mis on
kollineaarne vektoriga (¢ (to), ¢5(to)) (veendugeX).
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Joone harilikud ja isedrased punktid. Joone F' (z,y) = 0 neid punkte X = (z,y),
kus on tiidetud kas 3° voi 3% (s.t. osatuletised %—5 (z,y) ja 2 (2, y) ei ole molemad vordsed
nulliga), nimetatakse selle joone harilikeks punktideks. Joonel on igas tema harilikus punktis
puutuja, mille saab esitada vorrandiga . Joone neid punkte X = (z,y), mille korral

%—5 (x,y) = g—i (x,y) = 0, nimetatakse tema isedrasteks punktideks.

Niide 5.1. Leiame ringjoone x? + y? = r? puutuja vorrandi. Tdhistame F(z,y) ==
2% +y? — r?, siis
oF oF
% (-T,y) =2z ja 8_y (3;73/) = 2y7

seega ei ole ringjoonel isedraseid punkte. Vastavalt valemile (5.6 saame ringjoone punktis
X puutuja esitada vorrandiga

20 (X —2)+2y (Y —y)=0

ehk 2 X — 22+ yY —9y? =0, s.t.
X +yY =12

Uurime jargnevas vorrandit (5.1) selle vorrandiga méairatud joone isedrase
punkti timbruses. Niisiis, olgu A = (a,b) joone F'(z,y) = 0 isedrane punkt, s.t. ‘?9—5 (A)
= 9E (A) = 0, siis teoreem ei kehti. Me eeldame lisaks, et funktsioon I on punktis A
kaks korda diferentseeruv ning d*F (A) # 0.

Kui oletada, et vorrand madrab punkti A ldbiva sileda joone, mida saab kirjeldada
parameetriliste vorranditega © = x (t), y = y (t), siis F' (z (t),y (t)) = 0 ja vorrandi vasakut
poolt saab vaadelda muutuja ¢ liitfunktsioonina, tdhistame g (t) := F (z (t),y (t)). Oletame

veelgi enam, et funktsioonid x = x(t) jay = y(t) on kaks korda diferentseeruvad ning

arvutame oF OF
d2g:g”(t)dt2:d2F+—d2x—i——d2y
ox y

(vrd. punkt 4.2). Kohal A on parempoolses avaldises teine ja kolmas liige vordsed nulliga,
seega saame seose

OPF O*F O*F
) (A)da® +2 32y (A) dedy + — (A) dy*.

2 2
d°g=dp\F = 0y

Téhistame B := ‘3275 (A), C:= % (A) ja D := %271; (A) ning vaatleme tingimust

Bdx?* + 2Cdxdy + Ddy? = 0,

Kordajad B,C ja D ei ole koik nullid, sest me eeldasime, et d?F (A) # 0. Olgu niiteks
D # 0, tdhistame m := j—g (see on vaadeldava joone puutuja z-telje suhtes voetud téusunurga
tangens), siis saame vorrandi

B +20m + Dm?* = 0. (5.7)

Sellel vorrandil on pohimotteliselt kaks lahendit my ja mo, need voivad olla kas
1) komplekssed (s.t. mittereaalsed), kui vorrandi diskriminant d := C? — BD < 0,
2) reaalsed ja erinevad, kui d > 0, voi
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3) reaalsed ja vordsed, kui d = 0.
Geomeetriliselt koneldes tdhendab see, et kui vorrand F' (z,y) = 0 méérab sileda joone, siis

sellel joonel on vaadeldavas isedrases punktis A kaks puutujat, mis voivad olla ka imaginaar-
sed (juht 1)) voi kokkulangevad (juht 3)).

Vaatleme ldhemalt juhtu d > 0. Niisiis, me eeldame, et vorrandil (5.7 on kaks erinevat

reaalset lahendit m; ja mso. Avaldiste lihtsustamiseks eeldame, et A = (0,0) (see ei ole
kitsendus, sobiva muutujavahetusega on seda voimalik saavutada). Taylori valemi kohaselt
oF oF
F =F(0 — (0 — (0
@) = F0)+ (5o 00+ 5 0)
1 (0*F O*F 0°F
— | == (0) 2% +2 0 —(0)y°
ti (G @+ 250 @+ S5 0)12) 4

(selgitage! K, kus liH(l) 9 =0jar:=|(z,y)| . Pidades silmas, et F (0) = 2£ (0) = 2£ (0) = 0,
r—

saame vorduse

F(z,y) = = (B2® + 2Czy + Dy’) + . (5.8)

DO | —

Toome seosega
y=(mi+2)z (5.9)

sisse uue muutja z, siis  # 0 korral
1
F(x,(m +2)z) = 53:2 (B+2C (mq+2)+ D (my —1—2)2) +a

= z? <C’z+Dz (m1+z> —|—g>
2 x?

= 2?x (1, 2) (5.10)
(kontrollige! X, kus
z a
X (z,2):=Cz+ Dz <m1 + 5) + el

Kui vaadata funktsiooni y argumente x ja z soltumatute muutujatena, siis

a x4 y?

. a T g 2\
=M e i () =0
(peame silmas, et kui x — 0, siis y = (m; + z)x — 0). Seega, kui defineerime y (0) :=

( lign X (z, z) = 0, siis funktsioon x on pidev punktis 0 ja ka selle punkti teatavas imbruses
z,z2)—0

(selgitage! K.

Rakendame niiiid Taylori valemit funktsioonile %—’Z punktis O :
oF oF O*F O*F
— =—(0)+—-—1(0 — (0
3y (z,9) ay()+aya$()x+ay2()y+ﬁ

=Cx+ Dy + 0,

kus lim% = 0 (selgitage! X, Siit saame liitfunktsiooni diferentseerimise reeglite kohaselt

r—0
(vrd. (5-10))

dx 1 0F 1
&(x,z)—ﬁa—y(x,(ml%—z)x)x— ;(C’az—i—D(ml—i-z)x—i-ﬁ)
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ehk
ox

0z
. B8 8 V4. 5\/ 2 v 1. .
seejuures ;lcli%z - }EIL% Jorr hm— 1+ 1+ (my+2)° = 0. Jarelikult, kui defi-
neerime g—l‘ (0) := (Jggo 6"8”; 2 — C+ D (m1 + z), siis g
selle punkti mingis imbruses.
Vorrandist |D tuleneb my + my = —2% (selgitage! X, siit

%(0) _ —g(m1+m2)+pm1 :?(ml—mg £0.
Rakendame funktsioonile x teoreemi[5.1|ning sellele jargnevat mérkust, nende pohjal méarab
ta punkti O imbruses muutuja z argumendi x pideva funktsioonina, s.t. z = 21 (x), kusjuures
21 (0) = 0. Arvestades seost (5.9), saame vorrandile F' (x,y) = 0 iihe pideva lahendi kujul

y = (mq1+ z (z)) z. Kuna

(:L‘,z):C'+D(m1+Z)+§>

on pidev punktis 0 ning seega ka

Y _
Y (0) = 91512(1)5 =my + 1111(1)21 (x) =my,

siis selle lahendi y = (m; + z; (z)) « graafikul on punktis 0 puutuja, mille tdusunurga tangens
on m;y.

Vottes seoses m;y asemel my ning korrates sama arutelu, saame vorrandile F (z,y) =
0 teise pideva lahendi y = (my + 29 (z)) x, mille puutuja tousunurga tangens punktis 0 on
mo.

Kokkuvotteks. Kui vorrandi diskriminant d on positiivne, siis joone F (z,y) = 0
isedirasel punktil A on selline timbrus, milles vorrand F' (x,y) = 0 méiédrab kaks erinevat sile-
dat ilmutamata funktsiooni, kusjuures punktis A on nende funktsioonide graafikutel erinevad
puutujad. Seda punkti A nimetatakse joone F' (x,y) = 0 solmpunktiks.

Vaatleme ka juhtu d < 0. Siis saab vordus Bx?+2Cxy + Dy? = 0 kehtida vaid punktis
0 (selgitage!PH. Teeme seoses ((5.8) muutujate vahetuse z = rcosf, y = rsinf, saame
vorduse

1
F(z,y) = §r2 (Bcos® 0 + 2C cosfsinf + Dsin®6) + a,

milles sulgudes olev avaldis on muutuja € suhtes 16igus [0, 27| pidev funktsioon. Olgu

1
k= 1 min |B cos
siis k # 0. Kui r > 0 on nii véike, et I < k (pohjendage sellise valiku voimalikkust! )X, siis

|F (x,y)| > —TQ‘BCOS 6 + 2C cos §sin @ + D sin® 9| o

> 2kr? — kr? = kr?.

Téhendab, punktil 0 leidub selline timbrus, kus vorrandil F' (x,y) = 0 on vaid null-lahend.
Sel juhul nimetatakse punkti 0 joone F'(x,y) = 0 isoleeritud punktiks.

Juhul d = 0 saab néidata, et A on kas isoleeritud punkt voi koosneb vaadeldav joon
punkti A iimbruses kahest siledast koverast, millel on punktis A iihine puutuja. Viimasel
juhul nimetatakse punkti A joone F (z,y) = 0 tagasipéérdepunktiks.
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5.3 Mitme muutuja ilmutamata funktsioonid

Olgu kolme muutuja funktsioon w = F'(x,y, z) médratud risttahukas

K, 526 (A) =
{X:(m,y,z)€R3|a—5l<x<a+5l, b—52<y<b+52,a3—6<z<a3+5}

keskpunktiga A = (a, b, ¢). Kui vorrandil
F(z,y,z)=0 (5.11)
on iga punkti (z,y) korral ristkiilikust
Ks 5, (A ={(z,y) |a—d <z <a+d, b—0h <y<b+d}

olemas iiheselt méadratud lahend z = f (x,y), siis 6eldakse, et vorrand (5.11)) méaédrab ristta-
hukas Ky, 5,5, (A) muutuja z muutujate = ja y ilmutamata funktsioonina ehk, teisiti véljen-
dudes, kahe muutuja funktsioon f on ilmutamata kujul antud vorrandiga ((5.11)).

Teoreem 5.2. Eeldame, et kolme muutuja funktsioon w = F (z,y, z) rahuldab punktis A =
(a,b,c) jargmisi tingimusi:
1° punktil A leidub niisugune imbrus Uy (A), milles funktsioon F on pidev ja tal on selles

timbruses pidev osatuletis %—F,
z

P F(A) =0,
P LA o,
Siis saab leida sellise risttahuka Ks, 5,5 (A) C Up (A), milles vorrand mdadrab pideva
ilmutamata funktsiooni z = f (x,vy), kusjuures f (a,b) = c.

Kui lisaks eeldustele 1° - $ on tdidetud veel tingimus
4° hulgas Uy (A) on funktsioonil F pidev osatuletis 25

oz’
siis on funktsioonil f ristkilikus Ks, 5, (A’) pidev osatuletis

0 5 @y, f (z,
o (z,y) = -2 (@9, f (2,9)) (5.12)
Oz E<x7y7f($ay>>
Kui lisaks eeldustele 1° - & on tdidetud tingimus
5 hulgas Uy (A) on funktsioonil F' pidev osatuletis %—5,
siis on funktsioonil f ristkiilikus Ks, s, (A’) pidev osatuletis
Gy @y, f 2y

O (o,y) = -2 0 (@) (5.13)
ay E(xmymf(‘r?y))

Vorrand ((5.11])) méirab ruumis R3 teatava pinna. Kui selle pinna igas punktis on olemas

pidevalt muutuv puutujatasand, siis 6eldakse, et see pind on sile. [Imutatud kujul vorrandiga

z = f(z,y) esitatud pind on sile, kui eksisteerivad pidevad osatuletised g—ﬁ ja g—g. Sellele

pinnale punktis X = (z,y, z) voetud puutujatasandi vorrand on
of af

Z—Z:%(l‘,y)(X_x>+6_y(xay)(Y_y>7
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kus X, Y ja Z on puutujatasandi suvalise punkti koordinaadid. Pidades silmas seoseid (5.12]),
on siit lihtne saada puutujatasandi vorrandiks

g—i(a:,y,z) (X—x)—l—g—g(x,y,z) (Y—y)—kaa—j(x,y,z) (Z—-2)=0 (5.14)

(kontrollige! PX. Pinna F'(x,y,z) = 0 neid punkte, kus koik osatuletised %—5, %—5 ja %—f ei

ole korraga nullid, nimetatakse harilikeks, iilejadnud isearasteks punktideks. Kokkuvottes:
pinnal F'(x,y,z) = 0 on igas tema harilikus punktis puutujatasand ([5.14)).

5.4 Vorrandisiisteemiga mairatud ilmutamata funktsioonid

Ruumis R? voib joon olla antud kahe pinna loikejoonena (niiteks on sirge kahe tasandi
16ikejoon). Seega saab ruumilise kovera esitada {ildjuhul vorrandisiisteemiga

F (I’ y7 Z) - 0’
5.15
{G(x,y,z):O, (5.15)
kus F' ja G on mingis lahtises hulgas méaratud kolme muutuja funktsioonid.

Olgu antud siisteem (5.15)) ning rahuldagu punkt A = (a,b, c) seda stisteemi. Kui iga
x € (a —d0,a+ 9) korral on ristkiilikus

Ky g (A”) = {(y,2) | b= <y<b+d, c—d' <z<c+d")
keskpunktiga A" := (b, ¢) olemas selle siisteemi tihene lahend
y= (@), z=tg().
siis Oeldakse, et vorrandististeem mddrab risttahukas
Ksysr (A) :={(z,y,2) |la—d <z <a+0d, b—0<y<b+d, c—0"<z<c+"}
muutujad y ja z muutuja x ilmutamata funktsioonina. Meie eesmérk on kindlaks teha, mil-

listel tingimustel funktsioonide F' ja G osas sellised ilmutamata funktsioonid f ja g olemas
on.

Vaatleme osatuletiste maatriksit
oF 9F OF
( ox 0 Oz )
oG 9G  9G
ja téhistame punkti A = (a, b, ¢) korral determinandi

J(A)::'%—WA) %—F(A)«

5 (a) 99 (a)
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Teoreem 5.3. FEeldame, et kolme muutuja funktsioonid F' ja G rahuldavad punktis A =
(a,b, c) jargmisi tingimusi:
1° punktil A on niisugune imbrus Uy (A), milles funktsioonid F ja G on pidevad ja neil on
pidevad osatuletised %F, ‘?91:, %S ja %f,
P FA)=0jaG(A)=0,

J(A) #0.
Siis leidub selline risttahukas Ksg 50 (A), milles vorrandisisteem (5.15) madrab pidevad il-
mutamata funktsioonid y = f (z) ja z = g (x), kusjuures f (a) = b ja g (a) =

Kui lisaks eeldustele 1° - & on tdidetud veel tingimus
4° hulgas Uy (A) on funktsioonidel F ja G pidevad osatuletzsed ja %f,

siis on funktsioonid f ja g wvahemikus (a — 0,a + 9) dzferentseeruvad ning

o EOEO-EXE® B -FXEX
) | TX) ’
(5.16)

kus X := (Z’, f (.23) , g (.CE)) € K(g,(;/,g// (A) .

Toestus. Kuna J (A) # 0, siis on selle determinandi teise veeru elementidest vihemalt
iiks nullist erinev, olgu 25 (A) # 0. Vaatleme vorrandit F (z,y, z) = 0 teoreemi konteks—
tis, selle teoreemi tingimused 1° - 3° ja 5° on téidetud (kontrollige!)". Teoreemi [5.2| kohaselt
saab moodustada niisuguse risttahuka K,, 5, » (A) C Uy (A), milles vorrand F' (z,y,2) = 0
médrab muutuja z muutujate x ja y pideva ilmutamata funktsioonina z = ¢ (x, y) ristkiilikus
K, 5, (A7), kus A’ := (a,b) . See funktsioon rahuldab tingimust ¢ (a,b) = ¢ ja tal on hulgas
K, 5, (A') pidev osatuletis

oF
a(p ay (Q)
— (z,y) = 5.17
kus Q = (z,y,¢ (z,y)). Vaadeldavas risttahukas K 02,0 (A) vOime seega siisteemi ([5.15
vorrandi F' (z,y,2z) = 0 asendada vorrandiga z = ¢ (z,y), siis saame siisteemiga ([5.15

samavaarse siisteemi
z=¢(x,9),
G(z,y,z) =0.
Asendame muutuja z esimesest vorrandist teise ja tahistame ¥ (z,y) := G (z,y, ¢ (z,y)), siis
oleme esialgse siisteemi teisendanud kujule

{2=¢@w%
U (xz,y) =0.

Veendume, et kahe muutuja funktsioon ¥ rahuldab teoreemi eeldusi 1° - 3%, Esiteks,
kuna ¢ ja G on pidevad funktsioonid, siis funktsioon ¥ on pidev hulgas K, ,, (A’), veelgi
enam, tal on pidev osatuletis 6‘1’ = % 4 %G 0 22 (selgitage! DX Seosest ((5.17]) saame, et

0z Jy
OV 1 (06 (OF o 96 0 OF (N J(Q
%= g (ay @ @-F @ @)= d e
kus Q = (z,y, ¢ (z,y)). Teiseks, ¥ (a,b) = G (a,b,¢ (a,b)) = G (a,b,c) = 0 ja, kolmandaks,
Ov J(A)

a_y(a’ ):_8_F(A)7é

0z
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(vrd. (5.18)). Teoreemi pohjal saab leida niisuguse ristkiiliku Ksg (A') C K,y 0, (A'),
milles 5 on nullist erinev ja vorrand V¥ (z,y) = 0 méérab ilmutamata funktsiooni y = f (x).
See on vahemikus (@ — d,a + J) pidev ning rahuldab tingimust b = f (a). Votame 0" := o

ja moodustame risttahuka K5 5 (A). Selles on esialgne vorrandisiisteem ([5.15) samavéérne

slisteemiga
{z:www%
y=1[(z).

Asendades muutuja y teisest vorrandist esimesse, saame eelmisega samavéérse siisteemi

{yzf@%

z=g(x),

kus g (z) == ¢ (2, f(2)) (x € (a —6d,a+6)). Seejuures on f ja g vahemikus (a — J,a + 9)
pidevad ning rahuldavad tingimust f(a) = b ja g(a) = c¢ (kontrollige!PX. Esimene osa
vaitest on toestatud.

Teise osa toestuseks eeldame, et kehtib veel ka tingimus 4°, s.t. hulgas Uy (A) on olemas
pidevad osatuletised £ ja 2. Rakendades (nii nagu eespool) vorrandile F (z,y,z) = 0
teoreemi 5.2, paneme tihele, et niiiid on tdidetud ka selle teoreemi eeldus 4°, mistottu lisaks
valemile kehtib ilmutamata funktsiooni z = ¢ (z,y) jaoks ka valem

R 1)

kus Q = (z,y, ¢ (x,v)) € Ky 5p0 (A). Arvutame

ov oG oG 9,
o @) =5 Q)+ T Q) F (0,y)

g (@5 @- T @5 @).
0z

Vorrandi V¥ (z,y) = 0 jaoks on niitid tdidetud ka teoreemi tingimus 4%, mistottu ilmu-
tamata funktsioon f, mille see vorrand méérab, on oma méadramispiirkonnas (a — 6, a + J)
diferentseeruv ning

! _ ox — oz 0z Oz ox
PO == 5 ) TX)

(Vrd‘ )7 kus X := (‘7;7 f (‘T) P ('Tu f (I))) € K5,6’,6” (A) Siit tuleneb ka funktsiooni g

diferentseeruvus ja valem

oy O O oy X)) 5 (X)) 5 X) 88 (X) - 42 (X) 5 (X)
g(w)—%(x,f(:v)Ha—y(,(ﬂs))f(w)——%_f(x)—%_i<x)"’ S 1o VR
) (X)) - 85 (X) 52 (X)
- J(X)

(kontrollige! . Teoreem on toestatud. m
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Me sonastame jargnevalt analoogilise véite vorrandisiisteemiga maaratud ilmuta-
mata mitme muutuja funktsioonide jaoks. Selleks vajame funktsionaaldeterminan-
te.

Olgu hulgas D € R™ antud m funktsiooni

wr = fl (x17"'7xm)7
Wy = f2 (xlw"axm)v
Wiy = [ (X1, 00, T

Moodustame nn. Jacobi maatriksi

ofh  Af on

ox1 0z Tt Ox

92 Of2 ofs

oz Oxo T Oxm ,
Ofm  Ofm fm

oz Oxo T Oxm

eeldades, et koik selles esinevad osatuletised eksisteerivad ja on méaaratud hulgas D. Selle
maatriksi determinanti nimetatakse funktsionaaldeterminandiks, Jacobi determinandiks ehk
jakobiaaniks ja téhistatakse kas F2=L20 voi lihtsalt J.

Teoreem 5.4. Vaatleme stisteemi

Fi(z1, . T Y1y Yn) = 0,
Fy(xy, .. ;1,5 Yn) =0, (5.19)
Fo(z1,. . T Y1,y yn) =0,

kus m + n muutuja funktsioonid Fi, ..., F, rahuldavad punktis A = (ay ..., am;b1,...,by)
7argmist tingimusi:

1° punktil A on ruumis R™™ niisugune imbrus Uy (A), milles funktsioonid F, ..., F, on
pidevad ja neil on muutujate yy, ..., y, jargi pidevad osatuletised ?)5? (1,7=1,...,n),
J

P FE(A)=0(@G=1,...,n),
P T (A) = Frt==d (A) £ 0.
Siis saab leida punkti A sellise imbruse, milles vorrandisisteem (5.19) mddrab muutujad

Y1, - - -, Yn muutujate T, ..., T, imutamata funktsioonidena, s.t.

yl:f1($17"'axm)7
yQZfQ(xl,...,l'm),

yn == fn('xb"'amm)a
kusjuures b; = f; (a1, ...,ay) (i =1,...,n) ja funktsioonid f1,..., f, on punkti (ai,...,ay)
teatavas timbruses pidevad.
Kui lisaks eeldustele 1° - 3° on tdidetud veel tingimus
4% hulgas Uy (A) on funktsioonidel Fy, ..., F, muutujate x1, ..., T, jirgi pidevad osatuletised

Ch(i=1,m; I=1,...,m),
siis funktsioonidel fi,..., fn on punkti (ai,...,a,) teatavas tumbruses pidevad osatuletised

afi 1 '
We(i=1,...,n; 1=1,...,m).
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6 Mitme muutuja funktsioonide ekstreemumid

6.1 Mitme muutuja funktsioonide lokaalsed ekstreemumid

Lokaalse ekstreemumi moiste. Olgu antud m muutuja funktsioon w = f(z1,...,2,)
ning olgu A tema madramispiirkonna sisepunkt.

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis A (range) lokaalne maksimum ((strict) local maxi-
mum, relative mazimum), kui leidub arv § > 0 selliselt, et

FX)SrA) VX eUs(A) {A).

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis A (range) lokaalne miinimum, kui leidub arv § > 0
selliselt, et

FX) S FA) YX U (A)\ {A).

Tarvilik tingimus lokaalse ekstreemumi olemasoluks. Olgu funktsioonil f punktis
A lokaalne ekstreemum (s.o. maksimum voi miinimum). Lihtne on veenduda, et kui tal on
selles punktis mingi ¢ korral osatuletis %, SIiis % (A) = 0. Toepoolest, moodustame iihe

muutuja funktsiooni

w(x) = f(al,...,0i-1,%, 011, .., Q) ,
see on punktis a; diferentseeruv ja tal on selles punktis lokaalne ekstreemum (selgitage! ).
Selge, et %ﬂc‘?) = ¢’ (a;) = 0.
Funktsiooni statsionaarne punkt. Kui funktsioonil f on tema ekstreemumpunktis A
olemas koik osatuletised 86_9{2- (A) (i=1,...,m), siis
0 0 0
8_1{1(A)_a_ai( )—..._é(A)_O. (6.1)

Kui mingis punktis A € D on téidetud tingimus (6.1]), siis iitleme, et A on funktsiooni f
statstonaarne punkt.

Samal ajal ei pruugi funktsioonil statsionaarses punktis ekstreemumit olla. Lihtne naide
selle kohta on funktsioon w = zy ainukese statsionaarse punktiga 0, milles funktsiooni
vaartus on 0, kuid mille igas iimbruses on funktsioonil nii positiivseid kui ka negatiivseid
vaartusi. Me pilitiame jargnevalt véalja selgitada, millised on need piisavad tingimused, mis
garanteerivad m muutuja funktsiooni ekstreemumi olemasolu tema statsionaarses punktis.
Nende tingimuste kirjeldamisel on mugav kasutada lineaarsest algebrast tuntud ruutvorme.

Positiivselt (negatiivselt) médratud ruutvormid. Kuireaalarvud a;; (1,7 =1,...,m)
moodustavad siimmeetrilise maatriksi A = (a;;) (st. ay; = a;; iga @ ja k korral), siis seosega

¢ (X) = Z i TRT; (6.2)

k,i=1

madratud funktsiooni ®: R™ — R nimetatakse ruutvormiks (quadratic form). Lihtne on
kontrollida, et ®: R™ — R on pidev funktsioon (selgitage!)"X.
Oeldakse, et ruutvorm ® on
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e positiivselt madratud (positive-definite), kui ® (X) > 0 iga X € R™ \ {0} korral;

e negatiwselt madratud, kui ¢ (X) < 0iga X € R™\ {0} korral;

e mdadratud, kui ® on positiivselt voi negatiivselt méaratud;

e positiivselt poolmddratud (positive-semidefinite), kui ® (X) > 0 iga X € R™\ {0} korral;
e negatiivselt poolmddratud, kui ® (X) < 0 iga X € R™ \ {0} korral;

o mddramata (indefinite), kui leiduvad X, X" € R, et & (X) > 0 ja ¢ (X') < 0.

Saab toestada nn. Sylvesteri kriteeriumi, mille kohaselt ruutvorm ® on 1) positiiv-

selt madratud parajasti siis, kui maatriksi A koik juhtmiinorid (leading principal minors) on
positiivsed, s.t. kehtivad vorratused

a a12 . A1m
a a a
a1y a1 11 G12 Q13 Usy oy ... Qo
app > 0, a a > O, ao1 Q9 Qo3 | > O, RN . . . . > 0, (63)
21 Q22 : : . :
a31 32 Q33
Am1 Am2 ... Qmm
ja 2) negatiivselt madratud parajasti siis, kui
a1 a19 Ce A1m
ail aiz Az
0 air Qai2 0 0 1 m a1 o2 ... Q9m 0
a1 < U, a a > U, A21 Q99 Q23 | < U,..., (—) . . ) . > 0.
21 Q22 : : - :
a31 Q32 433
Am1 Am2 .. Qmm

(6.4)
Markus. Sylvesteri kriteerium ei ole timber kirjutatav poolméaratuse juhtudeks. Vaat-
leme naiteks jargmist maatriksit ja temale vastavat ruutvormi:

0 O
"4:(0 _1)7 Cb(x,y):—y2.

[mselt maatriksi A koik juhtmiinorid on mittenegatiivsed, samas ® ei ole positiivselt pool-
méadratud (selgitage! )X

Piisavad tingimused lokaalse ekstreemumi olemasoluks statsionaarses punktis.
Olgu antud f: D — R, kus D C R™.

Teoreem 6.1. Olgu f kaks korda diferentseeruv punktis A = (ay, . .., ay) ning olgu A funkt-
siooni f statsionaarne punkt. Tdhistame ®(hy, ..., hy) =37 %(A); kujutus ®: R™ —

R on ruutvorm (selgitage! M.

o Kui ® on posititvselt madratud, sits funktsioonil f on punktis A range lokaalne miini-
mum.

o Kui ® on negatiivselt mddratud, siis funktsioonil f on punktis A range lokaalne mak-
simum.

o Kui ® on mdaramata, siis funktsioonil f punktis A lokaalset ekstreemumit ei ole.
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Toestus. Olgu tédidetud teoreemi eeldused. Kuna f on punktis A kaks korda diferent-
seeruv, siis leidub arv 6 > 0, et timbruses Uyg(A) on méératud f koik osatuletised, kusjuures
nad on diferentseeruvad punktis A.

Taylori valem jadkliikmega Peano kujul (vt. teoreem [4.6| juhul n = 2) annab koondumise

i T~ (A) — daf(X—A) — ;dAf(X—A)

XA X — A =0 (6.5)

Kuna A on funktsiooni f statsionaarne punkt, siis da f = 0 (selgitage! ).
Kasutades teist jarku diferentsiaali kuju, voime kirjutada, et

(D(h,l,...,h,m): 2Af(h17---ahm>7 (hb,hm)GRm

Vaatleme juhtu, kus ruutvorm ® on maératud. Paneme téhele, et ruumi R™ iihiksfaér
S(0,1) ={X € R™: || X]| = 1} on kinnine ja tokestatud hulk (pohjendage!»X. Et ® on pidev
ruumis R™, on ka |®| pidev ruumis R™ (selgitage! K.

Weierstrassi teoreemi kohaselt saavutab hulgas S(0,1) pidev funktsioon |®| selles
hulgas oma vihima vaartuse, s.t. leidub

min {|® (T)| : |T| = 1} =: 2u. (6.6)

Paneme téhele, et p > 0. Nimelt, kui oletada, et u = 0, siis peaks leiduma Ty € S (0,1)
omadusega ¢ (T) = 0, mis ruutvormi médratuse tottu ei ole voimalik.

Koondumise (6.5)) abil (valides arvu € rolli ) leiame 6 > 0 selliselt, et iga X € Us(A)\{A}
korral

SB(X — A) —ulX — Al < [(X) ~ f(A) < J0(X~ A) + ulX ~ AJ’

(selgitage! PH. Téhistame r := || X — A]|.
Kui ® on positiivselt méératud, siis tingimuse abil saame iga X € Us(A) \ {A}

jaoks, et
X—A 5 T2 )
" —urt 2z o 2p— prt =0,

1 2
F(X) = f(A) > SO(X — A) — pr? = =0
millest f(X) > f(A). Niisiis on funktsioonil f punktis A range lokaalne miinimum.
Kui aga ® on negatiivselt méadratud, siis analoogiliselt f(X) — f(A) < 0 (iseseisvalt! "X,
millest f(X) < f(A). Seega on funktsioonil f punktis A range lokaalne maksimum.

Vaatleme niitid juhtu, kui ruutvorm ® on madramata. Sel juhul saab valida T' = (h},...,h!))
ning T” = (hY,..., A ) nii,et & (T') > 0ja ® (T”) < 0. Olgu Q' := A+sT' = (a; + shy,...,am + shl,)
ning Q" = A+ sT” = (ay +shf,...,ay, + shl), kus s > 0. Votame s nii véikese, et

Q. Q" € Uy (A). Siis seosest (6.5)) saame

F(Q)~ F(A)= Ld4T(Q ~ A) +0f = L0 (T) +af,

F(QY)~ F(A) = 50T (Q —A) +0f = L0 (T) +of,
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kus
/ "
lim—2 =0 ja lim— =0
s—0 52 s—0 32

(selgitage! ). Téhendab,

lim f(Q/> — f(A) — 1(1) (T/) >0 ja ll_r)% f (QH) — f (A> _ 1(1) (T//)

5—0 52 2 52 2 <0

Siit jareldub (selgitagePX), et punkti A igas timbruses on punkte Q' ja Q”, mille puhul
f(Q)—f(A) >0 ning f(Q")—f(A) < 0. Seega ei ole punktis A lokaalset ekstreemumit.
|

Paneme tédhele, et kuna toestuses laks tarvis tingimust g > 0, mis saadi ruutvormi ¢
méadratuse tottu, pole teoreemi analoogiliselt voimalik toestada juhul, kui ® on positiivselt
voi negatiivselt poolmadratud.

Eelpooltoodud Sylvesteri kriteeriumi kohaselt on funktsioonil f statsionaarses punktis A
lokaalne maksimum, kui ruutvorm rahuldab tingimust (6.4), ning lokaalne miinimum,
kui kehtib . Kahe muutuja funktsiooni puhul saame jargmise vaite.

Jareldus 6.2. Kaks korda diferentseeruval kahe muutuja funktsioonilw = f (x,y) on statsio-
naarses punktis A = (a,b) lokaalne ekstreemum, kui ajjasy — a%Q > 0. Juhul a7 > 0 on
funktsioonil f selles punktis lokaalne miinimum, juhul a1; < 0 aga lokaalne maksimum. Kui
apaoy — a3y < 0, siis funktsioonil f punktis A ekstreemumit ei ole.

Toestus. Kontrollimist vajab vaid viimane véide, iilejadnud jarelduvad vahetult teo-
reemist . Olgu ajjas — a2, < 0, vaatleme algul juhtu, kus a;; # 0. Siis ruutvormi
D (hy, hy) = ay1h? + 2a19h1hy + agxh? saab kirjutada kujul

d (hl, hg) = CLLH ((a11h1 + a12h2)2 + (CL116L22 — CL%Q) hg) .
Kui votta hy # 0 ja he = 0, siis ruutvormi mérk on sama mis arvul a;;. Kui aga hy := —%2h,
ja hg # 0, siis on ruutvormi mérk vastupidine arvu a;; mérgile. Seega on ruutvorm &
madramata. Sama tulemuse saame juhul asy # 0.
Olgu aj; = ag = 0, siis ajp # 0 ja ruutvorm on kujul ® (hy, hy) = 2a12hihy ning seega
maaramata. m

Jareldus 6.3. Kaks korda diferentseeruval tihe muutuja funktsioonil y = f (x) on statsio-
naarses punktis a juhul ay; > 0 lokaalne mitnimum, juhul a1y < 0 aga lokaalne maksimum.

6.2 Tinglik ekstreemum

Praktiliste ekstreemumi leidmise iilesannetena on koige sagedasemad sedalaadi probleemid,
kus tuleb leida mitme muutuja funktsiooni ekstreemum teatavaid lisatingimusi rahuldavate
punktide hulgas. Tapsemalt, olgu w = f (z1,...,x,,) mingi m muutuja funktsioon ja olgu
antud teatav tingimuste komplekt

F1 (wl,...,xm)

FQ($1,---,$m): ’ (67)
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kus r < m. Olgu A = (ay,...,a,) niisugune punkt funktsiooni f mé#ramispiirkonnas, mis
rahuldab tingimust (6.7)), s.t. F; (a1,...,a,) =0igai = 1,...,r korral. Kui punktil A leidub
selline imbrus Us (A) et

f(A) < f(X) iga X € Us (A) puhul, mis rahuldab tingimust (6.7),

siis iitleme, et funktsioonil f on punktis A (seostega (6.7) médratud) tinglik miinimum.
Analoogiliselt defineeritakse tinglik maksimum.

Kui niiteks kolme muutuja funktsiooni w = f (z,y, z) méaramispiirkond sisaldab kera
{(x,y,2) | * + y* + 2*> < 1} ja on fikseeritud tingimus F; (z,y,2) == 22 + y* + 22 — 1 = 0,
siis vastava tingliku ekstreemumi leidmine tdhendab funktsiooni f ekstremaalse vidrtuse
leidmist sfadri {(z,y,2) | * + y* + 22 = 1} pinnal.
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Langrange’i madaramata kordajate meetod.

Teoreem 6.4. Olgu antud funktsioon f: D — R, kus D C R™. Leidugu o > 0 nii, et
funktsioonidel f, Fy, ..., F, on pidevad osatuletised koigi muutujate x4, . . ., Ty, jdrgi imbruses
U,(A). Lisaks kehtigu

b7 (A) 5o (A) o GH(A)
8F2 8F2 aFQ
D(F,...,F) g (A) 7= (A) ... G2 (A)
J(A) = A) = st o+ " 0, kus s ;= m—r
pes (A) G5 (A) o G (A)
Mddrame arvud \q, ..., N\, vorrandisisteemist
Z kaiil ( ) = 31785};1 (A)a
OF) 0
Z kaxs_tQ ( ) - _610::2 (A) ! (68)

ZA G (A) = —5L-(A)

\

(selgitage, miks stisteem on lahenduv! PX.
Kui funktsioonil f on punktis A tinglik ekstreemum tingimustel , stis A on Lagran-
ge’i funktsiooni

(X) = £ (X)+ 3 MF (X) (6.9)

statsionaarne punkt.

Teoreem on lihtsasti timber sonastatav ka juhule, kus osatuletiste maatriksi

%(A) %(A) %(A)
. rm OB (A) 9B (A) 0 OB (A
<8Fl (A)) _ am.( ) am'( ) . axm.( ) (6.10)
axj i,j=1 : : .. .
g—f;(A) %(A) gxi;(A)

mone teise r veeruvektorist koosneva alammaatriksi determinant on nullist erinev.
Kokkuvottes annab teoreem juhise, millistes punktides voib olla funktsiooni f tinglik

ekstreemum tingimustel :

1) punktid, mille mistahes iimbruses puuduvad vihemalt tihel funktsioonidest f, Fi,..., F,

pidevad osatuletised,

2) punktid, milles 1) on rikutud, aga osatuletiste maatriksi koik r-jarku determinandid

on nullid,

3) punktid, milles 1) ja 2) on rikutud, aga mis on Lagrange’i funktsiooni (voi analoogi-

lise, soltuvalt, milline (6.10) r-jarku determinant on nullist erinev) statsionaarsed punktid.
Muudes punktides funktsioonil f tinglikku ekstreemumit tingimustel ei ole.
Teoreemi toestus. Kehtigu teoreemi eeldused. Peame néitama, et

0b 0 0D 0D
e W) == (M) = 5 (A) = = o (A) =0,
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Paneme téahele, et tingimuste tottu juba kehtibki

0P HP
Ge A==

(A) =0 (6.11)

(selgitage! PX. Niisiis on jaanud veel kontrollida, et %(A) =0, kus k=1,...,s. Fikseerime
konkreetse k € {1,...,s}.
Rakendame teoreemi 5.4, selle kohaselt leidub ¢ > 0 nii, et

VX eUs(A) 7)) < (G12),

kus tingimustes

Tst1 :gpl(:pl,...,l’s),
Tsra = P2 (T1,...,Ts), (6.12)
Tm = Pr (T1, .., Ts)

seisvad funktsioonid 1, ..., ¢, on pidevad ja pidevalt diferentseeruvad hulgas Us(A') (kus
A= (ay,...,as)).
Tahistame

(g, ws) = [T, sy 01(T1y - X))y e (T, X)),

siis funktsioonil ¢ on timbruses Us(A’) pidevad osatuletised koigi muutujate xy, ...,z jirgi
(pohjendage! K.

Kuna eelduse kohaselt on funktsioonil f tinglik ekstreemum punktis A tingimustel ,
siis funktsioonil ¢ on lokaalne ekstreemum punktis A’ (selgitage! X, jarelikult A’ on funkt-
siooni ¢ statsionaarne punkt. Seetottu

—~ Of A). D ﬂ

- _8.1'k

(A), (6.13)

kus A = (ay,...,as,p1(a1,...,as),...,¢(a1,...,as)) (pohjendage! P. Teame, et

Fi(zy,...,z5,01(21, ... 25), ..., on(T1, ..., 25)) =0 V(z1,...,25) € Us(A), j=1,...

(6.14)
Niisiis, diferentseerides samaselt nulliga vorduvaid funktsioone ((6.14]) muutuja z jirgi, saame
vorrandid

- (9F1 &pl ’ 0F1
A). A = —(A
> 0o @) &) T (A
(6.15)
"\ OF, s OF,
A)- Ay = — A
— O0Ts11 8xk( ) (%ck( )

(pohjendage! K.
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Kokkuvottes oleme saanud, et

of of
AN N 25 ) AN
aen A | 001 g | 3| 002 0 | aes )| B0 | e (A)
Gor(A) s (A) s (A) mo(A)

Seega seoste (6.11)) tottu

o
al’k

(A) = F-(A)+ >N 5HA) =

= Oxy, . OTsy
u
Markus. Juhul » = 1 osutub vorrandisiisteem 1@} noudeks, et vektor (g—f;(A), ce gp—i(A))
oleks kollineaarne vektoriga <§—;;(A), e %(A)). Teoreemi toestuse kiigus selgus, et ting-

9F (A 9 (A OF (A
likkuse eeldusel vektor ( %ﬁl( ) ) avaldub vektorite ( %”;2( ) ),. . ( i (A) ) kaudu.
oz

Seega vorrandisiisteemis sisuliselt noutakse, et pinna F(zy,...,z,;) = 0 normaalvek-
tor <§—£(A), NN gg—i(A)) japinnaw = f(x1,...,z,) gradient Vf(A) = <%<A)= o %(A))

oleksid kollineaarsed, ehk et V f(A) oleks punktis A risti pinna F' puutujatasandiga, ehk et
f muutumiskiirus pinna F' rihis oleks null.

Kui noue on rikutud, siis f muutumiskiirus pinna F' rihis on nullist erinev, seega
mingis sihis saab f nii vdiksemaid kui ka suuremaid véértusi kui f(A), mistottu sel juhul
pole voimalik, et funktsioonil f oleks (tinglik) ekstreemum punktis A.

Analoogiliselt saab arutleda ka juhul » > 1, sel juhul osutub sisuliselt samuti nou-
deks, et pinna rihis oleks funktsiooni f muutumiskiirus null.

Selleks, et kirjeldada piisavaid tingimusi funktsiooni w = f (xy,...,z,,) tingliku ekst-
reemumi olemasoluks funktsiooni ® statsionaarses punktis A, eeldame lisaks tingimustele
L2 (A) =0 (i=1,...,m) ja Fp(A) = 0 (k=1,...,7), et funktsioonid f, F,...,F, on
punkti A iimbruses kaks korda diferentseeruvad ning omavad punktis A pidevaid teist jarku
osatuletisi koigi muutujate x4, ..., z,, jirgi. Paneme tdhele, et nende punktide X puhul, mis
rahuldavad tingimusi (6.7), kehtib f(X) — f(A) = ®(X) — ® (A), seega on tingimustel
funktsioonidel f ja ® samad ekstreemumpunktid. Nende leidmiseks saame rakendada
Lagrange’i funktsioonile ® teoreemi , s.t. tuleks uurida teise diferentsiaali d?® méiratust.
Tiahelepanuviirne on seejuures asjaolu, et ruutvormi d2® uurimisel voib muutujad z1, . .., 7

lugeda soltumatuks.

Niide 6.1. Leida kahe muutuja funktsiooni f (z,y) = z® + y* ekstreemum tingimusel
r+y=2.
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Moodustame funktsiooni @ (z,y) := 2% + 3® + A (z + y — 2) ja arvutame

0P 0P
Ox T oy v

Funktsiooni ® statsionaarse punkti leidmiseks tuleb lahendada vorrandisiisteem

322+ 2 =0
32+ A =0

koos vorrandiga x + y = 2. Siisteemist saame x?> = y?, arvestades vorrandit x +y = 2,
jouame statsionaarse punktini A := (1,1). Kuna see on funktsiooni ® ainuke statsionaarne

punkt ja maatriksi <‘?9—§ (A) %—5 (A)) = (1 1) molemad esimest jarku determinandid on

nullist erinevad, siis punktis A on toepoolest funktsioonil f(z,y) = 2 + y* tingimusel
r + 1y = 2 ekstreemum vairtusega 2. Tegemist on tingliku miinimumiga. Et selles veenduda,
tuleb vastavalt eelnenud mérkusele leida d?® (1,1) = 6 (dz? 4+ dy?®) ning veenduda selle
ruutvormi positiivses médratuses (kontrollige! K.

Naiide 6.2. Leida funktsiooni f (z,y,2) = xyz suurim ja vdhim véértus ringjoonel A,
mis tekib sfadri

Yyt +22=9 (6.16)

ja tasandi
r+y+z2z=>5 (6.17)

loikumisel.
Mérgime koigepealt, et sfadr (6.16)) ja tasand (6.17)) toepoolest 16ikuvad: tuntud valemi

jargi on tasandi Ax+ By+ Cz+ D = 0 kaugus nullpunktist vordne arvuga \/%, niisiis

on tasandi (6.17)) kaugus nullpunktist %, mis on vaiksem kui sfdari (6.16)) raadius 3. Teiseks

paneme téhele, et kuna hulk A on kinnine (pohjendage! )X ja tokestatud, siis saavutab pidev
funktsioon f selles hulgas oma suurima ja viahima véartuse, seega on iilesanne korrektselt
piistitatud.

Lihtne on néha, et otsitavad suurim ja viahim véartus on funktsiooni f tinglikud ekst-
reemumid tingimustel ja . Nende leidmiseks kasutame eelpool kasitletud Lagran-
ge’i meetodit. Selleks peame eelnevalt veenduma, et vajalikud eeldused 1) - 3) on rahuldatud.
On selge, et nii funktsioonil f kui ka seoseid ja maéadravatel funktsioonidel Fj ja
Fy, kus Fy (z,y,2) =2 +y* +22—9ja Fy (v,y,2) := v +y+2—5, on pidevad osatuletised
koigi muutujate jargi. Teiseks, osatuletiste maatriksi

20 2y 2z
1 1 1

2(x—y), 2(z—2) ja 2(y—2),
need saavad olla korraga nullid vaid siis, kui x = y = 2, kuid nende vorranditega maaratud
sirgel ei ole iihiseid punkte ringjoonega A (selgitage!)’X. Niisiis, me voime rakendada Lagran-
ge’i meetodit selleks, et leida need punktid, kus on iildse voimalik ekstreemumi olemasolu.

determinandid on
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Lagrange’i funktsiooni @ (x,y, 2) := zyz + A (22 +y> + 22 — 9) + Xo (v + y + 2 — 5) jirgi
saame jargmise vorrandisiisteemi:

yz 4+ 2 Mz + X =0
rz+2My+ A2 =0 (6.18)
Yy + 2 \z2+ A =0

(kontrollige! " X. Selle lahendamiseks kasutame seostest (6.16]) ja (6.17) tulenevat vordust

yz—l—zz—l—xy:%[(x+y+z)2—(:c2+y2+22)} =38

(kontrollige! P, mistottu stisteemist (6.18]) saame
10A; + 3) = —8. (6.19)

Edasi, lahutades siisteemi ((6.18)) esimesest vorrandist teise, teisest kolmanda ja kolmandast
esimese, saame

(z—=2M) (y — 2)
(z = 2M) (2 — )
(y—2M)(z—2) =

Siin ei saa vahed y — x, z — y ja x — 2z koik olla nullist erinevad, kuid neist vaid iiks saab
vorduda nulliga (selgitage!)"X.

Vaatleme kéigepealt juhtu x — y = 0, siis 2\; = x = y (kontrollige! "X ning (tédnu seosele
(6.17)) =z =5 — 2z. Siisteemi esimene vorrand saab kuju 5x — 222 + 22 + Ay = 0 ehk

0
0 .
0

Ay = 22 — 5.

Seosest (6.19)) saame vorrandi
32 — 10z +8 =0

mille lahenditeks on z; = 2 ja o = 4/3. Pidades silmas eelpool fikseeritud seoseid y = =
ning z = 5 — 2z, jouame kahe voimaliku ekstreemumpunktini: (2,2, 1) ja (4/3,4/3,7/3).

Eeldades, et z—y = 0, ja korrates sama arutelu, saame punktid (2, 1,2) ja (4/3,7/3,4/3),
juhul x—z = 0 aga punktid (1,2, 2) ja (7/3,4/3,4/3). Niitid on lihtne veenduda, et funktsioon
f saavutab ringjoonel A oma suurima véirtuse L2 punktides (4/3,4/3,7/3), (4/3,7/3,4/3)
ja (7/3,4/3,4/3) ning vihima védédrtuse 4 punktides (2,2,1), (2,1,2) ja (1,2,2).
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7

7.1

7 Joonintegraalid

Joonintegraalid

Joone kaare pikkus

Jooned ruumis R™. Olgu igale arvule ¢ intervallist /[ C R seatud vastavusse ruumi R™
punkt (@1 (t),...,¢m (t)). Kujutust

i I =R"™ t=(p1(t),...,om(t))

nimetatakse reaalse argumendiga (ehk parameetriga) vektorfunktsiooniks, punktide hulka

YI) ={(p1 (), ., om (1)) [t €T}

nimetatakse (vektorfunktsiooniga v méaratud) jooneks ruumis R™. Tavaliselt esitatakse see
joon parameetriliste vorranditega

1= 1 (1)
. (tel). (7.1)
ITm = ©m (t)
Joont (7.1)) nimetatakse
e pidevaks (continuous), kui koik koordinaatfunktsioonid 1, . .., @, on pidevad intervallis
I
e siledaks (smooth), kui funktsioonid ¢, .. ., ¢, on intervallis I pidevalt diferentseeruvad
ja tuletised ¢} (t),..., .. (t) ei ole korraga nullid selle intervalli iiheski punktis ¢;
e kaareks (arc), kui I on 16ik;
o tiikiti siledaks (piecewise smooth), kui (|7.1]) koosneb loplikust arvust siledatest kaartest;
e lihtsaks (simple), kui v on tiksiihene (see tahendab, puuduvad kordsed punktid: punktid
V(t1) ja v(t2), kus t1 # t2, aga y(t1) = y(t2));
o kinniseks (closed), kui I on 16ik [a, f] ning vy(a) = v(B);
o lihtsaks kinniseks (simple closed), kui (7.1)) on kinnine ning ainus kordne punkt on

(@) =~(8).

Enamus praktikas tdhtsust omavaid jooni on esitatavad lihtsate kaarte loplike iihen-

dina.

Jargnevas vaatleme pidevaid jooni ruumis R? ehk xy-tasandil. Kaart otspunktidega
A ja B tahistame edaspidi AB.

Olgu antud pidev lihtne kaar L = AB vorranditega

T =y (t) y Y= P2 (t> (t < [Oé, ﬁ]) ) (72>
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kus A = (¢ (@), 2 () ning B = (¢1 (B) , 2 (B)). Jaotame 16igu [, 5] osadeks punktidega

a=ty<t1 <...<th1<t,=20, (7.3)

tahistame selle alajaotuse T [to,...,t,]. Olgu A (T) osaldoikude [to, 1], [t1,t2], ..., [tn_1, L]
pikkuste maksimaalne vaartus, s.t.

ANT) = max (ti —ti1) -
Téahistame X; = (1 (t;), 92 (t;)) (1 =0,...,n), need on 16igu jaotuspunktidele vastavad
joone punktid. Uhendame sirgldiguga omavahel iga kaks jérjestikust punkti X,_; ja X,
(1 =1,...,n),nii saame kaare AB koolmurdjoone (polygonal approzimation) m = XXy ... X,1X,
(siin Xg = A ja X,, = B). Selle murdjoone pikkuse méargime tiahega p (7).
Téhistame jargnevas tihega T 16igu [«, 5] koikvoimalike alajaotuste T hulka. Paneme

tahele, et jaotuse peenendamisel (s.0. uute jaotuspunktide lisamisel) koolmurdjoone pikkus
ei kahane: kui 7,7" € T ja T C T, siis p (T) < p(T") (selgitage! K.

Definitsioon. Kui parameetriliste vorranditega (7.2)) méadratud lihtsa joone AB puhul

eksisteerib /\(lign p(T), siis seda piirvdartust nimetatakse kaare AB pikkuseks. Kui kaarel
T)—0

on olemas loplik pikkus, siis nimetatakse teda sirgestuvaks (rectifiable). Kaare AB pikkust
tahistame stimboliga |AB|.

Lause 7.1. Lihtne kaar on sirgestuv parajasti siis, kui tema koolmurdjoonte pikkused on
tokestatud.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu lihtne kaar AB méaéaratud parameetriliste vorranditega ((7.2]), olgu
T 16igu [, 5] mingi alajaotus. Eeldame, et eksisteerib /\(lign p(T) =: s, siis leidub selline § > 0,
T)—0

et kui A(T") < 4, siis p(T) € (s —1,s+ 1). Niisiis, kui A(T") < ¢, siis p(T) < M := s+ 1.
Veendume, et sama hinnang kehtib ka juhul A (7") > 0. Olgu antud selline jaotus Tp, et tema
maksimaalse 16igu pikkus A (7p) ei ole viiksem arvust ¢. Peenendame seda jaotust uute punktide
juurdevotmise teel niimoodi, et uue jaotuse 7" korral maksimaalse osaldigu pikkus A (77) < 4, siis
p(To) < p(T") < M. Kokkuvottes sup{p(T) | T € T} < 0.

Piisavus. Kui kaare AB koikvoimalike koolmurdjoonte pikkused on iilalt tokestatud, siis nendel
pikkustel on olemas iilemine raja sup {p (T') | T € T} =: s. Niitame, et s = A(l}ggop (T).

Olgu ¢ suvaline positiivne arv. Leiame 16igu [« 3] sellise alajaotuse T"= T'[t(, ..., 1], et talle
vastava koolmurdjoone Qo@ . .. Q; (Qo= A, Q= B) pikkus p (1") oleks suurem kui s — 5. Arves-
tades funktsioonide ¢ ja @9 pidevust, saame Cantori teoreemi pohjal leida niisuguse & > 0, et kui
|t - tll < 5, t,t/ S [Oé,ﬁ], siis |Q01 (t) — ¥1 (t/)‘ <4\/§‘(€Tl) ja ’@2 (t) — P2 (t,)| <m, millest

saame vorratuse

3

Vo) = a0 + (@0 - 2 ) <75

(selgitage! M. Olgu XoX1... X, (Xo= A, X,,= B) kaare AB mingi selline koolmurdjoon, mis
vastab 16igu [, (] teatavale alajaotusele T = T [to, ..., t,]omadusega \ (T') < 0.

Teeme 16igus [, B] uue alajaotuse T"punktidega ty, . .., t, jat(, ..., 1. See méddrab uue koolmurd-
joone ZyZy...Zs, mille tippudeks on punktid Xo, Xq,...,X,, ja Q1,...,Q;_;. Tipu Q; juurde-
votmisel murdjoonele XoXj. .. X, tekib selle teatava liili Xj_1 Xy := [X;_1, X] asemele kaks uut
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lili X;_1Q; ning Q; X}, seejuures

X 1@l = /(1 (1) — 01 (#))7 + (2 (B 1) — 2 (1)
1QiXkl = /(1 (8) = o1 (8))% + (2 (£)) — 02 (84))%

kus | X Q| tdhistab loigu [X, Q] pikkust. Kuna [tg_1—t}] < tx—tp—1 < A(T) < 0 ja |ti—ty| <

tr—tr—1 < A (T) < 0, siis | Xp_10Q4] < ﬁ ja |QiXk| < MTI). Koolmurdjoonte XoX5...X,, ja

Zy, 4y, ..., Z, pikkuste jaoks saame seose

2e €

p(T") =p(T) < (l—l)m 3

(selgitage! )X Teiselt poolt, p (1) > p (1) > s — 5 ehk

s—p(T") < g.
Jérelikult, kui A (T') < 4, siis
s =p(T)|=s—p(T)=(s—p(T") + (p(T") — p(T)) <

R TY=s. ®
s A(%l)fgop() s

Esitame kaare pikkuse kolm téhtsat omadust.

Omadus 7.2. (kaarepikkuse funktsiooni pidevus) Olgu v: [a,b] — R™ sirgestuv joon.
Tihistame s(t) = [{v(u): u € [a,t]}|. Siis v on punktis xo € [a,b] pidev parajasti siis, kui s
on pidev punktis xg.

Omadus 7.3. (kaare pikkuse monotoonsus). Sirgestuva kaare AB iga osakaar A'B’
on sirgestuv, seejuures osakaare pikkus et tleta kogu kaare pikkust.

Toestus. Olgu 7’ osakaare A’ B’ mingi kdolmurdjoon pikkusega p’. Moodustame ka osa-
kaarte AA’ ja B'B koolmurdjooned, saame kogu kaare AB koolmurdjoone 7 pikkusega p.
Lause kohaselt leidub selline positiivne arv M, et kaare AB iga koclmurdjoone pikkus on
véiksem kui M, seega p < M. On selge, et p’ < p, jarelikult p’ < M. Téhendab, kaare A’B’
koolmurdjoonte pikkused on tokestatud, lause pohjal on A'B’ sirgestuv kaar. m

Omadus 7.4. (kaare pikkuse aditiivsus). Kui kaar AB on sirgestuv, siis tema pikkus
on vordne kaarte AC ja CB pikkuste summaga, kus C on suvaline punkt kaarel AB.

Toestus. Moodustame kaarte AC' ja C'B koolmurdjooned 7’ ja 7”7, olgu nende pikkused

vastavalt p’ ja p”. Siis nende murdjoonte ithend 7 := 7’ U n” on kaare AB koolmurdjoon
pikkusega p := p’+p”. Eelduse kohaselt eksisteerib s := ,\(I:irgn p, omaduse|7.3|pohjal leiduvad
—0
s:= lim p'jas":= lim p”, siit jareldub s =5+ s". =
AT)—0 AT)—0

Jargmine lause voimaldab meil edaspidi sileda joone kaare pikkust arvutada integraali
abil.
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Lause 7.5. Olgu lihtne kaar AB antud vorranditega (7.2), kus funktsioonid o1 ja o on
loigus |cv, B] pidevalt diferentseeruvad. Siis joon AB on sirgestuv ning iga t € [a, (] korral
eksisteerib

s (1) = |AX], kus X = (1 (1) , 2 (1)) .

Seejuures funktsioon s : [, 5] — R on diferentseeruv ja

\/801 + @5 (¢

Tdestus. A. Vaatleme kaare AB suvalist osakaart AB. Fikseerime selleks [&, 8] C [a, ).

Eelduse kohaselt eksisteerivad tuletised ¢} ja ¢), mis on 16igus [d, 3| pidevad funktsioo-

nid. Siis ka absoluutviirtustega |¢} (¢)| ja |5 ()| méératud funktsioonid on pidevad ning
Weierstrassi teoreemi kohaselt saavutavad selles 1oigus ekstremaalsed védrtused

M, == max |g; (1), my:= min |} ()] (I=1,2).
te[a,B] tela,f]
Lahtume loigu [d, B] jaotusest || ja moodustame vastava koolmurdjoone m = Xg X ... X,

s.t. X; = (@1 (t;), 02 (t)) (i =0,1,...,n), kusjuures Xy = A ning X,, = B. Selle murdjoone
pikkus on

= Z \/<901 (t:) = @1 (tim1))* + (2 (1) — 2 (1)) (7.4)

Lagrange’i keskvédrtusteoreemi kohaselt leiduvad iga i = 1, ..., n korral vahemikus (¢;_1,t;)
sellised punktid &; ja n;, et

p1(ti) — w1 (tic1) = 1 (&) Ati, o (t:) — w2 (tio1) = ¥ (m:) At
kus At; :=t; — t;_1. Valemist ([7.4) saame seega

Z \/‘Pl fz Z) ti.
e +md <o (€0 + oy () < /M2 + 13
(selgitage! X, siis
i md S AL < SOV (€ + v Ak < v+ 3 S A
i=1 1

i= i=1

Mm%—l—m%(@—&)gp(T)gy/M12+M22<B—6z). (7.5)

Siit jireldub, et koolmurdjoonte pikkused on tokestatud, niisiis on joon AB sirgestuv, tal on
pikkus s = )\(1%11 P (T") . Valemist 1} saame protsessis A (7') — 0 vorratused
—)

Vmi+md < =——— </ M} + M3, (7.6)
—

Kuna

s. t.
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Muuhulgas néeme siit, et algne kaar AB on sirgestuv (selgitageX).

B. Olgu t € [a, 5] suvaline ja olgu X := X (t) := (¢1(t), 2 (t)) talle vastav punkt
joonel AB, seejuures kaar AX on sirgestuv (pohjendage! K. Protsessis, kus parameeter ¢
muutub punktist o punktini 5, kujundab punkt X (¢) joone AB, seejuures ei ole sel joonel
kordseid punkte. Téhistades siimboliga s (t) kaare AX pikkuse, defineerime me funktsiooni
s : [a, ] — R, niitame, et see funktsioon on diferentseeruv.

Anname argumendile ¢ muudu h, olgu Q := (@1 (t+h), w2 (t +h)). Kui h > 0, siis Q
paikneb joonel AB punktide X ja B vahel, juhul h < 0 aga punktide A ja X vahel. Esimesel
juhul saame omadusest vorduse |[AX| + | XQ| = |AQ)|, teisel |AQ| +|XQ| = |AX]|.
Seejuures |AX| = s (¢) ja |[AQ| = s (t + h), jarelikult

As, kui h >0
X — Y Y
XQ {—As, kui h <0,
seega
[XQl _ As
bl k-

Rakendades kaarele X () vorratusi ([7.6)), saame

As

mi? +m3? < 5 S Mi? + M3?, (7.7)
kus M := max|y) (u)|, m] := min|g](u)] (I =1,2) ja maksimum ning miinimum on
voetud 16igus otspunktidega ¢ ja t + h (kontrollige! PX. Seejuures lllir% My = }llin% mi = |¢) (t)]

— —
ja ]lzirr(l) My = }Lin%) my = |©h (t)] (see tuleneb funktsioonide ¢} ja ¢f pidevusest punktis ¢
— —

(selgitage! PH), seega

lim ¢/ M;? 4+ M;? = lim \/m’{? +ms? = \/90’1 ()" + ¢ (t)°
h—0 h—0

ning seostest ([7.7]) saame

! 2
S(t)—,lgg)f \/901 )"+ @5 (1)

Lause on toestatud. m

Jareldus 7.6. Lause [7.5] eeldustel saab joone AB pikkuse arvutada valemist

481 = [\ 0F + s P

Toestus. Newton-Leibnizi valemist saame

/ Ve @7 V2t — /js’(t)dt:s(ﬁ)—s(oz):|AB|—0:|AB|.

Jareldus 7.7. Iga tikiti siledal joonel on loplik pikkus.

Toestus. IseseisvaltPd. =
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7.2 Esimest liiki joonintegraal

Olgu lihtne sirgestuv joon L = AB antud vorranditega ja olgu sellel joonel méaratud
kahe muutuja funktsioon w = f (z,y). Moodustame 16igu [, 8] jaotuse T' = T [to, ..., L],
olgu Xy = A = (¢1(a),¢2(0)), Xi = (g1 (t), 02 () (1= 1,....n—1) ja X, = B =
(p1(8),92(B)). Need punktid jaotavad joone AB n kaareks AX;, X;X,,...,X,,_1B, kaar
X;_1X; médratakse vorranditega ([7.2), kus t € [t;_1, ;] . Valime igas 16igus [t;_1, t;] suvaliselt
punkti 7;, olgu Q; := (¢1 (1) , 2 (7 )) see punkt asub kaarel X; ;X;. Moodustame summa

= Zf(Q»si,

kus s; = | X;1X; | on kaare X; 1X; pikkus. Nagu eespool, olgu ka edaspidi A (T) l6ikude
[ti_1,t;] (i =1,...,n) maksimaalne pikkus.

Definitsioon. Kui eksisteerib (lign o (T), siis seda piirvdédrtust nimetatakse funktsioo-
AMT)—0

ni f esimest litki joonintegraaliks (line integral of the first kind) (ehk joonintegraaliks kaare
pikkuse jérgi) iile joone L ning téhistatakse [, f (x,y) ds voi lithemalt [, fds. Integraali [,
asemel kirjutame tihti ka [ e

Selle definitsiooni kohaselt on arv J funktsiooni f esimest liiki joonintegraal iile L pa-
rajasti siis, kui iga € > 0 puhul leidub selline § > 0, et kui alajaotuse koik osaloigud
on lithemad kui 0, siis |0 (T') — J| < ¢ punktide Q; € X; 1 X; (i =1,...,n) suvalise valiku
korral.

Sileda joone korral annab esimest liiki joonintegraali arvutamiseks valemi jargmine lause.

Lause 7.8. Olgu vorranditega (7.2) antud sile joon L = AB, millel on mddratud pidev
funktsioon w = f (x,y). Siis eksisteerib esimest litki joonintegraal fods, seejuures kehtib

vordus
/Lfds = /jf (p1 (1), 2 (1)) \/90’1 (t)* + ¢ (t)° dt.

Toestus. Téhistame (1) := f(¢1(t),p2(t)) (Lt € [a,p]), siis f(Q;) = P(r) iga
1t = 1,...,n korral. Jarelduse kohaselt s; = fttH \/90/1 () + ¢l (t)%lt7 seega saame in-

tegraalsummale kuju
n t
=3 [ e e a0t
—1 Jti—1

Vaatleme integraali ff \/ o (t >4 o (t dt : I. Kuna integraalialune funktsioon on

pidev (veenduge! X, siis see 1ntegraal toepoolest eksisteerib. Riemanni integraali aditiivsuse

omaduse tottu n
1=Y [ e+ e 0ra
i=1 Y ti-1

niisiis




72 7 Joonintegraalid

Funktsioon ¢ — \/90’1 (1) + ¢4 (t)* on 16igus [a, ] pidev, seega on ta tokestatud, s.t. M :=

mi pohjal iihtlaselt pidev 16igus [a, 3]. Olgu e suvaline positiivne arv. Uhtlase pidevuse
definitsiooni kohaselt saab valida § > 0 niiviisi, et kui ¢,¢ € [, 5] ja [t —t'| < 9, siis
D () — D ()] < T—ay - St jéreldub, et kui 16igu [a, (] jaotuses koikide osaldikude pikku-
sed on viiksemad kui 4, siis koikide ¢,7; € [t;i—1, £;] korral |® (73) — @ (£)| < 57555 ning

o (T) — 1| < e.

Teisi sonu, lim o (7') = I. Lause on toestatud. m
AT)—0

Markus 1. Selgitame esimest liiki joonintegraali fiitisikalist sisu. Olgu vorranditega
(7.2)) méaratud lihtne materiaalne joon AB, mille mass jaotub joonel vastavalt funktsioonile
w = f(z,y), s.t. punktis X € AB on joone massi tihedus f (X). Selleks, et arvutada kogu
joone massi, jaotame ta vaikesteks osadeks AX, X1 X, ..., X,,_1B. Kui osakaared on kiillalt
vaikesed, voime eeldada, et neil on massi tihedus konstantne ja osakaare X; | X; ligikaudse
massi saame, kui korrutame tema pikkuse s; selle konstantse tihedusega, s.o. arvuga f (Q;),
kus Q; € X;_1X;. Kogu joone AB ligikaudne mass vordub sel juhul integraalsummaga o (7'),
tema tdpne mass aga piirvidrtusega lim o (T) = [, fds.

AT)—0

7.3 Teist liiki joonintegraal

Olgu lihtne joon L = AB antud vorranditega (7.2)), kus A = (¢ (), ¢2 (@) ja B =
(p1(8), 2 (B)). Olgu sellel joonel madratud kahe muutuja funktsioon w = f (z,y).

Moodustame 16igu [«, 5] alajaotuse T = T [to, . . ., t,], olgu Xg = A, X; = (¢1 (), 2 (L))
(t=1,...,n—1) ja X,, = B. Need punktid jaotavad joone L n kaareks AX;, X;Xo,...,
X,-1B, mis vastvad osaléikudele [a, 1], [t1,t2],. .., [ta—1, 5]. Valime igas osaldigus [t;_1, ;]
suvaliselt punkti 7;, olgu Q; := (¢1 (7:) , ¢2 (7;)), see punkt asub kaarel X; 1 X;. Moodustame
summad

o1 (T) := Z f(Qi) Az ja oy (T) = Z £(Qi) Ay,

kus Az; := 1 (t;) — 1 (ti—1) ning Ay; := s (t;) — o (t;—1). Méargime, et Ax; ja Ay; on kaare
X;_1X; projektsioonid vastavalt z- ja y-teljele. Olgu A (T") loikude [t;—1,¢;] (i=1,...,n)
maksimaalne pikkus.

Definitsioon. Kui eksisteerivad lim oy (7T') ja lim oy (7)), siis neid piirvaértusi ni-
AT)—0 AT)—0

metatakse funktsiooni f teist litki joonintegraalideks (ehk joonintegraalideks koordinaatide
jargi) iile joone L ning téhistatakse vastavalt [, f(z,y) dz ja [, f(z,y) dy voi liihemalt
[, fdz ja [, fdy. Integraali [, asemel kirjutame ménikord ka [, .

Definitsiooni kohaselt on arv J; funktsiooni f teist liiki joonintegraal koordinaadi x jargi
tile joone L parajasti siis, kui iga £ > 0 puhul leidub selline 6 > 0, et kui alajaotuse ([7.3)) koik
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osaloigud on lithemad kui 9, siis |01 (T') — Ji| < € punktide Q; € X; 1 X; (i =1,...,n) suva-
lise valiku korral. Analoogiline kommentaar on 6ige ka koordinaadi y jargi voetud 1ntegraah
puhul.

Tavaliselt esineb rakendustes teist liiki integraalide summa kujul [, F'dz+ [, G dy, mida
tahistatakse lithidalt

/Fdx—i—Gdy.
L

Pidades silmas, et Ax; = tti o) (t) dt ja Ay, = tii—l oy (t) dt (i =1,...,n) (selgitage! WK,
siis saab analoogiliselt lausega toestada jargmise lause, mis annab valemid teist liiki
joonintegraalide arvutamiseks tavalise Riemanni integraali abil.

Lause 7.9. Olgu vorranditega (7.2)) antud sile joon L, millel on mddratud pidev funktsioon
w = f(z,y). Siis eksisteerivad teist liiki joonintegraalid fL fdx ja fL fdy, seejuures kehtivad
vordused

8 B
[rar= [ s e i [ra= [ Fe@ om0 o

T6estus Selle viite toestus kordab sona-sonalt lause toestust, kui selles funktsioon

\/ @ (t)* + ¢, (1) asendada vastavalt funktsiooniga ¢! (t) voi ¢} (t) (veenduge! PK. m

Mairkused. 1. Lause puhul saab nouet joone sileduse kohta norgendada. Lause toes-
tus jadb integraali [ ; fdx jaoks kehtima, kui eeldada, et funktsioon ¢, on 16igus [, 5] pidevalt
diferentseeruv. Integraali | 1 Jdy puhul piisab eeldusest, et ¢, on pidevalt diferentseeruv.

2. Esimest ja teist liiki joonintegraalidel on rida iihiseid omadusi, eeskidtt need, mis on
omased koikidele integraalidele, s.h. Riemanni integraalile. Mérkigem siinkohal joonintegraa-
lide aditiivsuse omadust, millele tugineb jargnev tahelepanek. Kui lausete ja eel-
dused kas joone voi integraalialuse funktsiooni suhtes on rikutud 16pliku arvu joone L punk-
tide korral, siis saab jagada joone loplikuks arvuks kaarteks Lq,,, ., L,, mis koik rahuldavad
nende lausete eeldusi. Sel juhul eksisteerivad integraalid | L f L, Ja [, = I [, + Ly A+ L.
koikide eelpool vaadeldud joonintegraalide puhul. Muuhulgas kehtlb see juhul, kui funktsioon
f on pidev ning joon L on tiikiti sile, s.t. koosneb loplikust arvust siledatest kaartest.

3. Oluline erinevus esimest ja teist liiki joonintegraalide vahel seisneb selles, et

/Ades:/BAfds,kuid /Ade:L':—/BAfdasja /Adey:_/BAfdy'

Esimest liiki integraali korral on toodud vordus ilmne, sest | X; 1X;| = | X;X;_1] = s; iga i
korral. Seevastu teist liiki joonintegraalid on tundlikud integreerimissuuna vahetuse suhtes.
Toepoolest, integraalsummades o1 (T) = > ", f (Qi) Az;jaos (T) => 7", f(Qi) Ay; saame
integreerimissuuna muutmisel Ax; ja Ay; asemel vastavalt —Ax; ja —Ay;, millest tuleneb
mérgi muutus iilaltoodud valemites (kontrollige! K. See asjaolu toob ka kaasa selle, et esimest
liiki joonintegraal on monotoonne ning tema jaoks kehtib sdndvitsiteoreem, aga teist liiki
joonintegraalil {ildiselt pole kumbagi omadust.
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4. Kui vorranditega ([7.2) méératud joon L = AB, iile mille me joonintegraali defineerime,
on kinnine joon (ehk kinnine kontuur) L, siis A = (@1 (), @2 (@) = (¢1 (B), p2 (8)) = B.
Vétame vabalt joonel punkti C ning fikseerime integreerimissuuna (iithe kahest voimalikust).

Integraali aditiivsust arvestades defineerime | . = / a0t fc 4 celdusel, et parempoolsed
integraalid eksisteerivad. Lihtne on veenduda, et [ ; el soltu punktide A ja C valikust

(kontrollige! X, kiill aga soltub ta teist liiki joonintegraali puhul integreerimissuuna
valikust. Lepime kokku lugeda positiivseks suunaks see, mille korral litkumisel joonega
piiratud piirkond jadab vasakule (nn. “kellaosuti liikkumisele vastupidine” suund), ning eelda-
me, et integraalis || ; lle kinnise joone L integreerimissuunaks on valitud positiivne suund.
Esimest liiki joonintegraali puhul ei oma suunavalik tédhtsust, teist liiki integraalide puhul
on vaja vastupidises suunas integreerimisel votta integraali margi ette miinusmark.

5. Koiki joonintegraalidega seotud moisteid saab defineerida ja analoogiliselt uurida ka
m-mootmelises ruumis R™. Tulemused ja valemite véaliskujud on koik analoogilised.

7.4 Teist liiki joonintegraal kui vektorvilja joonintegraal

Ruumi R? alamhulgal D (niiteks kaarel AB) méiratud funktsiooni F': D — R? nimetatakse
vektoriks ehk vektorviljaks (vector field). Vektorvilja F komponente (component) tahistatakse
F, ja F, (NB! Ei ole osatuletised!), kus F(z,y) = (Fy(z,v), F,(z,y)).

Kui komponendid F, ja F, on pidevad (mingis punktis voi hulgas), siis vastavat vektor-
véilja nimetatakse (selles punktis voi hulgas) pidevaks.

Tihistame (pubtformaalselt) d§ = (dz,dy). Joonel L = AB méiratud vektorvilja F
joonintegraaliks nimetatakse teist liiki joonintegraalide summat

/dex—i—Fydy ::/(ﬁ,dg}.
L L

(Skalaarkorrutis on siin ka puhtalt téhistuslik; pole vaja otsida aluseks oleva eukleidilise
ruumi otseruutu ega muud taolist.)

Ka vektorvili voib olla antud ildisemalt funktsioonina R™ — R™ ning siis vastav vek-
torvalja joonintegraal on koigi m komponendi vastavate teist liiki joonintegraalide summa.
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8 Kahekordne integraal

8.1 Kahekordne integraal iile ristkiiliku

Olgu R := [a, b] x [c,d] ristkiilik tasandil R?, s.t.
R={X=(z,y)|a<z<b c<y<d}.

Rohutame, et koneldes allpool ristkiilikutest, peame me silmas just selliseid, mille kiiljed
on koordinaattelgedega paralleelsed. Olgu T [z, . .., z,]| ning T [yo, . .., y,] vastavalt 16ikude
la,b] ja [c,d] alajaotused

a=rg<rT1<...<xp=0bja c=y<yy <...<y.=d.

Siis ristkiilik R jaotub osaristkilikuteks Ry := [vx—1, Tp] X [yi—1, w] (k= 1,...,n; [ =1,...,7).
Niimoodi saadud ristkiiliku R alajaotuse téhistame T' = T [Ry] , arvu

AT):= max \/(Axk)Q + (Ay)?, kus Azy =z — 24y ja Ay =y — Yi_1,

1<k<n, 1<I<r

nimetame alajaotuse T [Ry;| diameetriks.
Olgu f: R — R kahe muutuja funktsioon. Moodustame (fikseeritud alajaotuse 1" korral)
integraalsumma

o (T):=> > f (& m) AzcAy,
k=1 I=1

kus Xy, = (&, m) on mingi suvaliselt valitud punkt osaristkiilikust Ry;.

Definitsioon 1. Arvu I nimetatakse funktsiooni f kahekordseks Riemanni integraaliks
tile ristkiiliku R, kui iga € > 0 korral leidub niisugune § > 0, et iga alajaotuse T [Ry] korral,
mille diameeter A (7') on véiksem kui §, kehtib punktide Xy; = (&, 1) € Ry suvalise valiku

korral vorratus
SN f (&) Ay — 1

k=1 l=1

< E.

Sel juhul kirjutatakse

kahekordset integraali tahistatakse

[ / /R f(2,y) dady ehk, lihemalt, / /R Fdu. (8.1)

Kui integraal (8.1)) eksisteerib, siis iitleme, et funktsioon f on (Riemanni mottes) rist-
kiilikus R wntegreeruv.

Nii nagu ithe muutuja funktsioonide korral on ka kahe muutuja funktsiooni puhul integ-
reeruvuseks tarvilik tingimus tema tokestatus.

Lause 8.1. Iga ristkiilikus R integreeruv funktsioon f on selles ristkilikus tokestatud.
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Toestus. Olgu f: R — R integreeruv. Siis leidub ristkiiliku R selline alajaotus T [Ry],
et

Z Z [ (&rvm) Az Ay, — 1

k=1 l=1

< 1 suvaliste Xy, € Ry; puhul.

Kui Ay ja By, on mingid punktid osaristkiilikust Ry, siis

Z Zf (Akl) AJZkAyl — Il <1 ja Z Z f (Bkl) AJ]kAyl -1 < 1,
k=1 I=1 k=1 I=1
mistottu
Z Z f (Akl) AIkAyl — Z Z f (Bkl> AZEkAyl <2 (82)
k=1 [=1 k=1 [=1

(selgitage! PH. Olgu Ay = By, koikide indeksite k ja [ korral, véljaarvatud juht £ = [ = 1,
siis tingimusest (8.2]) saame vorratuse

2

|f (A1) — f(Bu)| < Ao Ay

millest tuleneb tingimus |f (Aq1)| < m +|f (B11)| . Fikseerides punkti By; € Ry, saame
suvalise X € Rj; jaoks hinnangu

If(X) <M +1f (Bu)l,

o 2
o AiElAZ/l

niisiis on funktsioon f osaristkiilikus R;; tokestatud. Analoogiliselt kontrollitakse tokestatust
ka tilejadnud osaristkiilikutes Ry;. m

Olgu f: R — R tokestatud funktsioon. Me tidhistame tdhega T koigi ristkiiliku R alajao-
tuste T' = T [Ry,] hulka. Antud T € T puhul eksisteerivad

M, ;= su X) ja mg = inf X
Kl Xelgsz( ) J Kl Xeszf( )

suvaliste k = 1,...,njal=1,...,r korral. Moodustame Darboux’ iilem- ja alamsumma
S(T) := Z Z My Az Ay, ning s(7T) = Z kalAa:kAyl,
k=1 I=1 k=1 I=1

seejuures

(selgitage! X ning

n 7

sup o (T) = sup > > f(Xp)AzpAy,
Xkl ERKl Xp€Re 77 15
1<k<n, 1<I<r 1<k<n, 1<I<r =0

= Z Z sup f (Xu)AzpAy, =S(T),

k=1 1=1 Xk1ERr
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n

inf o(T)= inf Z i f (Xg) Az Ay,

Xk ERK1 Xi1€ERk1

1<k<n, 1<I<r 1<k<n, 1<I<r k=1 =1
= E E inf  f(Xp)AzrAy, =s(T). (8.3)
hm1 =1 ok EH

Darboux’ summade pohilised omadused on samad, mis tavalise (ithekordse) Riemanni
integraali puhul.

Omadus 8.2. Alajaotuse peenendamisel (s.o. antud alajaotuselt teisele tileminekul vute jao-
tuspunktide x; ja/voi y; lisamise teel) ei saa dlemsumma kasvada ega alamsumma kahaneda.

Toestus. Olgu S (T') antud alajaotusele T'[Ry,] vastav tilemsumma. Lisame alajaotusse
T [z, . .., x,) uue jaotuspunkti 2/, siis leidub selline i, et 2’ € (x;_1, ;) . Saame uue alajaotuse
T’, millele vastab iilemsumma

n

S(T) = Z Z My AzpAy; + Z My (2" — ;1) Ay + Z M (z; — 2') Ay,

k=1, ki =1 =1 =1
kus M}, := sup f(X) ning M3 = sup [ (X). Selge, et M} < My ja
Xe[zi-1,2"]x[y1-1,91] Xela! wi] x[y1—1,y1]

M2 < My igal=1,...,r puhul, seega

n

S(T") < Z Z My Az Ay, + Z M (2" — zi1) Ay + Z M (z; — 2') Ay,

k=1, ki I=1 =1 =1

=5(T).
Analoogiliselt veendutakse, et s (17") > s(T). =
Omadus 8.3. Ukski alamsumma ei ole suurem tihestki tilemsummast.

Toestus. Olgu T = T[Ry] ja T" = [R;;] ristkiiliku R kaks alajaotust. Néitame, et
s(T") < S(T'). Moodustame uue alajaotuse 7", mille mééravad koik jaotuste 7" ja 7" jao-
tuspunktid. Selge, et 7" on peenem kui 7" ja T’. Omaduse kohaselt

s(T)<s(T") < S(T") < S(T).
Viide on toestatud. m

Omaduse [8.3 pohjal on kéikvoimalike alamsummade hulk {s (7") | T' € T} iilalt tokesta-
tud ja koikvoimalike tilemsummade hulk {S(T") | T' € T} alt tokestatud. Pidevuse aksioomi
kohaselt leiduvad

sup{s (1) | T €T} =L, ja inf{S(T) | T €ZT} = 1"

Arve I* ja I, nimetatakse vastavalt Darboux’ iilem- ja alamintegraaliks. Selge, et suvalise
T € T korral kehtivad vorratused

s(T) < L. <I" < S(T). (8.4)

Darboux’ iilem- ja alamintegraali omaduste tédpsemaks iseloomustamiseks vajame jargmist
lemmat.
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Lemma 8.4. Olgu funktsioon f tokestatud ristkilikus R ja olgu M > 0 selline arv, et

fX)I<M (XeR),

ja olgu T = T [Ry)] ristkiliku R mingi alajaotus. Kui T" on mingi selline alajaotus, mis
saadakse alajaotusest T sellele p (kas vertikaalse voi horisontaalse) sirge lisamise teel, siis
S(T)=S(T") = S(T)—2MpvX(T),
S(T) < 5 (T') < s (T) + 2MpuA (T),

kus v := \/(b —a)® + (d — ¢)* on ristkiliku R diagonaali pikkus.

Toestus. Toestame viite iilemsumma jaoks, alamsumma puhul on toestuskéik analoo-
giline. Vorratus S (T') > S (T") kehtib vastavalt Darboux’ summade omadustele. Néitame,
et

S(T)—S(T") < 2MpvX(T). (8.5)

Vaatleme koigepealt juhtu, kus p = 1. Konkreetsuse mottes olgu alajaotusele 7' lisatud

sirge paralleelne y-teljega, s.t. sirge z = 2/, kus 2’ € (2,1, ;) mingi ¢ € {1,...,n} korral.

Paneme tédhele, et kui k # i, siis liiddetavad > My Az, Ay, on summades S (T) ja S (T7)
=1

tihised, seega vahes S (1) — S (T") koonduvad nad vélja. Tihistame

My == sup{f (X) | X €[zi1,2'] X [yi—1, m]}, M7 :=sup{f (X) | X €[z, 2] x [yi—1, 0]},

siis

S(T)— S (T') = Z MaAz: Ay, — Z M («/ = i) Ay — Z Mj (i =) Ay

Z —xio1) Ay + Z Mfl — ') Ay

=1

<2MAz; Y Ay < 2Mo (T)

=1

(selgitage! K, seega saime soovitud vorratuse. Samamoodi pohjendatakse vorratus siis,
kui 7" saadakse alajaotusest T iihe z-teljega paralleelse sirge lisamise teel.

Olgu niitid p > 1, s.t. alajaotus 7" saadakse alajaotusest 7' teatavate (mingil viisil
nummerdatud) p sirge lisamise teel. Tahistame Ty := T, olgu T saadud alajaotusest Tp
esimese sirge lisamise teel, T, saadakse alajaotusest 7 teise sirge lisamisega jne., 7" = T,
saame alajaotusele T),_; p-nda sirge lisamisel. Toestuse esimes osa kohaselt

0<S(Ty) — S(Th) < 2MuX(Ty),
0< <2



MATEMAATILINE ANALUUS IV 79

Nende vorratuste liitmisel saame

0<S(T)=S(T")=5(Ty) — S(T,) <2Mv(MN(To) + ... + X (Tp-1))
< 2Mpu (Ty) = 2MpuA (T)

(selgitage! X, sellega on vorratus (8.5) toestatud. m

Omadus 8.5. Olgu f ristkilikus R tokestatud funktsioon. Iga € > 0 puhul saab leida sellise
d>0, et kui N(T') <9, siis

r'<sl<I"+e ja I, 2s(T) > I, —e.
Teisisonu,
I"= 1 T) ja I, = 1i T
i, S @) o L= s (T)

1ga tokestatud funktsiooni f: R — R korral.

Toestus. Toestame viite ilemsumma jaoks, alamsumma puhul toestatakse see analoo-
giliselt. Selge, et I* < S (T') iga alajaotuse T € ¥ korral. Olgu € > 0, peame leidma sellise
0 > 0, et kehtiks implikatsioon

ANT)<do=S(T)<I"+e.
Vastavalt alumise raja definitsioonile leiame ristkiiliku R niisuguse alajaotuse Tj, et
€
S(To)<l*—|—§ (8.6)

(selgitage! . Olgu T' € T suvaline ning 7" := T'U Ty, s.t. alajaotuse 7" tekitavad parajasti
need sirged, mis médravad alajaotused T' ja Tjy. Kui alajaotuses T on nr osaristkiilikut,
siis voime oelda, et T” saadakse alajaotusest 7" mingi p sirge lisamise teel, kus p < nr
(kontrollige! PX. Lemma [8.4] kohaselt

S(T) = S(T") < 2MpvA(T),

kus |f(X)] < M (X € R) ja v on ristkiiliku R diagonaali pikkus. Seega seostest S (7") <
S (To) (peame silmas, et 7" on peenem kui Tj) ja saame

S(T) < S(T") 4+ 2MpvX (T) < S (Ty) + 2Mpv (T)
< I+ = +2MpuA(T).

Vétame niiiid 0 := 77— Kui A (1) < 4, siis

STy <I'+-+2=I"+=

Lemma on toestatud. m
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Teoreem 8.6. Ristkiilikus R tokestatud funktsiooni f korral on jargmised vdited samavddr-
sed:

(a) f on integreeruv,
lim S(T)= lim s(7),
ANT)—0

(b) AT)—0
(c) I* =1,
(@) Jm (S(T) = (1) =0.

Toestus. (a) = (b) Eeldame, et f on ristkiilikus R integreeruv, olgu ¢ > 0 suvaline.
Leiame 6 > 0, et kehtiks |[I — o (T')| < § iga alajaotuse 7" korral, mille diameeter on véiksem
kui 4, s.t.
£

6 n T
/\(T)<5:>I—§<ZZf(sz)AxkAyl<I+2

k=1 1=1

suvalise valiku Xy € Ry (k=1,...,n; [ =1,...,r) korral. Pidades silmas seoseid (8.3)),

saame siit . .
]—5<I—§<s(T)<S(T)<]+§<I+e,

niisiis, lim S(7T)=1ja lim s(T)=1.
A(T)—0 MT)—0
Seos (b) < (c) kehtib omaduse |8.5 pohjal, implikatsiooni (b) = (d) kehtivus on ilmne.

(d) = (a) Eeldame, et lim (S (7)—s(7T)) = 0. Siis seostest 1} jareldub vordus
AT)—0
S(r

I, = I, téhistame tdhega I nende tihise vdértuse. Seega s (T') < I < iga alajaotuse T’
puhul. Olgu € > 0. Leiame sellise § > 0, et kui A (T") < 4, siis S(T') — s (T') < e. Kuna nii
arv [ kui ka summa o (T') asuvad summade s (7") ja S (T) vahel, siis kehtib implikatsioon

ANT)<od=|o(T)-I|<c¢

(selgitage! DX, mis tdhendab, et lim o (T') = I. Seega on funktsioon f integreeruv ristkiili-

AT)—0
kus R. m

Lemmast ning lausest tuleneb jargmine teoreem, mis oluliselt tédpsustab integ-
reeruvuse seost Darboux’ summadega.

Jérgnev teoreem, mida nimetatakse integreeruvuse kriteeriumiks, voimaldab funktsioo-
nide integreeruvuse probleemi taandada Darboux’ summade uurimisele.

Teoreem 8.7. (integreeruvuse kriteerium). Tokestatud funktsioon f: R — R on rist-

kiilikus R integreeruv parajasti siis, kui 1ga € > 0 korral leidub ristkiliku R selline alajaotus
T=TI[Rul, et S(T)—s(T) <e, s.t.

Ve>03T €T :S(T)—s(T) <e. (8.7)
Toestus. Tarvilikkus. Kui f on ristkiilikus R integreeruv siis lause kohaselt

li T)—s(T)) =0.
s (S(T) = 5(T)) =0
Sellest tuleneb viide (8.7)).
Piisavus. Eeldame, et tingimus (8.7) on tdidetud, siis seose ({8.4]) pohjal kehtib vordus
I* = I, (kontrollige! K. Lausest 8.6 saame, et F' on integreeruv. m
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Markus 1. Kui tdhistame
Wit = My — myy

(seda arvu nimetatakse funktsiooni f vonkumiseks ristkiilikus Ry;), siis tingimuse (8.7)) saame
kirjutada kujul

Ve>0dT €T : ZZwklekAyl < e.

k=1 =1

Teoreemi abil saame anda lihtsa toestuse jargmisele olulisele teoreemile.
Teoreem 8.8. Kui funktsioon f: R — R on ristkilikus R pidev, sits on ta integreeruv.

Toestus. Olgu ¢ > 0. Kuna f on Cantori teoreemi kohaselt ristkiilikus R iihtlaselt pidev
(pohjendage! P4, siis leidub selline 6 > 0, et

X, X' eR, X=X <d]=I[f(X)—f(X)]< % (8.8)

kus g on ristkiiliku R pindala, s.t. p:= (b — a) (d — ¢). Olgu T ristkiiliku R selline alajaotus,
et A(T') < 6. Funktsiooni f pidevuse tottu saab leida punktid Xy, X}, € Ry omadusega

f(Xp) =My = sup f(X), f(Xy)=my:=_inf f[(X) (k=1,...,n;1=1,...,7)

XERy; XeRy

(pohjendage! M. Seega
S(T) —s(T) = (f Xi) = f (X)) AzpAy. (8.9)

Kuna A\ (T) < ¢, siis || X — X},|| < ¢ ning tingimustest (8.8) ja tuleneb S (T') —
s(T) < £ >0 > AxpAy, = € (selgitage! K. Teoreemikohaselt on f integreeruv ristkiilikus

k=1i=1
R m

Jareldus 8.9. Kui funktsioon f on integreeruv ristkilikus R = [a,b] X [c,d], siis on ta
integreeruv ka igas ristkilikus Ry = [ay,b1] X [c1, dy], mis sisaldub ristkilikus R.

Toestus. Olgu € > 0. Teoreemi [8.7| kohaselt saame leida sellise alajaotuse T', et S (T') —
s (T) < e. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et a; ja by on alajaotuse T [xy, ..., 2, ning
¢1 ja dy on alajaotuse T [yo, . . ., yr] jaotuspunktid (vastasel korral laheme iile seda tingimust
rahuldavale peenemale alajaotusele 77), siis S (17) —s (1T7) < S (1) —s (T') < ¢ (selgitage! X).
Niisiis, olgu a; = x;, b1 = x5, c1 = yp ja di =y, sel juhul
J q n T
Z Z wr Az Ay < ZzwklAkayl <e.

k=i+1l=p+1 k=1 I=1

Teoreemi [8.7] pohjal on f: R; — R integreeruv. m
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Jareldus 8.10. Olgu R ja Ry ristkiilikud, kusjuures Ry C R. Kui funktsioon f on integreeruv
ristkilikus R ning f(X) =0 iga X € R\ Ry korral, siis

//Rﬂx,y) dxdyz/Rofmy) dz dy.

Toestus. IseseisvaltP =

8.2 Kahekordne integraal iile suvalise tokestatud piirkonna

Olgu niiiid D C R? tokestatud hulk, milles on méiratud funktsioon f. Valime niisuguse
ristkiiliku R = [a,b] X [¢,d], et D C R, ja defineerime uue funktsiooni F': R — R seosega

F(X), kui X € D,

FX) = { 0,  kuiXeR\D. (8.10)

Definitsioon 2. Funktsiooni f: D — R nimetame integreeruvaks hulgas D , kui funkt-
sioon F' on ristkiilikus R integreeruv. Sel juhul

//Df(x,y) dzdy = //RF(x,y) dz dy.

Markused. 2. Definitsiooni korrektsuse kontrollimiseks néitame, et funktsiooni f in-
tegreeruvus ja integraali [, p [ (z,y) dedy véidrtus ei soltu ristkiiliku R valikust: kui antud
funktsiooni f: D — R puhul defineerime lisaks funktsioonile F', mis on antud seosega (8.10)),
veel funktsiooni

Fi (X) :=

{f(X), kui X € D, (5.11)

0, kui X € R\D,

kus Ry on samuti hulka D sisaldav ristkiilik, siis [[, F (z,y) dedy = fle Fi (z,y) de dy.
Pohjenduseks paneme tdhele, et D sisaldub sel juhul ristkiilikus R N R; =: Ry ning
jarelduse [8.10] pohjal

//RF(a:,y) dxdy—//ROF(x,y) dxdy—//ROFl(:v,y) dxdy—//RlFl(x,y) dz dy.

3. Olgu D ja D, tokestatud hulgad ruumis R?, kusjuures D C D;. Kui f: D — R on
integreeruv, siis seosega

[ f(X), kuiX e D,
9(X) = { 0, kui X € D\D,

méadratud funktsioon g: D; — R on integreeruv hulgas D ja vastavad integraalid on vordsed.
Pohjenduseks votame ristkiiliku R, mis sisaldab hulka D; ning paneme tahele, et kui
defineerida F': R — R ning G: R — R vastavalt seosele (8.10]), saame

//Df(a:,y) dmdyZ//RF(x,y) dxdy://RG(x,y) dxdy://Dlg(x,y) dz dy.
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Me esitame jargnevalt rea kahekordse integraali omadusi, millest osa jatame lugejale
isesisvaks toestamiseks. Margime, et toestused on sarnased vastavate viidete toestustega
tavalise Riemanni integraali korral.

Omadus 8.11. Kui funktsioonid f: D — R ning g: D — R on integreeruvad, siis ka
f+9: D — R on integreeruv ning

] Gew+o@ sy = [[ re aray+ [[ o) deay

Toestus. Olgu T' = T [Ry,] ristkiiliku R D D mingi alajaotus ja olgu F': R — R ning
G: R — R funktsioonid, mis on méadratud vastavalt seostega ({8.10) ja

| 9g(X), kuiXeD,
GX) = { 0, kui X € R\D.

Siis funktsiooni F'+ G integraalsumma o ¢ (T') on funktsioonide F' ja GG integraalsummade
or (T) ja og (T) summa:

opsc (T ZZ (Xu) + G (X)) Az Ay,

k=1 l=1

=D D FXu) AnAy + Y Y G (Xp) AzpAy = o5 (T) + 06 (T) .

k=1 1=1 k=1 I=1

Olgu € > 0, leiame sellised d; > 0 ja d > 0, et

MT) < 61 = UF(T)—/Df(az,y) drdy) < 2,
AT) < b = Ug(T)—//Dg(:z:,y) dz dy <§.

Vottes niitid § := min {d1, J2} , saame eeldusel A (T') < ¢ tingimuse

orea () = [[ 1) avay+ [[ aten dxdy)\
~|(ex @~ [[ s avar) + (cer) - [[ s dxdy)\

- J[ @ asas] o - [ g asa <5452

] ¢ew+a@an sy = [[ rep aray+ [[ o deay

Viide on toestatud. m

Seega
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Omadus 8.12. Kui funktsioon f: D — R on integreeruv, siis ka cf: D — R on iga kons-
tandi c € R puhul integreeruv ning

//Dcf(x,y) dxdy:c//Df(x,y) dz dy.

Toestus. Iseseisvalth =

Omadus 8.13. Kui funktsioon f on integreeruv nii hulgas Dy kui ka hulgas Do, kusjuures
Di1N Dy =@, siis f on integreeruv hulgas Dy U Dy ja

//Dlupzf(x’y) dxdy:/le(wi dxdy+/D2f(x7y) dz dy.

Toestus. Olgu R ristkiilik omadusega Dy U Dy C R ning olgu funktsioonid ¢;: R — R
méadratud seosega

f(X), kui X € Di;

9@'(X)_{ 0, kui X € R\D; (1=12).
Peame silmas, et eelduse Dy N Dy = & tottu
(g1 4+ 92) (X) =91 (X) + g2 (X) = f(X) iga X € D; U D, korral. (8.12)

Rakendame eelnevat mérkust 3, selle kohaselt on funktsioonid g¢; (i = 1,2) hulgas D; U Dy
integreeruvad ja [ [, gi(z,y)dzdy = [[, g;(2,y) dvdy. Omadusest saame tinu
seosele (8.12)), et

//DIUD2 fla,y) dzdy = //DIUD2 (1 (z,y) + g2 (z,y)) dzdy

:// g1 (z,y) dxdy+// g2 (z,y) dedy
D1UD> D1UD>

= / f(z,y) dxdy+/ f(z,y) dzdy.
Dy Do

Viide on toestatud. m

Omadus 8.14. Kui funktsioonid f: D — R ning g: D — R on integreeruvad ja f(X) <

g(X) (XeD), siis
//Df(iv,y) dxdyé//Dg(x,y) dz dy.

Toestus. IseseisvaltPd =

Omadus 8.15. Kui funktsioon f: D — R on integreeruv, siis ka seosega |f|(X) := |f (X)|
mddratud funktsioon |f|: D — R on integreeruv ning

‘//Df(m,y) dxdy‘ﬁ//[)\f(g:,y)’dxdy_

Toestus. IseseisvaltP =
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Omadus 8.16. Kui funktsioonid f: D — R ning g: D — R on integreeruvad, siis ka nende
korrutis fg: D — R on integreeruv.

Toestus. Me esitame siinkohal toestuse juhul kui D on mingi ristkiilik R. Lihtne on
veenduda, et siis kehtib véide ka suvalise tokestatud hulga D korral (selgitage! K.

Eelduse kohaselt on funktsioonid f ja ¢ hulgas R integreeruvad, seega on nad tokestatud:
leiduvad arvud M > 0 ja K > 0, et |f(X)| < M ning |g(X)| < K iga X € R puhul.
Seejuures |f(X)g(X)] < MK (X € R), tdhendab, funktsioonide f ja g korrutis fg on
tokestatud funktsioon hulgas R. Olgu T'[Ry,] ristkiiliku R mingi alajaotus, meie eesmérk on
veenduda, et

lim Z Zwkz (fg) AxpAy, =0,

AT)—0
k=1 l=1

kus wy; (fg) téhistab funktsiooni fg vonkumist osaristkiilikus Ry, seejuures (vt. mérkus 1)

wit (fg) = sup (f (X)g(X)) = inf (f(X)g(X))

XERy, X€EeR
= sup (f(X)g(X) - f(X)g(X))
X, X'E€Ryy
= sup [f(X)g(X) - f(X)gX)I.
X, X' € Ry
Me néaitame jargnevalt, et
wit (fg) K Mwg (9) + Kwi (f) (B=1,...,n; l=1,...,71), (8.13)

kus wy; (f) ja wk (g) on vastavalt funktsiooni f ja ¢ vonkumised osaristkiilikus Ry;. Sellest
tuleneb viide, sest

0< Z Z wit (fg) Az Ay,

k=1 =1

k=1 1=1 k=1 I=1

(pohjendage! P, mis tdhendab funktsiooni fg integreeruvust ristkiilikus R (vrd. mérkus 1).
Niisiis, olgu A ja B suvalised punktid osaristkiilikus Ry, siis seosest f(A)g(A) —

fB)gB)=[(A)(g(A)—g(B))+g(B)(f(A) - f(B)) saame
[f(A)g(A)—f(B)g(B)| < Mlg(A)—g(B)[+ K|[f(A)—f(B).

Jarelikult

wii (fg) = sup |f(A)g(A)—f(B)g(B)

A BERy,

SM sup [g(A)—g(B)[+ K sup [f(A)-[f(B)],

A,BeRy,; A BERy,;

niisiis kehtib vorratus (8.13). Véide on toestatud. m
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Omadus 8.17. (keskvddrtusteoreem). Olgu funktsioonid f ja g integreeruvad kinnises
sidusas tokestatud piirkonnas D, olgu f seejuures pidev ja g mittenegatitvne. Siis leidub
punkt Xy € D omadusega

//Df(x,y)g(x,y) drdy = f(XO)//Dg(x,y) dz dy. (8.14)

Toestus. Téhistame m = min {f (X) | X € D} ja M = max {f (X) | X € D} (selgitage
ekstremaalsete véédrtuste olemasolu! ). Vorratustest m < f (X) < M saame

mg (X) < f(z,y)g(z,y) < Mg(X) (XeD).

Siis omaduse [8.14] pohjal

m//ng:,y) dxdy<//Df<x,y>g<x,y> dxdy<M//Dg<x,y> drdy.  (3.15)

Kui ffD z,y) dedy = 0, siis ffD ,y) g (x,y) dzdy = 0 ning vordus (8.14) kehtib. Olgu
[Jp9(x,y) dedy # 0, siis [[,g(z,y) dxdy > (. Téhistades

S f (@) g(2,y) dedy
JIpa(@y) dedy

saame vorratused m < ¢ < M. Bolzano-Cauchy teoreemi kohaselt leidub X, € D
omadusega f (Xo) = ¢, seega kehtib (8.14). m

Mairkus. Analoogiliselt saab toestada keskvaartusteoreemi ka juhtumil, kui g on pidev
ja mittepositiivne. Saab toestada ka tildisema teoreemi, kus funktsioon f on tokestatud, aga
ei tarvitse olla pidev; siis jadb vorduse paremale poolele f(Xg) asemele ¢ € [m, M].

Jareldus 8.18. Kui funktsioon f on pidev kinnises sidusas tokestatud piirkonnas D, siis
leidub selline arv ¢ € [m, M|, et

/Df@c,y) dedy = cu (D),

kus 1 (D) on piirkonna D pindala.

Toestus. IseseisvaltP =

8.3 Kahekordse integraali taandamine iihekordsetele integraalidele

Kahekordse integraali [, » [ (2,y) dzdy arvutamiseks taandatakse see tavaliselt kahe iihe-
kordse integraali arvutamisele. See on siiski voimalik vaid teatavatel eeldustel hulga D suhtes.
Me vaatleme alljargnevalt kahte juhtu.

1. Olgu D = R = [a,b] X [c,d]. Teeme selles ristkiilikus mingi alajaotuse T' = T [Ry]
nii nagu eelmistes punktides. Olgu f: R — R tokestatud funktsioon, tdhistame My, =

sup f(X) jamy := inf f(X). Toestame jargmise lause.
XERy; X€ERk
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Lause 8.19. Kui funktsioon w = f (x,y) on integreeruv ristkiilikus R := [a,b] X [¢,d] ja iga
€ € la,b] korral eksisteerib tihekordne integraal g, (§) := fcdf (&,y) dy, siis kehtib valem

//Rf(a:,y) dxdyZ/abdx/cdf(x,y) dy. (8.16)

Toestus. Kuna my < f(X) < My, (X € Ry), siis, pidades silmas tavalise Riemanni
integraali omadusi, saame fikseeritud & € [x_1, x| puhul vorratused

Yi
mszylé/ [ (&oy) dy < MyAy, (B=1,...,n; 1=1,...,7)
Y

(pohjendage! . Neist tulenevad seosed

D muly < g1 (&) <Y MuAy,
=1 I=1

millest saame

n T n n T

s(T) =YY muArplAy < g1 (&) Awy <Y MuAaAy, = S(T) .

k=1 I=1 k=1 k=1 l=1

Paneme téhele, et Y, g1 (§) Az, on tihe muutuja funktsiooni ¢; integraalsumma o, ala-

jaotuse 7' [xo, ..., x,] suhtes, seega s (T') < 04 < S(T).
Téahistades N := max {Azy | k = 1,...,n} saame, et ' < A (T'). Téhendab, kuna A(ljign .5 (T) =
ﬁ
/\(l%m S(T) = [[pf rf (x,y) dovdy, siis eksisteerib hm L 0gy = f g1 () dx ja kehtib vordus

(8.16]) (selgltage!%).
Analoogiliselt toestatakse jargmine véide.

Lause 8.20. Kui funktsioon w = f (x,y) on integreeruv ristkiilikus R := [a,b] X [c,d] ja iga
n € [c,d] korral eksisteerib ihekordne integraal go (1) := ff f(x,n) dzx, siis kehtib valem

//Rf(x,y) dxdy:/cd dy/abf(x,y) dz. (8.17)

Jareldus 8.21. Kui funktsioon w = f (x,y) on integreeruv ristkilikus R := [a, b] X [c, d] ning
eksisteerivad ihekordsed integraalid fcdf (&,y) dy (€ € [a,b]) ja fabf (x,n) dz (n € [c,d]), siis

kehtib vordus
b d d b
/dx/ f(%y)dy:/ dy/ f(z,y) dv

Toestus. IseseisvaltP m

Jareldus 8.22. Kui funktsioon w = f (x,y) on pidev ristkilikus R := [a,b] X [c,d], siis

//Rf(x,y)dxdyz/abdx/cdf(x,y)dy:/cddy/abf(xjy)dx
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Toestus. [seseisvalthd m

2. Vaatleme niiiid ildisemat juhtu, kus integreerimispiirkonnaks D on iilalt ja alt pide-
vate joontega y = ¢ (x) ja y = 9 (x) ning kiilgedelt sirgetega z = a ja x = b piiratud
kovertrapets xy-tasandil. Seejuures eeldame, et ¥ (x) < ¢ (x) (z € [a,b]).

Lause 8.23. Kui funktsioon w = f(:c,y) on integreeruv kovertrapetsis D ja iga £ € |a, b
korral eksisteerib tihekordne integraal gy ( f w(g f (&, y) dy, siis kehtib valem

Flog dedy= [ ae [ fley)d
D a P(x)

Toestus. Olgu ¢ ja d sellised arvud, mis rahuldavad tingimusi ¢ < ¢ (x) ning d > ¢ (z)
iga © € [a,b] korral. Moodustame ristkijliku R := [a,b] X [e,d], siis D C R Defineerime
hulgas R funktsiooni F Seosega , I on integreeruv ristkiilikus R ja [[, F R F(2,y) dzdy =
[/ [ (z,y) dody. Kuna mtegraal

d P(E) »(&) d
F(&y) dy = F(€,y) dy + F(€y)dy+ [ F(&y) d
/C (6,y) dy / (6,y) dy /w (6,y) dy / (6,y) dy

(€ ()
@(§)
= f(&y)d

¥(&)

eksisteerib iga & € [a, b] korral, siis lause kohaselt

s@(ﬂ»‘l
/ fa:ydxdy—// xyda:dy—/dx/

(selgitage! PH. =

Olgu integreerimispiirkond D, selline, mis iilalt ja alt on piiratud sirgetega y =d jay = ¢
ning kiilgedelt pidevate joontega = = x (y) ja x = s (y), kusjuures x (y) < » (y) (y € [¢,d]) .
Siis kehtib jargmine lause, mille toestus on analoogiline lause toestusega.

Lause 8.24. Kui funktsioon w = f (x,y) on integreeruv eelpool defineeritud kovertrapetsis
Dy jaigan € [c,d] korral eksisteerib ihekordne integraal go () = f%(n) f(z,n) dx, siis kehtib

x(n)
valem
d »(y)
/ f(x,y>dxdy=/ dy/ f
Dy c X(y)
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9 Mootuvad hulgad tasandil

9.1 Mootuvad hulgad tasandil

Tasandilise hulga pindala. Olgu D C R? tokestatud hulk ning olgu yp : R? — R hulga
D karakteristlik funktsioon, s.t.

1, kui X € D,
xp (X) '_{0, kui X ¢ D.

Teatavasti (vt. pt. |8) nimetatakse tokestatud funktsiooni f: D — R integreeruvaks hulgas
D, kui seosega

| f(X), kui X e D,
F(X):= { 0, kui X € R\ D

médratud funktsioon F' on integreeruv mingis ristkiilikus R, mis sisaldab hulka D. Seega
soltub funktsiooni f integreeuvus funktsiooni F' omadustest, mis omakorda soltuvad nii
funktsiooni f kui ka hulga D omadustest.

Loomulik on nouda hulgalt D, et tema karakteristlik funktsioon oleks integreeruv, s.t.,
et

(9.1)

eksisteerib integraal // dedy = p (D). (9.2)
D

Kui D on ristkiilik R := [a,b] X [c,d], siis suvalise alajaotuse T'= T [Ry| korral

p(R)=0(T)=> > AnAy =(b—a)(d-c)

k=1 I=1

(vrd. pt. [8] punkti[8.1] algus), niisiis, y« (R) on ristkiiliku R pindala (b — a) (d — c).

Definitsioon. Tokestatud alamhulka D C R?* omadusega (9.2) nimetatakse (Jordani
mottes) maootuvaks (measurable) hulgaks. Arvu p (D) nimetatakse hulga D pindalaks ehk
tema Jordant mooduks (Jordan measure).

Me teeme lihtsa néitega selgeks tosiasja, et mitte koikidel tokestatud hulkadel ei
ole pindala.

Niide [9}1. Olgu R := [a,b] X [c,d] mingi ristkiilik ja olgu D C R hulk, mis koosneb
ristkiiliku R neist punktidest, mille molemad koordinaadid on ratsionaalarvud. Moodustame
funktsiooni F': R — R seosega

1, kui X € D,
F(X):= { 0, kui X € R\D.

Tehes ristkiilikus mingi alajaotuse T' = T [Ry], paneme tahele, et iga osaristkiilik Ry, sisaldab
nii punkte hulgast D kui ka hulgast R\ D (pohjendage! )X, mistottu

my = _inf F(X)=0 ja My := sup F(X)=1.
XeRy XeRy
Seega S(T) — s(T) = (b—a)(d—c) > 0 iga alajaotuse T puhul (kontrollige! X, seega
integraali (9.2)) ei eksisteeri (vrd. teoreem [8.7). Jérelikult ei ole vaadeldav hulk D mootuv.
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Nullmooduga hulgad. Mootuvat hulka D C R?, mille puhul p (D) = 0, nimetame
edaspidi nullmooduga ehk hiiljatavaks (negligible) hulgaks.

Olgu D C R? tokestatud alamhulk ning olgu R teda sisaldav ristkiilik, milles on fiksee-
ritud mingi alajaotus 7" = T [Ry;|. Kuna hulga D mo6tuvuse uurimiseks tuleb meil uurida
tema karakteristliku funktsiooni xp : R — R integreeruvust, siis esitame koigepealt selle
funktsiooni Darboux’ summade kaks omadust. Paneme téhele, et

{ 1, kuiDﬂRkl#Q,

M= suwp xp(X) =1 " i DARy = &

XERy;
. o 1, kui (R\D) N Rkl =,
i = i xo (X) = { 0, kui (R\D)N Ry # 2,

mistottu
Mo — e — 1, kui DN Ry # 9 ja (R\D)QRM%Q,
M M7 0 iilejadnud juhtudel.
Siit tulenevad jargmised véited.
19.5(T) = >0 > MuAzy Ay, = > AzgAy, = S*(T) = koigi nende osa-

k,l
DNRy#2

ristkiilikute pindalade summa, millel on iihiseid punkte hulgaga D.
20. Kui (D) = 0, siis (pidades silmas, et s (T) < [[, f dz dy suvalise funktsiooni f ja
alajaotuse 7' puhul) saame

0<s(T)<p(D)=0, st.s(T)=0.
3% Kui p (D) = 0, siis
S(T)—s(T)=5S(T)=5"(T)
iga alajaotuse T' € ¥ korral.

Omadustest 1° - 3° saame jirgmise olulise lemma.

Lemma 9.1. Olgu D C R? tokestatud hulk ja olgu R selline ristkiilik, et D C R. Vordus
(D) = 0 kehtib parajasti siis, kui on tdidetud jirgmine tingimus:

(*) igae > 0 korral leidub ristkiliku R selline alajaotus T = T [Ry,], et nende osaristkilikute,
millel on thiseid punkte hulgaga D, pindalade summa S* (T') on vdiksem kui €.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et p (D) = 0, olgu € > 0. Rakendades integreeruvuse
kriteeriumit (vt. teoreem [8.7)), valime alajaotuse 7" omadusega S (T) — s(T) < e, seega
omaduse 3° kohaselt S* (T) < .

Piisavus. Eeldame, et tingimus (*) kehtib, ja nditame, et p (D) = 0. Olgu € > 0 ja olgu
T ristkiiliku R selline alajaotus, et S* (T") < e. Sel juhul

0<s(T)<S(T)=5"(T) <-,

millest tuleneb S (7') — s(T") < €. Seega on funktsioon xp integreeruv ristkiilikus R (vrd.
teoreem [8.7)) ning

0<S(T)<//RXD(x,y) dedy=pn(D) < S(T) <e.

Kuna ¢ > 0 on suvaline, siis saadud vorratustest 0 < p (D) < ¢ tuleneb u (D) =0. =
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Jareldus 9.2. Kui D on selline mootuv hulk, et (D) =0, ning Dy C D, siis u (D) = 0.
Toestus. [seseisvalth m
Jareldus 9.3. Lopliku arvu nullmooduga hulkade tihend on nullmooduga hulk.

Toestus. IseseisvaltP =

Lemmal[9.1]abil toestame lisaks kahele eelnevale jareldusele veel kaks lauset, mille kohaselt
sile joon ning pideva iithe muutuja funktsiooni graafik on nullméoduga hulgad.

Lause 9.4. Olgu sile joon L antud parameetriliste vorranditega
T =yl (t) y Y = P2 (t) (t € [CK, 6]) . (93)
Stis L on nullmooduga hulk.

Toestus. (I) Me nditame koigepealt, et leidub M > 0 omadusega
IX (t1) =X ()| < Mty —ta] - (t1,22 € [, F]) (94)

kus X (t) := (1 (1), 2 (1) (t € [, f]) .
Kuna funktsioonid ¢; ja @9 on 16igus [«, 5] pidevalt diferentseeruvad, siis eksisteerivad

My :=max {|¢} ()] | € [, B} ning My := max {|@; ()] | ¢ € [a, B]}.

Olgu t1,ty € [, 5], t1 # to. Lagrange’i keskvédértusteoreemi kohaselt leiduvad arvude ¢; ja
ty vahel arvud 7 ja 7 nii, et

o1 (1) — ¢ (t2)
2 (t1) — a2 (t2)

(selgitage! . Ténu seostele (9.5) saame hinnangu

@ (T0)] [ty — to] < My |ty — 1],
< My |ty — to (9.5)

X (t1) — X (22 \/(901 (t1) — 1 (t2)>2 n (902 (t1) — @2 (t2)>2

|t1 _t2’ tl _t2 tl —tQ

SWMP+M§=M (ti,t; € [0, f]),
niisiis kehtib vorratus (9.4)).

(IT) Jaotame 16igu [, 5] n vordse pikkusega osaldiguks punktidega v =ty < t; < ... <
t, = . Vorratuse (9.4) kohaselt kehtib iga k = 1,...,n ja suvaliste t,t’ € [tx_1, t;] korral

X (8) = X ()] < Mt —#| < W - (9.6)

Fikseerime joonel punktid X () =@ X (k=1,...,n— 1) ja moodustame nende timber
ringid raadiusega u,, s.t. ringid U,,, (X}). Tingimuse tottu sisaldab iga ring U, (Xj)
(k=1,...,n— 1) koos oma keskpunktiga X} ka naaberpunktid X;_; ja X1, aga samuti ka
kaared Xj_1 Xy ja X Xjy.1. Niisiis katavad need ringid kogu joone L (selgitage!X. Votame

iga ringi imber ruudu Ry, := K, (Xj) keskpunktiga X, ja kiilje pikkusega 2u,,. Pikendades
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koigi ruutude Ry kiilgi, saame ristkiiliku R koos teatava alajaotusega T = T' [Ry,]. Selles ala-
jaotuses need osaristkiilikud, millel on tihiseid punkte joonega L, on ruutude Ry alamhulgad,
mistottu nende pindalade summa ei iileta ruutude R, pindalade summat:

AP (B —a)®

2

S*(T) < (n—1)4u = (n—1)

n
Kuna lim,, (n 4+ 1) MZ(f—;")Q = 0 (selgitage! X, siis iga etteantud € > 0 korral leidub niisugune
alajaotus T'= T [Ry], et S* (T) < €. Lemma [9.1| kohaselt on L nullméoduga hulk. m
Jareldus 9.5. Tiikiti sile joon on nullmooduga hulk.

Toestus. Viide jareldub vahetult jareldusest ja lausest (kontrollige! V. m
Lause 9.6. Loigus [a,b] pideva funktsiooni g : [a,b] — R graafik ruumis R* on nullméoduga
hulk.

Toestus. Teatavasti paikneb funktsiooni g graafik ristkiilikus R = [a, b] x [m, M], kus

m:=min{g (z) |z € [a,b]} ja M :=max{g(x) |z € [a,b]}
(selgitage! K. Olgu € > 0. Votame sellise 7 € N, et

_M—m< €
7 2(b—a)

(62

Kuna g on 16igus [a, b] iihtlaselt pidev, siis leidub § > 0 omadusega
[z,2" € [a,0], |z —2a'| <] = |g(z) —g ()] <o

Olgu T ristkiiliku R selline alajaotus, et Azy < § (k=1,...,n) ja Ay, = @ = «
(I =1,...,7). Sel juhul on nende osaristkiilikute pindalade summa S* (7"), millel on iihiseid
punkte funktsiooni g graafikuga, vaiksem kui

ZQank. =2(b—a)a<e.
k=1

Lemma [9.1] pohjal on graafiku pindala vordne nulliga. =

Jargnevalt toestame kiesoleva paragrahvi iihe kahest pohitulemusest. Eelnevalt vajame
abitulemust.

Lemma 9.7. Olgu D C R?, X € D ja Y € R?\ D. Siis leidub selline punkt Z € [X,Y], et
Z €0D.

Toestus. Nagu teame, kehtib [X,Y] = {X +#(Y — X): ¢t € [0,1]}. Kui X v6i Y iga iimbrus
sisaldab nii hulga D kui ka R?\ D punkte, oleme rajapunkti leidnud. Oletame niisiis, et X € D° ja
Y € (R?\ D)°.
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Téahistame ¢, = sup{t € [0,1]: X + t(Y — X) € D} (selgitage, miks supreemum eksisteerib ja
on positiivnePX). Tahistame Z = X + ¢,.(Y — X) ja néitame, et Z € 9D.

Olgu § > 0 suvaline. Vaatleme koigepealt juhtu Z € D. Peame leidma punkti Y’ hulgast
Us(Z) N (R?\ D). Tahistame t; = t, + ﬁ. Siis t1 > ¢, mistottu Y := X +#1(Y —X) € R2\ D
(selgitageX) ning Y’ € Us(Z) (pohjendagelX).

Vaatleme niiiid juhtu Z € R?\ D. Peame leidma punkti X’ hulgast Us(Z) N D. Nouame ka, et
d < 2|Y — X]||t« (miks see ei ole kitsendus?X). Tahistame t; = t, — sv=x Siis 0 < 1 < t. ning
supreemumi definitsiooni kohaselt leidub to € (t1,,) nii, et X' := X + #5(Y — X) € D. Kontroll
néitab, et X’ € Us(Z) (kontrolligeX).

Seega leidsime, et Us(Z) N D # 0 ja Us(Z) N (R?\ D) # 0.

Jarelikult Z € 0D. m

Teoreem 9.8. Tokestatud alamhulk D C R? on mootuv parajasti siis, kui tema rajajoon 0D
on nullmooduga hulk.

Toestus. ,=* Olgu ¢ > 0. Teeme ristkiilikus sellise alajaotuse T' = T[Ry], et hulga D
karakteristliku funktsiooni xp Darboux’ summad rahuldaksid tingimust

S(T) — s(T) < (9.7)

O M

(vrd. teoreem . Lisaks nouame, et alajaotuse 1" koik ristkiilikud oleks vordse pindalaga ;
kui ei ole, laheme iile peenemale alajaotusele 7" nii, et x sihis alaldigud oleks vordse pikkusega
ja y sihis alaldigud oleks vordse pikkusega; sel juhul S(T") — s(T") < S(T) — s(T) < §
(selgitage!X).

Peame silmas, et

#R 0= Z Z(Mkl — mkl)AxkAyl = S(T) — S(T) < g,

k=1 l=1

kus R = {Rkli RklﬂD#(b, Rklﬁ(RQ\D) %@, k= 1,...,71, l = 1,...,7“}. Téhise #R all
motleme hulka R kuuluvate ristkiilikute arvu. (Hulka R mittekuuluvate ristkiilikute korral
M —myy = 0.)

Tahistame D = {Ry;: RyNIOD # 0, k=1,...,n,1=1,...,r}. Niitame, et #D < I#R.
Téahise #D all motleme hulka D kuuluvate ristkiilikute arvu. Paneme téhele, et hulga D
igal ristkiilikul on iihine punkt hulga R mone ristkiilikuga. Toepoolest, vaatleme suvalist
ristkiilikut Ry, € D. Siis Ry, sisaldab rajapunkti Z. Kui Z asub Ry, sisepiirkonnas, kehtib
Ry € R (miks?™X). Kui Z asub Ry, kiiljel voi tipus, siis peab tiks Rjy;-ga iihist kiilge voi iihist
tippu omav ristkiilik kuuluma hulka R (pohjendage, vaadeldes eraldi variante Z € D voi
Z € R?\ DVDH). Seega on ristkiilikul Ry, igal juhul iihine punkt hulga R mone ristkiilikuga.

Hulga R iga ristkiiliku R;; jaoks leidub iilimalt 9 ristkiilikut, millega ristkiilikul R;;
on iihiseid punkte. Seega hulga R ristkiilikutega iihiseid punkte omavaid ristkiilikuid on
tilimalt 9|R|. Kuna hulga D iga ristkiilik omab {ihist punkti hulga R mone ristkiilikuga, siis
#D < 9#R.

Téahistanud tdhisega S*(T') koigi D ristkiilikute pindalade summa (ehk rajaga 0D iihiseid
punkte omavate ristkiilikute pindalade summa), saame, et

S(T)=#D - u < IH#R - p < e.
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Lemma [9.1] pohjal on p(0D) = 0.

»<="*. Olgu D selline tokestatud hulk, et p(0D) = 0 ja olgu € > 0. Vastavalt lemmale
teeme ristkiiliku R D D niisuguse alajaotuse, et nende osaristkiilikute pindalade summa
S*(T'), millel on iihiseid punkte rajajoonega 0D, oleks viiksem kui e. Téhistame, nagu ennegi,
R = {Rkli RklﬂD 75 Q), Rklﬂ<R2\D) 75 @, k= 1,...,n, = 1,...,7"} ningD: {Rkli Rklﬂ
oD # 0,k =1,...,n, 1 =1,...,r}. Lemma pohjal saame, et kui Ry € R, siis Ry
sisaldab vdhemalt tihte hulga 0D punkti (selgitagePX). Seetottu R C D, millest jareldub, et

S(T)=s(T)= Y Az Ay < Y AnlAy =5(T) <e.
k,l k,l

Ry €ER Ry €D

Teoreemi pohjal on funktsioon yp ristkiilikus R integreeruv, s.t. D on mootuv hulk. =

Jareldusest ning teoreemist tuleneb jargmine edaspidiseks vajalik tdhelepanek.

Jareldus 9.9. Tokestatud hulk D C R?, mille rajajoon on tikiti sile, on mootuv.

Esitame veel méned mootuvate hulkade omadused, mis jérelduvad teoreemist [9.8]

Jareldus 9.10. Kwi hulgad Dy ja Dy on mootuvad, siis on ka hulgad Dy U Dy, Dy N Dy ja
D\ Dy mootuvad.

Toestus. Olgu hulgad D; ja D, mootuvad. Siis teoreemi pohjal u(0D;) = 0 ja
1(0Dy) = 0. Jérelduse tottu kehtib p(0D; U 0Dy) = 0.

Naitame, et 9(D; U Dy), (D1 N Ds) ja 0(D; \ D) on kéik hulga 0Dy U d Dy alamhulgad.
(Kui nii oleks, siis jarelduse pohjal oleks need hulgad koik nullmooduga, mis teoreemi
pohjal annakski hulkade Dy U Dy, Dy N Dy ja Dy \ Dy mootuvuse.)

Kontrollime sisalduvust 0(D; U Dy) C 0Dy U dD5. Olgu X € 9(D; U Dy). Oletame, et
X ¢ 0D, ning niitame, et X € 9D,. Kuna X ¢ 9D, siis kas X € D; voi X € (R?\ D;)°.

Juhtum X € DY on véimatu. Toepoolest, sel juhul leidub &y > 0, mille korral Us,(X) C
D;. Samas teame, et Us, (X) N (R?\ (DU Dy)) # 0, millest jiareldub, et Us,(X) N (R*\ D;)N
(R%\ Dy) # 0, vastuolu (selgitagek).

Seega X € (R*\ D;)°, mis annab arvu ¢ > 0 omadusega Us,(X) N Dy = (). Néitame,
et X € 0D,. Fikseerime § > 0, kusjuures nouame, et § < Jp (miks see pole kitsendus?X).
Teame, et Us(X)N(R?*\ Dy) # 0 (miks?X). Samuti teame, et (Us(X)ND;)U(Us(X)NDy) # 0.
Kuna Us(X) N Dy = 0, siis Us(X) N Dy # (), nagu soovitud.

Analoogiliselt niidatakse sisalduvus 0(D; N Dq) C D1 U 0D4 (tehke 1abilK).

Lopuks saame, et

(D1 \ D3) = 9(D1 N (R*\ Do) C 0D, UY(R*\ Ds) = Dy UID,
(selgitagePX). m
Jareldus 9.11. Kui Dy ja Do on sellised mootuvad hulgad, et p(Dy N Do) = 0, siis

p (D1 U Dy) = pu(Dy) + 1 (Da) .
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Toestus. Jarelduse pohjal on D; U Dy mootuv hulk. Olgu R selline ristkiilik, et
D, U Dy C R. Kuna xp,up, = XD, + XD, — XDinD, (selgitage! X, siis

p (DU Dy) = // Xpyup, (2,y) dedy = // (Xp: + XD2 — XDinD2) (7, y) dady

// Xp, (7, 9) dfvdy+// XD, (z,y) dovdy — // XDinp, (,y) dzdy

= p(D1) + 1 (D2) = p (D1 N D) = p(Dr) + pu(Dz) -

Viide on toestatud. m

9.2 Katkevate funktsioonide integreerimine

Toestame teoreemi, mis annab meile parema ettekujutuse integreeruvatest kahe muutuja
funktsioonidest.

Teoreem 9.12. (Lebesgue’s integreeruvuskriteerium). Mootuvas alamhulgas D C R?
tokestatud funktsioon f: D — R on integreeruv parajasti sis, kui katkevuspunktide hulga
pindala vordub nulliga.

Toestus. Me toestame siinkohal vaid teoreemi piisavuse osa. Niisiis eeldame, et
1 (0D) = 0 ja funktsiooni f: D — R katkevuspunktid moodustavad nullmédduga hulga.
Meie eesmérk on nédidata funktsiooni f integreeruvust. Olgu R selline ristkiilik, mis sisaldab
hulka D ja olgu funktsioon F': R — R antud seosega . Paneme tédhele, et funktsiooni F'
katkevuspunktideks saavad olla vaid 1) funktsiooni f katkevuspunktid (olgu nende hulk F)
ja 2) rajajoone 0D punktid (selgitage! H. Seega on nende punktide hulk Fy C E'U 9D, kus
funktsioon F' ei ole pidev, nullmooduga hulk.

Tahistame M := supxcp |[F (X)| = supxep |f (X)] (pohjendage selle olemasolu! X ja
rakendame lemmat [0.1] Olgu ¢ > 0, votame ristkiiliku R sellise alajaotuse T' = T [Ry] , mille
puhul nende osaristkiilikute pindalade summa S* (T) , millel on iihiseid punkte hulgaga FE,
oleks vaiksem kui ;R). Olgu B nende osaristkiilikute tihend, seega p(B) = S*(T), ja

2M +p1(
olgu C' nende osaristkiﬁikute ithend, millel hulgaga FE; iihiseid punkte ei ole. Sel juhul

S (T) — S (T) = ZB (Mkl — mkl) AxkAyl + ZC (Mkl — mkl) AIkAyl
_ ZB n ZC,

kus My, == sup F (X)ningmy := inf F(X)jasummad 37 ning ¢ on voetud vastavalt
XeERK XER
tile ristkiilikute iihendite B ja C. Siis

2Me

B
< . _ 2Me
> \Z (1Ml + [mu]) AzgAy, < 2MS™(T) < oM+ (R)

Summale ZC hinnangu saamiseks kasutame asjaolu, et funktsioon F' on hulgas R\ F; pidev.
Kuna (' kui kinniste osaristkiilikute 1oplik ithend on kinnine tokestatud hulk, siis Cantori
teoreemi kohaselt on F': C' — R iihtlaselt pidev. Seepérast saame valida sellise 0 > 0, et

3

XX el [X-X|<s=|FX)-FX)| < ———.
X =X <6 P (X) = F(X)] < g
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Peenendades niitid vajaduse korral alajaotust T = T [Ry] nii, et A (T) < ¢, saame igas
tihendisse C' kuuluvas osaristkiilikus Ry; leida punktid Xj; ja X}, omadusega My — my =

F (Xp) = F(Xy) < sara (Pohjendage! . Niisiis,
o . “u(R)
<———iu(0) < ————=
2. o+ a @Y <t amy
Kokkuvottes saame eeldusel A (7") < § hinnangu
(M +p(R))e
S(T)—-s(T) < =

mis integreeruvuse kriteeriumi (vt. teoreem [8.7) kohaselt tahendabki funktsiooni F': R — R
ja seega ka funktsiooni f: D — R integreeruvust. m

Lebesgue’i integreeruvuskriteeriumist tulenevad vahetult jargmised kaks olulist véidet.

Lause 9.13. Mootuvas hulgas tokestatud funktsiooni integreeruvus ja integraali vidrtus selles
hulgas ei soltu funktsiooni vddrtustest hulga rajajoonel.

Toestus. Olgu D C R? mootuv hulk ning olgu fi, fo: D — R sellised tokestatud funkt-
sioonid, et
fi(X) = f2(X) iga X € D\OID korral.

Meie eesmérgiks on veenduda, et 1) f; on hulgas D integreeruv parajasti siis, kui f» on hulgas
D integreeruv, ja 2) kui nad on integreeruvad, siis [, fi (X) dzdy = [[, f2 (X) dzdy.

Vaatleme funktsiooni g: D — R, mis on antud seosega g (X) := f1(X) — f2 (X), see-
ga g(X) = 0 iga X € D\OD korral. Kuna g on alamhulgas DN\JD pidev, siis tema
katkevuspunktide hulk F hulgas D on nullmooduga, eelneva teoreemi kohaselt integraal
[J5 9 (X) dzdy eksisteerib. Seejuures

\//y( dxdy\ J[ la)1azay < sup o)1 [ deay =0
D oD

(pohjendage! K, niisiis, [[, g (X) dzdy = 0. Jarelikult, kui integraal [[, fi (X) dzdy ek-
sisteerib, siis eksisteerib ka

//f2 dxdy—/ (fi (X dxdy—/ £ (X) dz dy.

Lause on toestatud. m

Lause 9.14. Kui funktsioon f: D — R on mootuvas alamhulgas D C R? integreeruv ja D,
on hulga D mootuv alamhulk, siis funktsioon f on ka hulgas Dy integreeruv.

Toestus. Iseseisvalt’d m

Me lopetame kdesoleva peatiiki lausega, mis iildistab tuntud vaidet iilemise raja integ-
raalist. Meenutame, et kui ithe muutuja funktsioon ¢ : [a, b] — R on integreeruv, siis seosega

G (2) = /mg(t) dt (x € [a, b))
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méératud funktsioon G : [a, b] — R on pidev, kusjuures vordus G’ (x) = g (z) kehtib eeldusel,
et g on punktis z pidev (veenduge! vorrelge MA 11T vastava lausegal’X). Viimasest vordusest
on lihtne saada tuntud Newton-Leibnizi valemit.

Kahekordse integraali puhul on olukord sootuks keerulisem. Olgu funktsioon f: D — R

integreeruv mootuvas hulgas D c R% Iga mootuva osahulga £ C D puhul eksisteerib lause
kohaselt integraal H (E) := [[, f (x,y) dody. Téhistame

€ ={F C D: E on mootuv ja sidus, u(E) > 0}.
Oleme saanud funktsiooni H: £ — R.

Definitsioon. Olgu X € D. Arvu A, mis rahuldab tingimust

H(FE
Ve>030>0:VEe€&, XeEE supHQ—XH<(5:>‘L—A <e,
QeE

p(E)
nimetatakse funktsiooni H tuletiseks puirkonna jargt kohal X (derivative with respect to area)

ning téhistatakse tahlstega Ja limp_,x ((g)).

Margime, et protsessi
sup [Q — X|[ — 0
Qckl

kohta Geldakse, et hulk £/ tombub kokku punktiks (shrinks to point) X, ning tahistatakse
E — X).

Osutub, et sellel abstraktsel ja esimesel pilgul kunstlikult defineeritud moistel ,tuletis
piirkonna jargi“ on tipris loomulik fiitisikaline ja matemaatiline sisu. Fiilisikaliselt saab tu-
letist 42 dn 2 interpreteerida massi tihedusena punktis X € D, kui H (D) on kujundi £ mass.
Matemaatiliselt vastab jargmine véide tavalise Riemanni mtegraah sellele omadusele, mis
kirjeldab teda iilemise raja funktsioonina.

Lause 9.15 Kui funktsioon f on pidev punkti X mingis iimbruses, siis % = f(X).

Toestus. Fikseerime arvu € > 0. Vaja on leida 0 > 0 omadusega, et iga mootuva sidusa
E jaoks, kus X € E, kehtiks

H(E) _

g‘éI;HQ—XH<5:> ) fX)| <e

Kuna f on punktis X pidev, siis leidub ¢ > 0 nii, et iga £ C D jaoks
€
sup [Q — X|| < 6= |£(Q) - f(X)| < .
QeE

(selgitageX). Nouame, et f oleks pidev timbruses U5(X) (miks see pole kitsendus?X). Imp-
likatsiooni parema poole kirjutame kujul f(X) — f(Q) < f(X) + 5 ning mérkame, et
sellest jarelduvad vorratused

Mg =sup f(Q) < f(X)+e,  mp=inf f(Q)> f(X) -

QeE QeE

(pohjendageX).
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Integraalarvutuse keskvéartusteoreemi (vt. jareldus|8.18)) kohaselt iga E € &£ korral, kus
f on pidev hulgas E, kehtib H(E) = ¢- u(F) mingi arvu ¢ € [mg, Mg| jaoks (veendugelX).
Oleme saanud, et kui £ € £, I € X, on selline, et supqcp |Q — X|| < 0, siis

f(X)—5<mE<c:%<ME<f(X)+5,

nagu vaja (selgitagelX). m
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10 Greeni valem. Muutujate vahetus kahekordses integ-
raalis

Selles peatiikis seame endale kaks eesmérki. Esiteks, me tiritame siduda omavahel jooninteg-
raali ja kahekordse integraali, selleks toestame esimeses punktis Greeni valemi. Teiseks, me

uurime olulist ja iisna komplitseeritud probleemi muutuja vahetusest kahekordses integraalis
ning toestame sellekohase olulise valemi.

10.1 Greeni valem

Definitsioon. Oeldakse, et sidus hulk D C R™ on dihelisidus (simply connected), kui iga
lihtsa pideva kinnise joone v C D korral ka « poolt piiratud hulk E sisaldub hulgas D.

Lause 10.1. Olgu G lahtine thelisidus piirkond xy-tasandil ja olgu D C G kinnine tikiti
sileda rajajoonega hulk. Kui F: G — R ning G: G — R on sellised pidevad funktsioonid,
millel on hulgas G pidevad osatuletised %—5 ja %, si1s kehtib valem

oG OF /
— — — | dady = Fdx+ Gdy. 10.1
//D(ax 39) Y oD / ( )

Me toestame valemi (10.1), mida nimetatakse Greeni valemiks, sellise hulga D puhul,
mida saab kirjeldada kovertrapetsite abil.

Niisiis, olgu D kinnine kovertrapets lahtises hulgas G piiratud kiilgedelt sirgetega
r = a ja r = b ning ilalt ja alt siledate joontega L := AB ja N := CE, seejuures olgu need
jooned madratud vastavalt vorranditega

y=1(x) jay=x(x), kus x (z) <¢ () (€ a,b]).

Edasi, olgu F': G — R pidev funktsioon, millel on hulgas G pidev osatuletis %—5. Arvutame

OF b v R
— (x,y dzdy:/ dx/ — (x,y) dy
\//l; ay ( ) a x(z) ay ( )
b

_ / (F (2,4 (2)) — F (z,x () da

a

:/abm,w)) dx—/abF(%X(f)) s

:/ Fdx—/ Fdzx.
AB CE

Pohjenduseks viimase vorduse juurde mérgime, et see tuleneb lausest kus joone vorrandid
on vastavalt

r=r,y=¢ () jar=r y=x() (z€lad])
(kontrollige! PX. Pidades silmas, et [, F'dz = [pn F'dz = 0 (selgitage! )X, saame

//a—F(x,y)dxdy:—(/ Fdw—i—/ Fda:—i—/ Fd:c—l—/ Fdx),
p 0y CE EB BA AC
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oF /
dedy = — Fdx. 10.2
/ 5?4 v= oD ( )

Siin on hulga D rajajoonel 0D = OCEBA integreerimissuunaks voetud positiivne suund
(vt. pt. 7, mérkus 4).

ehk

Vaatleme niilid iildisemat olukorda. Olgu D C G selline hulk, mida saab jaotada
loplikuks arvuks eespool vaadeldud tiiiipi kovertrapetsiteks. Jargnev lihtne arutelu
niitab, et vordus jiib ka sel juhul kehtima.

Eeldame, et hulga D saab pideva joonega M N jagada kaheks selliseks kovertrapetsiks Dy
ja Dg, mille puhul vordus kehtib, néditame, et siis kehtib ta ka hulga D korral. Punktid
M ja N jaotavad joone 0D kaheks kaareks I'; ja I's, seejuures on I'y U MN ja I'os U NM
vastavalt hulga D, ja D, rajajoon. Eelneva arutelu kohaselt

/ —dxdy——/ Fd:z;—/ Fdz,

Dy I'1 MN

/ —dxdy— /Fdx—/ Fdx:—/ Fdx+/ Fdx.
p, 0 Ty NM Iy MN

Need valemid liites saame joonintegraali aditiivsuse pohjal valemi ((10.2)).

Analoogiline valem kehtib teist tiitlipi kovertrapetsite korral. Kui hulk D C G koosneb
loplikust arvust niisugustest kovertrapetsitest, mis on pealt ja alt piiratud vastavalt sirgetega
y = d ja y = c ning kiilgetelt siledate joontega x = 0 (y) ja = = p(y), siis analoogilise
arutlusega jouame valemini

// g—f (z,y) dedy = 8DGdy, (10.3)

kui G: G — R on pldev funktsmon millel on hulgas G pidev osatulems (NB' Selgitage,
miks valemid (10.2)) ja ( erinevad mérgi poolest! )

Valemite ((10.2] - ja - 10.3)) liitmisel saame Greeni valemi. Seega oleme lause tf)estanud
iga hulga D jaoks, mida saab pidevate joontega jagada kumbagi tiiiipi loplikuks
arvuks kovertrapetsiteks.

Paneme téhele, et Greeni valem on tuntud Newton-Leibnizi valemi

/ F'(x)dx = F(b) — F(a)

kahemootmeline iildistus.
Intuitiivselt vottes vaidab Greeni valem, et kui summeerida hulga D igast punktist viljuv
voog, siis saadud tulemus on vordne vooga labi D rajajoone. (Vt. ka ptk. [12.6)).

Uheks koige lihtsamaks Greeni valemi rakenduseks on vaadeldava piirkonna pindala
arvutamine. Kui funktsmomd F ja G valemis valida selliselt, et = — —y = 1 kogu

hulgas D, siis valemi vasak pool kirjeldab selle hulga pindala pu (D) Vottes niiteks
F(z,y)=0jaG (:U,y) =x iga (z,y) € D korral, saame valemi

p (D) = /aD x dy. (10.4)
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10.2 Integreerimisteest soltumatud joonintegraalid

Olgu lahtises sidusas hulgas G fikseeritud punktid A ja B. Selgitame vélja, millistel
eeldustel hulga G ja pidevate funktsioonide F': G — R ning G: G — R suhtes joonintegraal

/ Fdx+Gdy (10.5)
AB

soltub ainult punktidest A ja B ning ei soltu neid {ihendavast joonest. Joone all moistame
me selles punktis tiikiti siledat joont.
Koigepealt toestame jargmise lemma.

Lemma 10.2. Joonintegraal (10.5) on séltumatu punkte A ja B tihendavast integreerimis-
teest puirkonnas D parajasti siis, kui iga lihtsa kinnise joone I' C G korral kehtib vordus

/Fd:chGdy:O. (10.6)
T

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et integraal (4) ei soltu integreerimisteest, vaid ainult
punktidest A ja B. Olgu I" C G lihtne kinnine joon. Valime sellel joonel kaks punkti A’ ja B/,
need jaotavad joone I' kaheks kaareks I'y ja I'y, votame neil molemal suuna punktist A’ punkti
B’ poole. Meie eelduse kohaselt kehtib vordus f AA/UMUB'B = f AA/UT,UB/B’ millest jareldub, et
fFl = frg' Joonintegraali aditiivsuse omadusest saame seose fr = fFl + f(r_g = frl — fr2 =0

(siin nool tdhe T'y all tdhendab, et kaar I'y on suunatud punktist B’ punkti A’ poole), s.t.
kehtib vordus (10.6)).

Piisavus. Eeldame, et tingimus on taidetud iga lihtsa kinnise joone I' C G puhul.
Olgu punktid A ja B voetud hulgas G suvaliselt ja olgu I'y ning I'; neid punkte {ihendavad
lihtsad jooned, nad moodustavad kinnise joone I'.

Esiteks vaatleme juhtu, kus joontel I'y ja I'y ei ole {ihiseid punkte peale A ja B. Siis
' on lihtne joon ja meie eelduse pohjal kehtib seos . Samal ajal [ = [ — [ (vt.
tarvilikkuse toestus), niisiis [, = [i, -

Teiseks vaatleme juhtu, kus joontel I'y ja I'y on peale A ja B veel iihised punktid
Ci,...,C,_1, olgu need nummerdatud nii, et moééda joont I'y (voi I'y) liikudes on Cy 1 punk-
tist A kaugemal kui Cy. Siis jagunevad molemad jooned I'; ja I's n kaareks I'11,T'19,..., T,
ja a1, [ag, ..., 'y, mis paarikaupa moodustavad n lihtsat kinnist joont. Arvestades vaadel-
dud juhtu, véime viita, et . = [, [r. = [, Jr, = Jp, - Aditiivsuse omaduse
kohaselt saame nende vorduste liitmisel vorduse [ = [i, .

Pohimotteliselt on veel kolmas voimalus, kus joontel I'y ja I'y on lopmata palju iihised
punkte. Ka sel juhul jaab viide kehtima, selle juhu toestuse jaitame vahele. m

Seome vaadeldava probleemi eelmises punktis toestatud Greeni valemiga. Eel-
dame, et hulgas G pidevatel funktsioonidel F' ja G on selles hulgas pidevad osatuletised g—f

ja %—5. Kui I' on lihtne kinnine joon hulgas G ja D on selle joonega piiratud hulk, siis funkt-

sioonid F', G, % ja %—5 rahuldavad hulgas D Greeni valemi kehtimiseks vajalikke tingimusi

eeldusel, et D C G. Niisiis, me vajame lisaeeldust, et hulk G sisaldab koos iga lihtsa kinni-
se joonega ka selle joonega iimbritsetud piirkonna. Sellise omadusega hulka G nimetatakse
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tihelisidusaks. Piltlikult viljendudes voib Gelda, et iihelisidusad on sellised hulgad, milles ei
ole "auke”.
Kui eeldada, et G on {iihelisidus, siis Greeni valemi abil saame tingimuse (|10.6)) esitada

kujul
0G OF

Pole kahtlust, et see kehtib, kui

0G  OF
e 8_y kogu hulgas G.

Osutub, et see tingimus on ka tarvilik vorduse (10.6)) kehtivuseks. Téhistame

oG  OF
2 f] (5 - 5) e
dH

ja leiame funktsiooni H tuletise piirkonna G suvalises punktis X. Lausest saame G5 =

% — 88—5. Kuna iga D C G puhul H (D) = 0, siis Zg = 0, niisiis, % = %—5 kogu piirkonnas

Kokkuvottes oleme toestanud jargmise lause.

Lause 10.3. Olgu funktsioonid F ja G mng nende osatuletised 80
tihelisidusas piirkonnas G. Joonintegraal (10.5) on séltumatu punkte A ja B dhendavast

aG oF
integreerimisteest piirkonnas G parajasti siis, kuz = o kogu piirkonnas G.

ja 8— pidevad lahtises

Lause 10.4. Olgu funktsioonid F ja G ning nende osatuletised %—f ja %—5 pidevad lahtises
thelisidusas piirkonnas G. Avaldis Fdx + Gdy on mingi piirkonnas G diferentseeruva kahe
muutuja funktsiooni w = f (x,y) tdisdiferentsiaal parajasti siis, kui g_c = %—F kogu piirkon-
2 y

nas G.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et F'dx+G dy = 8f dx—l—af dy = df, kus f on piirkonnas

G diferentseeruv funktsioon. Siis F' = 8—90 mng G = (pohjendage')% millest saame %G
aagafy ning %5 = 3‘25; Eelduse kohaselt on = Ja &= pldevad Schwarzi teoreemi pohjal
aaydfz da 99 . Niisiis kehtib vordus BG purkonnas g.

Piisavus. Eeldame, et seos gG %F kehtlb kogu piirkonnas G, meie eesmérgiks on leida

funktsioon f: G — R omadusega df = F'dz + G dy.

Olgu A fikseeritud ja X muutuv punkt piirkonnas G. Vaatleme joonintegraali [ ax Fdr+
G dy. Lause[10.3|pohjal ei soltu selle integraali vidrtus integreerimisteest, vaid ainult punktist
X. Tahistame

f(X) ::/AXFdx—i-Gdy,

seega on f piirkonnas D méadratud kahe muutuja funktsioon. Néaitame, et df langeb kokku
avaldisega F'dr+Gdy. Kui h on argumendi x muut punktis X, siis, tdhistades Q := (z + h, y),
saame

f(x+h,y)—f(x,y):/ Fdx+Gdy—/ Fdx+ Gdy
AQ AX
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:/ Fdz+ Gdy
XQ

(selgitage! . Joon X@Q on z-teljega paralleelne sirgloik, seega [ XQGdy = 0 ning kesk-
vadrtusteoreemi kohaselt

x+h
/ﬁfﬂx:/’ F(ty) dt = F (€.9) h.
XQ T

kus ¢ on mingi punkt vahemikus (z,z + h) (selgitage!)"X. Niisiis,

f(x+hay})L_f(xvy) :F(&y)

ja kuna protsessis h — 0 saame £ — x, siis tdnu funktsiooni F' pidevusele

0 h, - )
O (y )=t L2 1) =S 5

:fllii%F(f,y) =F(z,y).

Analoogiliselt saadakse seos

%@szmw

Lause on toestatud. m

10.3 Muutujate vahetus kahekordses integraalis

Nagu peatiiki algul 6eldud, piiiiame me Greeni valemi abil leida eeskirja, mille jargi toimub
muutujate vahetus kahekordses integraalis. Koigepealt meenutame muutuja vahetust tihe-
kordsete integraalide arvutamisel. Olgu x = ¢ (t) 16igus [«, 5] diferentseeruv funktsioon,
mille vaartused kuuluvad 16iku [a, b], kus a := ¢ () ja b := ¢ (f). Kui funktsioonil f on
selles loigus olemas algfunktsioon, siis kehtib valem

b B
/f@mz/wa¢@&

eeldusel, et selles valemis esinevad integraalid eksisteerivad. Meie eesmérk on leida analoo-
giline valem kahekordsete integraalide jaoks.

Olgu uv-tasandi mingis lahtises iihelisidusas piirkonnas G’ defineeritud funktsioonid
r=¢(u,v), y=n(uv) (U= (u,v)eg). (10.7)
Nad seavad igale punktile U = (u,v) € G’ vastavusse punkti X = (z,y) zy-tasandil:
T(u,v) = (&(u,v),n(u,v)), U= (u,v) €g.
Olgu G :=T'(G") = {T(u,v): (u,v) € §'} = {(z,y) : (u,v) € G'}.

Definitsioon. Kujutust 7: G — G, mis on méaaratud seostega ((10.7)), nimetatakse regu-
laarseks teisenduseks, kui on tdidetud jargmised tingimused:
1) T on bijektiivne (ehk iiksiithene vastavus), s.t. iga punkti X = (z,y) € G puhul leidub
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tapselt iiks punkt U := (u,v) € G’ omadusega T'(U) = X,

2) eksisteerivad osatuletised %, %, g—z ja %, mis on pidevad hulgas G,
3) jakobiaan

D (z,y XU 2w

D (u,v) au< ) av( )

on nullist erinev iga U € G’ korral.
Mérgime, et tdnu kujutuse 1" bijektiivsusele avalduvad u ja v muutujate x ja y funkt-
sioonina:

u=u(z,y), v=v(r,y) (X=(r,9)€G). (10.8)

Me naitame jargnevalt, kuidas regulaarsete teisenduste abil kirjeldatakse ja pohjendatak-
se muutujate vahetust kahekordses integraalis, s.o. iileminekut muutujatelt z ja y muutuja-
tele u ja v. Seejuures monede ileskerkivate tehniliste probleemide lahendamisel toetume me
jargmistele lausetele.

Lause 10.5. Regulaarse teisenduse T: G' — G, mis on antud seostega , poolt mdadratud
funktstoonidel u: G — R ja v: G — R leiduvad pidevad osatuletised molema muutuja x ja y
jargi hulgas G.

Toestus. Vaatleme vorrandisiisteemi
r—&(u,v)=0
, 10.9
el o 109)
see on teoreemis [0.4] vaadeldud siisteem

Fl (x,y;u,v) :0
Fy(x,y;u,v) =0’

kus Fy (z,y;u,v) := =& (u,v) ja Fy (x,y;u,v) = y—n (u,v) ning (z,y;u,v) € G xG'. Néita-
me, et teoreemi[5.4]eeldused 1°—4° on rahuldatud, siis toestatav viide jireldub teoreemist [5.4]
Eelduse 2° kohta mérgime, et kui Uy = (ug, v9) € G’ on suvaline ja Xg = (z9,y0) = T (Uy),
siis punkt A := (g, Yo; Uo, Vo) € G x G’ rahuldab vorrandististeemi . Ulejadnud eeldused
19, 3% ja 4° on rahuldatud kogu piirkonnas G x G’ : kuna

8F1 8F2 8F1 8F2 0F1 85 8F1 85 8F2 87] 8F2 877

BRIl il Vi VU My S Vil W VA 0

siis eeldused 1Y ja 4° on ilmselt tdidetud, tingimus 3° tuleneb lihtsalt kontrollitavast seosest

D(F,F)  D(zy)

D (u,v) D (u,v) =/

Lause 10.6. Olgu antud funktsioonid y; = y; (v1,v2) ja yo = ya (v1,v2), kusjuures vy =
v (t1,t2) ning vy = ve (t1,1t2) . Olgu koigil siintoodud funktsioonidel méolema argumendi suh-
tes pidevad osatuletised. Defineerime liitfunktsioonid Yi (t1,t2) = y1 (v1 (t1,t2),v2 (t1,1t2))
ning Yo (t1,t2) := ya (v1 (t1, 1), v (t1,t2)). Siis liitfunktsiooni jakobiaan vordub vilimise ja
sisemise funktsiooni jakobiaanide korrutisega.
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Markus. Lause [10.6] néditab, et jakobiaan allub samale ahelareeglile nagu liitfunktsiooni
tuletis.
Toestus. Arvutame vastavate jakobiaanide korrutise:

8y1 8y1 31)1 8’01 6y1 81)1 8y1 31}2 By1 81}1 8y1 81}2
D (yl’ y2) D (Ul’ U2> _ oy Ovg ot Oto _ ovy Oty Ovg Ot1 vy Oto Ovg Oto
D (v1,00) D(ty, 1) | Q2 Q2 || 92 9va | ™| Qv2lu | Oua vy Oyz Qv 4 Ovz v
1, V2 1, %2 ovy Ovo ot Oto ov, Ot Ova Ot1 Ovy Oto Ovg Otg
oY1 oY1
BE X TRD
| 9y 9Yy | T D (t t ) )
ot1 Oto 1,02

Lause 10.7. Olgu T': G’ — G regulaarne teisendus, F' C G’ kinnine hulk ning F =T (F").
Siis F° =T ((F')°) ning OF =T (OF").

Toestus. Tarvis on nédidata, et regulaarne teisendus kujutab hulga F” sisepunktid (raja-
punktid) hulga F' sisepunktideks (rajapunktideks) ja vastupidi. Olgu Uy = (ug, vp) hulga F
suvaline sisepunkt, siis leidub timbrus Us (Uy), mis sisaldub hulgas F’. Néitame, et punkt
Xo = (xg,y0) := T (Up) on hulga F sisepunkt. Selleks kasutame vorrandististeemi
jaoks jélle teoreemi , kus votame A := (xg, Yo, o, Vo). Selle teoreemi kohaselt leidub punk-
til X niisugune timbrus U, (Xg), milles seosed madravad muutujad u ja v argumentide
x ja y pidevate funktsioonidena. Seega on koik punktid timbrusest U. (Xy) hulga F’ punk-
tide kujutised kujutuse T suhtes, niisiis U, (Xo) C F. Tdhendab, X, on hulga F' sisepunkt.
Analoogiliselt siilitab ka poordkujutus 7! sisepunktid.

Kui Uy on hulga F’ rajapunkt, siis peab X, olema rajapunkt hulgas F, sest vastasel
korral (s.t. juhul, kui Xy oleks sisepunkt) kujutaks regulaarne teisendus 7 sisepunkti Xg
rajapunktiks Uy, mis on eelpool toestatuga vastuolus. m

Lausest jareldub muuhulgas, et regulaarne teisendus viib kinnise hulga kinniseks
hulgaks, st. kui F” on kinnine, siis ka F' =T (F”’) C G on kinnine.

Lause 10.8. Olgu T: G' — G regulaarne teisendus ja olgu A lihtne kinnine tikiti sile joon
hulgas G', mis on antud vorranditega

u=u(t), v=ov(t) (t€la,p]).

Olgu A C G joonega A piiratud piirkond, tihistame L := T (A) ja D = T (A), need on
puirkonna G alamhulgad. Sits joon L, mis on mddratud vorranditega

on lihtne kinnine tikiti sile joon hulgas G.

Toestus. Seostest

P (1) = Sl (1) 2o (1), o (1) = o (1) O (1),
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jareldub funktsioonide z’ ja 3’ pidevus, tingimus ggzg; # 0 garanteerib, et iihegi t € [a, f]
korral ei ole 2’ (t) ning ¥/ (t) korraga vordsed nulliga (selgitage! . Teisenduse T: A — D
bijektiivsuse tottu on L kinnine lihtne joon. m

Lause niiitab, et regulaarne teisendus T: A — D kujutab lihtsa kinnise (tii-

kiti) sileda joone A lihtsaks kinniseks (tiikiti) siledaks jooneks L.

Lause 10.9. Olgu G' lahtine iihelisidus hulk. Olgu T: G' — T(G) C R%. vorranditega

mddratud requlaarne teisendus. Olgu A lihtne kinnine tikiti sile joon hulgas G', OA = A ning

tdhistame D T(A) ja L = T(A). Olgu vihemalt tiks paar segaosatuletisi 8(12(;71) ja aianu V01
9%

S Ja d d pidevad hulgas G'. Siis

:/ |J| dudo. (10.10)
A

Markus. Paneme téhele, et Schwarzi teoreemi (vt. lauset tottu garanteerib segao-
satuletiste pidevus nende vordumise.

Toestus. Lause pohjal leiduvad pidevad osatuletised g;ﬁ? gZ’ gz ja 8y’ need moodus-
D(u,v

tavad jakobiaani Dy — % (vt. lauset [10.6|). Seega korraldab kujutus 7" bijektiivse vastavuse
piirkondade A ja D, aga ka nende rajajoonte A ja L vahel (vt. lauseid ja. Mérgime,
et kui punkt X (¢) := (x (t),y (¢)) labib joone L positiivses suunas, voib talle vastav punkt
(u(t),v(t)) =T (X (t)) labida joone A kas positiivses voi negatiivses suunas.

Imselt on molemad hulgad D ja A mootuvad. Hulga D pindala p (D) = [, dzdy
saame valemi abil arvutada joonintegraaliga | ; v dy, kus joon L ldbitakse positiivses
suunas. Niisiis,

B B
= [ et oy ®a= [ ewo. o (o5 o) a

Selle Riemanni integraali saame esitada omakorda joonintegraalina
/ a:—n du + x—n dv,

kus mérk '+’ kirjutatakse sel juhul, kui joon A ldbitakse positiivses suunas, mérk ’-” vastu-
pidisel juhul. Greeni valemist saame kahekordse integraali

// [au( 0v>_3%( gm dudo,

817_

2’1 tuleneb seos

millest eeldusel, et funktsioon 7 rahuldab tingimust Soo

(D) = i//AJdudv.

Lihtne on nédha (kuna p (D) > 0), et selle integraali mérk langeb kokku jakobiaani J mérgiga

(selgitage! K, seega
= / |J| dudo.
A

Jargnevalt sonastame ja toestame kahekordses integraalis muutujate vahetuse teoreemi.
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Teoreem 10.10. Kehtigu lause eeldused ning olgu f integreeruv hulgas D. Siis kehtib
muutujavahetuse valem

//]3f<x’y) dxdy://Af(f(“vv)m(uav))ul dudv. (10.11)

Toestus. Defineerime
(z,y) / f(ty)

kus a = a(y) on sobivalt valitud arv, siis ﬁ = f(x,y) ning me saame rakendada Greeni
valemit:

f(z,y) dedy = Fdedy= [ p@y)dy= [ oy (1) dt
/I, [ 5 asan= [

NN o an
_/agp(au (1) + 5o ()) dr = [ o5l ausgglan

nagu lause toestuses, soltub mark integraali ees ka siin jakobiaani méargist. Kasutame
veel kord Greeni valemit: kuna

O (o) _ 0 (o) _0e0n_0pdn _Op (0800 0SON\ _ p( 0y,
ou 8'0 Ov gOau N Oz \Oudv  Ovou) oY)

Oudv  Ovou
siis jouamegi muutujate vahetuse valemini (10.11)) m

Mirkus (véga oluline!). Enamasti on muutujate vahetused, mida praktikas kasutatak-
se, sellised, kus seostega madratud kujutuse T" korral koik regulaarsuse tingimused ei
ole tdidetud. Me niitame jargnevas, et valem jaab kehtima, kui need n.6. isedrased
punktid, mille puhul meie poolt tehtud regulaarsuse eeldused on rikutud, saab nii piirkonnas
D kui ka piirkonnas A lokaliseerida selliselt, et iga etteantud ¢ > 0 korral leidub alam-
hulk D. C D, mis sisaldab koik hulga D isedrased punktid, ning u(D.) < ¢ ja
p(T71(D:)) <e.

Niisiis, eeldame, et

Ve>03D.CD:pu(D.)<e, p(T " (D)) <e

ja D, sisaldab koik isedrased punktid. Lisaks eeldame, et osatuletised gé, gf), gz ja B—Z on
(rv,y

Due) ON hulgas A tokestatud, s.t.

pidevad piirkonnas A, siis jakobiaan J =
IM>0:]|J(U)| <M igaU e A puhul.

Nendel eeldustel

//D\Dg f(z,y) dedy = //A\Tl(DE) (& (u,v),n (u,v)) |J (u,v)| dudo. (10.12)

Seejuures

‘//Dfdxdy_ //D\Dgfdl"dy' < /DE \f (2,y)| dedy < Nu(D.) < Ne,  (10.13)
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kus N := maxxep |f (X)|. Samamoodi
’/ fl1J] dudv—// f1J| dudv
ANT1(D.)

seega saame seostest (10.12]), (10.13)) ja (10.14) protsessis € — 0 valemi (10.11]).

// & (u,v),m (u,v))||J| dudv
NMM (D, )) < NMe, (10.14)

Naiide 10.1 (viga oluline!). Vaatleme koige sagedamini kasutatavat muutujate vahe-
tust - lileminekut tavalistelt ristkoordinaatidelt = ja y polaarkoordinaatidele r ja
. Olgu kujutus T" hulkade

{(r,0) [r >0, 0€[0,2a]} ja {(z,y)|z,y€ (—00,00)}
vahel méaratud vorranditega

r=rcosf, y=rsinb. (10.15)

D(zy) _
D(r0) —
(veenduge! "H.Paneme téihele, et kujutus 7T ei ole bijektiivne. Vaatleme rf-tasandil kinnist

ristkiilikut A := [0, R] x [0,27], kus R > 0. Olgu selle tipud (alustades punktist (0,0)
positiivses suunas) O, M, N ja Z. Talle vastab xy-tasandil kinnine ring D := Sy keskpunktiga
0 ja raadiusega R. Selle ringi rajajoon (s.o. ringjoon keskpunktiga 0 ja raadiusega R) vastab
16igule M N, mdlemale 16igule OM ja NZ vastab 16ik 0A, kus A := (R,0). Loigule MO
vastab ainult punkt 0. Ndeme, et seostega (10.15) méaaratud vastavus hulkade A ja D vahel
ei ole bijektiivne.

Olukord muutub, kui nihutada ristkiilliku OMNZ kiilge ZO (véikese) suuruse p > 0
vorra paremale ning kiilge N Z (véikese) suuruse > 0 vorra allapoole, saame uue ristkiiliku
A’ := O’'MN'Z’. Lihtne on veenduda, et sellele vastab ring Sy, millest on vilja jietud ring
keskpunktiga 0 ja raadiusega p ning sektor AOB, mis vastab nurgale 0. Téhistame selle
piirkonna tahega D’. Teisendus T: A’ — D’ on regulaarne. Seejuures saab sellised punktid
X € D ning U € A, kus kujutuse T bijektiivsuse néue on rikutud, lokaliseerida teatavasse
osapiirkonda, mille pindala saab arvude § ja p valikuga teha vdiksemaks, kui etteantud arv
€ > 0. Seega saame rakendada valemit ning veenduda, et

//Df(x,y) dxdy://Af(rcose,rsinﬁ)rdudv.

Selge, et funktsioonidel (10.15]) on pidevad osatuletised, vahetu kontroll néitab, et

r
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11 Kolmekordne integraal

11.1 Kolmekordse integraali moiste

Integraal iile risttahuka. Olgu R := [a,b] X [c,d] X [u, v] risttahukas ruumis R3, s.t
R={X=(z,y,2) |a<xz<b ¢c<y<d, u<z<v}.

Olgu T [xo, ..., x|, T [yo,-- -,y ja T |20, ..., 25| vastavalt 16ikude [a,b], [c,d] ja [u,v] ala-
jaotused

a=20<21<...<T,=0b, c=yo<yy<..<y=d, u=2z0<z1<...<25=0.
Siis risttahukas R jaotub osaristtahukateks
Ryp = [Th-1, 2] X [y, u] X [2p-1,2) (k=1,...,n; l=1,...;1; p=1,...,5).

Niimoodi saadud alajaotuse tahistame 7" = T [Ryy,], arvu

. 2 2 2
NT) = max VB2)? + (Ay)* + (A2,)°,
kus Azy = o — vp—1, Ay =y — yi—1 ja Az, := 2z, — 2,-1, nimetame alajaotuse T' [Ry,]
diameetriks.

Olgu f: R — R funktsioon. Moodustame (fikseeritud alajaotuse 7' puhul) integraalsum-

ma
Z Z Z I (Eymi, ) Az Ay Az,

k=1 =1 p=1

kus punkt Xy, = (&, mi, p) on suvaline punkt osaristtahukast Ry,

Definitsioon. Arvu I nimetatakse funktsiooni f kolmekordseks Riemanni integraaliks
tile risttahuka R, kui iga ¢ > 0 korral leidub niisugune 6 > 0, et mistahes alajaotuse 1" [Ry),
korral, mille diameeter A (7") on viiksem kui §, kehtib punktide Xy, = (&, m,(p) € Ry
suvalise valiku korral vorratus

Zzzf (£k>77Z7Cp) AxkAylAZp —

k=1 l=1 p=1

< E.

Sel juhul kirjutatakse

lim o (T) =1,
AT)—0

kolmekordset integraali tdhistatakse

///f x,y,z) dzdydz ehk, lihemalt, ///fd,u

Kui see integraal eksisteerib, siis titleme, et funktsioon f on (Riemanni méottes) risttahukas
R integreeruv.

Nii nagu kahekordse integraali korral on kolme muutuja funktsiooni integreeruvuseks
tarvilik tingimus tema tokestatus, nimelt kehtib jargmine véide.
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Lause 11.1. Iga risttahukas R integreeruv funktsioon f on selles hulgas tokestatud.

Olgu f: R — R tokestatud funktsioon, siis antud alajaotuse T" = T' [Ry;;,] puhul eksistee-
rivad

Myp == sup f(X) ja my,:=_inf f(X)

XERMP XERMP
suvaliste k = 1,...,n, [ =1,...,rjap =1,...,s korral. Moodustame Darbouz’ iilem- ja
alamsumma
S(T) := Z My Az Ay Az, ning s(T') := Z Z Z My AT Ay Az,
k=1 =1 p=1 k=1 [=1 p=1
seejuures

s(T)<o(T)<S(T).

Tegelikult dlemsumma S (T') on integraalsumma o (T') dlemine raja, sest punkti Xy, € Ry
valikuga voib funktsiooni véértuse f (Xy,,) saada kuitahes lihedale arvule Mjy,,. Analoogili-
selt on alamsumma s (77) integraalsumma o (7') alumine raja. Niisiis, fikseeritud alajaotuse
T puhul

S(T)=supo(T) ja s(T)=info(T),

kus rajad on voetud iile koikvoimalike valikute Xy, € Ry (k=1,...,n; I=1,....,mp=1,...

Darboux’ summade pohilised omadused on:

1) alajaotuse peenendamisel ei saa iilemsumma kasvada ega alamsumma kahaneda,
2) iikski alamsumma ei ole suurem iihestki tilemsummast.

Seejuures kehtib jargmine integreeruvuse kriteerium.

Teoreem 11.2. Tokestatud funktsioon f: R — R on risttahukas R integreeruv parajasti
siis, kui limy o (S (T) —s (1)) =0, s.t.

Ve>030>0: AT)<do=5T)—-s(T)<e.
Muuhulgas tuleneb teoreemist jargmine oluline fakt.

Teoreem 11.3. Kui funktsioon f: R — R on risttahukas R pidev, siis on ta integreeruv.

Integraal iile suvalise tokestatud hulga ruumis R3. Olgu = C R? tokestatud hulk,
milles on médratud funktsioon f. Valime niisuguse risttahuka R = [a,b] X [¢,d] X [u,v], et
= C R. Defineerime uue funktsiooni F': R — R seosega

[ f(X), kui X €E,
FX):= { 0, kui X € R\Z.

Funktsiooni f: Z — R nimetame integreeruvaks hulgas D, kui funktsioon F' on risttahu-
kas R integreeruv. Sel juhul

///Ef(:c,y,z) drdydz = ///RF(J:,y,z) dz dy dz.



MATEMAATILINE ANALUUS IV 111

Hulga ruumala ruumis R3. Definitsioon. Tokestatud alamhulka = C R? nimetatakse
(Jordani mottes) maootuvaks, kui eksisteerib integraal

///EXE(X) drdydz = p (),

1, kui X € =,
Xz (X) '_{ 0, kui X ¢z,

on hulga = karakteristlik funktsioon. Arvu p (Z) nimetatakse sel juhul hulga = ruumalaks
ehk Jordani mooduks.

kus

Kui Z on risttahukas R := [a,b] x [c,d] X [u,v], siis suvalise alajaotuse T = T [Ry)
korral W
o (T) :ZZZAxkAylAzp: (b—a)(d—c)(v—u),
k=1 =1 p=1

seega on i (R) = (b—a)(d—c)(v—u).

Muutujate vahetus kolmekordses integraalis pohineb ruumiliste hulkade regulaar-
sele teisendusle. Olgu II kinnine hulk ruumis R3, milles on defineeritud funktsioonid

r=¢&(u,v,w), y=n(u,v,w), z=C_(uv,w). (11.1)

Olgu = := {(z,y,2) | (u,v,w) € I} . Seosed midravad teatava teisenduse T': IT — =,
mida nimetatakse regulaarseks, kui on téaidetud jargmised tingimused:

1) T on bijektsioon,

2) funktsioonidel on hulgas II pidevad osatuletised koigi argumentide jargi,

3) jakobiaan J = D(x.v.2) o nullist erinev, s.t.

D(u,v,w)
5 (U) &(U) 2 (U)
J(U) = | SH(U) SH(U) (V) [#0
& (U) Z(U) £(U)

iga U € II korral. Ilma toestuseta esitame siinkohal jargmise viite.

Teoreem 11.4. Olgu = kinnine mootuv hulk ning 11 := T~ (Z), kus T on seostega ((11.1)
madratud requlaarne teisendus. Kui funktsioon w = f (x,y, z) on pidev hulgas =, siis

///Ef(x,y,z) dxdydz:///nq)(u,v,w)‘%

kus @ ('U/,/U,w) = f (5 <u7 v? w) ’77 (U/?U’w) 7C(u7v7w))

du dv dw, (11.2)

Mairkus 1. Olgu L C = nende punktide hulk, kus teisendus T ei ole regulaarne, eeldame,
et (L) = 0. Siis leiduvad mootuvad hulgad W, et L C W, (n € N) ja lim,, u (W,,) = 0. Kui
eeldada, et
1) li£nu (T,) =0, kus T, :=T1(W,), ja
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2) jakobiaan J = D(I’y’z)) on tokestatud hulgas II,

D(u,v,w
siis kehtib seos ((11.2)).

Uleminek silindrilistele koordinaatidele teostatakse teisendusega T, mis on mééira-
tud seostega

x=rcosl, y=rsinf, z=2z (r=0, 0<0<21, —c0<2<00).

Kuna
cos sind 0
J(r,0) =| —rsinf rcosf 0 |=r,
0 0 1

siis on T regulaarne igas hulgas =, mis ei sisalda punkti 0, seega

///Ef(a?,y,z) dxdydz:///Hf(rcosﬁ,rsiné,z)rdrd@dz, (11.3)

kui f: = — R on pidev funktsioon. Tegelikult kehtib see valem ka nende hulkade = puhul,
mis sisaldavad nullpunkti. Nimelt, kui vétame hulgaks W, (vt. mérkus 1) silindri

1 1 1
{(x,y,z) | Va2 4+y? < —, ——<z<—},
n n n

siis ), := {(r,@,z) |0<r< %, 0<0 <2, — % <z < %} on risttahukas ja u (I',) = ng —
0 (n — o0) . Seega on mérkuse tingimus 1) tdidetud. Tingimus 2) on téidetud igas tokestatud

hulgas II. Méarkuse 1 kohaselt kehtib valem ([11.3]) iga mootuva hulga = korral.

Uleminek sfairilistele koordinaatidele toimub teisendusega T', mis on defineeritud
seostega

r=rsinycosf, y=rsinysinf, z=rcosy (r=0, 0<0 <2, 0<y<7),

sel juhul
sin 7y cos 6 sin 7y sin ¢ COS
;_ D@y _ e LV B
=——"""~- =1 rcosycosf) rcosysinf —rsiny |=rsiny > 0.
D (T797’y) 1 ] 1
—rsinysin€@ rsin~ycosf 0

Teisendus T ei ole regulaarne z-teljel, kuid saab naidata, et valem

///f(x,y,z) dxdydz:///f(rsinycosé’,rsin'ysinQ,rcosv)r2sin7drd0dv
= I

kehtib suvalise mootuva hulga = korral.
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11.2 Kolmekordse integraali arvutamine

Kolmekordse integraali arvutamine taandatakse tavaliselt kahekordse ja iihekordse integraali
arvutamisele. Me esitame vastavad véited siinkohal ilma toestusteta, pohimotteliselt toesta-
takse nad samamoodi, kui vastavad véiited kahekordse integraali korral (vrd. pt. 8).

1. Olgu R risttahukas kujul
R =[a,b] x [¢,d] X [u,v]

tahistame Dy = [¢,d] X [u,v] ja D3 := [a,b] X [c,d], need on risttahuka R projektsioonid
vastavalt yz- ning zy-tasandil. Kui funktsioon w = f (x,y, z) on risttahukas R integreeruv,
siis kehtivad valemid

//Rf(x’y’z) dxdydz:/ab dx/ le(%y,z) dydz,
//Rf(x’y’z) dxdydzz///]33 dwdy/uvf(x,y,z) dz

eeldusel, et kahekordne integraal [, p, [ (%,y,2) dydz eksisteerib iga z € [a,b] korral ja
ithekordne integraal [ f (z,y,z) dz iga (x,y) € Dj korral.

2. Vaatleme niitid iildisemat situatsiooni. Olgu = kahe z-teljega ristuva tasandi x = a ja
x = b vahel. Eeldame, et hulga = loikamisel suvalise tasandiga x = ¢, mis on nende kahe
tasandiga paralleelne ja asub nende vahel, tekib kujund, mille projektsioon D, yz-tasandil
on mootuv. Sel juhul

//Ef(x,y,z) da:dydz:/ab dx/Dx“x’y’Z) dy dz.

3. Olgu hulgaks = veelgi iildisem koversilinder, mis {ilalt ja alt on piiratud pindadega
z = p(z,y) ja z = ¥ (x,y), kus ¥ (z,y) < ¢(z,y) iga (z,y) korral hulgast D, milleks
projekteerub xy-tasandile koversilinder =. Seejuures eeldatakse, et iga (x,y) € D korral

eksisteerib ithekordne integraal f&fj)) f(z,y,z) dz. Siis

:L"y)
///f:z;y, dxdydz-//dxdy/ f(z,y,z) dz.
(z.y)

Erijuhul, kui D on kévertrapets, mis on piiratud joontega = = a, x = b, y = a(z) ja
y = pf(x), kus f(z) < a(x) iga x € [a, b] korral, saame kolmekordse integraali arvutamiseks

valemi
//fxy, dxdydz-/dx/ dy/ f(z,y,z2) dz.
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12 Pindintegraalid

Esmapilgul paistab, nagu peatiikis ?? toodud meetodit joone kaare pikkuse (ja seeldbi ka
joonintegraali) defineerimisel voiks kergesti iildistada ka pinnatiiki pindala ning vastavate
integraalide defineerimiseks. Siiski juba aastal 1883 niitas saksa matemaatik H. Schwarz, et
selline meetod — fikseerida pinnal moned punktid, koostada nende pohjal nt. kolmnurkadest
hulktahukas ning pinna pindalaks defineerida taoliste hulktahukate pindalade piirvaértus
protsessis, kus tahkude diameeter hadbub — ei to6ta.

Schwarz jaotas silindri (raadiusega R ja korgusega H) korguse m vordseks osaks ning
tekkivad m + 1 ringjoont omakorda m vordseks kaareks selliselt, et eelmise kihi kaartega
vorreldes on jargneva kihi kaared nihutatud poole kaare vorra. Tekkiva tahuka (,160tspilli‘)
kogupindala piirvairtus eeldusel mlir_r}oo% =qon S = QWR\/#QQ + H?2. Niisiis voib S
saada kuitahes suuri viirtusi, soltuvalt m ja n? suhtest.

Jérelikult tuleb pinnatiiki pindala defineerida kuidagi teisiti.

12.1 Pinna puutujatasand

Sile pind. Pinda Q ruumis R? esitame jirgnevas parameetriliste vorranditega
r=p(uv), y=1v(uv), z=xwv) (U= (uv)eA), (12.1)

kus A on mingi tihelisidus piirkond uv-tasandil. Seejuures eeldame, et 1) hulkade A ja Q
punktide vahel on bijektiivne vastavus (s.t. pinnal ei ole kordseid punkte) ja 2) nii piirkond
A kui ka pinnatiikk € on tokestatud vastavalt ruumis R? ja R3.

Edasi eeldame, et funktsioonidel ¢, ning x on hulgas A pidevad osatuletised mo-
lema argumendi jargi. Kui pinna Q punkti X, = (x0, 40, 20) puhul, mis vastab piirkonna
A punktile Uy = (ug, vo) (s.t. Xo = (¢ (ug, vo) , % (ug, vo) , X (uo,vp))), koik teist jarku deter-
minandid

90(Us)  9x(Uo) ox(Up)  9(Uo) 9o(Us)  9(U)
AUo) =1 syl ot |- B(Uo):=| ot ot |- C(U0) = oty aulthn)
ov ov ov ov ov ov

ei ole korraga nullid, siis iitleme, et Xo on pinna harilik punkt. Kui A(Uy) = B (Ug) =
C (Up) = 0, siis koneldakse isedrasest punktist.

Definitsioon. Parameetriliste vorranditega madratud pinda €2 nimetatakse sile-
daks, kui funktsioonidel ¢, ning x on hulgas A pidevad osatuletised molema argumendi
jargi ja pinnal ei ole isedraseid punkte.

Edaspidi eeldame tavaliselt, et vaadeldav pind on sile.

Puutujatasand. Olgu Xy = (¢, Yo, 20) pinna 2 harilik punkt, eeldame, et nditeks C' =
C (Uyp) # 0, kus Uj on pinna punktile X, vastav punkt hulgas A. Vaatleme vorrandisiisteemi

sz

ja rakendame sellele teoreemi ilmutama funktsioonidest (vt. teoreem [5.4). Selle kohaselt
saab muutujad u ja v esitada muutujate x ja y funktsioonidena punkti Xy mingis timbruses
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(kontrollige rakendatava teoreemi eelduste téidetust! )M, seega

u=u(z,y), v=uv(z,y).
Asendame need u ja v avaldised vorrandisse z = x (u,v), saame vorrandi
2= (z,y), (12.3)
kus

P (z,y) == x (u(z,y), v(z,y)). (12.4)

Seejuures on funktsioonil ¢ pidevad osatuletised mélema muutuja jargi (pohjendage!)X,
seega on ¥ punktis (xg,yo) diferentseeruv kahe muutuja funktsioon (lause . Kokku-
vottes, kui C' = C (Uy) # 0, siis saab pinda esitada punkti X timbruses vorrandiga
(12.3), tegemist on funktsiooni ® graafikuga. Kuna ® on diferentseeruv punktis (zo, o), siis
on pinnal €2 punktis X olemas puutujatasand vorrandiga

0o 0d
Z — 2= B (20, y0) (X — x0) + a_y (w0, 90) (Y —w0) ,

kus X,Y ja Z on puutujatasandi punkti koordinaadid (vt. pt. 3, punkt 3.2).
Anname sellele vorrandile lihtsama kuju. Seosest (12.4]) saame

0P OxOu  OxOv 9P  Oxdu  OxOv

v Y GXov 97 _9X IXou 12.5
Or  Oudx * ovdx’ Oy  Oudy * ov dy (125)
Diferentseerime vorrandeid muutujate x ja y jargi:
Odpdu  Op v Jdpdu  Opdv
L — R 1 fe— R _— =
ou Ox * ov Ox 0 ou dy * ov Oy 0
oY ou  OY v oY ou O Qv
- _ — _ _— 1 —
8u8x+8vax 0 8u8y+8v8y 0
Crameri valemite abil lelame (peame silmas, et C' (Ug) # 0)
Ou_10p ov_ 109
or Cov’ 0x  Cou’
Ou_ _10p v _10p
oy  Cov' oy Cou’
seega (vrd. (12.5))
o0 A 92 B
or  C oy O’
mistottu puutujatasandi vorrand punktis X saab kuju
A(X —20) + B(Y —yo) + C(Z — ) = 0. (12.6)

Kui hariliku punkti Xy puhul C'(Upy) = 0, kuid A (Ug) # 0 (voi B(Ug) # 0), saa-
me avaldada u ja v muutujate y ja z (vastavalt z ja z) funktsioonidena. Igal juhul saame
puutujatasandi kujul (12.6]).
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Niisiis, siledal pinnal on igas tema punktis X olemas pidevalt muutuv puutuja-
tasand, seega ka pidevalt muutuv normaal (s.o. puutujatasandiga risti olev sirge labi
punkti X), mille sihi méaédrab ara vektor (A, B, C) (peame silmas, et siin ja edaspidi A, B ja
C' on muutujate u ja v aga seega ka muutujate z,y ja z funktsioonid).

Pindade klassifikatsioon. Pinnad jagunevad kahte klassi, kahe ja ithe poolega pinda-
deks. Vaatleme (iildisemalt) pindu €2, mille igas punktis on olemas pidevalt muutuv puu-
tujatasand, seega ka pidevalt muutuv normaal. Olgu sellisel pinnal fikseeritud mingi kinnine
pidev joon I'. Olgu A mingi punkt joonel I', fikseerime selles punktis (kahest voimalikust
tihe) konkreetse normaali suuna. Olgu X punkt, mis lahtub punktist A ja liigub modda
joont I'. Anname igas joone punktis X talle selle normaali suuna, milleks ldheb iile punktis
A valitud suund normaali pideval muutumisel punkti liikumisel piki kaart AX. Kui X, l14bi-
nud joone I', jouab tagasi punkti A, siis kontrollime tema normaali suunda punktis A. On
voimalik, et see on sama, mis startimisel punktist A, seda voimalust on lihtne ette kujutada.
On ka teine voimalus, et normaali suund on joone I' labimisel muutunud vastupidiseks, selle
voimaluse néiteks on tuntud Mdobiuse leht.

Definitsioon. Pinda, kus mistahes (pinna rajajoont mitteldikava) kinnise joone labi-
misel normaali suund ei muutu, nimetame kahe poolega pinnaks, teisi pindu aga the poolega
pindadeks.

Markused. 1. Oluline on markida, et kahe poolega pinnal on normaali suund theselt
mddratud jargmises mottes. Kui pinna 2 mingis punktis A fikseerida normaali suund ja
suvalises punktis X € {2 anda normaalile see suund, millega punktist A startinud normaal
jouab punkti X modda mingit pidevat joont AX liikudes, siis see suund ei soltu neid punkte
tihendavast joonest (pohjendage!)MX.

2. iga sile kordsete punktideta pind () on kahe poolega. Olgu {2 sile pind ja olgu
«, 3 ja v nurgad, mille moodustab pinna normaal punktis X vastavalt x-, y- ja z-teljega, siis

A B .
) COSB = Ja
+VA?+ B% 4+ C? +VA2+ B% 4 C?
C

VA B2t O°

(peame silmas, et (A, B,C) ja (cosa, cos 3, cosy) molemad on normaalisihilised vektorid).
Soltuvalt sellest, kumma mérgi me ruutjuure ees valime, fikseerime me iihe kindla normaali
suuna, seega iihe kindla pinna poole. Lepime kokku lugeda positiivseks pooleks seda, mis on
maaratud pluss-margiga ruutjuure ees.

cosa =

cosy =

10
01
positiivsel poolel cosy > 0, seega moodustab normaal z-telje positiivse suunaga teravnurga.
Tavaliselt nimetatakse sel juhul pinna positiivset poolt iilemiseks pooleks.

4. Kui pind €2 on mingi tokestatud iihelisidusa ruumilise piirkonna = rajapind, siis iitleme,
et pind €2 on kinnine. Sel juhul on pinnal kaks poolt, vilimine ja sisemine pool.

5. Olgu 2 kahe poolega pind rajajoonega I'. Kui pinnal on valitud kindel pool, s.t. kindel
normaali suund, siis méaédratakse rajajoonel litkumise posititvne suund. Selleks loetakse
suunda, milles méoda rajajoont liitkuva sellise vaatleja suhtes, keda pinna normaal ldbib
jalgade poolt pea suunas, piirkond 2 jaab vasakule.

3. Kui pind €2 on antud vorrandiga z = ® (z, y), siis C' = ‘ ‘ = 1 (selgitage! X. Pinna
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6. Olgu pind €2 jaotatud loplikuks arvuks osadeks €2, ..., £2,,. Igal pinnatiikil on méaratud
kindel pool ja seega rajajoone ldbimise positiivne suund. Kui kahel pinnatiikil on iihine

rajajoone osa, siis sellel on kummagi tiiki jargi maaratud erinev positiivne suund
(kontrollige! )" X«.

12.2 Pinnatiiki pindala

Olgu vorranditega (12.1]), kus A on kinnine mo6tuv tihelisidus piirkond, méératud sile pind
), eeldame, et tal ei ole kordseid punkte. Lisaks eeldame, et 2 on tokestatud hulk ruumis
R3, s.t. ta sisaldub selle ruumi mingis keras. Jaotame piirkonna A tiikiti siledate joontega n
kinniseks mootuvaks osapiirkonnaks A, ..., A,, millel paarikaupa ei ole ihiseid sisepunkte.
Seega oleme piirkonnas A teinud alajaotuse, mille tdhistame T=T [Aq, ..., A,]. Olgu A (T)
osapiirkondade Ay, ..., A, suurim diameeter (meenutame, et hulga A diameetriks nimetame
arvu supq qrea [|Q — Q).

Igale piirkonnale Ay, ..., A, vastab punktihulk pinnal, margime need €1y, ...,€2,. Valime
igas pinnaosas §2; punkti X;, moodustame pinnale () punktis X; puutujatasandi,
projekteerime pinnatiiki €; sellele tasandile ning téhistame projektsiooni tdhega (2. Saab
naidata, et kuna osapiirkonnad on Ay, ..., A, on moctuvad ning €2 on sile pind, siis on ka
projektsioonid €}, ..., modtuvad.

Definitsioon. Pinnatiiki 2 pindalaks nimetatakse piirvadrtust
Q) := lim ). 12.7
1 (€2) AO%E;M( ) (12.7)

Lopliku pindalaga pinnatiikki nimetatakse mootuvaks.

Lause 12.1. (pinnatiiki pindala arvutamine). Tehtud eeldustel kehtib valem
w(Q) = // VA2 + B% + C?dudv. (12.8)
A

Toestus. Koigepealt méargime, et kuna valemis integraali mérgi all olev funktsioon
on pidev, siis see integraal toepoolest eksisteerib. Valime iga fikseeritud punkti X; € €; korral
uue koordinaatteljestiku alguspunktiga X;, seejuures paiknegu &- ja n-telg punktis X; voetud
puutujatasandil ning (-telg pinna normaali sihis. Olgu pinda 2 kirjeldavad vorrandid uues
koordinaadistikus

525(%”)777:77(“’“)7 CZC(UMU)' (12'9>

Kui X = (z,y,2) on pinna {2 suvaline punkt ja X’ tema projektsioon punktis X; voetud
puutujatasandil, siis punkti X’ koordinaadid uues teljestikus on (&, 7,0). Teeme kahekordses

integraalis
n(@) = [[ acay

£:£(U7U)7 77277(“7”)-

muutujate vahetuse



118 12 Pindintegraalid

Saab néidata, et nende seostega médratud teisendus T: A; — ) on regulaarne, kui valida

A (T) piisavalt viike (selle véite toestuse jatame vahele!), seega

:/ |J (u,v)| dudo, (12.10)
Ay

<3
kus J := I ' (vt. valem (10.11))).

SIESR

u  Ov
Edasiste arutluste holbustamiseks toome sisse jargmised vektorid. Pinna €2 suvalise punkti
X = (z,y,z) puhul tdhistame r := 0X, kus 0 on "vana"teljestiku nullpunkt. Seega r =
(,y,2) = (¢ (u,v),¥ (u,v), x (u,v)) = r(u,v). Defineerime vektorid

or <8g0 o 3x) i or (8@ o 8)()

ou \Ou’ du’ du dv \ v’ ov’ v
ning paneme téihele, et nende vektorkorrutis avaldub kujul
81‘ or
A B, C 12.11
50 < 55 = ) (12.11)

(kontrollige&*l_:. Edasi, olgu ey, e; ja e uute koordinaattelgede sihilised tihikvektorid, tahis-
tame r; := 0X,, siisr = r; +£e; +ney+(e3. Kuna Vektori r, koordinaadid on konstandid, siis

uues koordmaadlstlkus saame gr = (gﬁ, gZ, %) = e1 —l— Tles —|— e3 Ja = (%, %, %) =
e1 —i— Siey + 8<e3 Néitame, et punktis X; on % gg = 0. Selleks ﬁkseerlme muutuja v,

olgu v =, kus X = (& (us, vi),m (ui,v;), ¢ (Ui, v;)). Sel juhul kirjeldavad vorrandid
pinnal 2 asuvat siledat joont, mis labib punkti X;. Sellel joonel on punktis X; puutuja, mis
asub puutujatasandil, ning see puutuja on médratud vektoriga gt r - Jarelikult ‘% > (g, vl) = 0
analoogiliselt saadakse (uz, v;) = 0. See asjaolu teeb oluliselt hhtsamaks vektorlte o Ja (%
vektorkorrutise arvutamlse punktis X, :

@ X Or = <%e1 + @eg) (%el + @62)

ou v ou ou v ov
_ (980 _onogN . _ g,
" \oudv owov) P ¥
Niisiis, punktis X = X; saame vorduse
ar 81’
J
=15, % 5.
Suvalise X € €); puhul téhistame v; := |J| — 8; %‘ ning paneme téhele, et 7; on kinnises

tokestatud piirkonnas A; pidev, seega iihtlaselt pidev funktsioon (pohjendage! . Suvalise
€ > 0 puhul saame seetottu leida § > 0, et kui A (f) < 0, siis

i (X = 7 (X) =7 (Xi)| < (i=1,..,n)

n(d)
ja

n

2 £
;| dudv < A
X I awi < g
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ning seega
hm Z// 7] dudv = 0. (12.12)

Seoste |J| = |55 X —{ + i, (12.10)) ning kahekordse integraali aditiivsuse omaduse tottu

Z“ () Z// |J|dudv_2// dudv+2// ~; du dv
dudv+2// ~; du dv,

or

kust protsessis A (T) — 0 saame tanu valemitele ((12.7) ja (12.12

du dw.

Ténu valemile ((12.11)) kehtib toestatav valem ((12.8). =

Valemile ((12.8)) saab anda pisut teistsuguse kuju, kui téhistada

e (50) +(5) + (52)
o 8g0 8@ 81/1 8w L ox ox 8)(
T Oudv | Oudv | Oudv’

o= (%) - (3) + (5

A’ + B>+ C? = EG — F?

Nimelt kehtib vordus

(kontrollige! "X, mistottu valemist (12.8]) saame

:/ VEG — F? dudv. (12.13)
A

Kui pind € on antud ilmutatud kujul vorrandiga z = & (z,y), siis, vottes vorrandid (12. 1))
kujul

v=z, y=y, 2=2(x,y) ((x,y)€D),
saame A = —-22 B = — g—‘i’ ja C'=1 (kontrollige! "X ning

ox
0P\ > 9P\ 2
—/N“(%) *(a—y) dody.
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12.3 Pindintegraalid

Me ldhtume pinna €2 osas samadest eeldustest, mis olid tehtud eelmises punktis. Niisiis, olgu
pind € antud vorranditega , kus A on kinnine méotuv piirkond uwv-tasandil, eelda-
me, et vastavus pinna € ja piirkonna A punktide vahel on bijektiivne. Teeme piirkonnas A
alajaotuse T' = T [Aq, ..., A,], selleks jaotame piirkonna A tiikiti siledate joontega n kinni-
seks mootuvaks osapiirkonnaks Aq, ..., A, millel paarikaupa ei ole {ihiseid sisepunkte. Olgu

A <T> osapiirkondade Ay, ..., A, suurim diameeter. Igale piirkonnale A4, ..., A,, vastab punk-

tihulk pinnal, méargime need €2y, ..., €2,,. Vastavalt tehtud eeldustele on pinnatiikid €24, ..., €2,
mootuvad (selgitage! K.

Olguw = f (x,y, z) pinnal Q méédratud kolme muutuja funktsioon. Valime igas pinnatiikis
Q; suvaliselt punkti X; (¢ = 1,...,n) ja moodustame integraalsumma

o (F) =30 (om().

kus 1 (€2;) on pinnatiiki €; pindala.

Definitsioon. Kui eksisteerib piirvaartus

A(l%lloa(f) —: //Qf(x,y,z) dedydz = //Qfdu,

siis seda nimetatakse funktsiooni f esimest litki pindintegraaliks (ehk pindintegraaliks pind-
ala jérgi) iile pinna €.

Lause 12.2. Olgu funktsioon w = f (x,y, z) pidev siledal kordsete punktideta pinnal 0, mis
on mdadratud vorranditega 1' Sel juhul estmest litki pindintegraal ffﬂ f(z,y,z) dedydz
eksisteerib ning

//Qf(x,y,z) dxdydz—//Af(cp(u,v),w(ujv),x(ujv))mdudv.

Toestus. Olgu u; ja v; punktile X; vastavad parameetrite vadrtused ja Q; := (u;, v;), s.t.

Xi=(p(Qi),v(Qi),x(Qi) (=1,..,n).

Téhistame ® (u,v) = f (¢ (u,v),¥ (u,v),x (u,v)), siis ¢(Q;) = f(X;). Pidades silmas
eelmises punktis toodud valemit (12.10)), saame

o (T) =Y 2 (Q) // VAT B2+ C?dudv = Z// O (Q,) VA2 + B2 + C2dudv.
i=1 Ai =17 /A
Vaatleme kahekordset integraali [[, ® (u,v) VA% + B2+ C?dudv =: I. Kuna funktsioon

® (u,v) VA% 4+ B2 + C? on piirkonnas A pidev (selgitage! "X, siis integraal I toepoolest on

olemas. Kahekordse integraali aditiivsuse omaduse kohaselt

I:Z//A O (u,v) VA2 + B2+ C?dudv,
i=1 i
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niisiis

a(’T“) —[:i//A_ (®(Q) — ® (u,v)) VA2 + B2 + C2 dudw. (12.14)

Funktsioon v/ A2 + B2 + C? on piirkonnas A tokestatud (selgitage! K, seetottu eksisteerib
M := supgen VA? + B? + (2. Olgu ¢ suvaline positiivne arv. Funktsiooni @ iihtlase pidevuse
tottu piirkonnas A (selgitage‘)% leidub niisugune § > 0, et kui Q, Q' € A ja ||Q — Q'|| < 4,
siis | (Q) — ®(Q)] < 75~ Tehes piirkonnas A alajaotuse osapiirkondadeks Ay, ..., A,

selliselt, et /\( ) < 4, saame iga Q € A, korral vorratuse |® (Q;) — ® (Q)| < 37 Y] (miks

1(A) > 0PX), mistottu seosest (12.14]) tuleneb ‘a <T> - [’ < e. Teisi sonu,

lim O‘<T>://(I)(U,U)VA2+B2+CQdUd’U.
A

A(T)—0

Enne teist liiki pindintegraali definitsiooni esitamist lepime kokku pinnatiiki projekt-
sioonide pindalade arvutamise osas koordinaattasanditel. Valime siledal (seega kahe poo-
lega) kahe poolega pinnal Q) selle positiivse poole. Olgu €; C € selline, et tema normaal
kogu pinnatiiki €; ulatuses moodustab z-teljega kas tervanurga vo6i niirinurga (s.t. cos~y ei
muuda mérki). Projekteerime 2; xy-tasandile ja tdhistame projektsiooni 2, see on méotuv
hulk zy-tasandil. Edaspidi varustame tema pindala 4 (€2;) kas pluss- voi miinusmérgiga. Me
loeme projektsiooni €Y, pindala S. positiivseks, kui pinnatiiki (; normaal moodustab tema
igas punktis z-teljega teravnurga (s.t. v < w/2). Kui see nurk on niirinurk (s.t. /2 < v < 1),
siis loeme S| negatiivseks. Niisiis,

g — p(), kuiy<3g
! —p (), kui § <y <m.

Esimesel juhul C' > 0, teisel juhul C' < 0 (vrd. mérkus 2).
Vastavalt kahekordse integraali omadustele

|S]| = // dedy = // |C| dudv (12.15)
Q Ay

(siin A; C A on osapiirkond, mis vastab pinnatiikile €2;, nende vahel on {iksiihene vastavus).
Pohjendame teist vordust seostes . Projektsiooni €2, ja pinnatiiki €2; punktide vahel
on iiksiihene vastavus (selgitage! )X, seega on iiksithene vastavus ka €, ja A; punktide vahel.
Kuna C # 0, siis on teisendus

r=p W), y=vwv) ((wv)eld)

regulaarne (vrd. punkt 10.3), seega selle teisendusega tehtud muutujate vahetus annabki
valemi 1) kohaselt teise vorduse seostes (12.15). Kahekordne integraal [ A, Cdudv on
positiivne parajasti siis, kui C' > 0, seetottu saame seostest (| m

:/ C dudv.
A
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Selle valemiga defineerime projektsiooni (2, pindala ka iildjuhul, kui pinnatiiki
2; normaal moodustab oma iihes osas 2-teljega teravnurga ja mingis teises osas
niirinurga.

Analoogiliselt tdhistame pinnatiiki §2; projektsiooni €2/ ja 2 vastavalt yz- ja zz-tasandil,
ning defineerime nende pindalad vastavalt valemitega

S{’:// Adudv ning SZ{":// Bdudv.

Niiiid jouame teist liiki pindintegraalide definitsioonini. Téhistame

it () Frmos n)-Froor

Definitsioon. Piirvaartusi

lim 01 / f(z,y,z) dedy, lim oy (T) ::/ f(z,y,z) dydz,
A(T)—0 A(T)—0 Q

A(hr)n 03 //f 2,y,2) dede (12.16)

nimetatakse funktsiooni f teist liiki pindintegraalideks (ehk pindintegraalideks projektsioo-
nide jérgi) tile pinna €.

Definitsioonist ja sellele eelnevast arutelust jéreldub, et pinna poole muutmisel muutub
mark teist liiki pindintegraali ees, samal ajal esimest liiki pindintegraal ei soltu pinna poole
muutmisest.

Lause 12.3. Olgu Q sile pind ja olgu kolme muutuja funktsioon w = f (x,y, z) pidev pinnal
Q. Siis eksisteerivad pindintegraalid (12.16|) ning kehtivad valemid

//Qf(x,y,z) dxdyZ//Aq)(u,v)C’dudv, //Qf(x,y,z) dydz://ACD(u,v)Adudv,
//Qf(w,y,Z) d2d$=//A<I>(u,v)Bdudv,

kus @ (u> U) = f((p (u> U) 0 (U>U) ’X(U7U))'

Toestus. Kui asendada lause toestuses avaldis v/ A2 + B2 + C? vastavalt funktsioo-
nidega C, A ja B, siis kordab nimetatud toestus sona-sonalt kiesoleva lause toestust. m

Markused. 7. Nii esimest kui ka teist liiki pindintegraalidel on koik "tavalised” integ-
raalide omadused (nagu vastavatel joonintegraalidelgi), muuhulgas aditiivsuse omadus: kui
pind Q koosneb osadest € ja Qy, siis pindintegraalide [ [, ja [[q, olemasolust jireldub

integraali [, olemasolu, kusjuures [, = [f + [/, -
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NB! Esimest liiki pindintegraal on monotoonne ning tema jaoks kehtib séndvitsiteo-
reem. Teist liiki pindintegraalil pole kumbagi omadust, kuna ta muudab mérki pinna poole
muutmisel.

8. Eeldame, et €2 on selline silinderpind, mille moodustajad on risti zy-tasandiga. Siis
[Jo [ (x,y,2) dedy = 0 (selgitage! K.

Tavaliselt vaadeldakse teist liiki pindintegraali kolme integraali summa kujul:

//Fdxdy—l—Gdydz—l—Hdzdx
Q

://Fdxdy+//Gdydz+/ Hdzdx,
Q Q Q

seejuures eeldame, et F, G ja H on pinnal €2 pidevad funktsioonid.

12.4 Ostrogradski valem

Jérgnevalt sonastame ja toestame Greeni valemi kolmemdootmelise analoogi. Ka toestus on
analoogiline, ainult joonintegraalid tuleb asendada pindintegraalidega.

Teoreem 12.4 (Ostrogradski valem). Olgu G C R? lahtine iihelisidus piirkond ja olgu= C G
kinnine hulk, mille rajapind on tikiti sile. Kui F,G,H: G — R on sellised pidevad funkt-
sioonid, millel on hulgas G pidevad osatuletised ‘9—F @ oH

ja 5, sus kehtib valem
F H
/// (8 (9G aa )dxdydz-//dedz—i—Gdzdx—i—dedy. (12.17)
4 Q

Toestus. Toestame Ostrogradski valemi juhul, kui keha = saab jagada koigis kolmes
mootmes loplikuks arvuks koversilindriteks, mille moodustajad on risti xy, xz ja yz tasan-
diga.

Vaatleme koigepealt iihe koversilindri juhtumit. Olgu D kinnine mootuv piirkond xy-
tasandil ja olgu p, x: D — R sellised pidevalt diferentseeruvad kahe muutuja funktsioonid,
et

X (z,y) < p(x,y) koikide (z,y) € D puhul.

Olgu D rajajoon tiikiti sile. Olgu Q; ja )y vastavalt funktsiooni p ja x graafik kolmemoot-
melises ruumis, nad méadravad selles ruumis koversilindri =. Tahistame veel tdhega 23 ko-
versilindri kiilgpinna.

Olgu piirkonnas = méératud pidev funktsioon w = H (x,y, z), millel on pidev osatuletis
. Kolmekordse integraali arvutamise valemite kohaselt

p(@y)
// —dxdydz—// dxdy/ 8H
x(z,y)

:/DH<x,y,p<a:,y>> da dy

o
0z

—/DH(%‘,y,x(%y)) dz dy
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:/ Hd:cdy—/ H dx dy,
Ql QQ

kus pindintegraalid on voetud iile pindade €; ja €, tilemise (s.o. positiivse) poole. Seega

saame vorduse
/// dxdydz—/ dedy+/ H dxdy,
o Q

kus f fQQ tdhendab, et see integraal on voetud iile pinna )y alumise poole. Kuna kdver-
silindri kiilgpind €3 on risti zy-tasandiga, siis

/ Hdxzdy =0,
Q3
seepérast voime kirjutada

// —dxdydz-/ dedy—l—/ dedy+/ Hdxdy
o Q Q3
:/ H dx dy,
Q

kus 2 on ruumilise piirkonna = rajapind ning viimane pindintegraal on voetud iile pinna €2
vilimise poole. Nii nagu Greeni valemi toestamisel, saab ka siin veenduda, et saadud valem

// —dxdydz—/ H dx dy,
Q

kus pindintegraal on voetud iile pinna () vilimise poole, kehtib koigi niisuguste piir-
kondade = korral, mida saab esitada lopliku arvu selliste koversilindrite iihendina, mille
moodustajad on risti xy-tasandiga.
Analoogiliselt, kui w = F (z,y,2) ja w = G (x,y, 2) on pidevad funktsioonid piirkonnas
= ja neil on selles piirkonnas pidevad osatuletised 85 ning %€ kusjuures = saab esitada
lopliku arvu selliste koversilindrite iihendina, mille moodustajad on risti vastavalt yz- ja
zr-tasandiga, siis kehtivad valemid

/// dxdydz—//Qdedz,
/// dxdydz—//ﬂGdzdx,

ka siin voetakse pindintegraalid {ile rajapinna €2 vilimise poole. Liites saadud kolm valemit,

saamegi valemi (12.17). =

Ostrogradski valem on Greeni valemi (ja ka Newton-Leibnizi valemi) kolmemootmeline
variant.

Intuitiivselt deldes véljendab Ostrogradski valem todemust, et kui summeerida keha =
koigist punktidest valjuv voog, siis saadud tulemus vordub vooga ldbi = rajapinna.

Me demonstreerime voimalust, kuidas Ostrogradski valemi abil saab arvutada keha ruum-
ala. Valime funktsioonid F', G ja H nii, et
oF 0G OH

%Jrf)_erE:l’ (1218>
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siis vorduse ((12.17)) vasak pool kirjeldab keha = ruumala p (=), tdhendab
w(E) = // Fdydz+ Gdzde + H dz dy,
Q

kus pindintegraal voetakse iile rajapinna vilimise poole. Paneme téahele, et tingimus
on taidetud jargmistel juhtudel:

) F(:)j,y,z) =z, G:=H :=0;

G(z,y,z):=vy, F:=H:=0;
H

d) F(x,y,z) =3z, G(2,y,2) = 3y, H(z,y,2) = 32.

Vastavalt neile juhtudele saame ruumala arvutamiseks valemid

//xdydz (= //ydzdx
//zdxdy ja (=) = 3//xdydz+ydzdx+zdxdy

12.5 Stokesi valem

Teoreem 12.5 (Stokesi valem). Olgu sidus pind Q C R? selline, mida saab siledate joontega
jaotada loplikuks arvuks siledateks tikkideks nii, et neid tikke saab esitada vorranditega z =

S (z,y),y =V (z,2) jax =" (y,z). Olgu F,G,H: Q — R pidevad ning olgu osatuletised

88—5, %—f, g—g, %—f, %’z ja 5 8H samuti pidevad. Siis kehtib Stokest valem

/ Fdr+Gdy+ Hdz

OH 0G OF 0OH oG OF
// (———Z) dydz + (5_8_$> dzdx + (%—a—y) dx dy. (12.19)

Toestus. Vaatleme koigepealt olukorda, kus €2 on antud vorrandiga
z=®(z,y) ((z,y)eD),

kus D on kinnine m66tuv piirkond zy-tasandil. Eeldame, et pind € on sile, siis eksisteerivad
pidevad osatuletlsed Ja 92 kogu piirkonnas D. Olgu 95 pinna €2 rajajoon ja D piirkonna
D rajajoon. Paneme tahele et kui 0D on maaratud vorranditega

r=¢t), y=v({) (telnp),

siis ruumiline joon 0f) ma#ratakse vorranditega

iU:SO(t)a y:w(t),Z:q)(gO(t),w(t)) (tE[Oé,ﬂ]).

Eeldame, et 0D on sile joon, siis ka 0f2 on sile joon (pohjendage!) k.

Valime pinnal €2 tilemise (ehk positiivse) poole. Olgu X" = (x,y) joone 0D punkt, mis
ldbib selle joone positiivses suunas. Siis talle vastav punkt X := (z,y,® (x,y)) joonel 002
1abib selle joone samuti positiivses suunas (selgitage! M. Moodustame funktsiooni F' teist
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liiki joonintegraalid iile joonte 02 ja dD, paneme téihele, et molemad joonintegraalid (iiks
ruumiline ja teine tasandiline) vorduvad iihe ja sama Riemanni integraaliga:

B8
/mF(:c,y,a dxz/ Flo(t) (1), ® (o (t). 1 (1) & (1) dtz/wmx,y,cb(x,y)) da

«

(kontrollige! PX. Kui rakendame tasandilisele joonintegraalile Greeni valemit, siis saame
| P [ Fape) do=— [[ ZF@ee) doy
o9
F( F o o
// (3 xy, (x,y))+<9 (xyy, (z,y)) 0 )dxdy

0z dy
// OF ( wy, ))dedy_// 8F(w,yé¢(w,y))odxdy'
D Y

Viimase vorduse pohjenduseks mérgime, et

oo or 2 0P & X 10
ST S THY SYE T TR
o oy | 1o OF Oy o oy | 101
Arvestades lauset [12.3] jouame siit valemini
OF OF
/ Fdx:/ dzdr — — dz dy. (12.20)
50 82 6

Valem jadb kehtima ka siis, kui pinda () saab siledate joontega jagada loplikuks arvuks
sellisteks siledateks tiikkideks, mis on esitatavad vorrandiga z = @ (z,y).

Olgu w = G (z,y, 2) jaw = H (z,y, 2) pinnal Q pidevad funktsioonid, millel on pidevad
osatuletised gf, %f, %I; ja 5 aH . Kui pind €2 koosneb loplikust arvust siledatest tiikkidest, mida
saab kirjeldada Vorrandltega vastavalt y = WU (z, z) jax = Y (y, 2), siis analoogiliselt valemiga

(112.20)) kehtivad
[ aw= [ % a2
o0

Hdz-/ —dydz——dzdx
0

kus ruumilised joonintegraalid vasakul pool vordusmaérki on voetud modda pinna rajajoont
0N positiivses suunas. Nende kolme valemi liitmisel saamegi valemi [12.19] =

Diferentsiaalgeomeetrias formuleeritakse Stokesi valem véga tildisel kujul (muutkondade
ja vélistuletiste keeles), mille lihtsateks konkreetseteks rakendusteks on nii Newton-Leibnizi,
Greeni, Ostrogradski kui ka just toestatud Stokesi valem [12.19]

12.6 Valjateooria elemente

Olgu © tiikiti sile mootuva ruumilise keha E rajapind. Vektorvélja F = (Fy, F,, F.) (NB! ei
ole osatuletised!) voog (fluz) Wq 1dbi pinna € (kehast E vélja) avaldub (Ostrogradski valemi
jargi) seosega

Wa —//F dydz + F,dxdz + F, dxdy—/// <8F oF, —l—%ZZ) drdydz.
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Vaatleme niiiid koikvoimalikke mootuvaid tiikiti sileda rajapinnaga 2 ruumilisi kehi F
nii, et M € FE. Vaatleme iga keha FE korral voogu Wy lidbi tema rajapinna €). Voo eri-
nemine nullist viitab sellele, et kehas F on allikaid voi neelukohti, s.t. punkte, kus osake-
sed/vedelik /kiirgus/. .. (konkreetsuse mottes edaspidi: vedelik) siseneb ruumi (allikad) voi
vljub sellest (neelukohad). Voo suurus méédrab ara allikate ja neelukohtade summaarse al-
gebralise voimsuse, see tdhendab, vedeliku ruumala, mille ta eraldab (neelab) ajaiihikus,
niisiis ,;midagi* sekundi kohta. (Neelukohta voib vaadelda kui negatiivse voimsusega allikat.)

Voo suhet ruumalasse V‘Z—;’, kus Vg = [[[, dzdydz on keha E ruumala, nimetatakse
kehas E sisalduvate allikate keskmiseks erivoimsuseks. Mida véiksem on Vg, seda lahemal on
erivoimsuse keskmine viartus erivoimsuse toelisele vaartusele selles punktis.

Piirvaartust

kus protsess £ — M téahistab koondumist sup{||Q—M]||: Q,M € E, E on m66tuv} — 0, ni-
metatakse vektorvilja F divergentsiks (divergence) punktis M ning tahistatakse (div F > (M).

Divergents antud punktis iseloomustab, kuidas kiitub aine punkti lopmata viikeses iimb-
ruses. Néiteks kui aine paisub, on divergents positiivne (punkti iimbritsevast igast pisikesest
kehast voolab ainet vilja, punkt on allikas), kokkutombumisel on aga negatiivne (punkt on
neel).

Divergentsi arvutusvalemi annab jargmine lause.

Lause 12.6. Ku: %, 68—12’ ja % on pidevad punkti M mingis imbruses, siis
- OF, oF, OF.
div F) (M) = 5= (M) + S (M 2 (M).
(div F) (M) = = (V) + 5 L(M) 4+ = (M)

Toestus. IseseisvalthX, kasutades lauset 9.2, m

Kujutleme niiiid, et vedelik asub peenikeses (konstantse ristloikega) torus, milles asub
lihtne kinnine joon I'. Vedelikku mojutab kiirusvektorvali F ning seetottu on vedelik
kanalis kas paigal voi liigub selles (tsirkuleerib) tihes suunas kahest voimalikust. Olgu F
vektori F tangentsiaalkomponent (puutujale tommatud projektsiooni pikkus).

Vedeliku liikumise mooduks valime jargmise suuruse. Vektorvilja F tsirkulatsiooniks
(circulation) piki kontuuri I' nimetatakse esimest liiki joonintegraali

/ngSZE-E,
r

kus F; on tangentsiaalkomponendi keskmine viirtus kogu kontuuri ulatuses ning ¢ on kon-
tuuri I' pikkus. Tsirkulatsiooni dimensioon on meetri ruut sekundi kohta.

Tsirkulatsioon iseloomustab vélja omadusi, keskmistatult kontuuri I' ldbimooduga ligi-
kaudu vordsete mootmetega piirkonna kohta. Et iseloomustada vélja omadusi antud punktis
M, tuleb kontuuri mootmeid vihendada, tommates ta kokku punktiks M. Selliselt tegut-
sedes muutub aga tsirkulatsioon nulliks, sest ¢ — 0. Analoogiliselt divergentsi leidmisega,
jagame labi kontuuri poolt iimbritsetud pinna pindalaga.
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Vaatleme koikvoimalikke mootuvaid tiikiti sileda rajajoonega I' tasandilisi pindu D nii,
et M € D. Vaatleme iga pinna D korral tsirkulatsiooni Cr piki D rajajoont T'.

Vektorvilja F rootoriks (curl) punktis M nimetatakse vektorit rot F , mille projektsioon
kontuuri I' poolt piiratud pinna positiivsele normaalile on

. Cr

Valides pinnad D jérjest koigi koordinaattasandite rihis, saame rootori koordinaadid.
Naiteks pindade valik yz-tasandi rihis annab protsessis (12.21f) rot F' z-koordinaadi jne.

Saab naidata, et

(1ot F) v = (=) - T2, S0 - 0, 2o - o).

Kujutleme punkti M viikese kova kerakesena. Vektorvélja rootor rot F punktis M ise-
loomustab, kuidas hakkab see kerake poorlema, kui talle mojub jouvéali F'. Niisiis moodab
rootor vektorvélja pooriselisust.

12.7 Ruumilise joonintegraali soltumatus integreerimisteest

Lepime koigepealt kokku nimetada sidusat ruumilist piirkonda = pinnaliselt iihelisidu-
saks, kui iga selles piirkonnas oleva kinnise joone korral leidub selline pind, mis asub téaielikult
selles piirkonnas ning mille rajajooneks on vaadeldav kinnine joon. Naiteks kontsentriliste
kerade vaheline piirkond on pinnaliselt tihelisidus, seevastu piirkond, mis jadb kahe iihise
teljega silindri vahele, ei rahulda seda tingimust.

Vaatleme ruumilist joonintegraali

/ Fdx+ Gdy+ Hdz, (12.22)
AB

kus A ja B on punktid lahtises pinnaliselt {ihelisidusas piirkonnas = ja AB on mingi neid
punkte iihendav joon. Meie eesmérk on veenduda, et tingimused

OH 9G OF 9H 9G OF

B 0 92 on o oy (12.23)

on tarvilikud ja piisavad selleks, et integraali (|12.22]) véaértus ei soltu punkte A ja B {ihenda-
vast integreerimisteest. T'oestuse viime labi kahes etapis.

1Y, Niitame, et integraal (12.22)) on integreerimisteest soltumatu parajasti siis, kui
/ Fdzr + Gdy+ Hdz =0 iga lihtsa kinnise joone L C = puhul. (12.24)
L

Tingimuse tarvilikkus toestatakse tapselt samuti, kui lemma tarvilikkus. Eel-
dame, et integraal ei soltu integreerimisteest, vaid ainult punktidest A ja B. Olgu
L C = lihtne kinnine joon, valime sellel kaks punkti A ja B, need jaotavad joone L ka-
heks kaareks L, ja Lo. Kui votame neil molemal suuna punktist A punkti B poole, siis
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eelduse kohaselt || L = J 1, - Ruumilise joonintegraali aditiivsuse omaduse kohaselt saame
seose | L= Il L, T | Ly = L | r, =0 (siin nool mérgib integreerimise suunda punktist B
punkti A poole), s.t. kehtib (12.24).

Piisavuse kontrollimiseks eeldame, et punktid A ja B on iihendatud piirkonnas = kahe
lihtsa joonega L, ja L,. Ruumilise juhu eeliseks tasandilise juhuga vorreldes on see, et me
voime votta piirkonnas = sellise kolmanda joone L3, mis molema joonega L, ja Lo loikub
vaid punktides A ja B: kui votta mingi jooni L ja Lo 14biv pind (mis pinnalise iihelisidusu-
se eelduse kohaselt eksisteerib), siis valime suvalise punkte A ja B iihendava lihtsa joone
valjaspool seda pinda. Eelduse kohaselt kehtivad vordused

fofoo Lo
Ly <L_3 Ly [(/_3

millest saamegi soovitava vorduse [, = [} .

2°. Niitame, et tingimused ([12.23)) kehtivad parajasti siis, kui

0H 0G oF OH oG OF
// <———2) dydz—i-(%—%) dzdx#—(%—a—y) dxdy =0, (12.25)

Stokesi valemist saame siis ka tingimuste (12.23)) ja (12.24) samavéérsuse.

Selge, et tingimustest (12.23|) jareldub (12.25)). Vastupidise implikatsiooni toestamiseks
eeldame, et kehtib vordus ((12.25)) ja fikseerime suvalise punkti A = (a,b,¢) € = ning sellise
kinnise kera

U, (A)={XeR||X-A||<r}

(keskpunktiga A ja raadiusega r), mis asub piirkonnas Z. Votame seoses ((12.25)) pinnaks
selle ringi D,., mis tekib kera U, (A) ja tasandi z = ¢ l6ikumisel. Siis kaks esimest pindinteg-
raali seoses ([12.25)) on vordsed nulliga (pohjendage! X, mistottu saame

0G OF
//DT (a— - a—y) dody =0,

kus H (D) := [ D, ( or ) dx dy on kahekordne integraal. Leiame funktsiooni H tuletise
punktls A see on % = % - %—5 (vrd. lause . Kuna H (D,) = 0 iga r > 0 korral, siis

d D = 0 punktis A, jarelikult 5~ 96 81; kogu piirkonnas =. Teised vordused tingimuses ((12.23|)
saadakse analoogiliselt.
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13 Parameetrist soltuvad integraalid

Selles paragrahvis vaatleme me funktsioone F', mis on esitatud kujul

Fla) = / f (ot dt, (13.1)

kus integraal voib olla kas tavaline Riemanni integraal voi paratu integraal.

13.1 Parameetrist soltuva Riemanni integraali omadused
Olgu funktsioon f méa#ratud kinnises ristkiilikus
R:=1a,b] x [e,d] :={(z,t) |a<xz<b c<t<d}.
Eeldame, et funktsioon f: R — R on pidev, siis osafunktsioon
fo e, d] = R, t— f(x,t) (13.2)

on iga x € [a,b] korral samuti pidev, jarelikult ka integreeruv. Seega on seosega ((13.1])
méadratud funktsioon F': [a,b] — R. Jdrgnevalt uurime selle funktsiooni pidevust, in-
tegreeruvust ja diferentseeruvust.

Lause 13.1. Kui kahe muutuja funktsioon f: R — R on pidev, siis ka funktsioon F': |a,b] —
R on pidev.

Toestus. Fikseerime suvalise punkti 2y € [a,b] ning niditame, et F' on selles punktis
pidev. Olgu ¢ > 0 suvaline. Kuna Cantori teoreemi (vt. lause kohaselt on f ristkiilikus
R tihtlaselt pidev, siis saab valida sellise § > 0, et kui X = (z,t) ja Xo = (¢, to) on ristkiiliku

R punktid omadusega [|X — Xy|| = \/(x — x0)” + (t — tg)” < 4, siis kehtib vorratus

|f (2,t) — f (20, t0)| <

d—c

Seega, kui |v — x| < 6, siis iga t € [¢,d] korral |f (z,t) — f (w0,t)| < 5% (kontrollida!)X
ning

|F () = F (z0)| =

3

/cdf(x,t) dt_/cdf(xo,t) dt' S /Cd|f(xvt) — f(wo, )] dt
ST dmo=¢

Niisiis on F' pidev punktis x,. =

Lause 13.2. Kui kahe muutuja funktsioon f: R — R on pidev, siis

/ab (/cdf(:r,t) dt) dx:/cd (/abf(x’t) dx) "

Toestus. Rakendame jareldust |8.22] m



MATEMAATILINE ANALUUS IV 131

Lause 13.3. Olgu funktsioon f: R — R pidev ja olgu tal ristkiilikus R pidev osatuletis ?
Siis funktsioon F on loigus [a,b] pidevalt diferentseeruv ja

Tof

Fla)=[ 2

1) dt. (13.3)

c

Toestus. Koigepealt méargime, et G (z) := fcd 91 (z,t) dt eksisteerib iga z € [a, b] korral
(pohjendadal K. Lauset silmas pidades arvutame

/:G(u) du:/j( cdg—i(u,t) dt) du:/cd( :%(u,t) du) dat
=/Cd<f<x,t>—f<a,t>> dt = F () — F (a).
socga )
:/a G(u) dutF(a) (z€lad)).
Siit saame
Fa)= (/:G(u) du) _G(2) = cd%(x,t) dt,
kusjuures lause [13.1] pohjal on F” pidev 1digus [a, b] (selgitadal K. m

Valemit ((13.3) nimetatakse tihti Leibnizi valemiks. Jargnevalt toestame ka selle valemi
iildisema variandi, kus rajad on muutuvad.

Lause 13.4. Olgu funktsioon f: R — R pidev ja olgu tal ristkilikus R pidev osatuletis %
Olgu diferentseeruvad funktsioonid o, f3: [a, ] — R sellised et ¢ < a(r) < B(x) < d iga

x € |a,b] korral. Siis funktsioon F, kus F(x fﬁ(‘r (x,t)dt, on loigus [a,b] pidevalt
diferentseeruv ja

B(z)
Fa) = [ e e s @) @) - fwat) d@. 13
a(z) (91:

Toestus. Anname argumendile x muudu Az. Téhistame Aa = a(x + Az) — a(z) ja AS =
B(x + Ax) — B(z). Saame vorduse (veenduge!X)

B(z)+AB a(z)+Aa
flz+Az,t) dt—/ fla+Az,t)dt.

B(z)
F(z+Ax)—F(x) :/ (f(ar+Aw,t)—f(x,t))dt+/ﬁ "

(=) (=)

Kahele viimasele integraalile rakendame integraalarvutuse I keskvaartusteoreemi, leiame arvud
&1 ja & arvude a(z) ja a(r) + Aa ning f(x) ja f(z) + AB vahelt nii, et

B(x)
F(x+ Ax) — F(z) = / (f(x + Az, t) — f(z,t))dt + ABSf(z + Ax, &) — Aaf(x + Az, &)
(selgitagelX).

Jagades Az-ga ja minnes piirile Az — 0 (paneme ka tdhele, et & — a ja &2 — b), saamegi
otsitava vorduse (selgitagelX). m
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13.2 Parameetrist soltuvad paratud integraalid

Selles punktis vaatleme seosega méadratud funktsioone F', kus vastav integraal on
paratu. Teatavasti on kahte tiilipi paratuid integraale: Iopmatute rajadega integraal ja
integraal tokestamata funktsioonist ehk vastavalt esimest ja teist liiki paratu integraal. Mér-
gime, et teist liiki paratu integraali fcdg(t) dt saab sobiva muutujavahetuse abil
teisendada esimest liiki paratuks integraaliks. Kui g on punkti d imbruses tokestama-
ta ja pidev poolldigus [c, d), siis defineerime z := ﬁ, kust t =d — % Sel juhul dt = Z—; ning
me saame esialgse integraali kujul f:i g (d — %) Z%dz. Lihtne on kontrollida (iseseisvaltDX),

et kui koondub iiks vaadeldavast kahest paratust integraalist, siis koondub ka teine.

Eelnevat mérkust silmas pidades késitleme me siin parameetrist « € [a, b] soltuvat paratut
integraali vaid kujul

F(x):= /Oof(x,t) dt (13.5)

ja rohutame tema viga olulist sarnasust funktsionaalridadega >, fx (z), seda nii
probleemiasetuste kui ka lahendusmeetodite osas.

Olgu kahe muutuja funktsioon f méaratud hulgas
D :=a,b] x [c,00) = {(z,t) |]a <z <b, c <t <o0}.

Kui iga x € [a, b] korral paratu integraal fcoo f (z,t) dt on koonduv, siis 6eldakse, et paratu
oo

parameetrist soltuv integraal (13.5)) koondub punktiviisi 16igus |a, b]. Sel juhul llim f(z,t) dt =
— 00

l
/loof(x,t) dt

Sarnaselt funktsionaalridadega defineerime integraalide (13.5) jaoks tihtlase koonduvuse
parameetri x suhtes.

0 iga = € [a, ] korral, s.t.

Vo € [a,b] Ve >03ly=1y(z,e)>c:1>1ly= <e.

Definitsioon. Oeldakse, et parameetrist  soltuv punktiviisi koonduv pératu integraal

(13.5) koondub loigus |a, b] thtlaselt, kui
/ f(z,t) dt
I

[Imselt on iihtlane koonduvus tugevam tingimus kui punktiviisi koonduvus (selgitage! )"X.

NB! Jargnevalt eeldame, et iga | € [c,00) ja = € [a,b] korral leidub Riemanni
integraal fcl f(z,t)dt.

Toestame koigepealt paratu integraali jaoks Cauchy kriteeriumi. (Seda ei tehtud kursuses
,Matemaatiline analiiiis I11“.)

Ve>03lg=1ly(e) >c:l>21y= < eiga x € [a,b] korral.

Lause 13.5. (Cauchy kriteerium pdratu integraali koonduvuseks.) Olgu g: [c,00) — R min-
gi selline funktsioon, et iga | > ¢ korral eksisteerib fcl g(t)dt. Pdratu integraal fcoo g(t)dt
koondub parajasti siis, kui kehtib Cauchy tingimus
v
/ g(t)dt
1

Ve>03g=>c : VLU LI>l= <e.
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Toestus. Koondugu [ g(t) dt =: I. Siis vorratused

/ll/ o(t) dt /Cl/ gy di— I

selgitavad, miks kehtib Cauchy tingimus. (PohjendagelX).

£ 3
<4<

<
= 2 2

/Clg(t)dt—I‘Jr

Kehtigu Cauchy tingimus. Té&histame G(I) = fclg(t) dt. Koostame kasvava jada (I,,) nii,
et (G(l,)) oleks Cauchy arvjada. Valime [; > ¢ nii, et VI, !’ jaoks kehtib

Li>lL = |G -G <1.

Kui meil juba on mingi [, siis valime [,,,1 > [, nii, et iga [,l’ jaoks kehtib

1

Ll >1, GWIl) -G :
V2l = 160 =G0 <

Niitid on (G(l,)) Cauchy jada ja seega koonduv (selgitagelX). Sealjuures ([,,) on kasvav
jada.

Olgu I :=lim, G(I,). Naitame, et I = lim;_,o, G(I).

Fikseerime € > 0. Teadaolevalt leidub N; € N nii, et iga naturaalarvu n jaoks

n=N, = |Gl —1I| < %

Valime Ny € N nii, et N% < §. Siis iga [, 1" jaoks kehtib Cauchy tingimuse tottu
LU=y, = |G -G < g
Olgu N := max{ Ny, No}. Kehtigu [ > ly. Siis
G() = I < |G(1) = GUn)| +|Gx) = 1] <&,
nagu soovitud. m

Maérgime, et lause|13.5/on tegelikult jareldus tildisemast viitest, mida saab toestada samal
viisil: tdielikus meetrilises ruumis pere on koonduv parajasti siis, kui ta on Cauchy pere. Siin
Cauchy pereks nimetatakse peret (x,), mille korral kehtib tingimus

Ve>03day : «a,d = ap= |1, —2o| <e.
Jargnev lause néitab, et paratu integraali absoluutsest koonduvusest jareldub tema koon-
duvus. Tépselt sama omadus on juba toestatud arvridade jaoks. Esitame sellele lausele kaks

toestust. (Molemad kopeerivad vastava arvridade lause toestust.)

Lause 13.6. Koondugu piratu integraal [ |g(t)| dt. Siis piratu integraal [7° g(t)dt koon-
dub.
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Toestus. Koondugu pératu integraal [ |g(t)| dt. Fikseerime arvu e > 0, siis Cauchy
kriteeriumi (lause x) tottu leidub [y nii, et

l/
[ s <
l

Cauchy kriteeriumi lause u ) kohaselt paratu integraal f g(t) dt koondub. m
Toestus. Koondugu paratu 1ntegraa1 f lg(t)| dt, siis paratute integraalide vordluslause
tottu koondub ka pératu integraal [7°(g(t) + |g(t)]) d¢, kuna

l/

L' >1l, = lg(t)|dt < e.

0<g(®)+lg®)] <2lg(®)],  teleo00)

Kuna fcl g(t)dt = fcl(g(t) +g(t)]) dt — f |g(t)| dt ning molemast liidetavast eksisteerib 1oplik
piirvaartus protsessis [ — oo, siis koondub ka paratu integraal fc g(t)dt. m

Lause 13.7. (Cauchy kriteerium pammeetrist soltuva pdratu integraali tihtlaseks koonduvu-
seks.) Parameetrist soltuv piratu integraal F(z) := [ f(x,t) dt koondub ldigus [a, b] dihtlaselt
parajasti siis, kui

l/

Ve>03l, Vrelab LU=l = Fla,t)dt| < e.

l

Toestus. Koondugu antud paratu integraal iihtlaselt funktsiooniks F': [a, b] — R. Cauchy
tingimuse kehtivuse toestus toimub samamoodi nagu lauses

Kehtigu Cauchy tingimus. Iga fikseeritud = € [a, b] korral on tegu péaratu integraaliga, mis
Cauchy kriteeriumi tottu koondub. Téahistame saadava piirfunktsiooni tdhega F'. Niisiis on
meil olemas péaratu integraali fcoo f(x,t) dt punktiviisi koonduvus funktsiooniks F'. Néitame,
et koonduvus on iihtlane. Fikseerime £ > 0 ning olgu [y selline, et iga = € [a, b] korral

y
flx,t)dt
!

£
< —.

LI =1, = .

Minnes siin iga fikseeritud x € X korral piirile protsessis [ — oo, saame integraali mono-
toonsust ja aditiivsust piirkonna jargi kasutades, et
/ f(z,t) dt‘

[U@wm—

Saime tihtlase koonduvuse (ly soltub ainult arvust ). m

wlm

Lause. (Weierstrassi koonduvustunnus). Olgu g: [¢, 00) — R selline ithe muutuja funkt-
sioon, et paratu integraal fcoo g(t) dt koondub. Kui

|f(z,t)| < g(t) igax € [a,b] jat € [c,o00) korral, (13.6)

siis paratu integraal [7° f(z,t) dt koondub iihtlaselt 16igus [a, b)].
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Toestus. Paratute integraalide vordluslause pohjal tuleneb tingimusest (13.6]), et integ-
raal [ |f(z,t)|dt koondub iga z € D korral (selgitagePX). Olgu € > 0 suvaline. Integraali
fcoo g(t) dt koonduvusest jareldub, et leidub [y > ¢ omadusega

l/
L'zl = /g(t)dt<€,
l

mistottu

v
f(z,t)dt
!

v v
< |f(z, )| dt < / g(t)dt <e iga x € [a,b] korral,
I I

kui l,I' > ly. Lause xx pohjal on paratu integraal fcoo f(z,t)dt 16igus [a, b] iihtlaselt koonduv.
|

Markus. Weierstrassi tunnuse toestust saab toestada ka, kasutades Cauchy kriteeriumi
asemel lauset a. See toimub nii, et integraali fcoo g(t) dt koonduvusest jareldatakse sellise
lp > c olemasolu, et

1> 1 :/ g(t)dt < e.
I
Pératute integraalide vordluslause pohjal iga x € [a,b] korral koondub ka fcoo |f(z,t)]dt.

Lause a pohjal koondub niisiis iga € [a,b] korral (st. punktiviisi) ka [ f(z,t)dt (piir-
funktsiooniks F'). Lisaks sellele kehtib hinnang

(=2l =

Trwnal< [ ipwola< [ gwd<e
/lf(x,t) t‘</l |f(a:t)|t</l g(t)dt < e

Saadud tulemus néitab, et parameetrist soltuv paratu integraal fcoo f(z,t)dt koondub piir-
funktsiooniks F' iihtlaselt 16igus |a, b].

Jargnevalt toestame selle paragrahvi pohitulemused, mis kirjeldavad parameetrist
soltuva paratu integraali (13.5]) pidevust, integreeruvust ja diferentseeruvust. Ilmneb téielik
analoogia funktsionaalridade vastavate teoreemidega.

Teoreem 13.8. (pdratu parameetrist soltuva integraali pidevus). Olgu f: D — R pi-
dev kahe muutuja funktsioon ning koondugu integraal (13.5)) dhtlaselt loigus [a,b]. Siis funkt-
sioon F: [a,b] = R on pidev.

Toestus. Niitame, et F' on pidev suvalises punktis zq € [a,b]. Olgu ¢ > 0 suvaline.
Hindame vahet F (x) — F (xp), kui = € [a, b]:

|F () = F (x0)| =

[ w0 - dt\

/Cd(f(x,t)—f(xo,t)) dt+/doof(x,t) dt—/doof(xojt) dt‘

d
</ 1 (@, 8) — f (w0,8)] dt +

/oof(:v,t) dt‘ +
d

/doof(xo,t) dt‘. (13.7)



136 13 Parameetrist soltuvad integraalid

Kasutades eeldust iihtlase koonduvuse kohta, saame leida niisuguse ly > ¢, et kui [ > [, siis

/Zoof(x,t) dt

Fikseerime d > Iy ning moodustame ristkiiliku R := [a, b] X [¢, d]. Cantori teoreemi kohaselt
on funktsioon f hulgas R iihtlaselt pidev (pohjendadal!)X. Seetottu on voimalik valida nii-
sugune 0 > 0, et

< % iga « € [a,b] korral.

ykui |z — x| <djat € |e,d]

|f (2,t) — f (20, 1)| < 3d—0)

(pohjendadal K. Vorratusest ((13.7)) saame niiiid

d g S g

(kontrollida!X. Seega on F' pidev punktis z. ®

Teoreem 13.9. (pdratu parameetrist soltuva integraali integreeruvus). Olgu f: D —
R pidev kahe muutuja funktsioon ning koondugu integraal (13.5)) dhtlaselt loigus [a,b] . Siis
funktsioon F': [a,b] — R on integreeruv ja

/ab(/:of(%t)dt) dx:/COO</abf(x,t) d:r) dt. (13.8)

Toestus. Teoreemi kohaselt on funktsioon F' 16igus [a,b] pidev, seega ka integree-
ruv, mistottu vasakpoolne integraal seoses ((13.8)) eksisteerib. Kasutades lauset [13.2} saame

suvalise [ > ¢ korral seose

/cl (/abf(x,t) dx> dt:/ab</clf(x,t) dt) dz
:/ab</coof(x,t) dt—/loof(oc,t) dt) dz
:/ab(/coof(:v,t) dt) dx—/ab(/loof(m,t) dt) dr.  (13.9)

Olgu € > 0 suvaline. Integraali iihtlase koonduvuse kohaselt saame valida [y > ¢ nii, et

/loof(a:,t) t

< kuilzljazelal]
b—a

(kontrollida! X. Siis

/ab(/loof(a:,t)dt) dz </ab /loof(x,t)dt‘ dx</abbfadt:e,

tahendab, lim; fab ( floo f(z,t) dt) dx = 0. Seega saame protsessis [ — oo vordustest ((13.9
seose (|13.8)). Teoreem on toestatud. m
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Teoreem 13.10. (pdratu parameetrist soltuva integraali diferentseeruvus). Olgu f
Ja tema osatuletis % pidevad kahe muutuja funktsioonid hulgas D ming koondugu integraal
@ punktiviisi loigus [a,b]. Kui integraal [7° % (x,t) dt koondub ihtlaselt loigus [a, b] , siis
funktsioon F': [a,b] — R on pidevalt diferentseeruv ja kehtib Leibnizi valem

F'(x) = OO%(Jv,t) dt.

[

Toestus. Tahistame G (z) := [~ % (x,t) dt (x € [a,b]) ja paneme téhele, et G : [a, b] —
R on pidev funktsioon (selgitada!)X. Seetottu teoreemist tuleneb

/;G(u) du:/j(/:o%(u,t) dt) du:/coo(/:%(u,t) du) dt

:/Oo(f(:p,t) — f(a,1)) dt = F (z) — F (a)

chk F (z) = [* G (u) du+ F (a) (x € [a,b]). Diferentseerides saame

F/ = — _= _= —_—
(2) = — / G (u) du = G (2) / o (1) dt,
seejuures on F” : [a,b] — R teoreemi [13.§ pohjal pidev funktsioon. m

Markus. Lisame siia méarkuse teist liiki parameetrist soltuvate paratute integraalide
kohta. Olgu D" := [a,b] X [¢,d) ja f: D' — R selline kahe muutuja funktsioon, et paratu
integraal fcd f (z,t) dt koondub iga x € [a,b] korral. Siis saame funktsiooni F': [a,b] — R,
mis on méératud seosega F' (x) := fcd f (z,t) dt. Me {itleme, et parameetrist = soltuv paratu
integraal fcd f (z,t) dt on iihtlaselt koonduv 16igus [a, b], kui

/ldf(x,t) dt

Sellest definitsioonist ldhtudes voime toestada teoreemidega - analoogilised véited
teist liiki integraalide kohta. Alternatiivne voimalus nende tulemuste saamiseks on punkti al-
guses margitud muutujavahetus, millega teisendatakse teist liiki paratud integraalid esimest
liiki integraalideks.

Ve>0 30>0:d—6<l<d= < eigax € [a,b] korral.

13.3 Naited
1. Vaatleme integraali

Fla):= [ e g (13.10)
; t

seejuures lepime kokku, et punktis t = 0 on integraalialuse funktsiooni védrtus 1 (s.t. tege-
mist on korvaldatud katkevusega; peame silmas, et lim;_.q e‘at% = 1). Niitame, et see
integraal koondub iihtlaselt parameetri a suhtes poolteljel [0, c0).
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Koigepealt jouame kaks korda ositi integreerides seoseni

—at int t
/e‘atsintdt:—e (ozls:r_la;kcos )+C'::L(a,t)+0

(kontrollida! K, seejuures

L (e, t)] <

T 5 <2 (>0, t>0)
a

(veendudalpX. Hindame integraali [ e 52t d¢ (I > 0). Fikseeritud o > 0 korral saame
(jéllegi ositi integreerides)

0 int L t
/ e_atsm t‘ _ ' (a, t)
l t t

<2+2/°°dt_4
S Lt

l l l

12 t?

Siit tuleneb integraali F'(«) iihtlane koonduvus poolteljel [0, 00). Nimelt, suvalise ¢ > 0
puhul valime [y > é, siis kehtib vorratus

/ e—atSHtl dt‘ < e suvalise | > [y ja o € [0,00) korral.
!

2. Integraali (|13.10]) kasutame integraali

F:z/ooydt
0 t

arvutamiseks, selleks rakendame teoreemi @ Integraalialune funktsioon e‘at% on pidev
hulgas {(a,t) | @« >0, t > 0} (kontrollidalX; meenutame kokkulepet védrtuse kohta juhul
t = 0). Kuna integraal koondub iihtlaselt poolteljel [0, 00), siis voib minna piirile
integraali margi all:

F=F(0)= lim F(a).

a—0+

Et leida seda piirvéaértust, peame koigepealt leidma F' («), selleks arvutame esialgu F’ («).
Teoreemi [13.10| abil (veenduda, et selle eeldused on tdidetud!) saame

o 1
F’(oz):—/ e “sintdt = ————
0 ]. + 012
(kontrollida! )X, niisiis
F(a) / da tan o + C (13.11)
a) = — = —arctana + C. :
1+ a?

Leiame konstandi C' vaartuse. Paneme tahele, et

’F<a)‘</ ‘e—atg
0 t

o0 1
dt < / e Mdt = =
0 [0}
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iga a > 0 korral, seega lim,_,o |F ()] = 0 ehk lim, o F (o) = 0. Seosest (13.11)) saame
C = lim, o arctan o = 7. Niisiis,
F(a)= g — arctan a,

millest tuleneb

/ Sl—ntdt = lim F(a)= lim (Z - arctana) .
; 2 2

t a—0+ a—0+

3. Vaatleme veel integraali

K (8) = /Ooo Si“ft dt (BeR).

Kui g > 0, saame muutujavahetusega St =: u vorduse K (5) = foo sinu gy, — 5, analoogiliselt

0 u
saame juhul 8 < 0 vorduse K (3) = —7. Niisiis,
o - Z, kui >0
t 2 )
K(8) = / Smtﬁ dt ={ 0, kuiB=0,
0 —5, kui 8 <0.

Selle valemi abil saame signum-funktsioonile sgn g integraalse esituse

2 [°°sin 5t
sgn 3 = ;/ Slntﬁ dt.
0

13.4 Euleri integraalid

Me vaatleme integraale )
B (4, ) ::/ =1 (1= ) de
ning 0
['(a):= /OO et dt, (13.12)
mida nimetatakse vastavalt beetafunktsiooml?:s ja gammafunktsiooniks ehk Fuleri esimest ja

teist liiki integraaliks. Allpool ndeme, et beetafunktsiooni saab esitada gammafunktsiooni
abil.

A. Beetafunktsiooni omadused

1°. Koigepealt leiame funktsiooni B (a,b) médramispiirkonna, s.t. need parameetrite
vaartused, mil vastav paratu integraal koondub. Paneme tédhele, et kui a > 1 ja b > 1,
siis on tegemist tavalise Riemanni integraaliga. Juhul a < 1 on integreeritav funktsioon
tokestamata punkti 0 timbruses, juhul b < 1 aga punkti 1 timbruses. Seetottu vaatleme

1
integraalide summat [2 27" (1 — )" dt + [1 1o (1 —1)"" dt. Pidades silmas vorratusi
2

1 1= 1
g [ ) 1
i < Aa 1 te |0 5 a,b <
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ja

1 b—1

20—1 (1 - t) 1 1

fa < a < a t € 0,5 ,a<l, b>1),

ndeme, et esimene integraal koondub (suvalise b puhul) parajasti siis, kui koondub integraal

fo% to=1dt (selgitadal PR, s.t. juhul @ > 0 (pohjendada!)PX. Analoogiline arutelu annab teise
integraali koonduvuseks tarviliku ja piisava tingimuse b > 0. Niisiis, beetafunktsioon B (a,b)
koondub parajasti siis, kui a > 0 ja b > 0. Jargnevalt eeldamegi, et need tingimused
on taidetud.

2°. Lihtne on veenduda, et B (a,b) = B (b, a) (kontrollida!).

3%, Olgu b > 1. Ositi integreerides saame

(1—¢)""

1
! vt b—1 (!
B(a,b):/ (1—t)d= = + / tr(1—1)" dt
0 a 0 a 0

b—1 ! b—1 !
= / 1t (1 — )" dt — / (1 =) at
0 0

a a

b—1 b—1
= B(a,b—1)— ——B(a,b
—B(a.b-1) -~ B(a,b)
ehk )
B(a,b) = ———B(a,b—1 b>1).
(a,b) pa— (a, ) (a>0,b>1)
Nii voib parameetri b vaartust vihendades jouda valemini
—1 -2 1
B(a,n) = n N B(a,1)
a+n—1 a+n—-2 a+1
-1 —2)...2-1
- (r=1)(n—2) (13.13)
(a+n—1)(a+n—-2)...(a+1)a
(peame silmas, et B (a,1) = fol t1dt = 1). Seega
(n—1)!(m—1)!
B = =2,3,...).
See valem kehtib ka juhul m =1 v6i n = 1, kui defineerida 0! := 1.
4% Leiame beetafunktsiooni teise kuju. Teeme muutujavahetuse t := T Siis dt =
du =
(T+u)? I2
/OO L (13.14)
B (a,b) = ——du. .
( ) 0 (1 + U)a +b

Juhul 0 < a < 1 saame valemi

0 uafl
B(a,l—a):/ du.
o l4+u
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5. Seos kaht tiiiipi Euleri integraalide vahel. Lihtume seosest ((13.12) ja teeme
selles muutujavahetuse t := su, kus s > 0. Saame valemi

1" o0
Do) _ / e Sy du. (13.15)
s« 0
Kirjutame selles s asemel 1 4 s ning « asemel a + b :
r b o
(a +a+)b _ / o~ (Hs)ug atb=1 4,
(1+s) 0

1

Korrutame viimase vorduse molemat poolt arvuga s*~* ning integreerime muutuja s jargi

rajades 0-st oo-ni:

[e) Sa—l e8] [e9]
I'(a+ b)/ ———ds = / ds/ e~ (IFslugatb=lga=l gy,
o (1+s)"* 0 0

Kui a,b > 1, siis parempoolses avaldises tohib muuta integreerimise jérjekorda (selle fakti
pohjendust me siin ei esita), sel juhul saame seost ([13.15]) kasutades

e 00 0o r
I'(a+b)B(a,b) = / e Uyt (/ e—ussa—lds) du = / ot -1 (a) du
0 0 0
=1 (a) / e "ub M du =T (a)T(b).
0

Kokkuvottes oleme saanud valemi

B. Gammafunktsiooni omadused

1°. Gammafunktsiooni méiramispiirkonna leidmiseks kirjutame ta kahe piratu in-
tegraali summana fol et tdt + [T e7't*"1 dt. Esimeses liidetavas on integreeritav funkt-
sioon juhul o < 1 punkti 0 timbruses tokestamata. Vordluslause ning vorratuste

e ! et 1
< e < fia (t € (0,1], a>0)

tlfa

abil veendume, et integraal fol e 't~ dt koondub parajasti siis, kui a > 0 (selgitada! K. Tei-
ne integraal koondub suvalise a korral. Toepoolest, kuna lim; o, e ¢! = 0 (kontrollida! MK,
siis leidub niisugune (parameetrist o soltuv) konstant M, et e 't < M ehk e~ 't < tMQ
(t > 1), mistottu integraal floo e~ 't~ dt koondub koikide o € R puhul. Kokkuvottes gamma-

funktsioon I" (o) koondub, kui o > 0. Jargnevas eeldame, et see tingimus on tididetud.

2°. Gammafunktsioonil on olemas suvalist jirku pidev tuletis I'™ (a) madramis-
piirkonnaga (0, 00). Selle toestamiseks rakendame teoreemi|13.10| Integraalialust funktsiooni
parameetri « jirgi diferentseerides saame intervallis (0, 00) pideva funktsiooni e~‘t*~!Int.
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Kontrollime, et integraal [~ e~ "t* ' Intdt koondub iihtlaselt igas 16igus [, o], kus 0 <

ap < ay. Selleks vaatleme eraldi integraale fol e 't*tIntdt ja [ e 't " Intdt. Nende iiht-
lase koonduvuse toestamiseks rakendame Weierstrassi koonduvustunnust [13.21

Esimese integraali iihtlaseks koonduvuseks 16igus [oy, 1] vaatleme algul juhtu ag > 1.
Siis iga o > oy korral

let*  Int| <t*7' Int| < |Int| (¢ € (0,1]),

1 1
/ In | dt:—/ Intdt = 1.
0 0

Weierstrassi koonduvustunnusese pohjal saame soovitud iihtlase koonduvuse 16igus [a, o).
Vaatleme niiiid juhtu 0 < oy < 1. Valime 8 € (1 — ap, 1) ja p:=ap — 1 + 3, siis u > 0 ja

kusjuures

t*llnt
- =t'nt — 0, kui t — 0+

L
8
(kontrollida! K. Seega leidub selline § > 0, et

too—lip ¢

P < ligat e (0,9) korral

ehk ]
t* 1 nt| < 5 (t € (0,9)).

Kuna fol < koondub ja

let* M Int| < 1

3 (0<t<d, ap<a<a),

siis integraal f(f e~ 't* L1ntdt, aga seega ka integraal fol e 't 11nt dt koondub iihtlaselt 16i-
gus [ag, aq] .

Teise integraali puhul saame fikseerida niisuguse konstandi M > 0, et
M
1?2
Kuna integraal [ 4 koondub, siis [ e~"t*~!Int¢dt koondub iihtlaselt 1igus [y, ovy]. Teo-
reemi [13.10| kohaselt on funktsioon I' igas punktis a € (0, 00) pidevalt diferentseeruv ja

et T Int| < et < (@<, 1<t <o0).

I («) :/ e 't* tntdt.
0
Analoogiliselt saame tuletised I («) , T" («) jne., kusjuures

™ (o) = / e 't n" ¢ dt.
0

3°. Taandamisvalem. Ositi integreerides saame

'a+1)= / e 't dt = —e*ttalzo + a/ e 't 1 dt = ol (a)
0 0
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(pohjendadal MK, s.t.
['(a+1) =al () iga a > 0 korral.

Seda valemit korduvalt rakendades jouame gammafunktsiooni taandamisvalemini
N'a+l)=a(a—1)...(a—n+1)I'(a—n+1), kusa>n—1
Pidades silmas, et I' (1) = [;~ e™dt = 1 (veendudal X, saame juhul oo = n valemi
F'n+1)=n! (neN).

Néeme, et gammafunktsiooni voib vaadelda faktoriaali iildistusena.

4°, Euler-Gaussi valem. Teeme integraalis (13.12) muutujavahetuse ¢ = In %, siis

I'(a) = /0 1 (m %)M du (13.16)

(kontrollida! K. Kasutame seost

lnl = limn <1 —u%>

u n

(pohjendada! X, millest (tdnu integraali (13.16|) tihtlasele koonduvusele) saame

I (a) =limn*! /01 <1 — ui>a_1 du.

n

Kui minna iile muutujale w seosega u = w", jouame seoseni

n n

1
I' (@) = lim no‘/ w" (1 —w)* " dw = limn®B (n, @)
0

ehk (vrd. (13.13)))

e Le2--(n-1)
P(oz)—hinn ala+1)...(a+n-1)

Seda valemit nimetatakse Euler-Gaussi valemiks.

5°. Gammafunktsiooni kiiigu uurimine. Me teame juba, et funktsiooni I' méiramis-

piirkond on (0, 00) . Selles hulgas on I" pidev funktsioon ja tal on suvalist jarku pidevad tule-
tised. Paneme téhele, et I (o) = [ e "t 'In*tdt > 0 iga a € (0, 00) puhul (veendudal X,
seega on I kasvav funktsioon ning tal saab olla vaid iiks nullkoht. Et see nullkoht «q toe-
poolest (arvude 1 ja 2 vahel) eksisteerib, selgub vordusest I'(1) = I'(2) = 1 ja Rolle’i
teoreemist (selgitada!pX. Et I' (ap) > 0, siis on funktsioonil I' punktis ay globaalne mii-
nimum (pohjendadal . Teise tuletise positiivsus tdhendab funktsiooni graafiku nogusust.
Kuna

lim T' (o) = lim Fla+l) =00

a—0+ a—0+ o
(selgitadal "X, siis vertikaaltelg on gammafunktsiooni graafiku piistasiimptoot. Saab néidata,
et teisi asiimptoote graafikul ei ole.
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% . . e . . o0 tg'_l _
e dt saab esitada valemi (13.14)) jargi kujul [, paE dt =

Naited. 4. Integraali fooo

B (¢, 4) = "GIE) 1y (1) 7 (4) (kontrollidal )k

505 T(2)
5. Integraali
L 1 b—1
F::/ sin®™ " pcos” " pdy
0

arvutamiseks teeme muutujavahetuse t := sin? ¢, saame (kontrollida! )"

F:lfoltg_l(l—t)g_l dtle (a b) _11‘(%)1“(%)

2 2 \22) 2 T (<)

6. Siinkohal votame toestuseta teadmiseks nn. Fuleri peegeldusvalems:

O0<a<l.

F(@l(l —a) = sinarm’

Sellele valemile ,elementaarset” toestust ei ole leitud. (Kdige lithemad toestused kasutavad
kompleksmuutuja funktsioonide aparatuuri voi lopmatuid korrutisi.)
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14 Fourier’ read

Selles ja jargmises peatiikis vaatleme kompleksviirtustega (reaalmuutuja) funktsioone.
Funktsiooni piirvdartuse ja pidevuse e-d-keelsed nouded jadvad koik samaks, ainult abso-
luutvédartus asendub vajalikes kohtades mooduliga. Ka diferentseeruvus tdhendab harilikul
viisil 16pliku tuletise olemasolu; tuletis on defineeritud piirvadrtuse kaudu. (NB! Komp-
leksmuutuja funktsioonide juures on diferentseeruvuse moiste keerukam ning taolisel juhul
nii lihtsalt iildistada ei saa.)

Funktsiooni f: R — C korral kirjutame f(z) = wu(z) + iv(z), kus u(x) = Re f(z),
v(z) = Im f(z), niisiis u,v: R — R. Oeldakse, et funktsioon f on integreeruv ligus
la, b], kui u ja v on integreeruvad 16igus [a, b], kusjuures sel juhul fab flz)dz = fab u(z)de +
i fab v(z)dz. (Sama definitsiooni kasutame ka pératute integraalide jaoks: néiteks pératu in-
tegraali ffooo f(x) dx koonduvus tdhendab mélema pératu integraali ffooo u(x) dx ja ffooo v(z)de
koonduvust.) Sel moel kanduvad kompleksvéaartustega funktsioonidele tile koik reaalviértus-
tega funktsioonide Riemanni integraali (ja péaratu integraali) omadused.

14.1 Trigonomeetriline siisteem

Funktsioonide esitamine mingi koonduva funktsionaalrea summana on levinud meetod
funktsioonide omaduste uurimisel. Tavaliselt piiiitakse funktsiooni f esitada kujul

fx) = Z cer ()

kus @ := {p, | k=0,1,...} on mingi lihtsate voi heade omadustega funktsioonide loenduv
stisteem ning (c;) on teatav funktsiooniga f méédratud arvjada. Selline probleemiasetus on
meile tuttav Taylori ridade puhul, sel juhul koosnes siisteem ® funktsioonidest 1, z, 22, 23, . ..

ja esituses
o0

f(x)= chxk (x € D)

k=0

IO} (n=0,1,2,...). Astmerea oluline eelis

olid astmerea kordajad ¢; antud valemiga ¢ = ~—
on, et tema koonduvuspiirkond D on lihtsa struktuuriga hulk, puuduseks aga see, et niisu-
guse esitusega funktsioonide klass on suhteliselt kitsas. Seetottu on kasutusel hulgaliselt teisi

koonduvussiisteeme ®. Neist tuntuim ja kdige enam uuritud on trigonomeetriline siisteem

{1, cosz, sinz, cos2z, sin2z,...}.

Rida
% —i—Zak cos kx + by sin kz, (14.1)
k=1
kus ag, a1, by, as, by, ... on mingid konstandid (summas -, (aj, cos kx + by sin kx) jaetakse

sulud tavaliselt kirjutamata), nimetatakse trigonomeetriliseks reaks, tema osasummasid %4 +
Y i akcoskx + by sinkx (n € N) aga trigonomeetrilisteks polinoomideks.
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Olgu f 16igus [—m, 7| médratud funktsioon. Seame endale eesmirgiks leida tingimused,
mil ta on esitatav summana

f(x)= % + Z ay, cos kx + by, sin kx. (14.2)
k=1

Eeldame, et f on 16igus [—, 7] integreeruv funktsioon, ja korrutame vorduse (14.2]) molemat
poolt trigonomeetrilise siisteemi elementidega ning integreerime iile 16igu [—m, 7] (eeldame,
et see on voimalik). Kasutades tuntud seoseid

/COSk‘ZL‘dIL‘:/ sinlmdx:/ sin kx coskx dx = 0

/COSQk‘ZL‘dZL‘:/ sin? kzxdz = 7, / dr = 27,

/ cosk:xcoslxdx:/ coskmsinlmdx:/ sinkzsinledr =0 (k #1),

—T —T —T

saame kordajate ay ja by jaoks valemid

1 s
ak:—/ f(x)coskxdr (k=0,1,2,...),
m —Tr
1 s
bk:—/ f@)sinkzde (k=1,2,..). (14.3)
m —T

Need (puhtformaalselt saadud) seosed votame aluseks funktsiooni Fourier’ rea defineerimisel.

Definitsioon. Rida (|14.1)), kus kordajad ag, ax, by (k € N) on méadratud seostega ((14.3)),
nimetatakse funktsiooni f (trigonomeetriliseks) Fourier reaks 16igus [—m, 7] . Sel juhul kir-
jutame

f(z) - % + Z ay, cos kx + by, sin kx. (14.4)
k=1

Fourier’ ridade teoorias huvitab meid eeskétt kiisimus, milliste funktsioonide puhul
tohime me seoses kirjutada funktsiooni ja tema Fourier’ rea summa va-
hele vordusmairgi. Koigepealt aga peame garanteerima, et selles seoses olev rida
iildse eksisteerib, s.t., et integraalid f_ﬁﬂ f(z)coskzdz ja ffﬂ f (z) sin kz dz oleksid ole-
mas (kas tavaliste Riemanni integraalidena voi paratute integraalidena). Selleks on mitmeid
piisavaid tingimusi, oma jirgnevas arutluses lahtume me eeldusest, et f on 1oigus [—, 7]
tiikiti pidev. Meenutame, et funktsiooni ¢) me nimetame loigus [a,b] tikiti pidevaks, kui
1) tal on ldigus [a,b] iilimalt 16plik arv katkevuspunkte ning 2) neis katkevuspunktides on
olemas 1oplikud tihepoolsed piirvadrtused. Riemanni integraali teooriast teame, et sel juhul
on funktsioon ¢ 16igus [a, b] Riemanni mottes integreeruv.

Kuid ka tiikiti pidevate funktsioonide puhul jédab lahtiseks kiisimus, kas rida seoses
koondub. Kui vastus sellele kiisimusele on positiivne, saame uurida probleemi, mille
me piistitasime, nimelt, kas rea summa on f (7).
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Perioodilised funktsioonid. Kui funktsioon f on méératud kogu arvsirgel (—oo, 00)
ja leidub selline arv T', et

fx+T)=f(x) igax € (—00,00) korral,

siis 6eldakse, et f on perioodiline funktsioon perioodiga T ehk T-perioodiline funktsioon. Liht-
ne on ndha, et kui f on T-perioodiline funktsioon ja funktsioon 1) on defineeritud seosega
W (z) := f(cz), kus ¢ on mingi nullist erinev konstant, siis 1) on samuti perioodiline funkt-
sioon, seejuures perioodiga % (kontrollige! K. Teiseks, kui f ja g on T-perioodilised funkt-
sioonid, siis on seda ka funktsioonid f+ g ning Af, kus A on mingi arv (kontrollige! K. Tlmselt
on trigonomeetrilise siisteemi koik elemendid 27-perioodilised funktsioonid (kontrollige! M.
Sellest tulenevalt on ka koik trigonomeetrilised poliinoomid

%jL;akcoskijbksinkx (n=0,1,2,...)

2m-perioodilised (pohjendage! K. Seetottu kehtib jargmine véide.

Lause 14.1. Kui trigonomeetriline rida (14.1)) koondub loigus [—m, ], siis koondub ta igas
punktis x € (—00,00) ning tema summa on 2w-perioodiline funktsioon.

Toestus. Tahistame

Sp () == % + Z ay, cos kx + by, sin kx,
k=1

kus x € (—o0,00) ja kordajad ag,aq, by, as,... on antud trigonomeetrilise rea kordajad.
Eelduse kohaselt

lim s, (zg) =: s (xo) eksisteerib iga xy € [—7, 7| korral.

Olgu =z € (—o00,00) suvaline, siis leiduvad =y € [—m, 7| ja tédisarv k, et © = zo + 2k
(selgitage! K. Seejuures
Sp () = s, (T + 2k7T) = 55, (20) ,

sest s,, on 2w-perioodiline funktsioon. Jarelikult
s(x) = liTEn Sn () = s (x0) -
Niisiis, rida koondub hulgas (—o0, c0) ja kuna
s(x+2m) = liqllnsn (x4 2m) = liqllnsn (x) = s(x),
siis rea summa on 27-perioodiline funktsioon. m

Margime siinkohal perioodiliste funktsioonide iihte olulist omadust.

Lause 14.2. Kui v on 2w-perioodiline loigus [—7, 7] integreeruv funtsioon, siis suvalise arvu

a korral kehtib vordus - aton
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Toestus. Kui ¢ ja d on suvalised arvud, siis, tdahistades £ := z + 27, voime tanu seosele

¥ (& —2m) = (§) kirjutada

d d+2m d+2m d+27
/wx)dx:/ vEe—omde= [ wEde=[ v de

+27 c+2m c+2m

kust erijuhul ¢ := —7 ja d := a saame [ ¢ (z) do = f;”w ¥ (z) dz. Seetottu

/:HWW‘”) do= [ v des [ v dx+/ﬂa+2w¢<x> e

—T

= (r) dz + _ﬂw(x)dva _aw(fc)dQJZ/_ﬂ?/J(&?) dz.

a

Lause on toestatud. m

14.2 Riemanni lemma. Dirichlet’ integraal

Enne kui asume otsima vastust eespool esitatud kiisimustele, toome kaks olulist fakti.
Koigepealt toestame lause, mis iseloomustab funktsiooni Fourier’ kordajate ag, ax, by (k € N)
kaitumist.

Lause 14.3. Kui funktsioon f on loigus [—m,w| tikiti pidev, siis tema Fourier’ kordajad,
mis on mdadaratud seostega (14.3)), rahuldavad tingimusi

lilgn ap = limb, = 0.

Selle lause asemel toestame jargmise pisut iildisema lemma.

Lemma 14.4. (Riemanni lemma). Kui funktsioon f on loigus [a,b] tikiti pidev, siis
kehtivad vordused

b b

lim / f(z)cosAzdr =0, lim f(z)sin Az dx = 0. (14.5)
A—oo [, A—oo

Toestus. Olgu ty,ts,...,t, funktsiooni f katkevuspunktid, kusjuures t; < t5 < ... <

tm- Olgu [, f] suvaline l6ikudest [a, t1], [t1, 2], ..., [tm, 0] . Kuna integraali véaértus ei soltu

integreeritava funktsiooni vaartusest otspunktides « ja (3, siis loeme funktsiooni f 16igus [, 3]

pidevaks (selgitage! ). Seega eksisteerivad integraalid | f f () cos Az dx ja ff f () sin Az dz,

jarelikult ka integraalid fab f (z)cos Az dx ja f; f (z) sin Az dz. Néitame, et

B B
lim / f(z)cos Axdx = Alim f(x)sin \xdz =0,
(6% 0 [e%

A—00
siis kehtivad vordused ((14.5)) (pohjendage! ).
Piirdume siinkohal tingimuse limy_, ff f () cos Az dz = 0 toestusega, teine vordus toes-

tatakse analoogiliselt. Olgu € > 0, peame leidma sellise N € R, et ’fff (x)cos Az dz| < ¢
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iga A > N korral. Kuna funktsioon f on 16igus [«, 8] pidev, siis on ta tokestatud, s.t. leidub
M >0, et
|f ()] < M iga x € |«, 5] korral.

Cantori teoreemi kohaselt on f 16igus [«, 5] iihtlaselt pidev, niisiis saab valida niisuguse
d >0, et kui |[x — 2’| <0 jax 2 €a,p], siis

|f (z) = f(2)] <

£
2(8—a)

Olgu T [z, ..., x,] 16igu [, §] niisugune alajaotus o = g < 21 < X2 < ... < x, = [, et
Ti— X1 <0 (Z: 1,...,71). Siis

— z":/xz f(z)cos Ax dx
= Z/ xJ)cosAxdx%—Z/ f (x;) cos Az dz

<> [ i@ senars Yl [ ewsrva
i=1 Y ¥i-1 i=1 Ti—1

x;
/ cos Az dx
Ti—1

selle ja seose (|14.6)) abil saame

(14.6)

x) cos Az dx

Kasutame hinnangut

1 2
=3 |sin Adz; — sin Ax; | < —,

>

x) cos Ax dx

t [T € " 2M & 2nM
< SEL PR D
;/IHQ(ﬁ—a) T2 Tty

i=1
(veenduge! K. Niisiis, kui A > 2 =: N siis ‘fj f (z) cos Ax d:c) < e. Seega

B
lim / f () cos Az dx = 0.

A—00

Lemma (ja seega ka lause on toestatud. m

Teine fakt, mida me vajame trigonomeetriliste ridade koonduvuse uurimisel, on seo-
tud Fourier’ rea osasumma integraalkujuga. Vaatleme 16igus [—m, 7| tiikiti pideva 27-
perioodilise funktsiooni f Fourier’ rea ((14.1)) osasummat

Sp () 1= % + Z ay, cos kx + by sin kx,

kus Fourier’ rea definitsiooni kohaselt kordajad ag,ag,br (k € N) on médratud seostega
(14.3). Asendame need avaldised osasumma valemisse:

1 i 1 n ™
:%/ﬂf(ﬂ dt‘i‘;;( 7rf(25)Cosk:ifcosk;avdt—|—/

—T

™

f (t) sin kt sin kz dt)
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1 /™ 1 n _ .
— %/ f () (5 +Z (cos kt cos kx + sin ktsmkx)) dt

k=1

—%/ﬂf(t) <%+Zcosk(t—:r;)> dt

(kontrollige! pK. Téhistame D, (u) := 5 + > j_, cos ku ja niitame, et
_sin(2n+1) 3

: u
2 sin 5

D, (u) (14.7)

Toepoolest, kuna

2D, (u) cosu = cosu + 2 cosu cosu + 2cosu cos 2u + ... + 2cos u cos nu
= cosu + (1 + cos2u) + (cosu + cos 3u) + (cos 2u + cos4u) + . ..
+ (cos (n — 1) u+cos (n+ 1) u)
=142cosu+2cos2u+...+2cos(n—1)u+ cosnu+cos(n+1)u
= 2D, (u) — cosnu + cos (n + 1) u,
S11S
cosnu —cos (n+ 1)u
- 2 (1 — cosu) ’
millest ténu seostele cosnu — cos (n+ 1)u = 2sin(2n+ 1) %sin% ja 1 — cosu = 2sin* %

2
saamegi vorduse (|14.7)).

Avaldist D,, (u) nimetatakse Dirichlet’ tuumaks. llmselt on D,, 2m-perioodiline funktsioon
(veenduge! )", seetottu saame lause kohaselt muutuja vahetusega u := x —t osasummale
sp (x) kuju

D, (u)

sn(x):l/w ﬂf(m—u)Dn(u) du:%/wf(x—u)Dn(u) du

U
1
o

/miﬂf(x—U)Dn(u) du*%/oﬂf(x—u)Dn(u) du
:%/Oﬂf(x+u)Dn(u) du+%/owf(x_u)pn(u) du.

Saime valemi, mida nimetatakse Dirichlet’ integraaliks:

sn(m):l/oﬁ(f(x+u)+f(x—u))Dn(u) du. (14.8)

™

Mirgime, et kui votta funktsiooniks f konstantne funktsioon f (x) = 1, siis tema Fourier’
rida on
1+0+0+...

(pohjendage! P ning s, (z) = 1 iga n korral, mistottu valemi ([14.8)) kohaselt

%/O D, (u) du = 1. (14.9)
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14.3 'Trigonomeetrilise Fourier’ rea koonduvus

Jargnevalt toestame selle peatiiki iihe pohitulemustest, mis on teoreetiliseks ldhtepunktiks
funktsioonide esitamisel Fourier’ reana.

Teoreem 14.5. Olgu f loigus [—m,w| tikiti pidev 2r-perioodiline funktsioon. Kui punktis
x € (—00,00) on olemas loplikud thepoolsed tuletised
fa+w) = f o)

fi(x) == lim flotu) = flrd) ja f" (x):= lim ,

u—0+4 u u—0" u
fla+)+f(z—)
5 .

siis funktsiooni f Fourier’ rida koondub punktis x summaks

Toestus. Eeldame, et fikseeritud punktis x rahuldab funktsioon f eelpool toodud tin-
gimusi. Lahtume valemist (14.9), korrutame selle molemat poolt arvuga s (z) := w
ja lahutame tulemuse vordusest ({14.8]), sel juhul saame

@) =s@) =7 [ (Fla )+ £ =)= 25) D) du
= [0 = @)+ (7 =) = £ @) Do () du
_ % /0 "0, (u) Dy (u) du, (14.10)
ks @, (u) = (F (& +u) — £ (+4) + (F (2 — ) — f (). Seoscst

sin (2n + 1) 5 = sinnucos 3 + cos nu sin 5

(kontrollige selle kehtivust!)»X tuleneb

O, (u) D, (u) =

cosnu + h (u) sin nu,

Po(u)
2 tan %

dage!X. Peale selle eksisteerib 16plik piirvaértus
flatu) —flt) fl@—u)—f(z-)

lim h(u) = lim ( — ) lim ——
u—0+ u—0+ U —u u—0+ 2 tan §
= fi(x)— fL ()
(kontrollige! »X. Niisiis on funktsioon A 16igus [0, 7] tiikiti pidev. Seosest ((14.10]) saame lause

[[4.3] pohjal

1 1
117?1 (sn(x) —s(x)) = —Wliyrln i P, (u) cosnudu + - 117?1 i h (u)sinnudu =0

seosega h (u) = méératud funktsioon h on poolldigus (0, 7] tiikiti pidev (pohjen-

ehk lim,, s, () = s (x) . Teoreem on toestatud. m

Jareldus 14.6. Olgu 2m-perioodiline funktsioon f loigus [—m,w| tikiti pidev. Kui ta on
punktis x pidev ja tal on selles punktis loplikud tihepoolsed tuletised, siis tema Fourier’ rida
koondub selles punktis summaks f (z).

Toestus. IseseisvaltP =
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14.4 Funktsioonide arendamine Fourier’ reaks

Kui f on selline 27-perioodiline funktsioon, mis 16igus [—7, 7] on tiikiti pidev, siis teoreemi
kohaselt koondub tema Fourier’ rida igas punktis z, kus eksisteerivad f’ (z+) ja f' (z—).
Fourier’ kordajad arvutatakse valemite ((14.3)) jargi, s.t.

1 ™
:_/ f(x)coskxdr (k=0,1,2,...) ja b:= / f(z)sinkzdr (k=1,2,...).
™ —T

1°. Kui f on 27-perioodiline paarisfunktsioon, s.t. f (—z) = f (), siis b, = 0 iga
k=1,2,... korral (kontrollige! "X ning Fourier’ rida koosneb ainult koosinusliikmetest:

f(z) %—f—;akcoskx.

Seevastu paaritu funktsiooni f puhul a, =0 (k=0,1,...) ja
T) Z br sin k.
k=1

29, Vaatleme niiiid funktsiooni f, mis on kiill 16igus [—, 7] tiikiti pidev, kuid ei ole
perioodiline. Et uurida tema Fourier’ rea koonduvust, moodustame uue funktsiooni g, mis
langeb poolldigus (—m, m| kokku funktsiooniga f, s.t. g(z) = f(x) iga 2 € (—mn, x| kor-
ral, ning on 27-perioodiline, s.t. g (x + 27) = g (z) iga © € (—o0, 00) korral. Loigus [—, 7]
erinevad funktsioonid ¢ ja f maksimaalselt iihes punktis, seega on neil ithed ja samad Fourier’
kordajad (selgitage! X, jarelikult on funktsioonidel f ja g sama Fourier’ rida. Rakendame
teoreemi selle kohaselt on funktsiooni g Fourier’ rea summa vordne arvuga s(x) =
w iga punkti = korral, kus leiduvad 16plikud iihepoolsed tuletised ¢’ (z) ja g" ().
Vaatleme kéigepealt juhtu, kus x on 16igu [—m, 7| sisepunkt. Sel juhul g (z+) = f(z+),

9(a=) = [ (2=), ¢ () = fi(x) ning ¢’ (x) = f* (x), mistottn s (x) = LEHED Kui
x = m, siis g(?f+) g(=m+) = f(=7+), g(7—) = f(7=), g} (7) = fi (=7), g_(7) =
I’ (7) (kontrollige! "X, seega s (7) = % Juhul z = —7 on g(—7n+) = f(—7+),
g(=m=) = g(n=) = f(r—), ¢} (=n+) = fi (=), g (=7—) = ' () (kontrollige! K,
tahendab s (—7) = M

Erijuhul saame Jargmlsed véited (kontrollige! )" X.

(a) Kui f on pidev punktis x € (—m,m) ja tal on selles punktis loplikud ihepoolsed
tuletised f' (x) ja f (x), siis tema Fourier’ rea summa on f (z).

(b) Kui = on loigu [—m,w| otspunkt ja funktsioon f on selles punktis (iihepoolselt) pidev
ning tal on molemas otspunktis vastav tihepoolne tuletis, siis Fourier rida koondub vddrtuseks
[Cm ),

3Y. Olgu funktsioon f médratud 16igus [0, 7] . Sel juhul saab teda arendada Fourier’ ritta
selles 16igus l6pmata mitmel viisil vastavalt sellele, kuidas me jitkame ta loigule [—m, 7] .
Defineerime koéigepealt f (z) := f(—x), kui x € [—m,0), siis saame 16igus [—m, 7| paaris-
funktsiooni. Seega koosneb tema Fourier’ rida vaid koosinusliikmetest, kusjuures kordajad

= 2 [ f(z)coskxdx (k=0,1,...) soltuvad vaid funktsiooni véirtustest 16igus [0,7].
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Kui defineerime f (x) := —f (—z) (x € [, 0)) ning "parandame” funktsiooni punktis = 0,
vottes f(0) := 0 (rohutame, et funktsiooni vadrtuse muutmine iithes punktis ei muuda selle
funktsiooni Fourier’ kordajaid), siis saame 16igus [—, 7] paaritu funktsiooni. Tema Fourier’
rida sisaldab vaid siinusliikmeid. Nende kordajad b, = 2 [ f (z)sinkzda (k=1,2,...) on
méadratud funktsiooni vaartustega 16igus [0, 7] .

4°. Olgu funktsioon f méératud mingis 16igus [/, 1], kus [ > 0. Téhistame ¢ := Z=
ja F'(t) == f (%), siis funktsioon F' on méaratud 16igus [—m,7|. Seejuures, kui f on 2[-
perioodiline, siis F' on 2m-perioodiline funktsioon (kontrollige! )PX. Saame seose

F(t) « %%—Zakcosktjtbksinkt,

kus ap == 2 [T F(t)cosktdt (k=0,1,2,...) ja by:=2% [T F(t)sinktdt (k=1,2,...).

Kui ldheme tagasi esialgsele muutujale x, saame

f(z) - % + ; a, cos k?m + by, sin k?x,

kus ay, ::%filf(x)cosk’%xdaz (k=0,1,2,...) ja by := 1f f(z)sinkfzdr (k=1,2,...)
kontrollige! . Kui funktsioon f on 2l—periood1hne ja loigus [ [, 1] tiikiti pidev, siis teoreemi
pohjal koondub tema Fourier’ rida summaks w igas punktis x, kus eksisteerivad
loplikud tihepoolsed tuletised f' (x+) ja f' (z—).

Naiide. Leiame funktsiooni f (z) = = Fourier’ rea 16igus [—m, 7]. Koigepealt jiatkame
selle funktsiooni kogu arvteljele nii, et saaksime 27-perioodilise funktsiooni, tdhistame selle
tahega g. Kuivord tegemist on paaritu funktsiooniga, siis a, =0 (kK =0,1,...) ja

2 [T 2 [T 2 [T
bk:—/ f(:c)sinkxdx:—/ xsinkxdx:——/ xd cos kx
T Jo T Jo mk J,

™

T 2 [T 2 2
) + %/0 coskxdr = —Ecoslm—l— Wsmlm

2
= ——]:z coskx

m 0

_ (—1)“1% (keN).

Niisiis, funktsiooni f Fourier’ rida on 23 77, (—1)’“rl ]1 sin kx. Teoreemi m pohjal kehtib
vordus

=2 Z k“ sm kx iga x € (—m, ) korral.
k=1

Punktis r = 7 on rea summa S (7) = m = L (limy—r— g (v) + limyyry g (w)) =

(hmu_m_ w~+ lim, .y (—u)) = 0, samuti veendutakse et s(—m) =0.

14.5 Fejéri teoreem

Osutub, et 27-perioodilise funktsiooni f pidevus ei ole piisav tingimus selleks, et ta oleks
esitatav oma Fourier’ rea summana. Veelgi enam, saab nédidata, et iga punkti ¢t € [—7, 7]
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puhul saab leida sellise pideva 2m-perioodilise funktsiooni f, mille Fourier’ rida selles punktis
hajub (vt. naiteks G. Kangro, Matemaatiline analtiiis. II, "Valgus", Tallinn, 1968, 1k. 464 -
468). Seda iillatavam on jargmine Fejeri teoreem.

Teoreem 14.7. (Fejéri teoreem). Iga pideva 2rm-perioodilise funktsiooni f Fourier’ rea
osasummade

Sp () == %o + Zak cos kx + by sin kx

2
k=1
arttmeetiliste keskmiste
1
on(x) = - (so(x) +s1(x)+...+sp1(x)) (€ (—00,00), n€N) (14.11)

jada (0,,) koondub piirvddrtuseks f iihtlaselt kogu arvteljel (—oo, 00) .

Enne, kui asume seda teoreemi toestama, leiame Dirichlet’ tuuma ((14.7) ja integraali
14.8)) eeskujul (ja abil) vastavad avaldised aritmeetiliste keskmiste (14.11)) jaoks. Seosest
14.8|) saame

- n—1
an<a:>=$ | (flatu)+ fla—u) ) Dilu) du
k=0
1 "flotu) 4 f(r—u) ~sin(2k+1) %
= — i 5 kz:; s 2 2 du
_ L [Mftu)+ f(z—u) (Sifl”ﬁ)z du. (14.12)
nt Jo 2 sin 5

Viimase vorduse pohjenduseks summeerime £ jérgi vordust 2sin (2k + 1) 5 sin § = cos ku —
cos (k + 1) u, saame

n—1 a2 U
S =
S sin(2k41) 5 = 2
2 sin 3
k=0 2
(kontrollige! PX. Seejuures saame seosest (14.12)) juhul f (z) =1 (z € [0, 7]) valemi
1 [™ [sinn%\?
— ( , f) du=1 (14.13)
nm Jo \ sinjg
(kontrollige! XK.
4 nu 2
Funktsioonide jada liikmetega F,,(u) = % . <Sslﬁlz> nimetatakse Fejéri tuumaks. Kui
2

Dirichlet” tuum D,, taastab Fourier’ rea osasummad, siis Fejéri tuum F;, taastab osasummade
aritmeetilised keskmised. Tuntakse ka muid summeeruvustuumi, mida kasutatakse Fourier’
rea summa mitmesuguste IAdhendite saamisel.

Toestus. Lahtume valemist ((14.13)), korrutame selle moélemat poolt arvuga f (z) ja la-
hutame tulemuse vordusest ((14.12]):

) (ﬂx e f(x)> (nn") du

2

o (z) = f (2)] =
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L f(a:+u)+f<x—u)_f(x)‘ (Si?”ﬁfdu
nm J, 2 sin 5

+i (x+u)+ f(x—u) @) <smnu%> » (14.14)
nm Js 2 sin 3

(sobiva arvu 0 € (0, 7) fikseerime hiljem!).
Olgu € > 0 suvaline. Meie eesmérk on leida niisugune N € N, et
lon (z) — f(x)] <eigan > N jax € (—o0,00) korral.

Kuna f: (—00,00) — R on pidev ja perioodiline, siis on ta tokestatud, s.t. leidub M > 0
omadusega

|f (x)] < M iga x € (—o0,00) korral
(selgitage! . Teiseks on ta iihtlaselt pidev kogu arvteljel (pohjendage! )X, mistottu leidub
niisugune 6 > 0, et § < 7 ja

, €
lz -2 <d=|f () - Fll <5
Seega, kui 0 < u < 4, siis

flaxtu)+ f(z—wu) [fletu) - f@)  [f@)—-fl@-u)l| ¢
—f(2)] < 5 + 5 <3

Arvestades seost ([14.13)), saame avaldise ((14.14]) esimese integraali jaoks hinnangu

(]

) o s u 2 ) : u 2
i/ flx+u)+ f(x u)—f(:c)KSlmu?) du< = / <smnu2) »
nm Jo 2 sin 5 2nm
sinng
/ du S
2n7r sin 2
Teise integraali hindamiseks kasutame vorratust sing > % (0 <wu <w (kontrolhge')% mille
abil saame hinnangu
I — sinn\?
1 [MfEtu)+f( “)_f(x) < | f) du
nm Js 2 sin 5
1 [T2M 2M7r( 5)<2M7T2
— | —-du< T—10) < ——.
nm Js fr—z nd2 nd?

Kui votame N := {4%;’1 + 1, siis iga n > N puhul

0, ) — £ @) < 5+ 2T

Teoreem on toestatud. m

= <3 + g = ¢ suvalise z € (—00,00) korral.

Teoreemist jareldub vahetult klassikaline Weierstrassi teine lahendusteoreem.

Teoreem 14.8. (Weierstrassi teine ldhendusteoreem). Kui loigus [—m, 71| pidev funkt-
sioon f on omadusega f(—m) = f(m), siis iga positiivse arvu £ korral saab leida niisuguse
trigonomeetrilise poliinoomi T, et

|f(x) =T (x)] <e igax€|—m,m| puhul

Toestus. Isesisvalthd m
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15 Fourier’ teisendus

15.1 Konvolutsioon

Téhistame
L (R) = {f: R — C : f on pidev, tokestatud ja / |f(z)]dz < oo} :
Lihtne kontroll néitab, et L (R) on vektorruum ning kujutus f — ||f|1 = [~ [f(z)|dz

rahuldab normi aksioome, see tdhendab,
D Ifli =0« f=0,
2) [|Aflls = M fIl: iga A € R korral,

3) If + gl < AIf1l+ llglh
(veendudal K.

Mairkus. Praktikas kasutatakse ka funktsioone, millel pidevuse tingimus on asendatud
lopliku arvu voi koguni nullmoéoduga hulga katkevuspunktide olemasoluga. Sel juhul tuleb
funktsioonid asendada klassidega, lugedes samasse klassi kuuluvaks funktsioonid, mille in-
tegraalid on vordsed.

Definitsioon. Olgu f,g € L{ (R). Kujutust f * g: R — C, mis on defineeritud seosega

(Fe9) )= [ fwgte =y (151

nimetatakse funktsioonide f ja g konvolutsiooniks (convolution).

Lause 15.1. Funktsioonide f,g € L} (R) puhul integraal eksisteerib iga x € R jaoks,
kusjuures f * g € LL_(R). Mistahes f,g,h € L. (R) korral kehtivad seosed

frg=gxf, fx(g*h)=(f*g)*h, fr(g+h)=fxg+ fx*g

Toestus. Kujutuse f * g olemasolu ja tokestatuse kontroll on vahetu (kontrollida!)X.

Naitame, et f % g on pidev. Fikseerime xy € R. Kuna f ja g on tokestatud, siis leidub
C' > 0 selline arv, et |f(z)|,|g(z)| < C iga x € R korral. Lisaks eeldame, et f # 0 (vastasel
korral on f * g pidevus ilmne). Fikseerime ¢ > 0. Siis leidub arv T' > || selliselt, et

([ + [ )1rwia< 5

(pohjendada! M. Funktsioon g on 16igus [—2T, 277 thtlaselt pidev (miks? )", seega leidub
arv 0 > 0 selliselt, et

v, € [-2T,2T], |z—2|<d =  |gla)—g(z)| < ﬁ
1
Kehtigu ntiiid |z — zo| < 4. Siis

‘/_if(y)g(m—y)dy—/_Zf(y)g(aso—y)dy‘ < /T|f(y)Hg(:1:—y)—g(ggo_y)‘dy<

-T
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e T
< fy)dy <
2Hf||1/T' )l
ning

(J o+ [ )1lste = =gt —wiav <o ([ o [T iwiar<

Kokkuvottes

DN ™

|fxg(x) = fxg(zo)| <e.

Néitame niitid, et || f * g||1 < oo. Integreerimisjarjekorra vahetamine toimub absoluutse

koonduvuse tottu:
/_Oof<y>g<x—y>dy'< [ [ iwte -l ay =

IFeale = [ ao
— [y [ 1wete-wlde= [ wlds [ o) de = 1Ll

Seega fx g € L (R).

Konvolutsiooni kommutatiivsust saab nédidata, tehes asenduse y — x — y (iseseisvalt! Q.
Assotsiatiivsuse néditamisel integreerimisjérjekorra vahetamine toimub absoluutse koonduvu-
se tottu (iseseisvalt!)X. Distributiivsuse kontroll on vahetwX. =

15.2 Fourier’ teisendus

Definitsioon. Funktsiooni f € L{_(R) Fourier’ teisendiks (Fourier transform, frequency spect-
rum) nimetatakse funktsiooni f: R — C, kus

= / f(z)e 2™ dg.

Fourier’ teisendi definitsioon on korrektne, sest iga y korral f(y) eksisteerib, kuna f €
LL.(R) (selgitada! K. Lisaks sellele

Fl< [ 1@e s do= [ i) de= 5 < o (15.2)

o0 —00

mis néitab, et fon tokestatud funktsioon. R

Kujutust F : Li (R) — CE, mille korral F(f) = f, nimetatakse Fourier’ teisenduseks
(Fourier transform).

Jargnevas uurime Fourier’ teisenduse omadusi.

Lause 15.2. Olgu f, g€ L} (]R)

a) Iga A € R korralf+)\g—f+)\g

b) Olgu a € R, defineerime g(x) = f(x)e*™® x € R, siis g(y) = A(y —a).
¢) Defineerime g(x) = f(x — a), sz’z’s/:g\(y) = /fj(y)e_%i“y.

d) Kui g € Ly (R) ja h = fxg, siis h(y) = f(y)g(y).

e) Olgu A > 0, defineerime g(x) = f(5), siis g(y) = )xf(/\y).

~
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Toestus. Iseseisvaltrd! =

Lause [15.2|annab reeglid, kuidas kiitub Fourier’ teisendus argumentfunktsiooni lineaarse
nihke korral. Muuhulgas selgub, et korraga funktsiooni f ja teisendit f kuitahes hésti ,kokku
suruda“ ei saa: nimelt iitleb punkt e), et kui f ,suruda kokku“ (A < 1), siis tulemusena
saadav g on vorreldes f—ga ylaiali maaritud”.

Lause 15.3. Kui f, f,, € LL(R), kusjuures
im [ 1426~ £ (0) dt =0, (15.3)

S8 ﬁ — fA tihtlaselt kogu arvsirgel R.

Toestus. Olgu € > 0 suvaline, peame naitama, et leidub niisugune N € N, et

~

n>N = fAn(y)—f(y)‘<5igay€Rkorral.

Eelduse (|15.3)) pohjal saab fikseerida N € N omadusega

n}N:>/_OO fut) = F(8)] dE < e.

Seosest ([15.2)) tuleneb koigi n > N puhul

~

Fw-Fol=|(F-Del< [ no-rola< ger.

n
Teoreem 15.4. Kui f € LL_(R), siis f : R — C on pidev.

Toestus. Toestuseks kasutame (ilma seda toestamata) jargmist vaidet: iga absoluutselt integ-
reeruva funktsiooni f puhul saab leida lihtsate treppfunktsioonide jada () omadusega

nzn/oo lon () — £ (£)] dt = 0. (15.4)

Lihtsaks treppfunktsiooniks nimetame funktsiooni ¢: (—o0, 00) — R, mille puhul

1) leiduvad intervallid Iy,...,I, nii, et L1 U... U, =R,

2) kui ¢ # j, siis I; N I}, = 0,

3) p(x) =y iga k =1,...,n korral. 4) kandja suppp := {x € R | ¢ (x) # 0} on tokestatud. (Seega
koige vasak- ja parempoolsem y; peavad olema nullid.)

Ilmselt on lihtsad treppfunktsioonid absoluutselt integreeruvad (selgitadal)™.

Olgu f € L' ja olgu (yy,) selline lihtsate treppfunktsioonide jada, mis rahuldab tingimust .
Lause ﬁl kohaselt o, — fiihtlaselﬁ hulgas R. Niitame jargnevalt, et funktsioonid @, on pidevad,
sellest jireldub siis ka funktsiooni f pidevus (selgitada!)X. Teisi sonu, me taandame funktsiooni
f pidevuse probleemi suvalise f € L' korral funktsioonide $ pidevusele, kus ¢ on suvaline lihtne
treppfunktsioon.

Niisiis, meie véite toestamiseks piisab néidata, et Y on pidev, kui x on mingi poolldigu [a,b)
karakteristlik funktsioon.
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Olgu y # 0, siis

i (6727riby _ e727riay)

b b .
~ - 1 : . b
X (y) = / e 2miyt 34 — _./ e~ 2miyt 4 (—271'1yt) _ 1 o 2miyt|” _ ’
a 27le a 27ry a 27Ty

b _
ﬂm—/dwﬁ “

juhul y = 0 kehtib

V2T
Kokkuvottes,
i(e—QWibyie—Zﬂ'iay) .
~ ,  kui 0,
X(y) = 2my Y #
b—a, kui y = 0.

[mselt on funktsioon X igas punktis y # 0 pidev, jaab kontrollida pidevust punktis y = 0. Kasutades
eksponentfunktsiooni e puhul Taylori valemit (juhul n = 1), saame valemist e* = 1+ z + 0 (z)
arvutada

. i (e—2ﬂiby _ e—27riay) B i | 1 ) oril ) o
Ly oy gygﬂ%y[( — 2miby + o (y)) — (1 — 2miay + o (y))]
1
= — lim (27717—27m)+M =b—a.
T y—0 Yy

Niisiis on ¥ ka punktis y = 0 pidev. m

Jargmises lauses toestame moned omadused, mis néitavad, milline on Fourier’ teisendi
omaduste ja funktsiooni diferentseeruvuse vahekord. Muuhulgas selgub selles lauses, et kui
fHf ja f" on koik tokestatud pidevad absoluutselt integreeruvad funktsioonid, siis on seda
ka f Uldiselt ei tarvitse f olla integreeruv (kiill aga on ta tokestatud ja vastavalt teoreemile

4] pidev).

Lause 15.5. Olgu f € Li (R).

c/z\) Kui g(z) = —2mizf(x), kusjuures g € Li (R), siis f on pidevalt diferentseeruv ning
f'(y) =9(y). - N

b) Olgu f pidevalt diferentseeruv ning kehtigu f, f' € Li _(R). Suis f'(y) = 27iyf(y). Muuseas
on funktsioon R 3 y yfA(y) € C tokestatud.

¢) Olgu f kaks korda pidevalt diferentseeruv ning kehtigu f, f', f" € LL (R). Siis fe Ll (R).

Toestus. a) Avaldis f(y) on parameetrist soltuv integraal. Kuna

of (@) | = |af )] ey €B) Ja [ Jof (@)] do < ox,

siis Weierstrassi koonduvustunnuse (vt. lause 13.2) pohjal integraal ffooo xf (z) e ™V dx
koondub tihtlaselt y € R suhtes. Kasutame teoreemi [I3.10] see lubab meil kirjutada

—

1 (y) = —27ri/oo of (z)e ™ dy = —27izf(y) (y € R).

Funktsiooni f” pidevus jéreldub teoreemist 15.4( selgitadal K.
b) Léhtume tuntud seosest

fla)=F(0)+ / ") i (15.5)



160 15 Fourier’ teisendus

(selgitadal ). Kuna integraal [~ |f’(t)| dt koondub, siis koondub ka [~ f’(t) dt, jére-
likult eksisteerivad piirvidrtused hrf fy f'(t) dt ning seose ([15.5) tottu ka piirvidrtused
T—r00

lim f(x), kusjuures integraali [*°_ f (t) d¢ koonduvusest saame lim f(z) = 0 (selgitadal)X.

z—+o00 z—+o0
Ositi integreerides saamegi

f'ly) = / fr(t) e 2™t dt = f (t) e 2t

= 2riyf(y) (yE€R).

iooo + 27riy/ ft)e ™ dt =

~

c¢) Rakendame osa b) kaks korda, millest saame, et y — 32 f(y) on tokestatud funktsioon
(veenduda! X. Kuna f on ka pidev, siis paratute integraalide I vordluslause kohaselt integraal

I ‘f(y)’ dy koondub (selgitada! PH. m

Lause 15.6 (Riemann-Lebesgue’i lemma). Olgu f € L. (R). Siis lim ]?(y) =0.

y—Foo

Toestus. Arvutame jargmisel viisil (pohjendadal )X

f(y> — /_oo f($)6727rixy dx = — /;00 f(m)e—%riy(m-i-%) dxr = — /_OO f (iL‘ — i) e*?ﬂ'ixy d%,

millest saame, et (selgitadal)*X

=3 [ (s@-1(a=5))emvar

Saadud vorduses on tegemist paratu parameetrist soltuva integraaliga. Kuna Weierstras-

si tunnuse pohjal koondub see integraal i suhtes iihtlaselt (néiteks l6igus i € [-1,1]

selgitadalX), siis piirilemineku % — 0 saame labi viia integraali méargi all. Siit jareldub
noutav koondumine (selgitada!pX. m
Peatiiki 1opetame Fourier’ teisenduse iihe koige olulisema omadusega (selle tulemuse vo-

tame toestuseta), mis voimaldab teisendi jérgi (monedel juhtudel) taastada funktsiooni enda.

Teoreem 15.7. Olgu f € L._(R) ning eeldame ka, et e LL(R). Siis kehtib valem

—

(r) = f(==)  (z€R)

ehk
f@%j/ fw)™=dy  (xeR). (15.6)

Mairkused. 1. Signaalitootluses vaadeldakse muutujat z ajana ning muutujat y (von-
ke)sagedusena. Sellise interpretatsiooni korral lahutab Fourier’ teisendus funktsiooni (signaa-

li) f tema sagedusteks J?(y), y € R. Kui aega moota sekundites, siis vonkesagedus saadakse
hertsides (vonget /sekundis), néiteks arv f(y) kirjeldab, kui suure voimsusega esineb sagedus
1 hertsi antud funktsioonis f.
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2. Monikord tootatakse vonkesageduse asemel nurk- ehk ringsagedusega, kus iihikuks on
radiaani/sekundis. Et 27 radiaani vastab iihele tdispoordele (tdisvonkele), tuleb nurksage-
dusele w iile minnes teha muutuja vahetus w = 27y. Nii siis

_ / " fw)e e da,

mistottu kirjanduses kohtab Fourier’ teisendi valemit ka kujul f f flx)e @ dw.
Teoreem viidab, et kui f € L (R) ja fe L (R), siis saab Fourler teisendist

taastada funktsiooni enda vastavalt inversz’oonvalemz’le (15.6)). Kui niitid kasutada Fourier’

teisendit nurksageduse kaudu kujul f f f(z)e ™ dw, omandab inversioonvalem kuju

_ % /_ Fepmd @em),

3. Uhtlustamaks Fourier’ teisendi avaldise ja inversioonvalemi viliskujusid, jaotatakse
kordaja % monikord ,yordselt” nii f kui f avaldisse, defineerides teisendi ja tuletades sellest
inversioonvalemi jargmiselt:

N 1 OO —izw _L 00 Aw eizw W
f<w>:E/_mf<x>e dw, f(x)—m/_oof() dw.

Pohimottelisi erinevusi neil kolmel kujul ei ole — koik tulemused saab kordaja tapsuseni

toestada millisel tahes neist kujudest. Néiteks, et saada valemit f * g = f g, on nurksagedu-
sega voi T—kordajaga tootades otstarbekas defineerida ka konvolutsioon vastavalt valemiga

(f*9)(x) = g 7o FW)g(z —y) dy vai (f * g)(x) = 7= [, F(y)g(x —y) dy.

4. Eelmises peatiikis tutvusime 2m-perioodilise tiikiti pideva funktsiooni f : R — C
Fourier’ reaga

% + ;ak cos kx + by sin kx, (15.7)
kus ap = £ [7_ f(z)coskzdx (ke NU{0}), b =1 [T f(x)sinkzdz (k € N).
Téhistades ¢, = % Zlbk o=, =" k?b E kusk € N , saame rea 1) iiles kirjutada
kujul
ke _ 7: ik
S et i 37
k=—o00 k=—n
kus ¢p = 5= [ f(z)e ** dx (kontrollida‘)%
Funktsiooni f Fourler telsend fly f f(x)e~ ™% dg kujutab endast (konstandi tip-
suseni) Fourier’ kordaja ¢, = 5- f_ﬂ f Sike dx pldevat analoogi. Tihti méargitaksegi funkt-

siooni f Fourier’ kordajat ¢, siimboliga f(k)
Teame néiteks, et kui f on punktis @ € (—m, ) diferentseeruv, siis (kasutades tahist

f(k) = cx)
f(z) = % + Z ag cos kx + by sin kx = Z et = Z f(k)eik””. (15.8)

k=1 k=—o00 k=—o00
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Nagu néeme, on inversioonvalem ((15.6) valemi ((15.8) pidev analoog. (K&esoleval juhul on
kordaja % speidetud* Fourier’ kordajate ¢, avaldistesse.)
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