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1. Alamhulgad ruumis R™. Koonduvad jadad

Lahtine ja kinnine kera / lahtine ja kinnine e-timbrus
Us(A) ={X eR™: || X-A| <e}

U.(A) = {X €R™: ||X — A < ¢}

Lahtine ja kinnine risttahukas
Kepom(A) ={X e R™ : |xx —ax| < ek, 1 < k <m}

Keyem(A) = {X € R : |x — ar| <&k, 1 < k< m}



1. Alamhulgad ruumis R™. Koonduvad jadad

Sisepunkt, sisemus

AeD° =3 >0:U,(A) CD

Rajapunkt, raja

AcdD & Ve>0 (DNU(A) D) A((R™\ D)n U(A) # 0)
Sulund, sulundipunkt ehk puutepunkt

D=DUdD



1. Alamhulgad ruumis R™. Koonduvad jadad

D on lahtine & VAe D 3¢ >0: U:(A)C D
D on kinnine < 9D C D

D on sidus < iga tema kahte punkti saab tihendada mingi pideva
joonega

D on piirkond < D C D°

D on tokestatud < JA € R™ 3r > 0: D C U,(A)



1. Alamhulgad ruumis R™. Koonduvad jadad

Olgu X" e R™ n=1,2,....

Jada piirvaartus
XN A o lim|X(N-Ajl=0 <

& <V€>0 ANeN:n>2N=

= \/(an)—a1)2+...+ (Xr(':)_am)2<5>




2. Mitme muutuja funktsiooni piirvaartus ja pidevus

A on hulga D kuhjumispunkt < V6 >0 (Us(A)\{A})ND #0

Olgu f : D — R ning A hulga D kuhjumispunkt.

Funktsiooni piirvaartus

lim f(X)=b <
X—A

= (vg >0 36>0:(0< |[X—A|l <dXeD)= |f(X)—b| < a)

= ( (X(”) e D\ {A}, XM A) = f (X(">) = b>



2. Mitme muutuja funktsiooni piirvaartus ja pidevus

lim f(X) =00 <
X—A
<:>(VM>0 36>0:(0<||X—A||<6,XeD):>f(X)>M>

fX)=b<

[ X[ =00

@(v5>0 3K>0:(HXH>K,XeD):>|f(X)—b]<e)

lim f(X)=00&
[1X]|—00

& (YM >0 3K >0 (IX]| > K, X € D) = £(X) > M)



2. Mitme muutuja funktsiooni piirvaartus ja pidevus

Olgu f : D — R ning A hulga D kuhjumispunkt.

f on pidev punktis A < lim f(X) = f(A)
X—=A

& ( (x(") e D, X" A> = f (X<")> = f(A))



3. Mitme muutuja funktsioonide diferentseerimine

Olgu A = (a, b) kahe muutuja funktsiooni w = f(x, y)
masramispiirkonna D C R? sisepunkt.

Osatuletised

OF . f(a+h b)—f(ab)
&(A) - /Lino h
of . f(ab+h)—f(ab)
@(A) ~ 5o h

Diferentseeruvus

f on punktis A = (a, b) diferentseeruv <

f(X) = f(A) = M(x—a) - Ny = b) _
IX = Al

IM, N : lim 0
X—A



3. Mitme muutuja funktsioonide diferentseerimine

of

f
Diferentseeruva f korral M = a—(A) jaN= 3
Yy

Ox
Af = f(X) — f(A) on esitatav kujul

(A), st

 Of(A) af (A)
Af— 8X (X a)+ ay (y b)+0{,
a
kus o = a(x — a,y — b) ning I|m =0.

AlIX = Al

3 pid. osatuletised = diferentseeruv = pidev

N

3 16pl. osatuletised




3. Mitme muutuja funktsioonide diferentseerimine

f 2f 2f
Kui osatuletised g gy 8?/8x j ("iay on maaratud punkti A
mingis Umbruses nin o°f ., 0 on punktis A pidevad, siis
ingis U u ing ——— unkti idev ii
& & Byax 2 axay " P P !

0?f 0?f
(A) =
Oy 0x Ox0y

(A) (Lause 4.1).

. ., o0f oOf : S
Kui osatuletised — ja —— on maaratud punkti A mingis imbruses

ox ~ Oy , ,
8fA o°f

ning on diferentseeruvad punktis A, siis m( )= Oxdy (A)

(Lause 4.2).




3. Mitme muutuja funktsioonide diferentseerimine

f f
f on punktis A kaks korda diferentseeruv < a— ja 8— on
Ox = Oy

f of
maaratud Us(A)-s ja on diferentseeruvad punktis A < f, a— of
ox' Oy

on maaratud Us(A)-s ja on diferentseeruvad punktis A

f on punktis A n 4+ 1 korda diferentseeruv <
L of o

Oxn’ Oxn—ly’ 77 Qyn
diferentseeruvad punktis A <

f of 0°f nf
’gx’ gy’ ?))(2’ ey gyn on maaratud Us(A)-s ja on
diferentseeruvad punktis A

on maaratud Us(A)-s ja on



3. Mitme muutuja funktsioonide diferentseerimine

Kui funktsioon f = f(x, y) on punktis A diferentseeruv, siis tema
taisdiferentsiaal punktis A, mis vastab argumendi muudule
(dx, dy), avaldub kujul

of of
daf = daf(dx, dy) = a(A)dx + a—y(A)dy.

Uldiselt, kui funktsioon f = f(x, y) on punktis A n korda

diferentseeruv, siis n-jarku taisdiferentsiaal punktis A, mis vastab
argumendi muudule (dx, dy), avaldub kujul

n _ " (n o"f e
dAf = dA(d; lf) = E <k> W(A)dx kka.
k=0



3. Mitme muutuja funktsioonide diferentseerimine

Funktsiooni f gradient punktis A

grad f(A) = Vf(A) = <gi(A), g;(A)) .

Funktsiooni f tuletis punktis A suunas s

of fA+t5)—f(A)
a7 A = Iim st -
- <grad f(A), H-i7ﬂ> — ||grad F(A)|| - cos Z(grad f(A), 5).
of

%(A) on maksimaalne < grad f(A) 171 5,

st grad f(A) naitab dra funktsiooni maksimaalse kasvamise suuna



4. Liitfunktsioonide diferentseerimine. Taylori valem

Kui u = u(x,y) ja v = v(x,y) on diferentseeruvad punktis A ning
f = f(u, v) on diferentseeruv punktis (u(A), v(A)), siis
liitfunktsioon

F(x,y) = f(u,v) = f(u(x,y), v(x, )
on diferentseeruv punktis A (Lause 3.5).

Kui funktsioonidel u = u(x,y) ja v = v(x,y) eksisteerivad punktis
A 16plikud osatuletised x jargi ning f = f(u, v) on punktis
B = (u(A), v(A)) diferentseeruv, siis liitfunktsioonil F on punktis
A osatuletis

OF of , . Ou of , . 0v

27 = L ey + LmyZa

o M) = 5, (B)5 (A) + - (B) 5 (A)
(Lause 3.4).



4. Liitfunktsioonide diferentseerimine. Taylori valem

Liitfunktsiooni
F(x,y) = f(u,v) = f(u(x,y), v(x, y))

taisdiferentsiaal avaldub kujul

OF oF
dF adx—l—afdy
— g@ﬁ-g@ dX—i— g@—i-g@ d
~ \OQudx  Ovox Oudy  Ov iy
of (du ou of (0Ov ov
_8u<8xd +8d) v <8xd ady)
of of

= Zdu+ “dv = df.
oy dut oodv=d



4. Liitfunktsioonide diferentseerimine. Taylori valem

Liitfunktsiooni

F(x,y) = f(u,v) = f(u(x,y), v(x,y))

teist jarku taisdiferentsiaal avaldub kujul

orf of
2F _ 42f 2
d d +8 d“u 8vd v
O2f O2f i OfF » . Of
e 2 e 2 Y2
<a2d + 25— dudv+ sdv ) Spdut oo dv

Teist jarku taisdiferentsiaal ei ole tldjuhul invariantne
muutujavahetuse suhtes, st d?F # d?f. Kui d°u = d?v =0, st u
ja v on lineaarsed, siis d>F = d°f. Ka kdrgemat jarku
taisdiferentsiaalid on invariantsed muutujavahetuse suhtes (st
d"F = d"f) juhul, kui u ja v on lineaarsed.



4. Liitfunktsioonide diferentseerimine. Taylori valem

Taylori valem

Kui f on maaratud punkti A mingis imbruses ja f on punktis A n
korda diferentseeruv, siis

f(A+h) = f(A)+dAf(h)+%dﬁf(h)+. . .+%d2f(h)+a,,(h), (1)

n(h - .
kus lim & (h) =0 (jaakliikme Peano tingimus).
h—0 ||h||"

Kui f on punkti A imbruses Us(a) n+ 1 korda diferentseeruv ning
A+ h € Us(a), siis leidub 6 € (0, 1) nii, et kehtib valem (1), kus

an(h) = mdgiéhf(h) (jaaklilkme Lagrange'i kuju).



5. llImutamata funktsioonid ja ekstreemumid

Rahuldagu F = F(x,y) punktis A = (a, b) jargmisi tingimusi:
F

1) Fja g— on pidevad Uimbruses Uy(A);
y

2) F(A)=0;

) 5 (A 20

siis 30,0 > 0 nii, et v8rrand F(x,y) = 0 maarab ristkiilikus
Ks,-(A) ilmutamata funktsiooni y = f(x), mis on pidev vahemikus
(a—0d,a+9). Kui lisaks

F
4) gx on pidev limbruses Uy(A),

siis f on pidevalt diferentseeruv vahemikus (a — d,a + d) ning

ai X X
F(x) = _gFE’f())

ay (X f(x))



5. llImutamata funktsioonid ja ekstreemumid

Funktsioonil f on punktis A (range) lokaalne maksimum, kui

>0 F(X) S F(A) VX € Us(A)\ {A].

Funktsioonil f on punktis A (range) lokaalne miinimum, kui

>0 F(X)' D F(A) VX € Us(A)\ {A}.

Kui funktsioonil f on tema ekstreemumpunktis A olemas osatuletis
f f
(;(A), siis gXi(A) — 0.

,
Kui SX_(A) —0,i=1,....m, siis iitltme, et A on funktsiooni f

statsionaarne punkt.



5. llImutamata funktsioonid ja ekstreemumid

Olgu B = (bjj) simmeetriline m x m maatriks. Funktsiooni
¢ : R 5 R,
m
O(X) = byxix;,
ij=1

nimetatakse ruutvormiks.

Ruutvorm & on positiivselt maaratud, kui ¢(X) >0

vX € R™\ {0}; negatiivselt maaratud, kui $(X) <0

VX € R™\ {0}; madramata, kui 3X, X’ € R" : &(X) > 0,
d(X') < 0.



5. llImutamata funktsioonid ja ekstreemumid

Sylvesteri kriteerium

Ruutvorm @ on positiivselt maaratud parajasti siis, kui

b b bi1 bi> b1z
bir >0, | "1 T2 050, | by by b3 | >0,....
b1 b
bs1 b3 b33

Ruutvorm & on negatiivselt maaratud parajasti siis, kui

b b bi1 bix b1z
b1 < 0, 1 12 > O, bx1 by b23 < 07 e
bo1 b2
bs1 b3 b33



5. llImutamata funktsioonid ja ekstreemumid

Piisavad tingimused lokaalse ekstreemumi olemasoluks
statsionaarses punktis (teoreem 6.1)

Olgu antud f: D — R, kus D C R™. Olgu f kaks korda
diferentseeruv punktis A ning olgu A funktsiooni f statsionaarne

m 2
of (A)hih;.

punkt. Tahistame ®(hy,..., hy) = _—
( m) — 0x;0x;

ij=
> Kui ® on positiivselt maaratud, siis funktsioonil f on punktis

A range lokaalne miinimum.
» Kui @ on negatiivselt maaratud, siis funktsioonil f on punktis

A range lokaalne maksimum.
» Kui ® on mairamata, siis funktsioonil f punktis A lokaalset

ekstreemumit ei ole.



5. llImutamata funktsioonid ja ekstreemumid

Olgu antud f,Fy,...,F,: D —-R, DCR™, r<m. Olgu AeR"
selline, et Fi(A)=0,i=1,...,r.

Utleme, et funktsioonil f on punktis A (seostega F;(X) = 0,

i=1,...,r, madratud) tinglik miinimum (maksimum), kui
leidub Us(A) nii, et

>

f(A) = F(X) VX € Us(A)N{X|F(X)=0,i=1,...,r}.



5. llImutamata funktsioonid ja ekstreemumid

Langrange’i maaramata kordajate meetod

Leidugu 6 > 0 nii, et funktsioonidel f, F1,..., F, on pidevad

osatuletised kdigi muutujate xi, ..., xn jargi imbruses Us(A).
a | r,m

Lisaks olgu osatuletiste maatriksi (6 : (A)> mingi r

Xj

ij=1
veeruvektorist koosneva alammaatriksi determinant nullist erinev.
Maarame arvud Aq, ..., A, vorrandisiisteemist
r
OF; of

;/\iaxj(A): an(A), jedc{l,....mh|J=r

Kui funktsioonil f on punktis A tinglik ekstreemum, siis A on
Lagrange'i funktsiooni

LOO = £+ 3N (X)
i=1

statsionaarne punkt.



5. llImutamata funktsioonid ja ekstreemumid. Naide

Naide. Leida funktsiooni f(x,y,z) = x + y + z° ekstreemum
tingimustel z—x =1, y —xz = 1.

Kontrollime Lagrange'i meetodi eeldusi. Funktsioonidel f,
Fi(x,y,z) =z—x—1ja Fy(x,y,z) =y — xz — 1 on pidevad
osatuletised kdigi muutujate jargi. Osatuletiste maatriksi

-1 0 1
-z 1 —x

2 x 2 alammaatriksite determinandid on —1, x 4+ z ja —1, nende
seas on nullist erinevaid. Seega vdime rakendada Lagrange'i
meetodit, et leida need punktid, kus tldse on vGimalik
ekstreemumi olemasolu.



. llImutamata funktsioonid ja ekstreemumid. Naide

Lagrange'i funktsiooni
L(x,y,z)=x+y+22+ X (z—x—1)+ Xy —xz—1)

statsionaarsete punktide leidmiseks saame vérrandististeemi

oL
67—1—A1—A2Z—0
oL

N R W

Dy + X =0
%:2Z+)\1—)\2X:O
0z

millest Ay =z+1, Ao = —1 ja x + 3z + 1 = 0. Lisades siia
vordused z—x=1jay—xz=1,saamex=—-1,y=1jaz=0
ning lisaks A1 =1 ja A\p = —1.



5. llImutamata funktsioonid ja ekstreemumid. Naide

Punkt A= (—1,1,0) on Lagrange'i funktsiooni £ ainus
statsionaarne punkt. Kui A oleks Lagrange'i funktsiooni £ lokaalne
ekstreemumpunkt, siis oleks taidetud tingimused F;(X) =0,
F2(X) = 0 ning kehtiks f(X) = ®(X), seega oleks A ka
funktsiooni f tinglik ekstreemum. Rakendame funktsioonile

E(Xv)/az):X+Y+Z2+\)\}./(Z—X—l)—|— A (y—xz—1)
=1 =1

=224+ z+xz

teoreemi 6.1.



5. llImutamata funktsioonid ja ekstreemumid. Naide

Teoreemi eeldused on taidetud, sest £ on kaks korda diferentseeruv

ning A on L statsionaarne punkt. Ruutvormi kordajate maatriksi

2
B = (bjj) elemendid avalduvad kujul bj; = e See8?
i0%j

0
B=| 0
1

o O O

1
0 ning  d3L(h1, ho, h3) = 2hyh3 + 2h3.
2

See ruutvorm on mairamata, seega funktsioonil £ punktis A
lokaalset ekstreemumit ei ole. Aga sellegipoolest on A algse
tingliku ekstreemumiilesande miinimum. Miks?



5. llImutamata funktsioonid ja ekstreemumid. Naide

Niitame, et A = (—1,1,0) on funktsiooni f(x,y,z) = x + y + z°
miinimum tingimustel z—x =1, y — xz = 1.

Punktis A saame f(A) = 0. Anname niiiid argumendile A muudu,

mis rahuldab lisatingimusi, st valime mingi

(x,y,2) € Us(A) N {(x,y,2)|z=x+1,y =xz+ 1= x>+ x + 1},
st (x,y,2z) = (~1+¢,6% —e+1,¢). Saame

f(x,y,2) = —1+e+e?—e+1+e2=22>0=f(A). Seega A
on tinglik miinimum.

Kuidas sellele kiisimusele lldisemalt |aheneda? Optimiseerimise
kursusest on teada jargmine tulemus.



5. llImutamata funktsioonid ja ekstreemumid. Naide

Olgu f, F1,..., F, kaks korda diferentseeruvad punktis A. Olgu A
Lagrange'i funktsiooni L statsionaarne punkt ning

9L
®(h) = Z D0 (A)hih; > 0 iga h # 0 korral, mis rahuldab

ij=1

R Of , N
tingimusi Z; a—XI( Z 8x, 0,j=1,...,r. Siis A

on tingliku_ekstreemumuIesande miinimumpunkt.

Seega ei ole tarvis ®(h) = 2hy h3 4 2h3 positiivset madratust
(piisav tingimus), vaid piisab positiivsusest teatud h # 0 korral
(samuti piisav, aga pisut ndrgem tingimus).



5. llImutamata funktsioonid ja ekstreemumid. Naide

f(x,y,z) zx+y+z2, A=(-1,1,0)
Fi(x,y,z)=z—x—-1, Rax,y,z) =y —xz—1

.M""
Q)‘g:

Il
MR

(A)hi <O & b+ <0

1

.Mw
7%

Il
MR

(AYhi =0 & —hy + h3 = 0

2
X

.Mw
5%

Il
MR

(AYhi =0 & hy+ h3 =0

1

Seega hy = h3, ho = —h3 ning hy + ho = h3 — h3 = 0 < 0. Selliste
h # 0 korral ®(h) = 2hyhs + 2h3 = 4h3 > 0, sest kui h3 = 0, siis
ka hy = hp = 0. Seega A on tingliku ekstreemumiilesande
miinimumpunkt.



6. Joone kaare pikkus

Olgu I C R intervall. Vaatame ruumis R™ joont

V1) = {pa(), - om(t) [ £ € 1)}

v

~ on pidev, kui ¢1,...,pmn on pidevad;

v

7 on sile, kui ©}(t),..., ¢, (t) on pidevad ning ei ole korraga
nullid / theski punktis;

v

~ on lihtne, kui tal puuduvad kordsed punktid
(v(t1) = () = t1 = t2);
~ on kaar, kui I on 16ik;

» ~ on kinnine, kui | = [a, 4] ja v(a) = v(B);

v

> kaar «y on sirgestuv, kui ta on lihtne ja
|[v(N] = lim p(T) < oo, kus p(T) on I alajactusele T
AT)—0

vastava kddlmurdjoone pikkus ning A(T) on alajaotuse T
osaldoikude maksimaalne pikkus.



6. Esimest liiki joonintegraal

Olgu AB = {(¢1(t), ¢2(t)) | t € [, B]} lihtne sirgestuv joon ning
f = f(x,y) sellel maaratud funktsioon. Ldigu [, 8] alajaotus
T|to, ..., ts] jaotab joone AB n kaareks XoXi, ..., Xn—1X,, kus
Xi = (p1(t;), p2(ti)). Olgu 7; € [ti—1, t;] suvalised ning

Qi = (p1(17), p2(77)). Moodustame summa

o(T)=> f(Q)si,
i=1

kus s; on kaare X;_1X; pikkus.

Kui eksisteerib  lim o(T), siis seda nimetatakse funktsiooni f
A(T)—0

esimest liiki joonintegraaliks ehk joonintegraaliks kaare

pikkuse jargi lile joone AB ning tahistatakse / f(x,y)ds.
AB



6. Esimest liiki joonintegraal

Kui AB on sile ja f pidev, siis

B
/ f(x,y)ds:/ ), 02(t)) \/cpl t)?dt.
AB o




6. Esimest liiki joonintegraal

Omadused:
> aditiivsus
> lineaarsus
> soltumatus joone suunast
> monotoonsus

» keskvaartusteoreem



6. Esimest liiki joonintegraal

Joone pikkus: Kui xyz-ruumis antud joon AB on sile, siis tema

pikkus avaldub kujul sag = / ds.
AB

Materiaalse joone mass: Kui f(x,y) on materiaalse joone AB
mass punktis (x, y) € AB, siis kogu joone mass avaldub kujul

mAB:/ f(x,y)ds.
AB

Silinderpinna pindala: Olgu ¥ vertikaalne silinderpind, mille
alumine serv paineb xy-tasandil joonel AB ning lilemine serv on
funktsiooni z = f(x,y), (x,y) € AB graafik. Siis selle silinderpinna

pindala on Sy :/ f(x,y)ds
AB



6. Teist liiki joonintegraal
Olgu AB = {(¢1(t), p2(t)) | t € e, B]} lihtne sirgestuv joon ning

f = f(x,y) sellel maaratud funktsioon. Ldigu [, (] alajaotus
T[to, ..., ts] jaotab joone AB n kaareks XoXi, ..., Xn—1Xn, kus
Xi = (v1(ti), p2(t;)). Olgu 7; € [ti—1, t;] suvalised ning

Qi = (p1(77), v2(77)). Moodustame summad

oi(T) =D Ff(Q)Ax ja oo T)=_ f(Q)Ay
i=1 i=1

kus Ax; = @1(t;) — p1(ti—1) ning Ay; = pa(t;) — w2(ti—1) on
kaare X;_1X; projektsioonid vastavalt x- ja y-teljele.

Kui eksisteerivad lim o1(T)ja lim o(T), siis neid
A(T)—0 A(T)—0

nimetatakse funktsiooni f teist liiki joonintegraaliks ehk
joonintegraalideks koordinaatide jargi lle joone AB ning

tahistatakse vastavalt/ f(x,y)dxja/ f(x,y)dy.
AB AB



6. Teist liiki joonintegraal

Kui AB on sile ja f pidev, siis

B
/fwmwz/fwmmmmmmm
AB o
ja

B
[ ftondy = [ ferte et
AB «a



6. Teist liiki joonintegraal

Omadused:
» aditiivsus
» lineaarsus
» soltuvus joone suunast
> monotoonsus
. i

Kinnise joone AB korral loetakse positiivseks integreerimise
suunaks kellaosuti liikumisele vastupidine suund.



6. Teist liiki joonintegraal

Tasandilise kujundi pindala:
Olgu kujundi D rajajoon AB tiikiti sile, siis kujundi D pindala on
arvutatav valemitega

1
SD:/ xdy:—/ ydx:/ xdy — y dx.
AB AB 2 JaB

Too:
Liikugu punkt mdéda joont AB jou F = (P(x,y), Q(x, y)) toimel,
kus P ja @ on pidevad. Siis jou F t66 W on arvutatav valemiga

W= [ Pdx+Qdy.
AB



6. Teist liiki joonintegraal

Soltumatus integreerimisteest:

Olgu piirkond D lahtine ja iihelisidus (st sidus ning sisaldab koos
iga lihtsa kinnise joonega ka selle joone poolt piiratud ala). Olgu
P(x,y), Q(x,y), Py, ja Qx pidevad piirkonnas D ning AB tiikiti
sile.

Joonintegraal / P dx + Q dy on piirkonnas D integreerimisteest

A
sOltumatu parajasti siis, kui P dx + Q dy on taisdiferentsiaal
mingile funktsioonile, st P, = Q. Olgu P dx + Q dy = dF, siis
kehtib valem

/ Pdx+ Qdy = F(B) — F(A).
AB



8. Pinna puutujatasand

Olgu pind Q antud parameetriliste vorranditega

x=x(u,v),y =y(u,v),z=2z(u,v), (u,v)€A.

_ | Yu Zu . | Zu Xu
OIguA—A(u,v)—‘ Vo 2 , B=B(u,v) = z x|
_ | Xu Yu
C=C(uv)= X v

Pinna Q punkti X, mis vastab piirkonna A punktile U = (u, v)
nimetatakse pinna harilikuks punktiks, kui A, B ja C ei ole
korraga nullid ning pinna isearaseks punktiks, kui

A = B = C = 0 voi moni koordinaatfunktsioonidest ei ole pidevalt
diferentseeruv punktis U.

Pinda € nimetatakse siledaks, kui koordinaatfunktsioonid
x =x(u,v), y =y(u,v), z= z(u,v) on hulgas A pidevalt
diferentseeruvad ja pinnal ei ole isearaseid punkte.



8. Pinna puutujatasand

Pinda, kus mistahes (pinna rajajoont mittelGikava) kinnise joone
Iabimisel normaali suund ei muutu, nimetame kahe poolega
pinnaks. Iga sile kordsete punktideta pind on kahe poolega.

Vektor 7= (A, B, C) on pinna Q normaal punktis X (piirkonna A
punktis U). Lepime kokku, et vektoriga (A, B, C) on maaratud
pinna positiivne pool (sdltub parametriseeringust). lImutatud
vorrandiga z = z(x, y) esitatud pinna korral C = 1 ning pinna
positiivne pool on tema iilemine pool.

Olgu  sile pind, olgu Xy = (X0, Y0, 20) pinna harilik punkt ning
n= (A, B, C) normaal punktis Xp. Pinna puutujatasandi vorrand
punktis Xp on

A(x —x0) + B(y — o) + C(z — z9) = 0.



8. Esimest liiki pindintegraal

Olgu antud sile voi tiikiti sile pind €. Olgu pinnal 2 maaratud
kolme muutuja funktsioon f(x, y, z). Funktsiooni f esimest liiki
pindintegraaliks lile pinna  nimetatakse piirvaartust

n

im 3O u() = [[ (1)

NT)—0=

Kui pind € on sile, antud vorranditega x = x(u, v), y = y(u, v),
z=2z(u,v), (u,v) € A, ja funktsioon f on pidev sellel pinnal, siis
pindintegraal (1) eksisteerib ning

Jfdn =[] F(xtu )yt 200 VR B+ C du,

Zy Zy Xy Xu  Yu

Xy Yv

kusA:’y” ' B= C=

Yv Zv

Zy Xy



8. Esimest liiki pindintegraal

Erijuhul, kui pind © on antud ilmutatud vérrandiga z = z(x, y),
(x,y) € A, lisaks on Q sile ja funktsioon f pidev sellel pinnal, siis
pindintegraal (1) eksisteerib ning

fd,u:// f(x,y,z(x,y 14 22 + z2 dx dy.
/[ RCZ N, :



8. Esimest liiki pindintegraali rakendused

» Sileda pinna Q pindala S5q = // du
Q

» Pinna Q mass mq = // v(x,y,z)dp, kus y(x, y,z) on pinna
Q
Q pindtihedus

» Pinna Q massikeskme C = (xc, yc, zc) koordinaadid

1

Xc = // X’)’(X,y,Z)d/J,
mq Q
1

Ye=— yy(x,y,z)dp
mq Q

1
Zc = // Z’Y(X’%Z)dﬂ
mq Q




8. Teist liiki pindintegraal
Olgu antud kahe poolega pind
Q. x=x(u,v),y=y(u,v),z=2z(u,v), (u,v)eA.

Esmalt maarame pinna positiivse poole, selleks on normaaliga
7= (A, B, C) maaratud pinna pool (ilmutatud vérrandiga antud
pinna korral pinna iilemine pool). Jaotame pinna Q osadeks €,
i=1,...,n

Olgu pinnatiiki Q; projektsioon xy-tasandil }, yz-tasandil Q7 ning

zx-tasandil Q7. Defineerime pinnatiikkide projektsioonide margiga
pindalad vastavalt

p_ [ n(Q), y<m/2 _//
5’_{ (), m2<y<m A,CdUdV’

5,{’:// Adudyv, Sf’/:// Bdudyv.
A,‘ Ai



8. Teist liiki pindintegraal

Funktsiooni teist liiki pindintegraalideks iile pinna Q positiivse
poole nimetatakse piirvaartusi

lim Zf )S! = //fdxdy,

)\(T)—>0

lim X;) SI' = // f dy dz, (2)
/\(T)—>0

lim f(X 5’” // f dz dx.
)\(7—)~>0Z



8. Teist liiki pindintegraal

Kui pind € on risti xy-tasandiga, siis // fdxdy =0.

Q
Analoogiline omadus on ka iilejaanud pindintegraalidel (2).

Uldiseks teist liiki pindintegraaliks nimetatakse summat

// Pdxdy + Qdydz+ Rdzdx =
Q

—//dedy+//Qdydz—l—//RdZdX-
Q Q Q



8. Teist liiki pindintegraal
Kui pind € on sile, antud vorranditega x = x(u, v), y = y(u, v),

z=z(u,v), (u,v) € A, ja funktsioon f on pidev sellel pinnal, siis
pindintegraalid (2) eksisteerivad ning

// fdxdy = // f (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) Cdudv,
//fdydz_// (u,v), 2(u, v)) Adu dv,
[ rdea= [ Fixtu )yt )z Bdudr,

Zy Xy
Zy Xy

Xu  Yu
Xy Yv

Yu Zu

kus A = ‘
Y 2y

Kui integreerida iile pinna negatiivse poole, muutub mark
integraali ees.



8. Teist liiki pindintegraali rakendus

» Olgu Q keha E rajapind. Keha E ruumala leitakse valemiga

VE://xdydz://ydzdx://zdxdy:
Q Q Q

1
= 3//xdydz—|—ydzdx+zdxdy,
Q

kus pindintegraal vGetakse Ule rajapinna valimise poole.



8. Ostrogradski ja Stokesi valemid

Ostrogradski valem:

///(Fx+Gy+Hz)dxdydz://dedz+Gdzdx+dedy
E Q

Stokesi valem:

/ Fdx+ Gdy + Hdz =
o

= // (Hy — G;)dy dz + (F, — Hy)dz dx + (Gx — F,)dx dy
Q



9. Parameetrist soltuv Riemanni integraal

Olgu R =[a, b] X [c,d], f : R — R pideyv, siis on maaratud
F:[a bl = R,
d
Flx) = / f(x. 1) dt.

L 13.1. f pidev = F pidev

b d b
L 13.2. f pidev :>/ F(x) dx :/ (/ f(x,t) dx> dt

d
L 13.3. f ja f, pidevad = F'(x) = / fx(x, t) dt ning F’ on pidev



9. Parameetrist soltuv paratu integraal
Olgu D =[a,b] x [c,0), f: D — R ja F:[a,b] = R,
F(x) = / f(x, t) dt. (1)

Paratu integraal (1) koondub punktiviisi Gigus [a, b], kui iga
x € [a, b] korral (1) koondub.

Paratu integraal (1) koondub iihtlaselt 13igus [a, b], kui

Ve>0dh>c: 1> =

/ f(x,t)dt’<z—: Vx € [a, b].
/

Edaspidi eeldame, et iga d € [c,00), x € [a, b] korral leidub
d

Riemanni integraal/ f(x,t) dt.
c



9. Parameetrist soltuv paratu integraal

Weierstrassi koonduvustunnus. Olgu g : [c,00) — R,
oo

IF(x, £)| <gl(t) Vx e [a bt € [c,00). Kui/ g(t)dt koondub,

c

o
siis / f(x, t)dt koondub ihtlaselt I3igus [a, b].

Dirichlet’ koonduvustunnus. Olgu f(x,t) = g(t)h(x,t), g ja h
pidevad t jargi, g’ pidev, g monotoonne, tlim g(t) = 0 ning leidub
— 00

K > 0 nii, et

/
/ h(x, t)dt‘ < Kiga x € [a, b], | € [c,00) korral,
c

siis / f(x, t)dt koondub ihtlaselt IGigus [a, b].



9. Parameetrist soltuv paratu integraal

T 13.8. f pidev, F(x) = / f(x, t) dt koondub Uhtlaselt 16igus
[a, b] = F on pidev ‘

T 13.10. f ja f, pidevad, F(x) :/ f(x,t) dt koondub

punktiviisi 18igus [a, b, / fx(x, t) dt koondub iihtlaselt [Gigus

C

[a, b] = F'(x / fx(x, t) dt ning F’ on pidev



10. Fourier’ read
Olgu f : [—m,m] — R. Funktsiooni f Fourier' reaks 13igus [—, 7]

nimetatakse rida

o0
24 Z ay cos kx + by sin kx, (2)

2
k=1
kus
1 ™
ak:/ f(x)coskx dx, k=0,1,2,...,
m —Tr
1 /7 i
bk:/ f(x)sinkx dx, k=1,2,....
™ —T

Kui f on paarisfunktsioon, siis by = 0 ning rida (2) nimetatakse
koosinusreaks, kui f on paaritu funktsioon, siis ax = 0 ning rida

(2) nimetatakse siinusreaks.



10. Fourier’ read

Olgu f I8igus [—, ] tiikiti pidev 27-perioodiline funktsioon. Kui
punktis x € (—o0, 00) on olemas I8plikud ihepoolsed tuletised

f(x+ u) — f(x+)

f—il—(x) - ul—i>r}rJ]+ u ’
£ = tim T ZT0E),
u—0— u

siis funktsiooni f Fourier’ rida koondub punktis x summaks

f(x+) + f(x—)
T
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