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1. Alamhulgad ruumis R". Koonduvad jadad

1. Toestage, et ruumis R?
a) igakera (s.o. ring) U, (A) sisaldab ruutu keskpunktiga A = (a, b),
b) iga ristkiilik

K A):={X=(x,y):a-n<x<a+r,b-r,<y<b+r}
sisaldab ringi keskpunktiga A.

SoOnastage ja toestage sama ruumis R™.
2. Toestage, et alamhulk D < R™ on tokestatud parajasti siis, kui leidub selline r > 0, et
D c U, (0).

3. Leidke lirllnX(") ruumis R?, kui

1 n+l 1
a) x(m:(—, ); ) X(”)z(sin—,(—l)” ;
n n n
1 (n+1\" 2n-7 n®+3n-1
b) x(n):(nsin_’ ) ), d) X(n):( y 2 )
n n 3n n<+5

4. Olgu X™ — A ja Y™ — B ruumis R™. Veenduge, et X'V + Y™ — A+B ja AX"™ — 1A
(AeR).

5. Olgu D c R™ ning olgu A hulga D rajapunkt. Toestage, et leidub hulga D punktide jada
(X(”)), mille korral X" — A,

6. Leidke jargmiste omadustega hulgad D ruumis R?:

a) 0D° =dD =0dD; d) D #4D;
b) D#@,0D = g; _
c) D =10,11%,0D° = ¢; e) hulgad 0D°, dD ja 0D on koik erinevad.

7. Teatavasti nimetatakse mittetiihja hulka D c R™ piirkonnaks, kui D c D°. Toestage, et
kehtivad jargmised viited.



a) Iga mittetiihi lahtine hulk on piirkond.
b) Hulk, mis sisaldab isoleeritud punkte, ei ole piirkond.
¢) Hulk D on piirkond parajasti siis, kui leidub lahtine hulk U nii, et U c D c UuU0U.

8. Kirjeldage (skitseerige) alamhulka D ruumis R?. Otsustage, kas D on lahtine, kinnine
ruumis R?.

a) D={(x,y):1<x<4,-1<y<0} o D={(xy): x2+y2:625};

b) D={(x,y): 1<x2+y2<4};

9. Kirjeldage (skitseerige) hulka, mis on miaratud ruumis R® jirgmiste vorranditega voi
vorratustega. Otsustage, kas see hulk on lahtine, kinnine ruumis R®.

a) z=2; b) y>-1; c) y=x d x+y=1 e z=y5
f) x>+22=4; g z=x>+y% h) x=1,
V=5

) (x-1%+(y+2)° +(z-3)%<4.

10. Skitseerige voi kirjeldage funktsiooni f graafikut:

a) f(xy)=2; ‘ d f(xy)=\/x2+y% f) f(xy)=x*

b) f(x,y)=4-2x-4y;

o flny)=y9-x*-y% e flxy)=-\1-2*-y% @ f(xy)=siny.

1 2_ 2
11. Leidke f(y,%), f(—=x,~y), f( ) f( X ki fx, y) = 2x;/'

Funktsiooni f: R* — R tasemejooneks (tasemel k) nimetatakse punktihulka

{(x,3): f(x,) = k}. Funktsiooni f: R® — R tasemepinnaks (tasemel k) nimetatakse punkti-
hulka {(x,y,2): f(x,y,2) = k}.

12. Skitseerige jairgmiste funktsioonide tasemejooned/tasemepinnad.

a) flx,y)=x+y; d) f(x,y)=Vxy; g fx,y,2)=x+y+z;
b) f(x,)=x*+y% e) fx,))=1-|x-1y|; h) fxy,2) =2+ 92+ 2%

f) fx,y)=

c) f(x,y)zxz—yz; x2+y2; i) f(x,y,z)=x2+y2—zz.

13*. Olgu D < R™ kinnine hulk ning olgu fikseeritud positiivne reaalarv r. Tdhistame E =
{YeR™: 3Xe D |X-Y| = r}. Toestage, et E on samuti kinnine hulk.
1

14*. Rahuldagu jada (X") < R™ liikmed iga n € N korral tingimust | X"V -X"| < —
2”

Toestage, et jada (X") on koonduv.

2. Mitme muutuja funktsiooni piirvédirtus ja pidevus
15. Toestage piirvddrtuse definitsioonist 1dhtudes, et
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a) XE%EB) (3x+4y)=18;
b) xll({%;) (4y-5x) =53;
c) lim )(xz —Zy) =
d) hm (Zy —3x)

X—(-
e hm X
) X—(1,1) y=

1
Bl 2
: ngn( )=

s 2 2\ _
g Jlim (x"+y7)=

1
h) lim ——— =
X—(0,2) X2 + (y — 2)?
1
i) lim — =-oc;
X—(-1,0) x|yl

. 1
j)

IX]| —o0

16. Leidke piirvadrtused voi toestage, et piirvddrtust ei leidu:

x?y?+1-1

a) lim
(x,y)—(0,0)

b) lim
(x,y)—(0,0)

% +y?

11

(x+y)s1n;sm;,
In(xy)
(x,y)—©,0) xsiny’

sinx
d lim 22
(x,y)—0,0) X

tan2xy

c)

e) x2y

1
(1+x) 7

1m
(x,y)—@1,0)

f) lim
(x,y)—(0,3)

.
8 hm (x+y)e

h) lim ;
(x,y)—(0,0) X + y

-+,

17. Nadidake, et piirvéaartus
(x,y)—(0,0)

ja lim lim f(x, y) ei eksisteeri:
y—0x—0

a) f(x,y)=

11
(x+ y)sin —sin —;
x y

18. Kas funktsioon f on pidev punktis 0?

sin(x+y) i x4y £0
a) f(x,y): x+y » ul1 x y y
1, kuix+y=0;

x2y?
2V uixt oyt 0,
b) f(x,y):{ x4+y4 uix*+y* #0
L, kui x* + y* = 0;

m)

+
im —yz;
X[l =00 X + ¥
X+y

i)
p o lim —————y
IX|—oco X% + Xy + ¥
Xy
m . 2 ;
(x,y)a(0,0) X+ Yy
x%+ 32
im ———
IXl—oo x4 + y*
X~ +
l'm —y
IXI—oo [x3] + |y3|’
2 2
. x°—
lim z—yz
(x,y)—(0,0) X~ + y
0) lim
(x,y)—(0,0)

k)

)

n)

p)

b) f(x,y)

xy2

x2+y%

o f(xy) ={
0,

d f(xy)=\/x*+y%

e) f(xry)={

X"=y
x2+y2’
0,

li _ =
Xl o0 X2 + y?—sinx
k lim (x2 +2y2) =00

X2+ xy+y?
1m —2 2;
(%,y)—0,0) X* =Xy +y

( ) 1 ¢
= (x—y)cos —sin
y X

’

(x+y)In(x* +y?);

lim f (x, y) on olemas, kuid korduvaid p11rvaartu51 hm llm f (x,3)

0sy

kui x2 + y? £0,
kui x? +y2 =0;

kui x° + y* #0,

kui x2+y2 =0;



1 . 1, kuixeQjayeQq,
f) f(x,y)={ xysing, kuixz#0, h) f(er’)z{ 0 i

0 Kui 0 , kuix¢Qvoiyé¢Q;
, ui x =0;
xy L2, 2
——, kuix“+y°#0, 5. o . .
9 floy)={ <*+y2° 7 D floy)={ V¥Fy: kuixeQjayeq,
0, kui x”+ y* =0; 0, kui x¢ Qvoiy¢ Q.

19. Toestage, et kui m muutuja funktsioon f: D — R on pidev ja f (A) > 0, kus A on piir-
konna D c R™ sisepunkt, siis leidub selline {imbrus U (A), et f (X) > 0 iga X € U, (A) korral.

20. Olgu kahe muutuja funktsioon f: D — R pidev hulga D sisepunktis A = (a, b). Veen-
duge, et osafunktsioonid fj ja f>, mis on defineeritud seostega fi (x) := f (x,b) ja f>(y) :=
f(a,y), on pidevad vastavalt punktis a ja b.

21. Olgu A = (a, b) hulga D sisepunkt. Kas funktsiooni f: D — R pidevus punktis A on sa-
mavadrne sellega, et osafunktsioonid f; ja f> on pidevad vastavalt punktis a ja b?

22. Toestage, et kui kahe muutuja funktsioon f: D — R on pidev sisepunktis A, siis leidub
punkti A selline imbrus U, (A), milles f on tékestatud, s.t. leidub M > 0, et | f (X)| < M iga
X e Ug (A) korral.

23. Nididake, et kui kahe muutuja funktsioonid f ja g on punktis A pidevad, siis ka funkt-
sioonid f + g ja f - g on selles punktis pidevad.

24*, Olgu antud lahtine hulk U c R? ning funktsioon f: U — R. Olgu tiidetud jirgmised
tingimused.

a) f on moélema muutuja jargi eraldi vottes pidev hulgas U (see tdhendab, iga (a,b) € U
korral tekkivad osafunktsioonid f; ja f, on pidevad vastavalt punktis a ja punktis b),

b) f on muutuja y jargi kasvav (see tdhendab, iga (a, b) € U korral osafunktsioon f, on
kasvav).

Toestage, et f on hulgas U pidev funktsioon.

3. Mitme muutuja funktsioonide diferentseerimine

25. Leidke esimest jarku osatuletised:

x+y z.

= 5 d y ’ - - -

a) f(xy) arctan~—; ) f(xy2)= + i
b) f(x,y)zxyln(xy);x e f(x,y )—sm(xy+yz)

0S X

. C
Vel D I)= sy

o f(x,y)=arcsin

26. Olgu f selline kahe muutuja funktsioon, et tal leiduvad punkti A timbruses K5(A) (lah-
tine kuup) mittenegatiivsed osatuletised mdélema muutuja jargi. Téestage, et f on kasvav
jargmises mottes: kui (x1, y1), (X2, ¥2) € Ks(A), kusjuures x; < x2 ja y1 < ¥, siis f(x1,y1) <
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fx2,y2).
0
27. Rahuldagu funktsioon f: R*\ {0} — R seost —f(x y) = f ,kus (x,y) € R?. Leidke f.

0
28. Olgu D = R*\{(0,)): y € R} ning rahuldagu funktsioon f: D — R seost %(x, y) =

x2+2

,kus (x,y) € D,ja f(1,y) =siny, kus (1, y) € D. Leidke f.
29. Libipinnal z = 2x*+y? asuva punkti M(1, 2, 6) on tommatud xz-tasandiga ja yz-tasandiga
paralleelsed tasandid. Leidke, millised on nurgad punktis M tekkivate 16ikejoonte puutujate

ja koordinaattelgede vahel.
30. Pohjendage, et funktsioon f on punktis A diferentseeruv ning leidke tema téisdiferent-

siaal selles punktis:

a) f(x,y)=e"Y A=(0,0); e) f[x,y,z):cos(xy+xz),A=(l,z,z);
b) f(xy)=x",A=(23); yz 6 6
o f(xy)=xIn(xy),A=(-1,-1); ) f(xy2)="—A=(1223).

d f(xy)= rctan Xty JA=(2,1);

31. Kontrollige, kas funktsioon w = f (x, y) on punktis 0 = (0,0) pideyv, kas tal on selles
punktis 16plikud osatuletised, kas ta on selles punktis diferentseeruv, kaks korda diferent-

seeruv:
2.2
a) f(x,y):,/x2+y2; b B %, kui (x, y) #0,
b) £ (%) = VI ) flmy)=y ey
Y Jb 0, kui (x,y) =0;
o f(xy)=/xt+y4
: 2
a f(6y) = /v +yh i f(x,yJ={ “ryh i@y ed,
Yy 1, x§u1x;é0]ay?f0 ]) f(x y)_{ x2+y2’ kui (x’y)e@z,
) k i M O’ ’ - 0’ k i ) $ 2;
f) f(x,y):{ X2+ y2 k‘“(x n# UI(xly) Q
0, ui (x,y) =0; 2 .
(x+y)°sin ——,
2
xy . _ VX% + y?
9 f(xy)= { i kui (x, ) #0, K f(xy)= Kui (5, ) £0,
0, kui (x,y) =0; 0, kui (x,y) =

32. Olgu kahe muutuja funktsioon f punktis A diferentseeruv. Olgu € = (11, I2) # 0. Arvutage
tuletis suunas €, mis on defineeritud seosega % (A) :=lim w

o¢ t—0 4
33. Leidke funktsiooni z = x® — 2x? y + x* + 1 tuletis punktis M(1,2) punkti N(4,6) suunas.
34. Mingil miel on punktis (x, y) kérgus merepinnast mairatud seosega z = 2500—3x%—4y>
(meetrites). x-telje positiivne suund osutab itta ning y-telje positiivne suund osutab pohja.

Alpinist asub punktis (15,-10,1425).



a) Kui alpinist liigub otse 1ddnde, kas ta liigub korgemale voi madalamale?
b) Kui alpinist liigub kagu suunas, kas ta liigub kdrgemale v6i madalamale?
¢) Millises suunas peaks alpinist liikuma, et ta liiguks mé6da samakorgusjoont?

35. Koostage pinna puutujatasandi ja normaali vorrand punktis A:

a) z=xy,A=(1,0,0); e) z=x*+y* A=(1,2,5);

b) z=x+)?A=(0,1,1); f) z=2x*+y* A=(1,-1,3);
0 z=x>+y% A=(1,-1,0); . [, 7 V3
D 2= A= (L-11); g) z=sin(xy), A= 1,3, 5> |

36. Kas tasand z = 0 on punktis 0 = (0,0,0) puutujatasandiks pinnale

a) z=x*+y* b) z=1/x%+ y? (koonus); c) z = xy (hiiperboolne
(p6ordparaboloid); paraboloid)?

37. Olgu funktsioonidel f: D — Rja g: D — R16plikud osatuletised punktis A = (a, b) € D.
Veenduge, et siis ka funktsioonidel f + g ja fg on punktis A 16plikud osatuletised ning

N P
U; 8) ) - ﬁ(A)+£(A) ja (fg) A) =g (A) f(A)+f(A) S,

38. Veenduge, et kui f ja g on dlferentseeruvad punktls A, siis ka f +gjalf (LeR) on
diferentseeruvad punktis A ja

Dd(f+g)=df+dg 2 d(Af)=Adf (kus AeR).

39*, Olgu antud kahe muutuja funktsioon f: D — R ning A € D°. Ulesande [32| p6hjal on
teada, et kehtivad implikatsioonid

0
[ on diferentseeruv punktis A = Vl=(,lb)#0 Elé A) eR,
of aof of

f on diferentseeruv punktis A, a(A) = E(A) =0 = Vl=(l1,1b)#0 ﬁ(A) =

Kas emb-kumb neist implikatsioonidest on iildiselt pddratav?

4. Liitfunktsioonide diferentseerimine. Taylori valem

40. Leidke iihe muutuja liitfunktsiooni F tuletis, kui
1
a) f(x,y)=e"Yjax=sint,y=-cost; d) f(txy)=1"+x* +J’2 jax= 1%, v vt
t,x,y)=tan(t - =72,
b) f X,J’):ln(l_xJ’)jax:tz,J’:t3; e/ ng) n(r+-y)jar=
o f x,y,z) = xyzja x = sint, y = cost,
zZ=28
OF

OF
41. Leidke osatuletised — ja —, kui
0x~ dy



a) f(u,v):uzvjauzxcosy,v:xsiny; d) f(u,y)zarccotzja
v

1 ; _ .

b) f(u,v)=ulnvijau= ,v=e*"Y; u= xsmy,l) XCOS.V’
X+ e) fu,v)=u?-1*ja

c) f(u,v):ue”jau:xz,v:xlny; u=xsiny, v=xcosy.

42. Selgitage, miks liitfunktsioon on diferentseeruv ja leidke tema téisdiferentsiaal:

a) f(u,v):uvjau=e2x+1, v=1-ux; u=x2+y2, v:xz—yz,
b) f(u,v)=usinvjau=cosx,v=2x+1;
o fuvy=ulnvjau=2x+1, v=y+1; e) f(u,v,w)=uvwjau=x+y,v=e7,
d) f(u,v):u2+v2ja w=x;
43. Selgitage diferentseeruvust ja leidke nédidatud jarku tdisdiferentsiaalid:
a) f(xy)=(x+y+1)°, d*f; b) f(x,y2)=cos(2x+3y~5z), d®f.

44, Naiidake, et funktsiooni

-y
f(x,y)z{ xy.szyz, kui (x,y) #0,
0, kui (x,y) =0,
0°f o°f s . . .
korral (0) # (0). Milline segaosatuletiste teoreemide eeldustest on rikutud?
0yox 0x0y
45. Maidrake funktsiooni u = u(x, y) iildavaldis, kui ta rahuldab seost
a) 0%u o b) 62u_0
oxoy ax2

Olgu U lahtine hulk ruumis R? ning f: U — R kaks korda diferentseeruv funktsioon. Kuju-
2 2

tust A := 6_2 6y2 nimetatakse Laplace’i operaatoriks. Kui Af = 0, siis 6eldakse, et f on
harmooniline funktsioon.

46. Toestage, ethulk {f: U — R | Af =0} on alamruum hulgas U kaks korda diferentseeru-
vate funktsioonide vektorruumis.

47. Tooge ndide monest funktsioonist f: R? — R, mis on kaks korda diferentseeruv R>-s,
aga ei ole harmooniline.

48. Olgu U lahtine hulk ruumis C ning f: U — C diferentseeruv (ehk hulgas U holomorf-

f(2) - f(z0) .

ne) funktsioon, see tihendab, eksisteerigu 16plik tuletis f(zg) = llIIZI igazgeU
—20 zZ— 20
korral. Esitades z = x +iy korral f(z) = u(x, y) +iv(x, y) ndidake, et hulgas U rahuldavad u ja

0 0 0
v Cauchy-Riemanni vorrandeid, see tihendab, au = —U g 284 _ —U.
0x Oy 6 y  0x

49. Avaldage Cauchy-Riemanni vorrandid polaarkoordinaatides, arvestades, et x = r cos¢
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jay=rsing.

50. Olgu U lahtine hulk ruumis C ning f: U — C diferentseeruv funktsioon. Esitame z =
x+iy korral f(z) = u(x, y) +iv(x, y). Ndidake, et u ja v on harmoonilised funktsioonid.
Ndpundide: Kompleksmuutuja funktsioonide teoorias ndidatakse, et kui f on lahtises hulgas U dife-
rentseeruv, on ta hulgas U l6pmata arv kordi diferentseeruv, mistdttu voib eeldada, et esituse z = x +iy,
f(2) = u(x,y) +iv(x, y), korral on funktsioonidel u ja v olemas pidevad teist jirku osatuletised.

51. Olgu U lahtine hulk ruumis R?. Harmoonilisi funktsioone u: U — Rja v: U — R, mis ra-
huldavad Cauchy-Riemanni vorrandeid, nimetatakse kaasharmoonilisteks. Leidke kaashar-
mooniline funktsioonile

a) u(x,y)=x*-y% b) u(x,y)=e"siny.

52. Niidake, etjargmised funktsioonid on harmoonilised funktsioonid oma mé&4ramispiir-
konnas:

a) f(x,y) =In(x*+y*); b) 5y =
X

y
N ) = t )
T2 ¢ f(x,y)=arctan p

Saab néidata, et lahtise hulga U c R? ja harmooniliste funktsioonide u, v: U — R korral keh-
tivad jargmised viited:
e kui u ja v on iiksteise kaasharmoonilised, siis funktsioon f: U; — R, kus U; = {x +
iy: (x,y) € U}, mis on antud seostega Re f = u, Im f = v, on diferentseeruv hulgas U;;
* u jaoks kehtib maksimumi printsiip: iga kinnise hulga B < U korral saavutab u hulgas
B ekstremaalsed vdirtused ainult hulga B rajajoonel 6B;
¢ ujaoks kehtib keskvddrtusprintsiip: kui B(p, r) on kinnine kera keskpunktiga p raadiu-
segar, siis u(p) = — uds (Iliiki joonintegraal).
2nr Js

r

53. Leidke funktsiooni f Taylori valem punktis (0, 0), kui n = 3:
a) f(x,y)=e"cosx; o f(x,y)=€e"In(1+y); e) f(xy)= xcos? y;
b) f(x,y)=e"siny; d f(xy)=In(1+x+y); H f(

54. Leidke funktsiooni f Taylori valem punktis A, kui n = 3:
a) f(xy)=e", b) f(xy)=1, o f(xy)=In(xy),

A=(1,-1) A=LD;” A=(1,D).

55. Arvutage Taylori valemi (n = 1) abil ligikaudne véartus:

a) 1,03%04: ©) 1/3,97-2,03% d) In[3/1,03+ /0,98 -1].
b) /2,03-1,98; ( )

56. Tuletage Taylori valemi (n = 2) abil jargnevate avaldiste ligikaudse arvutamise valemid:
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1 —
a) arctan1

(al, 1Bl < 1); b)¢u+mm+u+m"

5 (lal, 18l < 1).

57*. Olgu funktsioonil f: R” — R pidevad osatuletised, kusjuures leidugu K > 0 nii, et
0
2 | <k
ax]'

koigi punktide X € R™ ja indeksite j = 1,..., m korral. TGestage, et f on Lipschitzi funktsioon,
st. leidub konstant L > 0 selliselt, et mistahes punktide X, Y € R jaoks kehtib vorratus

|F X0 - f0)| < LIX-Y].

5. Ilmutamata funktsioonid ja ekstreemumid

58. Tehke kindlaks, kas vorrand F (x, y) = 0 méédrab punkti A = (a, b) imbruses pideva il-
mutamata funktsiooni y = f (x). Juhul, kui maérab, siis leidke tuletis f’ (a), kui ta leidub.

a) F(x,y)= x—xy+2y +x-y-1,A=(0,1);

b) F(x,y)=y*+x*-x* A=(0,0)
¢ F(x,y)=xe¥ +1n(x+y+ 1),A=(0,0);
d) F(x,y)=x4 -2 +2y-1,A=(0,1);
e) F(x,y)=y x3 +siny, A= (0,0).
f) F(xy)=15x* —7xy 2y —53x+ 18y +44,A=(2,1).
g F(x,y)=0*+y)?-2(x*-y*),A=(0,0).
59. Leidke f’, kui f on jargmise vérrandiga antud ilmutamata funktsioon:
/ Y d ; X _ 0.
a) Iny/x2+ y2 = arctan Z; ) y+siny+e* =0;
) X+ y= = arctan p e
b) y—ecosy=x,kuse€(0,1); e) x+y=e"7;
¢) sinxy=1-0,2xy; f) y2+2xy—2:0.
60. Tehke kindlaks, kas vorrand F (x, y,z) = 0 médrab punkti A = (4, b, ¢) {imbruses pideva
0 0
ilmutamata funktsiooni z = f (x, y). Arvutage ka 6—j; (a,b)ja % (a, b), kui nad eksisteerivad.

a) F(x,yz)= 22 —xyz+y*—16,A=(1,4,2);

b) F(x,y2) =x’+y*+2°-r’,A=(a,b,c), kus c:= Vr2 —a? — b2 £0;
o) F(x,y2) =2z°-3xyz—-8,A=(0,-1,2).

61. Leidke ilmutamata funktsiooni z = f(x, y) osatuletised, kui f on antud jargmise vor-
randiga.
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a) x+y+z=e ¥V7% o X*+y*+z22=2xyz
X z 2 T2 2

b) —=In—+1; d)x_+y_+z_:l‘
z y 2 22

62. Leidke kahe muutuja funktsiooni f lokaalsed ekstreemumid:

2

g %f{ i; 2_i;’+;: Y f(x’y):{ xszyyz kui (x,y) #0,
o f(xy)= 2—2xy+2y +2x; 0, kui (x, y) = 0;
d flxy)=x"+y -2xy-y% h) f(x,y):xy+;

) J(x3) =%+ | L2

) f(xy)=x>-2y*-3x+6y; D f(x'y):\/TTyz;

63. Leidke kolme muutu]a funktsiooni f lokaalsed ekstreemumid:
a) f(x,yz2)=x*+xy+y*—2zx+22*+3y-1;

b) f(x,5,2)=x*+2y°+2°—2x+4y—62+1;

)
C X9z)=x+—+—+—,kuix>0,y>0,z>0.
) f(x12) =5tz y

64. Leidke harilikule ekstreemumile taandamise meetodil funktsiooni f ekstreemum an-
tud tingimustel:

a) f(x,y)=xy, y=2x"-3x d) f(xyz)=x+y+2%
b) f(x,y)=x(y-1), y=x% z—x=1,y—-xz=1.
2,2 X Y
V) =x"+yS, -+ =1
o f(xy)=x"+y —+
65. Leidke Lagrange’i meetodll funkts1oon1 f ekstreemum antud tingimustel:
a) f(x,y)=6-4x-3y, x*+y*=1;
b) f(x,y)=x*+y* x+y=2;
o f(xyz)=x-2y+2z, x*+y*+z2°=9;
d) fxopz)=x"+y"+2% x+y+2z=6x—-y=0.

66*. Olgu antud funktsioonid f: R — R ja F: R* — R ning punkt A € R*. Olgu funktsioon F
pidev ruumis R? ja funktsioonidel F ja f pidevad osatuletised mélema muutuja jirgi ruumis

5 . OF
R, kusjuures —(A) # 0.
oy
of \ 9f . o -~
Olgu Vf(A) := E(A)’ G_y(A) # 0, kusjuures funktsioonil f olgu tinglik lokaalne ekstree-

OF
mum punktis A tingimusel F(x, y) = 0. Toestage, et vektorid V f(A) ja ( A), — (A)) on kol-
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lineaarsed.

6. Joonintegraalid

67. Olgu v: [0,1] — R? antud seosega y(0) = 0 ja y(1) = (t, tcos® %) Toestage, et L :=
v([0,1]) on pidev ja lihtne, aga mitte sirgestuv joon.

Néapundiide: uurige ko6lmurdjooni, mis on méédratud punktidega t =0, ¢; = ﬁl—j' j=1,...,2n.
68. Olgu v: [a,b] — R? Lipschitzi méttes pidev funktsioon, st. leidugu K € R omaduse-
ga [|y(n) —y(t|| < K|t - ¢'| mistahes punktide t,¢' € [, b] korral. Olgu L := y([a, b)) lihtne.
Toestage, et L on sirgestuv joon ning |L| < K(b—a).

69. Arvutage esimest liiki joonintegraalid:

a) f (x+ y) ds, kui L on kolmnurk tippudega O =0, A = (1,0) jaB = (0,1);

L
Vowwy) T

b) f eV Xty ds, kui L on ringi sektori 0 < r < a,0<60 < n rajajoon;
L

c) f y2 ds, kui L on tsiikloidi x = a (¢t —sint), y = a(1 —cos ¢) kaar (0 < t < 27);
L

d) f x2 + y2ds, kui L on ringjoon x* + y% = 2ax, a > 0;
3 V 2 y g) y

) f % ds, kui L on kruvijoone x = acost, y = asint, z = at esimene keerd (0 < ¢ < 27);

LX“+Yy

f) f zds, kui L on koonilise kruvijoone x = fcost, y = tsint, z = t kaar (0 < £ < a).
L

70. Leidke materiaalse joone L mass, kui
a) Lon antud vorrandiga y =Inx (1 < x < e) ja joontihedusega p (x, y) = kx?;
b) L on antud vorranditega x =e ‘cost, y=e ‘sint,z=e ' (0< t<In3)jap (x,y,2) =
Po.

71. Olgu L =1y([a, b]) lihtne pidev sirgestuv joon. Defineerige 16igu T alajaotusele vastavad
joonintegraali f f ds Darboux’ iilem- ja alamsummad s(T) ja S(T). Tdestage, et tokestatud

L
funktsiooni f: L — R korral kehtib samavéarsus
E!ffdsE[R & lim (S(T)-s(T))=0.
L AMT)~0

72. Olgu L lihtne pidev sirgestuv joon. Toestage, et kui f: L — R on pidey, siis leidub esi-

mest liiki joonintegraal f fdseR.
L

73. Sonastage ja toestage I ning II liiki joonintegraali lineaarsuse omadus. (NB! Riemanni
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integraalile arvutusvalemi abil mitte {ile minna, kuna see vajab joone siledust!)

74. Sonastage ja toestage I liiki joonintegraali monotoonsuse omadus ning keskmise muu-
tuja omadus (nn. sdndvitSiteoreem). Kas II liiki joonintegraal on tildiselt monotoonne?

75. Arvutage teist liiki joonintegraalid:

a) f 2xydx+x2dy,kusO:(O,O),B:(l,l)jaOBi) on sirge y = x, ii) onparabooly:xz,

OB
iii) koosneb sirgldikudest OA ja AB, kus A = (1,0);

b) f (x+y) dx+ (x—y) dy, kus T on ringjoon (x - 1)?+ (y—1)* = 4;
T

c) f (2—y) dx+xdy, kus L on tsiikloidi x = 7 —sin¢, y = 1 — cos t kaar (0 < ¢ < 27);
L

d) f (4x+y)dx+(x+4y) dy, kus AB on punkte A = (1,1), B=(-1,1) ithendav joon y =
AB
4
X5

e) fydx+zdy+xdz, kus L on kruvijoon x =cost, y=sint, z=1 (0 < t < 27).
L

76. Olgu L lihtne sile sirgestuv joon ruumis R? ning 7(X) = (1;X), 72(X)) olgu tihikpuutuja-
vektor joonele L punktis X € L. Olgu f: L — R pidev funktsioon. Tdestage, et

/Lfdx=fo'T1dS, fody=/Lf-rgds.

77. Leidke joonintegraali abil tasandilise kujundi D pindala, kui ta on piiratud astroidiga
x=acos’t, y= bsin®t (0 < t < 2m).

78. Olgu xy-tasandil joud F suunatud igas punktis M(x, y) punkti 0 poole ja tema suurus
F olgu vdrdne punkti M kaugusega punktist 0. Leidke jou t66 A, mis on kulunud punkti
nihutamiseks mé6da parabooli y* = 8x kaart punktist (2,4) punkti (4,4V2).

79. Joud konstantse suurusega F on xy-tasandi igas punktis x-telje suunaline. Leidke jou
t66 A, mis kulub punkti nihutamiseks mooda ringjoont x>+ y? = a® negatiivses suunas punk-
tist (0, a) punkti (a,0).

80. Arvutage teist liiki joonintegraalid:

a)f (x+y)dx+(x-y)dy kusA=(0,1), B=(2,3);
AB
b)f ydx+xdy, kusA=(-1,2),B=(2,3);

AB

c) f xdx+y*dy, kusA=(1,1), B=(2,3);
AB

ydx—xdy

d) 5 , kus punkte A = (2,1), B = (1,2) ithendav joon ei 16ika y-telge.
X

AB

81*. Leidke pindade x* + y* = x ja z = x iihisosaks oleva kaare pikkus. Avaldage tulemus
jargmiste suuruste kaudu:

» esimest liiki elliptiline integraal K (k) =

Z do
f —,k2>0;
0 v1-k2sin%0
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o teist liiki elliptiline integraal E(k) = f : V1-k?%sin?6d6, k > 0.
0

82*, Olgu antud funktsioon f: [a, b] — R. Tdhistame

n
V(f;s, 1) =sup{z |[fxe) = fxk-1)|: s=x0<x1<...<xp= t}.
k=1

Suurust V(f; a, b) nimetatakse funktsiooni f tdisvariatsiooniks; kui V(f; a, b) € R, siis 6eldak-
se, et f on1digus [a, b] tokestatud variatsiooniga.
Tédhistame veel

vf(x):V(f;a,x), X €[a,b).

llmselt v¢(a) =0ja vr: [a, b] — R on kasvav funktsioon.

Toestage, et
a) kui f on punktis x € [a, b) paremalt pidey, siis vy on punktis xo paremalt pidev;
b) kui f on punktis xo € [a, b] pidev, siis vy on punktis xo pidev;
c) kui v¢ on punktis xg € [a, b] pidey, siis f on punktis xo pidev.

Ndpundiited. Osa [a)| jaoks piisab ndidata, et x“r}HV(f; x,xp) = 0, seda voiks teha -6 keeles. Osa
—X0

juures tasub uurida vorratuse | f(x) — f(xo)| < vy (x) — vy (xp)| kehtivust.

Mirkus. Asendades absoluutviartused normidega, néitab iilesanne[82} et kuijoony: [a, b] —
R™ on sirgestuy, siis y on pidev (mingis punktis) parajasti siis, kui ,kaarepikkuse funktsioon*
t— |{y(w): uela,t]}| on pidev (samas punktis).

83*. Toestage, et ellipsi x_2 + % = 1 pikkus C rahuldab vorratusi
a

n(a+b) <C<nv2(a?+b?).

Néipundiide: Joone kaare pikkuse valem.

7. Kahekordsed integraalid
84. Arvutage kahekordsed integraalid:
a) ffD xdxdy, kui D on kolmnurk tippudega (0,2), (3,3) ja (2,0);
b) ffD xdxdy, kui D on piiratud joontega y +3x -6 =0ja y = 3x%;
c) ffD (x* +y*) dxdy, kui D on piiratud joontega y* = xja y = x*;
d) ffD xydxdy, kui D on piiratud joontega y* + x> =1,y = x+1ljax=1;

e) ff 2|x| dxdy, kui D on trapets tippudega (—1,4), (5,4), (1,1) ja (4,1).
D
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85. Arvutage kahekordsed integraalid, minnes iile (elliptilistele) polaarkoordinaatidele:
a) ff (x* - y?) dxdy, kui D on maaratud vorratustega y <0, x > 0 ja x> + y* < R;
D

b) ff \/*2 + y2dxdy, kui D on méidratud vorratustega y> + (x - 1) < 1, y > 0;

©) f f 6—2x2 —3y2dxdy, kui D on méiratud vorratusega % y? <

d) ff xdxdy, kui D on piiratud joonega x* + y* = 4x — 2y +4;
D

e) ff xy?dxdy, kui D asub joonte x* + (y—2)° =4 ja x> + (y —1)* = 1 vahel.
D

86. Leidke tasandilise kujundi D pindala kahekordse integraali abil:
a) D on piiratud joontega xy = a’, x+ y=2,5a(a>0);
b) D on piiratud joontega r = bcosf jar = acosf,kus 0 < a < b;
¢) D on piiratud joontega rcos¢ = 1 (sirge) ja r = 2 (ringjoon), kusjuures D ei sisalda
poolust;
d) D on piiratud joontega x* = ay, x* = by, y* = ax, y* =px, kus0< a< b, 0 < a < f.
Népundiide: votke kasutusele uued tundmatud u, v, kus X’ = uy, y2 =vX.

87. Tasandiline kujund D on piiratud joontega y = sinx (x € [O, g]) ja 0A, kus A(g, 1).
Leidke kujundi D raskuskeskme koordinaadid.

88. Leidke kardioidi r = a(1 + cos¢) (a > 0) raskuskeskme koordinaadid.

89. Toestage, et ithepunktine hulk on nullmédduga.

90. Olgu D ={(x,y) €0, 12: x, y € Q}. Toestage, et D ei ole Jordani mottes mootuv.

91. Toestage, et nullméoduga hulga iga alamhulk on mo6tuv ja samuti nullméoduga.

92. Toestage, et kahe nullmddduga hulga tihend on nullmédduga. Jareldage siit, et iga 16p-
lik hulk on nullm66duga.

93. Toestage, et kui D; ja D, on Jordani mdttes mootuvad, siis Dy U Do, Dy N Dy ja D1\ Dy
on samuti Jordani mottes mootuvad.

94. Olgu f: [a, b] — R pidev funktsioon. Toestage, et f graafik {(x, f(x)) : x € [a, b]} on null-
modduga hulk.

95. Toestage, et lahtine kera Us(A) on Jordani mottes mootuv ja leidke tema moot.

96. Toestage, et Jordani m66t on monotoonne: kui D; ja D, on méotuvad hulgad ruumis
IRZ, kusjuures Dy c Dy, siis u(D1) < u(D2).

97. Tobestage, et kui D on mootuv piirkond (st. mittetithija D D°), siis u(D) > 0.

98. Toestage, et Jordani m66t on subaditiivne: kui D; ja D, on mdotuvad hulgad ruumis
R?, siis p(D1 U Dy) < p(D1) + p(Do).

99. Olgu D c R? selline tokestatud hulk, et hulgad D, D ja D° on kdik Jordani mattes mo6-

tuvad. Toestage, et u(D) = u (5) = u(D°).

100. Leidke ruumilise kujundi Q ruumala:
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a) Q on piiratud pindadegax =0, y=0,z=0jax+y+z=1;

b) Q on piiratud pindadega y = 2 y=1,x+y+z=4,2=0;

¢) Q on piiratud pindadega x=0,y=0,z=0,x+y=1jaz=2x*+y*+1;
d) Q on piiratud pindadega z=0, z= x*+ y*jax* + y* = 1;

e) Q on piiratud pindadega x* + y* =3ja z° = x> + y* + 3.

101. Leidke risttahuka [0, a] x [0, b] x [0, c] mass, kui risttahuka tihedus punktis (x, y, z) aval-
dub seosega p(x,y,2) = x+y+z.
102. Leidke paraboloidiga y* + 2z° = 4x ja tasandiga x = 2 piiratud keha raskuskeskme
koordinaadid.
103*. Olgu R = [a, b] x [c,d].
* Kas leidub funktsioon f: R — R nii, et f on integreeruv ristkiilikus R = [a, b] x [c, d],

d
aga tingimus ,iga ¢ € [a, b] korral leidub f f(&,y)dy* onrikutud?
c

d
¢ Kas leidub funktsioon f: R — R nii, et iga ¢ € [a, b] korral leidub f f,ydy, aga f
[

pole integreeruv ristkiilikus R?

8. Pindintegraalid

104. Leidke pinna isedrased punktid:
a) pind on antud seostega x = uv, y = u, z = vz, kus (u,v) € [-3,3] x [-3,3] (Whitney
vihmavari);
b) pind on antud seostega x = @(u), y = w(u), z = v, kus (¢, v) € R mingi ristkiiliku R
korral;
¢) pind on antud seostega x = u? - vz, y=2uv, z= u5, kus (¢, v) € [-3,3] x [-3,3].

105. Leidke pinna puutujatasand antud punktis Xy:
a) pind on antud vorrandiga z = X+ y2, punkt Xy = (1,1,2);
b) pind on antud parameetriliste vorranditega x = r, y = rsint, z = rcos ¢, punkt Xg =
(-1,v3r2,-172);

¢) pind on antud parameetriliste vorranditega x = acos¢, y = asing, z = h, punkt Xg =

( 4 4 1) (a>0)

106. Olgu Q sile kordsete punktideta pind, mille korral z = 0 (st. Q asub xy-tasandil). (Pind
Q on parametriseeritud x = ¢ (u,v), y = ¥ (u,v), z =0, kus (1, v) € A ja A on kinnine moéatuv
piirkond uv-tasandil.) Olgu funktsioon f selline, et leidub esimest liiki pindintegraal I :=

f f fdu € R. Toestage, et siis kahekordne integraal f f fdxdy ja teist liiki pindintegraali
Q Q
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absoluutviirtus on molemad vordsed arvuga I. Tooge nédide sellisest pinnast

f fdxdy

Qkus/ffdp— fffdxdy

7. Leidke antud pinnatiiki pindala:

a) hiiperboolse paraboloidi z = xy see osa, mis on silindri x* + y* = 8 sees;

b) sfadri x* + y2 + z? = a® see osa, mis asub silindri x* + y2 = ax sees (a>0);

c) sfadri x>+ y2 +2%=a’ see osa, mis asub silindri P+ y2 = b® sees O0<b<a).

108. Arvutage esimest liiki pindintegraalid:

a) ff\/l—xz— 2dxdydz, kus Q on poolsfiar x> + > +z2 =1,z > 0;
0 y y p y

b)ffx2+2+2ddd,k£2 k V/*¥2+y2 < z < h pind (koos iil

Q( ¥~ +2z°) dxdydz, kus Q on koonuse \/x?+ y? < z < h pind (koos iilemise
pohjaga);

c) ff (6x+4y+3z) dxdydz, kus Q on tasandi x + 2y + 3z = 6 see 0sa, mis asub esimeses
Q
oktandis;

d) ff zdxdydz, kus Q on pinna z = xy see osa, mis on silindri x> + y* = 4 sees.
Q

109. Leidke silindri x? + y2 = a® selle osa mass, mis asub tasandite z = 0 ja z = ¢ vahel,
kui pindtihedus igas punktis on pé6rdvordeline selle punkti kauguse ruuduga koordinaatide
alguspunktist.

110. Leidke massikeskme koordinaadid homogeense sfiiri x* + y? + z° = a® osal, kus x > 0,
y=20,z20.

111. Arvutage teist liiki pindintegraalid:

a) ff x—7y) dxdy, kus Q on koonuspinna z =1/x2 + y2, 0 < z < 1 alumine pool;
| (x=y)dxdy p VA2 +y p
b) ff xdydz+ ydzdx+ zdxdy, kus Q on sfiiri x* + y* + z° = a® vilimine pool;
Q
c) ff xdydz+ydzdx+zdxdy, kus Q on tasanditegax=0,y=0,z=0,x=1,y=1,z=1
Q

piiratud kuubi positiivne pool;

d) ff (x2 + y2) dxdy, kus Q on ringi x* + y* < a?, z = 0 alumine pool;
Q

e) ff xzdxdy+xydydz+ yzdzdx, kus Q on pliramiidi x=0, y=0,z=0, x+y+z=1
Q

vdlimine pool;

)

) f (y+2)dydz+ (z—x)dzdx+ xydxdy, kus Q on kinnise sileda pinna vdlimine pool.
Q
112. Leidke keha E ruumala teist liiki pindintegraali abil, kui
a) E on piiratud pindadega x =0, z =0ja x = ucosv, y = usinv, z = —u+3cosv, kus

uz=0;
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b) E on piiratud pindadega z=c, z = —cjax = acosucosv+bsinusinv, y = acosusin v—
bsinucosv, z=csinu.

113. Leidke vektorvilja A = (xy,y + z, X + 2z) voog koordinaatide alguspunkti poolt libi
tasandi 2x + y + z = 2 0sa, mis asetseb esimeses oktandis.
114. Leidke vektorvilja A = (x, y, z) voog ldbi pinna z = 1 —\/x2 + y2, z € [0,1], tema vilis-
normaali suunas.
< .OP 0Q . OR . NE e (T
115. Toestage, et kui 3% 3y ja 2 on pidevad punkti M mingis iimbruses, siis (div A) (M) =
x 0y z
op M) + oQ M) + oR M)
dx dy 0z

Ndpundide: Tuletis piirkonna jéargi.
116. Leidke vektorvilja A divergents punktis M(1,-1,1), kui A= (x yz, x? » z%).

117*, Tahistame S={(x,),2): X2+ y2 +22= 1}. Olgu a, b, c € R. Eeldusel, et mdlemad integ-
raalid eksisteerivad, tdestage nn. Poissoni valem:

1
fff(ax+by+cz)dy=2nf f(uv a2+b2+cz) du.
S —

1

9. Parameetrist soltuvad integraalid

118. Ndidake, et jirgmised funktsioonid on pidevad.

3
a) F(x):f e ™*dt, xel0,1];
0

7
b) F(x) = f3 smitx) dt, xe[-2,10];
%

c) F(x)= Insin(z + x) d¢, xe[orl];
1 4

d) F(x)=f sgn(t—x)dt, xel0,1].
0

119. Leidke jairgmised piirvdartused.
3 1 dr . €1 t
a) lim | r%cos(tx)ds; b) lim [ ———; ¢ lim | -arctan——dt.
x=0Jo =0Jo 1+ (1+1x)x =2yt x=2

120. Leidke jargmiste funktsioonide tuletised.

_ ! r .  cos(tx)
a) F(x)= A arctan;dt, x#0; c) F(x):/ ” dt, x>1;
1
T t 2 2+x1 1+t
b) F(x):f %tx)dt, X#£0; d) F(x):f @dt, 0<lxl<1.
1 0
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1
121. Leidke integraalid I = f F(x) dx jargmistest funktsioonidest.
0

T 1
a) F(x) =f2 sin tcos tcos(xcos t)dt; b) F(x) =f0 (t+e' - t“Inp)dt.
0
122. Kasutades diferentseerimist parameetri jargi, leidke jargmised integraalid I(a).
T 1n(1 + acosx) Z
a) I(a):f —dyx, lal<1; b) [(a):fzwdx, az?fl.
0 cosx 0 tanx

123. Ndidake, et jirgmised pédratud integraalid koonduvad iihtlaselt antud piirkonnas X.

) flarctan(t—x)dt X=( )
—————dt, X=(-00,00);
0 v1i-t
b)f e ¥sintdt, X=[a,00), a>0;
02 *
c) f ———dt, X=(-1In2,8);
02 4— 2
d) f _SBITY) 4y X = (—o0,00).
1 (t-1D@2-1

124. Naiidake, et jirgmised funktsioonid on pidevad oma méadramispiirkonnas.

a) F(x):f 1IN0 4y (mo0,00);
1

1+ 12
3 sin(tx)
b) F(x) :f df, x€(—00,00).
0 V33—t
125. Kasutades diferentseerimist parameetri a jargi, leidke jirgmised integraalid.
00 =¥ _ g-ax’ o 1@ fl arctan ax d
I(a) = ——dx, a>0; a=| —/—adx
0l = [ —dn a 0 Xyl
® arctan ax — arctan bx
—ax d) I(a,b) = d

_[T1lze : 0 x

b) I(a) = - dx, a>-1; a>0,b>0.
126. Leidke jairgmised integraalid I, kasutades méargitud valemeid.
00 @=aX _ e—bx e ax _ e—bx b
a) I(a,b)zf —dx, —=f e *'dt, b>a>0;
0 X X a
1 arctan x arctan x L dr

b) I=| ——dx, = ;

0 x\/l_xz X 0 ].+x2t2
o I= ~ sinx?dx L _2 fooe_xrzdt

0 ' VX mldo '

127. Leidke jairgmised integraalid Euleri integraalide abil (0 < a < 1).
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Z .4 4 Z .7 9
sin” xcos” xdux; e) sin’ xcos” xdx;
0

©  dx
)f 1+ x4 ¢ 2 5 24
)fx 4 —x=dx;
c)f\/x x2dx; 0

1 x
d) f de, Q) fZ Vtanxdx.
0 0

(1+x)2

128*. Olgu f: [0,00) — R ning [a, b] c (0,00). Tdestage, et kui

a) funktsioon f on pidevalt diferentseeruv poollgigus [0, c0);
b) leidub loplik piirvadrtus xlirn f(x) =: f(oc0);
—00

¢) integraal f f "(cx) dx koondub {iihtlaselt 16igus [a, bl,
0

siis kehtib nn. Frullani valem

f de: (f(oo)—f(O))ln%.

129*. Olgu a > 0. Téestage jirgmine valem:

T(@T (a+1)
I'(2a)

2a

=2vm.

N 1 1
Ndpundide: Veenduge, et B(a, a) = 22&—_13 (5, u).

10. Fourier’ read

130. Leidke funktsiooni Fourier’ rida 16igus [, 7] ja uurige selle koonduvust:

, kuixel[-m,0), e) f(x)=

) fx)= { 0, kuixe][0,n]; f) flx)=

b _
o= i 9 f=x
c) flx)= h) f(x)=x%
2 ) .
d) fx)=Ixl; D fx)=e".

Ndpundide osade juurde. Saab néidata, et kui f Fourier’ rida koondub 16igus [—, 7] keskmiselt
funktsiooniks f (see tdhendab,

T n
f @+Zakcoskx+bksinkx—f(x) dx—0),
-\ 2 43 "

X a a b b
nditeks juhul, kui f € e [—m, ], siis f fde = ?0 cX+ Z sinnx - -2 cosnx+ — | ehk Fourier’
0 T\n n n

rida voib integreerida liikmeti. Sealjuures integreerimisel saadud rida koondub iihtlaselt 16igus [-, 7].
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X
Niisiis, kui on teada f(x) = x Fourier’ rida, saab integreerides kergesti leida ka =2 f f(®)dt ning
0
edasi ka x3 jne., Fourier’ rea.)
131. Arendage antud funktsioon 16igus [0, 7] koosinusreaks ja uurige rea koonduvust:

a) f(x)=1, xel0,n]; o f(x)=sinx, xel0,7].
b) f(x)=x, xe[0,7];

132. Arendage antud funktsioon Igigus [0, 7] siinusreaks ja uurige rea koonduvust:

a) f(x)—l x€[0,7]; O fFW=2-% xeom.
b) f(x)=x xe[0,7]; 4 2

133. Leidke funktsiooni Fourier’ rida etteantud intervallis ja uurige selle koonduvust:

a) f(x)= , x€[0,2m]; c) f(x)=Ixl, xel[=L1].
b) f(x)=x* xel0,2n];

134. Leidke jargmiste ridade summad'
()

= _ n—li, 1 . 2
9 Y0 Z a1 A Y oy b Y o

135*%. Olgu f: R — R 2n-perioodiline ja 16igus [—7, 7] tikiti pidev. Olgu

ay < . .. .
Sp(x)=—+ Z ay cos kx + by sin kx funktsiooni f Fourier’ rea n-nes osasumma. Olgu

k=1
So(xX) +s1(x0) +...+sp-1(x
on(x) = () + 1 (x) n-1 ), n eN. Olgu m, M € R. Toestage jargmised implikatsioo-
n
nid:
Vxel-m,na] fx)>m => VxeR, VneN o,x)>m
Vxel[-mn]l fx)<M => VxeR, VneN o,(x) <M.

136*. Olgu funktsioonil f pidev tuletisfunktsioon 1digus [, 7] (st. f € Cl([—n,n])). Toes-

a ()
tage, et f Fourier’ kordajad a, ja by, kus f(x) ~ ?0 + Z ancosnx + by sin nx, rahuldavad
n=1
tingimusi

limna, =0, limnb, =0.
n n
Ndpundide: Riemanni lemma.
Meéirkus. Saab niidata, etkui f € C k ([=m, 7)), see tdhendab, k korda pidevalt diferentseeruv,

siis lim n¥ a,, = lim n*b,, = 0. Niisiis, mida korgemat jarku pidev tuletis on funktsioonil f, seda
n n
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kiiremini hddbuvad tema Fourier’ kordajad.

11. Fourier’ teisendus

137. Leidke jargmiste integraalide Cauchy peavadrtused. Kas need integraalid koonduvad
ka harilike paratute integraalidena?

®©  dx
a) v. sgnxdx; d ;
) pf gd )fooo1+x4
o0 X ° |arctan x|
b) foool+ 2) e) Vpﬁwwdx,
(e 9)
c) v.p.f xcosxdx; ) v.p.f f(x)dx, kus f on paaritu.
—c0 —oo

138. Leidke jargmiste funktsioonide konvolutsioonid f * g, kus

(f % g)x) = f FOgx-1dy.

a) f= 2)((:;?2), g§=-3x01; ) f(x)=xx0n ), gx) =x*¥0,1) (X);
X 0,5 (%)
b) f(x) =e_x2,g(x) =2e_2x2; 4 f = VX » 8(%) = XY 0,3 (%):
L . o N VT
Ndpundiide osalb)|juurde: kasutage Euler-Poissoni integraali f e " dx= -
0
139. Veenduge, et Fourier’ teisendusel on jargmised omadused:
a) af+,6g af+,6g1gaa p € R korral;
b) kui g(x) = f(x)e?™%, siis §(y) = f(y — a);
c) kui g(x) = f(x—a), siis g(y) = f(y)e emiay,
d) kui g(x) = f(ax), kus a > 0, siis g(y) = ;f(;);
e) kui f on paarisfunktsioon, siis fon paarisfunktsioon;
f) kui f on paaritu funktsioon, siis f on paaritu funktsioon;
g fxg=78
140. Leidke jairgmiste funktsioonide Fourier’ teisendid:
a) f(x)= e ™ cos(67x); f) f)= xe‘“'"| kus a > 0;
b) f(x) = X(-2n,2n) cos(67x); g fl)= le))c[ 1,1 (%);
©) f(x)=e "y 0,00 (%), kus a>0; 1
O }C(x) el e a0 h) f(x) = Fe ~3, kus a > 0 (Diraci 8
e) f = X(_%,%); lahend)

2
na
-e” 4 . (Vordust saab néiteks toes-

NI»—A

o0
Ndpundide osajuurde' kasutage vordust f e_”x cosaxdx =

-

2

tada, ldhtudes Euler-Poissoni integraalist ja koosinuse Taylori reas

1
141*. Leidke funktsiooni f(x) = = Fourier’ teisend.
X°+a
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Nipundiide: resiidide teooria.
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Vastused ja lahendusvihjed

Bnéidake, et K% (A) c Uy (A);néiidake, et Unin(ry,r,} Q) € Kpy, 1, (A).
2
Ruumis R niidake, et K% (A) € Ur(A) ning Upingry, VA) S Ky rp, i A).

Sisalduvusest D c U, (0) jareldub D tokestatus. Vastupidi, olgu D tdkestatud, siis D < Up (A) mingi
0 >0jaAeR"™ korral. Tahistage r = p + || Al|.
Bla] o, ;B (1, e);[)ei leidu; [d) ei leidu.
4} Viiakse 1dbi nagu ruumis R, aga absoluutvaartus on asendatud normiga.
Leidke iga n jaoks selline X", et "X(") AH

ID [01],1) IRZID (x,y)e[01]2 xye@},ID 0,12 \ {( t€01] ID—

ul[0,1]
i.sulundl omadus; .D isoleeritud punktid ei tule sulundisse D°;[b .kul D on piirkond, siis U rolli
sobib D°; vastupidisel juhul annab U c D, et U c D°, millest jireldub vajalik sisalduvus D < U c D°.
[8l [)] lahtine, ei ole kinnine, ristkiilik; [b)] i ole lahtine ega kinnine, rongas; [c)] kinnine, ei ole lahtine,
ringjoon;
[0l [@)] kinnine, ei ole lahtine, tasand; [b) kinnine, ei ole lahtine, poolruum; [c)] kinnine, ei ole lahtine, ta-
sand;kinnine, ei ole lahtine, tasand;kinnine, ei ole lahtine, paraboolne silinder;kinnine, eiole
lahtine, elliptiline silinder; [g)| kinnine, ei ole lahtine, elliptiline paraboloid; |h)| kinnine, ei ole lahtine,
sirge;lahtine, ei ole kinnine, kera.
[10}[a)]tasand;[b)]tasand;[c)|sf4éri iilemine pool;[d)]koonus;[e) sfﬁéri alumine pool;[]paraboolne silinder.

L F(n0 == f ) fx-0 = e, £ (5 5) =@ s = 2%

[@)]paralleelsed sirged;[b)|kontsentrilised ringjooned;[c)] hiiperboolid, mille asiimptootideks on nur-
gapoolitajad; hﬁperboolid, mille astimptootideks on koordinaatteljed; kontsentrilised rombid;
ringjooned, mille keskpunkt asub x-teljel ja mis puutuvad y-telge;|g paralleelsed tasandid; kont-

sentrilised sfidrid; )] sama asiimptootilise koonusega poordhurb0101d1d

@H '6 min{l, £}; 6 min{l, 5};e)|§ = min{1,§}; I(S mln{%,ﬁ};
6=min{l, £}; = —;li 5—mln{1,F};D—\/l+E;D VE.

[16}[)]0;[0)] 0; [O)] —o0; [D)] a; [e)] 2; D] e [8)] 0; [ ei leid u; [D)] e leidu; [)] 0; )] ei leidu; [] 0; fm)] 0; [n)] 0; [o)] ei leidu.
Korduvate pllvaartuste jaoks kasutage Heine kriteeriumit.

[18}[)]jah; )] ei;[c)]jah; [d]jah; [e)] ei; [)]jah; [g)] ei; )] ei; ] jah.

Valige € = f(A).

Funktsiooni f pidevuse tingimusest tekkiv § sobib ka fj ja f> jaoks.

Ei.

Valige naiteks € = 1 ning mérgake, et | fX)| < |fX) - f(A)| +|fA)].

Heine kriteerium (kﬁige mugavam).
! f(x »n= x2+y2, ag( x,y) = x2+y2,%(x,y) y+yln(xy), f(x »n= x+xln(xy);c

lyl  of _xsgny,
my@(% )=-— ol

2, 'm

d) a];(x,y,Z) —+—2, f(x y,Z)z——ﬁ.g—];(x »a=—x—ie a—’;(x,y,Z)z

yoos(y +yz) = & 6,3,2), 3 6.3,.2) = (e + D costxy+ yap] 3 0x, ) = - %, L i, ) = Cosany

. Kasutage korduvalt valdet kui f on 16igus [a, b] pidev ja vahemikus (a, b) dif-v, kusjuures f’(x) >0
siis f on kasvav 101gus [a, b].
. f (x,)= arctan + C(x), kus C: R — R on suvaline funktsioon.
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fl,y) = yzl;xz + x22—1 +siny.

[29] arctan4, arctan4.

Diferentseeruvuse pdhjendab punkti A timbruses pidevate osatuletiste olemasolu;(a)| d f (h1, h2) =
df(hy, hg) = 12hy +8hy 1n2; df (hy, ho) = by + s [] df Gy, ) = 2+ B2 o) d o, s =
_V3. (24 1+ hg); df (hy, ho, hg) = —6hy +3hy + 2h3.

P =on pidev, O = on 16plikud osatuletised, D = on diferentseeruv, DD = on kaks korda diferentseeruv;
[)]B ~O; B O, ~D;[c)|B ~O;[d)] B O, D, =DD;[e)] =B, O;[f)] =, O;[g)|B, O, =D;[R)|B O, D, ~DD;[]R. ~O;[|B
0, D, “DD;[K]P, O, D, ~DD.

9w =Lan+ %(A)lg = (grad f, 0).

33l 5.

[]korgemale; b)) madalamale; [c)]vektori (8,9) suunas vdi vastassuunas.
Ba@ly-z=0;plx+2y-z-1=0;[c]3x+3y-z=0;[d]x+y—-z+1=0;[e)]2x+4y - z—5 = 0;[[)]
4x-2y—-z-3=0;g)|gx+ %y—z+ ‘/Tg -Z=0

B6}[a)ljah; )] ei (puutujatasandit ei leidu);[c)]jah.

Kasutage iihe muutuja funktsiooni tuletise vastavaid omadusi.

Kasutage ﬁlesannetning piirvédrtuse omadusi.

sint—cos f (q; . 5¢4 . . _ . 3 . 1+4£3-5¢4
m e (sin £+ cos t), P ,Hstt 2tcos2t,a4t +2t+ 1;le) LAY
41]

3x2sin ycos? y, x3 cos3 y—2x3 sin® y cos y;O, O;xz-yx Iny+2xy*, x3y*~1 .0, —1;—2x cos2y,
2x°sin2 y.
Nii védlimine funktsioon kui ka sisemised funktsioonid on diferentseeruvad seoses pidevate osatule-
tiste olemasoluga;la)| df = (e2¥—2xe?*—1) dx; df = (cosxcos(2x+1)+cos(3x+1)) dx; df =2In(y+
Ddx+ 2;“:11 dy;|d)|df =8x3dx+8y°3 dy df =e?* Y (2x? +2xy+2x+y)dx + (x— xy — x*)dy).
Koik osatuletised on pidevad, vajalikku jarku diferentseeruvus on seega olemas, veelgi enam, liit-
funktsiooni diferentsiaali kuju on invariantne muutuja vahetuse suhtes, kuna sisemine funktsioon on
lineaarfunktsioon;[a)|u = x+ y+1, d* f = 120ud4u;u =2x+3y—-5z, d®f=-cosudSu.

m ;;—afx 0)=-1, ;xz—a]; (0) = 1; rikutud on segaosatuletiste pidevuse ning osatuletiste diferentseeruvuse
nouded.

u(x,y) = C(y) + D(x), kus C on diferentseeruv ja D on suvaline funktsioon;[b)| u(x, y) = xC(y) +
D(y), kus C ja D on suvalised funktsioonid.

Kasutage osatuletiste lineaarsust.

[y =x2+y>%

Arvutage tuletis f(xo+iyp) konkreetsetes suundades x+iyg — X +iyp ja xo +iy — X +iyp, tulemus

peab tulema sama. Niisiis selgub, et g—z (%0, y0) + i% (x0,Y0) = g—; (%0, y0) — ig—'; (x0, y0)-
qgl Ou — 1 Ov Odv _ _1 du

or — r 0’ 0r~ 1 0¢°
50 22712‘ + 32712‘ = a% (g—;] + % (—%) =0, analoogiliselt ndidatakse ka v harmoonilisus.
51t[a)|v(x,y) =2xy+ C; v(x,y)=—-e*cosy+C.
52} Vahetu A f = 0 kontroll.

2_.2 2_.3

53} Koikjal rahuldab jaikliige a tingimust ~_ lim any) - O;f)|f(x,y)=1+y~— xTy - WT}’ +

\/ x2+y2—0 (x2+y2)%
2_.3 2 2 a2 3
e, Y] £ ) = yeyae B e o] ) = peyx— g LSRR o o P,y =
2 3
x+y—@+%+a(x,y);f(x,y)=x—yZX+a(x,y):f(xvy)=x2y+“(xd’)-
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541 Koikjal rahuldab jadkliige o tingimust lim (%)) =0;f)|f(x,y)=1+x+y+

—
V-2 (-12—0 (- D2+ -D2

(x+y) +a(x ¥); f(x y)=1+3x- 3y+3>y2 3xy+xy y +al(x, y);[c)
3x +3y x +y

(x+y) f(x,y):—%+3x+

+a(x,y).

I 1, 06 mz 005 .8 21;[d)]0,005.
a)| %

moc+nﬁ Bm?-4m)a? 2mnaﬁ+(3n 4n)ﬁ2
4

maarab bid (0) 0 b)|ei mééra, sestAon {(x,): F (x ) =0} 1soleer1tud punkt;[c)|midrab, f/(0) =
—2;|d)| ei miéra, sest A on {(x,y): F(x,y) = 0} isoleeritud punkt;maarab, £'(0) = 0;[f)| ei mira, sest
{(x,y): F(x,y) =0} laguneb punkti A imbruses kaheks 16ikuvaks sirgeks;ei maédra, sest{(x,y): F(x,y) =
0} laguneb punkti A timbruses kaheks 16ikuvaks jooneks.

+£(x) _ . _ () . _ X . ex— fx)_
@ af,(x) = ﬁf}c(j):f’(x) = m;f’(x) = —fo,f,(x) = —myf,(x) m
___fW
f,(x)__x+f(x)'
@ maarab, g—£(1,4) =1, a,0= —%;maarab, Lan=-2Lwan-= —%;maarab, 9 (a,b) =
(a b) =

3y
2 9
l‘ ) =-1 6y(x y)=-1 6x Lix,y) = 2, ay L (x,y) = xy+yzyax L (x,y) = t a§ (x,y) =

e =-5 Fon=-5L.

[a)] range lok. mnmmum punktis (0 0); [b)] lok. ekstr. puuduvad; [c)] range lok. maksimum punktis
(-2, -1);|d)|range lok. maksimum punktis (%, %), lok. maksimum pundktis (0,0); range lok. miinimum
punktis (0, O);range lok. miinimum punktis (1, —-1), range lok. maksimum punktis (-1, -1); lokaal-
sed ekstreemumid puuduvad;[h)]lokaalsed ekstreemumid puuduvad;[h)]range lok. maksimum punktis

1,-1).
range lok. miinimum punktis (1, -2, %), range lok. miinimum punktis (1,-1,3); range lok.
miinimum punktis %,1,1 .
range lok. miinimum punktides (-1,1) ja (1,-1), range lok. maksimum punktis (0,0); [b)] range
lok. miinimum nktis (1,1), range lok. maksimum punktis (-1, 1);[c)| range lok. miinimum punktis

( ab?® a*b )
157 @212 )

range lok. miinimum punktis ( 5 g) range lok. maksimum punktis (—%, - %) ;range lok. miini-
mum punktis (1, 1),.range lok. miinimum punktis (-1, 2, —2), range lok. maksimum punktis (1, -2,2);
range lok. miinimum punktis (1,1, 2).
Olgu ndpundites antud kddlmurdjoone pikkus p(7), siis

range lok. miinimum punktis (-1,1,0).

1 1 1 1 1
p(T) 22— +2- +...+2
2n 2n—2 2 2 n n

I 68| Kaare L suvalise koolmurdjoone pikkus ei tileta arvu K(b — a).
71}

a)1+\/_I2e“ 2+’me ,I27m I8a I8an3\/_ ”(a2+2)3 2‘[
\/(e2+1)3 2\/')

Suuna = jaoks kasutage omadust s(T) =inf{o(T,&): &k € [tg_1, 1), k=1,..., n} ja analoogilist S(T)
jaoks. Suuna < jaoks ndidake, et I* — I, = 0 ning toestage, et leidub & > 0 nii, et kui A(T) < &, siis
I —e < S(T)—e < s(T) <o(T,¢), analoogiliselt ka teine pool.
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Naiidake, et " lim (S (T) - s(T)) =0, kasutades liitfunktsiooni f oy iihtlast pidevust 16igus [a, b].

(73} Toimub analooglllselt Riemanni integraaliga.
74} Toimub analoogiliselt Riemanni integraaliga. Ei.
l.a) 1,b) 1, ¢) 1 (mirkus: vaadeldes potentsiaalifunktsiooni F(x, y) = x?y, pole see juhuslik, et koik
vastused on samad);[b)|0 (markus: vastust on arvutamata lihtne ndha, vaadeldes potentsiaalifunktsioo-
ni F(x,y) = xzm#); —2m;|d)[ -2 (mérkus: vastust on lihtsam n&ha, vaadeldes potentsiaalifunkt-
siooni F(x, y) = 2x% + xy + 2y? ning mingit lihtsamat koverat AB); |e)| —7.
@) (1)

NG

76} Kuna joone {(¢1 (#),p2(1)): t € [a, b]} puutuja sihivektor on (qo’1 (1), (p’z(t)), siis 71 (g1 () =

analoogiliselt 7o kohta. Niisiis

b b
fodx:f f((Pl(t),<Pz(t))(p’1(t)dt=f f(tpl(t),q)z(t))-T1(<.01(t))-\/qo'l(t)z+(,0'2(t)2dt=fo-T1dx,
a a

samuti saadakse teine vordus.
77} Jop xdy = g nab,
78l F(x,y) = (—x, y), tarvis on leida A = [; (F,7)d7, kus d7 = (dx, dy); saame, et A = —
. F(x,y) = (F,0), seega A= aF.
_ X2xy-y? — 4 _ _a. 2.y
a) Flx,y) = —z F(B) - F(A) = 4;|b)| F(x,) = xy, F(B) - F(A) = §;|c)|F(x,y) = % + %, F(B) -
3 F(B) —F@A)=-3
Sile|714.
) s- )
a (15 161n2);% bz_az) I4n V3 l( u)(ﬁ a)
8 12 12-7° _; )

12 37’ 24—671
i
89} Kasutage hulga nullmdddulisuse kriteeriumit (lemma 9.1).
90} Niidake, et S(T) — s(T) = 1 ristkiiliku [0, 1]2 iga alajaotuse T korral.
, Kasutage hulga nullmoodulisuse kriteeriumit (lemma 9.1).
Kui D; ja D2 on nullm6dduga, siis 8D Ud D> on nullmdéoduga. Nédidake, et 0(Dy UD2) c0D1U0Do,
0(D1 N Dy) c0D; UOD2 ning (D1 \ D2) €Dy UOD>.
Teatavasti f graafik sisaldub ristkiilikus R := [a, b] x [m, M]. Kasutage hulga nullmdddulisuse kritee-
riumit (lemma 9.1), pidades alajaotuse konstrueerimisel silmas, et f on {ihtlaselt pidev 16igus [a, b].
Pange tihele, et 3Us (A) on sile joon (voi kahe pideva funktsiooni graafiku ithend). u(Ugs (A)) = m62.
Kasutage md0odu aditiivsust l1dikumatute hulkade jaoks.
Pange tédhele, et D sisaldab mingit lahtist kera.
Kasutage m66du monotoonsust ja moddu aditiivsust Idikumatute hulkade jaoks, esitades Dy UD2 =
D1 (D2 \Dy).
99 Kasuta e md6du monotoonsust ja subaditiivsust koos seostega D° ¢ D < D = D° UdD.

!' b)| 8830 3:[a)] %5 [e))4m (2v6 - v3).

c(a+ +c)

Lg,o, 0). (NB! Raskuskese asub véljaspool keha!)

(0,0, 0);punktid (x,y,2), kus z on suvaline ja (x, y) onjoone x = ¢(u), y = w(u) isedrane punkt;
[©)](0,0,0).
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3x+2y—z—3 =0;2x+ \/§y—z=0;x+y— V2 =0.

Kuna ristkiilikuteks (ja dédrtes nende osadeks) jaotamine on iiks voimalik A jaotamise viis tiikiti
siledate joontega kinnisteks mootuvateks osapiirkondadeks tihiste sisepunktideta, siis kahekordne in-
tegraal ([ f dxdy = [[q f du. Kogu Q ulatuses on C kas positiivne voi negatiivne (C on pidev ja nulli
ei saa ldbida, sest A = B = 0). Seega teist liiki pindintegraal [[, fdxdy =+ [[ fdp.

Niide: x=u, y=—-v,2=0, kus(u v)€[0,1]x [-1,1],siis C=—1,aga vV A2+ B2+ C2 =1.

10 327‘[\/_261 (7[ 2),c)47m a-vVa?- b2

108}}a Inh4 V2+3 54\/
109 Znarctan—
110

111 i ﬁ47m (vastust on lihtsam leida Ostrogradski valemi abil); [c) I3 H az. ; H (vastust on
llhtsam leida Ostrogradskl valemi abil);[F)]0 (Ostrogradski valem).

112 }a 4”“’—‘”C+2nb2

\]

113 ﬁ.
114} 47,
115 Tahistame H(E) = ([ f (x, y, 2) dxdy dz, kus E on mé6tuv. Funktsioon f:= gi + ?33 + ‘3—5 on pidev

punkti M mingis timbruses. Kirjutades , tuletis piirkonna jargi“ lause (vt. lause 9.14) libi kolme muutuja

juhtumil, saame, et b}lnﬁd %5) = f(M). Kui aga leiab aset selline {ildine koondumine, siis leiab aset ka

koondumine, kus kehad E on koik tiikiti sileda rajapinnaga.

5.

Niidake, et jargmised kahe muutuja funktsioonid on pidevad mérgitud ristkiilikutes: |a)| f(x, £) =
SINY) - i £ #0,

X ristkiilikus [0, 1] x [0,3];|b ,t={ !
ristkiilikus [0, 1] x [ ]f(X) x, kui £ =0,

ristkiilikus [-2,10] x [—3,7];f(x, 1) =

Insin(z + x) ristkiilikus [0, F] x [1, F].

[D]Integrand f(x, ) = sgn(z — x) ei ole pidev ristkiilikus [0, 1] x [0,1]. Ent vahetu arvutamine niitab, et
F(x)=1-2x.

119} Kontrollige, et f(x,t) = 2 cos(tx) on pidev niiteks ristkiilikus [-1,1] x [0,3];

——, kuix#0
b)| f(x, 1) = 1+(1+1tX)Y on pidev néiteks ristkiilikus [-1,1] x [0, 1];

Tiet kuix=0
1 arctan —, kuix>2

)| f(x, 1) = { 7 2’ - 2' on pidev niiteks ristkiilikus [2,3] x [1,€].

Vastused . . e+1’l 5.

Kontrollige, et funktsioonid f ja 3 ﬁ on pidevad ristkiilikus R: I )\ f(x, 1) = arctan =[a, b1 x[0,1],

kus a > 0 vdi b < O,f(x,t) = Costtx , R=1a,b] x[1,7], kus a >0 vdi b < O,f(x, 1) = s g -
(409 - i >0

la, b] x [1,d], kus [1, x%] = [1, d], lisaks on Bx) = x? diferentseeruv;|d) flx, 0= ro i £ 0’

X, ui £ =0,

=[a, bl x [c,d], kus [0,2 + x] < [0, d], lisaks on B(x) = 2 + x diferentseeruv.

[x| .| 2cosmx® Zcosx 3cosx3—cosx 4(1+x) In|1+x]|
Vastllgled Iln\/@T > 1) R
1-cosl;

of In(I1+acosx)
122} Kontrollige, et funktsioonid f ja 5 on pidevad ristkiilikus R:fa)| f (a, x) = cosx

SIS
I
IS

—-a,
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arctan(atan x) x# T
R=[-aj,a1] x [0,7], kus a1€(0,1);f(a,x):{ tanx _% R=laplx[0F] kusae
=3

a,
(@, B);
Tulemused:|a)| I' (a) =

I'(a) = 2(|a|+1) , mlllest I(a) =
123| Kasutage Weierstrassi tunnust. vaja on lisaks pohjendada, miks kahe tihtlaselt koonduva integ-
raali summa on iihtlaselt koonduv.

Veenduge, et integrand on pidev kahe muutuja funktsioon; kontrollige integraalide tihtlast koon-
dumist Abeli, Dirichlet’ v6i Weierstrassi tunnusega.

[125} [a)]integraali enda koondumine ndidake eraldi intervallides [0, 1] ja [1,00) (I6igus [0, 1] on Rieman-
ni integraal, punktis x = 0 on parempoolne kérvaldatav katkevus), osatuletise integraal on esitatav
samuti kujul fol + /1°, kus esimene liidetav on Riemanni integraal ja teine koondub iihtlaselt tinu

=, millest I(a) = warcsina (vt. a = 0 integreerimiskonstandi mééramiseks);
b4 sgn a

,_‘
el
Q

-(In(1 + |al)) (vt. a = 0 integreerimiskonstandi mé&&ramiseks).

Weierstrassi tunnusele; saame, et I’ (a) = ﬁ, millest I(a) = m—zlm;lahendusv()tted analoogilised eel-

L, millest I(a) = In(a + 1); |c)|16igus [0 %] on tegu Riemanni integraaliga (punktis

nevaga, I'(a) = —

x = 0 parempoolne korvaldatav katkevus), 1oigus [2, ] koonduva piratu integraaliga, osatuletise in-

tegraali iihtlase koonduvuse saab kontrollida Weierstrassi tunnusega; saame, et I’ (a) = —Z—, millest
g g @ = 5V

nln(a+v u2+1)

> ;|d)| fikseerime b; integraali enda koondumine néidake eraldi intervalli-
des [0, 1] ja [1,00) (I6igus [0, 1] on Riemanni integraal, punktis x = 0 on parempoolne kdrvaldatav katke-
vus), osatuletise integraal on esitatav samuti kujul fol + /7%, kus esimene liidetav on Riemanni integraal

_ marsha _
I(a) = > =

ja teine koondub tihtlaselt tinu Weierstrassi tunnusele; saame, et g—é (a,b) = %, millest I(a, b) = % In %

. Va]ahkud uhtlased koondumised ndidake Weierstrassi tunnuse abil; ln a,I = %Shl = M;

n\f nf
512 ’ 560 ;

S(x)— 5= k = 1sm(2k l)x S(— n) 0 mUJaIS(x) ;b S(x) k 1(2k G sin(2k —
l)x, S(—n) = S(m) =0, mujal S(x) :sgnx;S(x) = —+Zz° (G2} 1) sinkn, S(-m) = S(n) = 7, mujal S(x) =
%;S(x) = %_ %0 1 n(zk P cos(2k 1x, S(x) = IxI;S(x) Z"O 200 U sinkx, S(-m) =S(w) =0,
mujal S(x)—x'S(x) 3 +Z°° 4t coskx, S(x) =

k=1 k2
S(x) -y 2‘”kz%smkx, S(=7) = S(m) = 0, mujal S(x) =x3;5(x) S ol 8‘”’62]6#
S(x) = ,S(x) Sh” (1 +Z‘I’C° 1 2};1)" coskx— % sinkx] S(—m) = S(n) = chz, mujal S(x) = e”.
—1- _ T
HS(x)— 1,S(x)— 5 -I2 | =gz cos@k-Dx, S(x) = x,IS(x) ~X | e Cos2kx,
(x) =sinx.

S(x) =Y | ot sin2k-1)x, S(m) =0, mujal S(x) = S(x) 2o (@-n2k) (-1 -
2)-sinkx, S(r) =0, mujal S(x) = 2 lS(x) k 12k sin2kx, S(O) S(m) = 0 mu]al Sx) = ——%.
HHS(JC) =7- Z ksmkx S(0) = S2n) = x, mu]al S(x) = x; S(x) +Zk 1 k2 coskx —

smkx, S(0)=S2n) = ,mu;al S(x) = x%; 2 k 1 m cos(2k— 1)- ”—lx, S(x) = |xl.
ma = (kasutage f(x) = x arendlst); (kasutage flx) = — arendist);|c 2 (Fourier’ ridu pole
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vaja, kuna Sy, = % ~ 55mTD

)
2m+1)’”
137 )0, ei; Hn jah;|c 0 ei;

32 (kasutage fl)= x3 arendist).
72, ]ah;H T ]ah;IO, iildiselt mitte.

0, kui x <2voix >3,
138{a) (f * &) (x) = :gx - Eﬂi e E:i 2_]1) D)|(f + @) = e
6x—18, kui x € (2,3);
] 0, kui x < 0 voi x > 2,
ol(fxgm=4 %, kui x€ (0,1,
[ w, kui x€ (1,2);
0, kui x <0voix =8,
dnx, kui x € (0,3),
d)|(f*gx) = 4x\f (4x+6)\/7 Kuix€ 3.5],
—(4x+6)\/73+6xf 10[ kui x € (5,8);
139} [a)HD)] jdrelduvad vahetult paratute 1ntegraalide vastavatest omadustest (tuleb sealjuures votta ar-

vesse, et vadrtused on komplekssed!); omaduse[g)| toestamiseks tuleb muuta integreerimise jérjekorda

x —y =: u, mida tohib teha seoses integraalide tihtlase koondumisega.
: 2 2 . 2 2 .
1 _n(y_g)z 1 —ﬂ(y+3)2. (y—3)sin(4n“y+12n°)+(y+3) sin(4n“-127n°) a-2iny . 2a .
140 2¢ +t3a¢€ P 2ny%-187m i|o) a?+4n?y?’ d) a?+4m?y?’ €)
sinmy __ 8imay | \|1-cos2my —n?a?y?
my (@+4n?y2)? ' proeal bl :
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