Peatukk 1

Arvuteooria

| Taisarvu esitus positsioonilises arvusiisteemis
P&himoisted
1) Arvu esitamisel positsioonilises arvusiisteemis, mille aluseks on valitud tihest suurem
positiivne taisarv k, kasutatakse k erinevat numbrimarki.

2) Igal arvul on ainult iiks esitus k-ndsiisteemis.

3) Arvu tdhistab numbrite jérjend, kus iga numbri vddrtus soltub selle asukohast jar-
jendis.

Niéiteks jarjend

ApQp—1Ap—2 .. .020100

tahistab k-ndsiisteemis arvu

k™ 4 a1 k" + anok™ 2 4 agk® + arkt + agk®.
Igapéevases elus ja koolimatemaatikas kasutatakse 10-ndsiisteemi.
Ulesanded

1. Arvud alates arvust 2 kuni 43 kirjutatakse iihte ritta 23456 ...40414243. Leia

a) mitmekohaline arv saadakse;

o

mitmendal kohal rea algusest (vasakult) asub esimene kord number 8;

)

mitmendal kohal rea 16pust (paremalt) asub esimene kord number 8;

o

@

)

)

) mitu korda esineb selles arvus number 5;

) milline numbritest esineb koige sagedamini;
)

f) kas on korvuti kolm (neli, viis jne) tthesugust numbrit?

Korda sama arvudega 1 kuni 100.

2. Kirjuta suurim (véhim) téisarv, milles esinevad koik kiimme numbrit tépselt iiks
kord.
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10.

11.

12.

13.

Kui palju on kolmekohalisi arve, mille kiimnendesituses voivad esineda ainult numb-
rid a) 1ja2; b) 0jab; c¢) 1,2ja3; d)0,1ja27

Kui palju leidub arvust 2020 viiksemaid positiivseid tédisarve, mille kiimnendesituses
voivad esineda ainult numbrid 0 ja 27

. Kahekohalise arvu numbrite ruutude summa on 10. Kui sellest arvust lahutada 18,

tekib arv, milles on esialgse arvuga vorreldes numbrite jarjekord vastupidine. Leia
see arv.

Milline kahekohalistest arvudest on 4 korda suurem oma numbrite summast ja 3
korda suurem numbrite korrutisest?

Kahe positiivse tdisarvu summa on 1244. Kui iihele neist lisada loppu number 3 ja
teisest kustutada viimane number 2, siis saadakse kaks vordset arvu. Leia need kaks
esialgset arvu.

Kolmekohaline arv 16peb numbriga 3. Kui see number kanda arvu esimeseks numb-
riks, siis tekib arv, mis on iihe vorra suurem esialgse arvu kolmekordsest. Leia see
arv.

Kuuekohalise arvu esimeseks numbriks on 2. Kui see number kanda arvus esimeselt
kohalt viimasele siilitades teiste numbrite jarjekorra, siis tekib arv, mis on kolm
korda suurem esialgsest arvust. Leia see arv.

Kolmekohalise arvu liitmisel selle numbrite jarjekorra vahetamisel saadud kolmeko-
halise arvuga saadakse 1252. Millised on need arvud, kui iihe ristsumma on 14 ning
numbrite ruutude summa on 847

Toesta, et kahekohalise arvu, mille numbrite summa on véiksem kiimnest, korru-
tamise asemel arvuga 11 voime lihtsalt antud arvu kiimneliste ja iiheliste numbri
vahele kirjutada selle arvu ristsumma.

Toesta, et kahekohalise arvu korrutamise asemel arvuga 99 voime jarjest kirjutada
esialgsest arvust iihe vorra viiksema arvu ja arvu, mis on saadud esialgse arvu
lahutamisel arvust 100.

Kolmekohalise arvu numbrid on jarjestikused naturaalarvud. Moodustatakse uus
kolmekohaline arv, kirjutades esialgse arvu numbrid vastupidises jarjekorras. Toesta,
et suurema ja viiksema arvu vahe on 198.

Harjutamiseks (vt www.math.olympiaadid.ut.ee)

MO 1998 2v 8t-2; MO 1995 2v 9-3; MO 1997 2v 8-1; MO 1998 2v 8-1; MO 1999 2v 8-3;
MO 1998 2v 7-2; LV 2000 siigis N-1

Il Arvu kiimnendesituse viimased numbrid

Pohimdisted

Toesta, et

1) kahe samamaérgilise tdisarvu summa iiheliste number on nende arvude iiheliste numb-

rite summa tiheliste number;
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2) kahe téisarvu korrutise tiheliste number on nende arvude tiheliste numbrite korrutise

ttheliste number.

Ulesanded

1.

© X® e o

Millise numbriga lopeb

a) summa 13 + 13 + ... + 13, milles on 123456789 liidetavat;
b) summa 25 + 25 + ... + 25, milles on 123456789 liidetavat;
¢) summa 37 + 37 + ... + 37, milles on 123456789 liidetavat;
d) korrutis 5-5-...-5, milles on 50 tegurit;

e) korrutis 22-25-32-35-42-45-52-55;

f) korrutiste summa 1-3-5-7-9+2-4-6-8-57

. Millise numbriga lopeb

a) koigi kahekohaliste arvude summa;
b

) koigi kahekohaliste paarisarvude summa;
c) koigi kahekohaliste paaritute arvude summa;
)

d

koigi kahekohaliste paaritute arvude korrutis?

Mitme nulliga 16peb korrutis

a) 22-25-32-35-42-45-52-55;

b) 1-2-3-...-54-557
Olgu a koigi kolmekohaliste paarisarvude summa ja b koigi kolmekohaliste paaritute
arvude summa. Millised on arvu a — b kaks viimast numbrit?
Mitme nulliga 16pevad faktoriaalid 3!, 4!, 5!, 6!, 10!, 14!, 21!, 27!, 78! 2018! ?
Milline on arvu 1! + 2! 4+ 3!+ ... 4+ 1999! viimane number?
Leia arvu 1' + 2% + 3% + 4% + 55 4 6% + 77 + 8% + 9° viimane number.
Leia arvu 1" + 2" + 3" + 4" viimane number soltuvalt tdisarvu n > 0 véidrtusest.
Millise numbriga lopeb arv

a) 19Y +12'%
b) 199697 + 19979 4 1998'9% 4 199920007

Harjutamiseks

MO 1994 2v 8t-1; MO 1995 2v 7t-2; MO 1996 2v 7t-1, 9t-2; MO 1998 3v 9-1; MO 1999
2v 7t-5; LV 2000 stigis N-2

Il Taisarvude jaguvus

Pahimaoisted

1) Kui tédisarvude a ja b korral leidub téisarv ¢ nii, et a = b- ¢, siis 6eldakse, et téisarv

3
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i) a jagub taisarvuga b ning tahistatakse a : b;
ii) b jagab tdisarvu a ning téhistatakse b | a;
iii) b on tdisarvu a jagaja (tegur).

2) Toesta jargmised jaguvuse omadused.

Lause 1. Kui a:b ja c:b, siis ka (a £ ¢):b.

Lause 2. Kui a + ¢ =d ja a:b, siis d: b parajasti siis, kui c:b.
Lause 3. Kui a:bjab:c, siis ka a:c.

Lause 4. Kui a: b, siis ka k - a : b mistahes taisarvu k korral.
Lause 5. Kuia:bjac:d, siiskaa-c:b-d.

Lause 6. Kui a:b ja b:a, siis a = +b.

3) Toesta taisarvude jaguvuse tunnused 2-ga, 3-ga, 4-ga, 5-ga, 8-ga, 9-ga.

Ulesanded

1. Tdesta, et vahe ab — ba jagub 9-ga mistahes kahekohalise arvu ab korral.

A ol ol o

© % 3=

10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

Tdesta, et neljakohaline arv abed jagub 101-ga siis ja ainult siis, kui ab — cd = 0.
Toesta, et kuuekohaline arv abcabe jagub arvudega 7, 11 ja 13.
Toesta, et neljakohaline arv abba jagub 11-ga.

Toesta, et taisarv jagub 11-ga, kui selle arvu paarisarvulistel kohtades olevate numb-
rite summa ja paarituarvulistel kohtadel olevate numbrite summa vahe jagub 11-ga.

Taisarvud a ja b on sellised, et 11 | (a® + 9ab + b*). Niita, et 11 | (a® — b?).

Arv a jagub 7-ga. Niita, et ka a® 4+ 3a 4+ 7b — 21 jagub 7-ga.

On teada, et n | a jan | (5a+ b). Toesta, et n | b.

On teada, et n | (5a + 3b) ja n | (3a + 2b). Toesta, et n | a jan | b.

Milline number tuleks kirjutada ® asemele arvus 1234®, et saadud arv jaguks a) 2-
ga; b) 3-ga; c¢) 4-ga; d) 5-ga; e) 8ga; f) 9-ga; g) 1l-ga?

Milline number tuleks kirjutada ® asemele arvus 19 ® 94, et saadud arv jaguks
a) 9-ga; b) 11-ga?

Milline number tuleks kirjutada kahe ® asemele arvus 15 ® ®15, et saadud arv
jaguks 99-ga? (Kumbki ® vo6ib téhistada erinevat numbrit.)

Milised arvudest 31416, 271828, 222222, 123456 jaguvad a) 2-ga; b) 3-ga; c) 4-ga;
d) 5-ga; e) 8ga; f) 9-ga; g) 1l-ga?

Tdesta, et summa 1% + 23 + ... + 999 jagub 1000-ga.

299

Tdesta, et summa 2° + 2% jagub 100-ga.

Toesta, et kui taisarvus mingil suvalisel viisil vahetada numbrite asukohti, siis esialg-
se arvu ja saadud arvu vahe jagub 9-ga.

Toesta, et 2n+ 1 jarjestikuse taisarvu summa jagub arvuga 2n + 1 iga naturaalarvu
n korral.
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Harjutamiseks

MO 1999 2v 7t-3; MO 1998 2v 7t-5; MO 1995 2v 7t-5; MO 1994 2v 7-2; MO 1997 2v Tt-2;
MO 1993 3v 9-2

IV Alg- ja kordarvud
Pohimaoisted
1) Igal naturaalarvul n > 1 on vihemalt kaks jagajat 1 ja n.

2) Naturaalarvu p > 1, millel on tépselt kaks positiivset jagajat 1 ja p, nimetatakse
algarvuks.

3) Téisarvu, millel on enam kui kaks positiivset jagajat, nimetatakse kordarvuks.
4) Arv 1 ei ole alg- ega kordarv.

5) Aritmeetika pohiteoreem. Iga iihest suurem naturaalarv n on iihesel viisil esita-
tav kanoonilisel kujul, st oma algtegurite (astmete) korrutisena

n=pytopht- . p
6) Kordarvu n = pi . ph2. .. pk koigi positiivsete jagajate arv on
dn)= (k1 +1)-(ka+1)-...- (k. +1).

7) Algarvude hulk on 16pmatu.
8) Algarvude seal on vaid tiks paarisarv so 2.

9) Kui algarv p jagab kahe téisarvu a ja b korrutist ab, siis jagab p vdhemalt iihte
tegureist a ja b.

10) Igal kordarvul n leidub jagaja m nii, et 2 < m < v/n.

Ulesanded

1. Millised arvud esimese viiekiimne positiivse taisarvu seas on algarvud?

2. Millised jargmistest arvudest on kordarvud?

a) ?9298 : -21035t b) 11111111; ¢) 17" +21%;  d) 2" +424; ) 1517% — 1516%
f) 4 —nuf? mg) 100 —1; h) 10°—57; i) 10" —7; j) 10" —4; k) 55%7 —71'7;
1) 1262000 _ 512001,

Millised arvudest 141, 143, 155, 161, 163 on algarvud?

Leia koik algarvud, mis on suuremad kui 100, aga véiksemad kui 120.

Leia koik naturaalarvud n, mille korral koik arvud n+1, n+ 2 ja n+4 on algarvud.
Milliste naturaalarvu n védrtuste korral on arv n? — 1 algarv?

Milliste naturaalarvu n védrtuste korral on arv n® — 1 algarv?

Milliste naturaalarvu n vidrtuste korral on arv n? 4 5n + 6 algarv?

© ®» NS AW

Milliste naturaalarvude n ja m vidrtuste korral on arv (n —m)(n*4+m — 1) algarv?

5
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10.
11.
12.
13.

Leia koik algarvude paarid (p; ), mille korral p* — 2¢* = 1.
Leia koik sellised naturaalarvud, mille numbrite korrutis on 1986.
Leia koik sellised algarvud, mida ei saa esitada kahe (positiivse) kordarvu summana.

Leia tegurite 2% ja 5™ astendajad k ja m arvude 125, 170, 1024, 23!, 42! ja 2000!
kanoonilises kujus.

Harjutamiseks

MO 1993 2v 9-3; MO 1995 3v 9-2; MO 1996 2v 7t-2, 8t-4, 9t-17; MO 1997 2v 7t-4, 8t-5;
MO 1998 2v 7t-3, 9-2; MO 1999 2v 8t-1, 3v 9-1

V Jaakide aritmeetika

Pahimaoisted

1) Jagada jaagiga téisarv a positiivse taisarvuga m tdhendab téisarvu a esitamist kujul

a=qm-—+r,

kus mittetaielik jagatis q on téisarv ja jdak r rahuldab tingimust 0 < r < m. Antud
tingimustel saadud esitus on tihene.

2) Téisarvu jagamisel teatava kindla naturaalarvuga m > 0 tekkinud jadk on iiks

arvudest 0,1,2,...,m — 1.

3) Téisarvude a ja b, mis jagamisel teatava kindla naturaalarvuga m > 0 (moodu-

liga) annavad iihesuguse jadgi, nimetatakse kongruentseteks mooduli m jargi (ehk
jaagivordseteks arvudeks) ja kirjutatakse

a=0b (modm).

4) Toesta, et tdisarvud a ja b on kongruentsed mooduli m jérgi parajasti siis, kui

m|a—b.

5) Toesta jargmised olulised omadused.

Lause 1. Kui a = gym + ry ja b = gam + 1y, siis
i) atb=r; £ry (mod m);
i) a-b=ry-ry (mod m).
Lause 2. Taisarvude a ja b vahe a — b jagub naturaalarvuga m > 0 parajasti siis,
kui @ = b (mod m).
Lause 3. Kui a = b (mod m), siis iga positiivse tdisarvu k korral
i) a* =b" (mod m);
ii) ak = bk (mod mk).
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Lause 4. Kui a = b (mod m) ning a, b ja m jaguvad positiivse tédisarvuga k, siis

a b m
P (mod ?>
Lause 5. Kui a = b (mod m) ja b = ¢ (mod m), siis a = ¢ (mod m).
Lause 6. Kui a = b (mod m) ja ¢ =d (mod m), siis
i) atc=b+d (mod m);
ii) ac =bd (mod m).

Ulesanded

. Toesta, et n jarjestikusest naturaalarvust tapselt iiks jagub arvuga n.

. Toesta, et suvaliste taisarvude a ja b korral vihemalt iiks arvudest a, b, a + b ja

a — b jagub kolmega.

Naturaalarvu a jagamisel arvuga 8 tekkis jadk 7. Miline jadk tekib arvu a® jagamisel
arvuga 87

4. Naturaalarvu a jagamisel arvuga 5 tekkis jiik 4. Toesta, et a® +a® jagub arvuga 5.

. Toesta, et mistahes tiisarvu a korral @ = a® (mod 6).

6. Toesta, et mistahes algarvu p > 5 jagamisel arvuga 6 tekkiv jadk saab olla vaid 1

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

Vol 5.

Toesta, et mistahes algarvu p > 5 ruudu jagamisel arvuga 24 tekkiv jadk saab olla
vaid 1.

Toesta, et mistahes taisarvu ruudu jagamisel arvuga 3 tekkiv jadk saab olla vaid 0
voi 1.

Toesta, et iikski arv kujul 3k 4 2, kus k£ on naturaalarv, ei saa olla tdisruut.
Toesta, et mistahes taisarvu ruudu jagamisel arvuga 4 tekkiv jadk saab olla vaid 0
voi 1.

Toesta, et mistahes taisarvu ruudu jagamisel arvuga 8 tekkiv jadak saab olla vaid 0,
1 voi 4.

Toesta, et mistahes taisarvu kuubi jagamisel arvuga 7 tekkiv jadk saab olla vaid 0,
1 voi 6.

Toesta, et arv kujul 5- 2% + 2 ei saa iihegi naturaalarvu & korral olla mingi téisarvu

ruuduks.

Toesta, et tipselt iiks arvudest n — 1, n, n + 1, n® + 1 jagub arvuga 5 suvalise
positiivse taisarvu n korral.

Tdesta, et suvalise naturaalarvu n korral arv n® + 3n* + 2n jagub 6-ga.

Arvude 2077 ja 100 jagamisel naturaalarvuga m saadi ithesugused jadgid. Milliseid
véartusi voib omada arv m?

Milliseid véartusi voib omada naturaalarv m, kui arvu 1987 jagamisel selle arvuga
m saadi jaak 97
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18.

19.

20.

21.

VI

—

3

Taisarvu a jagamisel arvuga 1981 saadi jadk 35, jagamisel arvuga 1982 aga jadk 13.
Milline jaék tekib arvu a jagamisel arvuga 147

Leia vahim tihest suurem naturaalarv, mis annab jagamisel nii arvudega 2, 3, 4, 5
kui ka 6 jaagi 1.

Leia vahim naturaalarv, mis annab jagamisel arvuga 2 jaagi 1, jagamisel arvuga 3
jaagi 2, jagamisel arvuga 4 jadgi 3, jagamisel arvuga 5 jaagi 4 ja jagamisel arvuga 6
jaagi b.

Leia vahim naturaalarv, mis annab jagamisel arvuga 2 jédgi 1, jagamisel arvuga 3
jaagi 1, jagamisel arvuga 4 jaagi 3, jagamisel arvuga 5 jadgi 2 ja jagamisel arvuga 7
jaagi 4.

Kriiptogrammid

. Taasta puuduvad numbrid korrutises.
6
x %
*
*
*
* * 0

. Taasta puuduvad numbrid jagatises.

6 *x *x 3 0 : % * = 3 % * b
5 4
7 8
x ok
ko ok
5 4
ok
x ok
10
. Taasta puuduvad numbrid korrutises.
x ok
x ok
* 0 *x %
x % D
* * ok
* * x * &
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4. Taasta puuduvad numbrid korrutises.

2 x 8
3 *
*x 1 6
6 2 x
6 * x x

5. Korrutamistehtes tahistab erinev téht erinevat numbrit. Leia need nii, et arvutus
oleks oige.

N

DA R &

I

I N
K O
K O

SIS
SIele



Peatukk 2

Diskreetne matemaatika

| Dirichlet’ printsiip

Dirichlet] printsiip (lihtvariant). Kui n puuris istub kokku vihemalt n + 1 kiiiilikut,
siis leidub puur, milles istub vihemalt kaks kiitilikut.

1. Tuginedes antropoloogiale, voib Oelda, et ei leidu inimest, kellel oleks rohkem kui 500

000 juuksekarva. Toesta, et Eestis leidub kaks vordse juuksekarvade arvuga inimest.

. Korratul 6pilasel on sahtlis viit eri varvi sokke (igast vérvist vihemalt kaks). Mitu
sokki tuleks sahtlist votta, et voetud sokkide seas oleks kaks sama vérvi?

. Toesta, et mistahes kiimne naturaalarvu seas leidub alati kaks arvu, mis algavad
ithe ja sama numbriga. Kas voib viita, et leiduvad kaks sellist, mille lopunumbrid
on vordsed?

. Viskame kaht taringut. Mitu korda on tarvis visata, et kindlasti saada kaks viset,
mille silmade summad on vordsed?

Dirichlet’ printsiip (iildvariant). Kui n puuris istub kokku vihemalt kn + 1 kiiiilikut,
siis leidub puur, milles istub vihemalt & + 1 kiitilikut.

5. Koolis on 36 opilast. Kas jargnevad véited on toesed? a) Vahemalt kahel opilasel

on stinnipéev samal kuupéeval (kuu voib erineda). b) Vdhemalt neljal opilasel on
siinnipaev iihel ja samal kuul. Mitu opilast peaks selles koolis vihemalt olema,
et kindlasti leiduks viahemalt 3 last, kes tahistaksid oma siinnipdeva iihel ja samal
péeval aastas? (Vaatleme ainult lihtaastaid.)

. Konverentsist vottis osa 40 delegaati 13 riigist. Toesta, et vihemalt iihe riigi dele-
gatsioonis oli rohkem kui 3 liiget.

. Mitu korda on tarvis visata kolme taringut, et kindlasti olla teinud vahemalt neli
viset, mille silmade summad on vordsed?

!Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), saksa matemaatik

10
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8.

10.

11.

Mitu korda on tarvis visata kahte taringut, et saada kolm korda samad silmad
molemal téringul? Lahendada iilesanne a) juhul, kui téringud on iihesugused, st.
silmade paarid (2, 1) ja (1,2) loeme vordseteks; b) juhul, kui tdringud on erinevad
(naiteks eri vérvi), st. néiteks silmade paarid (2,1) ja (1,2) loeme erinevateks.

Konverentsist vottis osa 70 delegaati, kes konelesid 11 erinevat keelt. Iga delegaat
koneles ainult iiht keelt. Uht keelt koneles iilimalt 15 delegaati. Otsustati valida
ametlikuks keeleks iga selline keel, mida koneles vihemalt 5 delegaati. Toesta, et
konverentsil oli vihemalt 3 ametlikku keelt.

Seitseteist matemaatikut erinevatest riikidest on omavahel kirjavahetuses. Iga kaks
matemaatikut kirjutavad iihes kolmest keelest: inglise, prantsuse voi vene. Toesta,
et leiduvad kolm, kes kirjutavad iihes ja sellessamas keeles.

Lopmatul malelaual paiknevad 7991 maleratsut. Toesta, et nende hulgast on voi-
malik vilja valida 1997 sellist, millest iikski pole teise tule all.

Rakendusi geomeetrias

12.

13.

14.

15.

16.

Aias mootmetega 35 m x 42 m on 100 puud. Kas saab leida sellise 3 m x 5 m
ristkiiliku, et selles kasvaks vihemalt kaks puud?

Aianduses kehtivate reeglite kohaselt peab kahe puu vaheline kaugus olema mitte
véiiksem kui 5 meetrit. Toesta, et ristkiilikukujulises aias mootmetega 20 m x 15
peab seetottu olema vahem kui 26 puud.

Ruudus mootmetega 10 x 10 asetsevad 101 punkti. Naidake, et selles ruudus voib
leida kolmnurga pindalaga 1 cm?, milles asub vihemalt kaks antud punkti.

Ruudus kiiljepikkusega 1 on méargitud 51 punkti. Toesta, et leiduvad kolm mérgitud
1
punkti, mis asuvad: a) ruudus kiiljepikkusega 0,2; b) ringis raadiusega =

Ringis diameetriga 5 on valitud 10 punkti. Toesta, et nende seas leidub 2 punkti,
mille vaheline kaugus on vihem kui 2.

Rakendusi arvuteoorias

17.

18.

19.

20.

21.
22,

23.

Toesta, et kolme suvalise naturaalarvu seast on alati voimalik véilja valida kaks arvu,
mille summa ja vahe jaguvad arvuga 2.

Toesta, et viie suvalise naturaalarvu seast on alati voimalik vélja valida kolm arvu,
mille summa jagub kolmega.

Toesta, et mistahes n+ 1 naturaalarvu seast on alati voimalik vélja valida kaks arvu
nii, et nende vahe jagub arvuga n.

Toesta, et viie mistahes naturaalarvu ruudu seast on alati voimalik vélja valida kaks
arvu, mille vahe jagub seitsmega.

Toesta, et iga naturaalarvu n jaoks leidub arv kujul 11...100...0, mis jagub n-ga.

Esimese klassi opilane Peeter tunneb vaid numbrit 1. Toesta, et ta voib kirjutada
arvu, mis jagub arvuga 1989.

Toesta, et n arvu seast saab valida moned selliselt, et nende summa jagub arvuga
n.

11
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24. Toesta, et arvu 37 mingi aste lopeb numbrite rithmaga 00001.

25. Olgu arv p iithistegurita arvuga 100000. Toesta, et arvu p mingi astme kiimnendesitus
1opeb numbrite rithmaga 00001. Tdesta veel, et iga naturaalarvu n korral leidub
selline naturaalarv k, et p* kiimnendesituse 16pus on n nulli ja number 1.

26. Koordinaattasandil on mérgistatud 5 taisarvuliste koordinaatidega punkti ning iihen-
datud paarikaupa loikudega. Toesta, et nende loikude keskpunktide seas leidub vé-
hemalt iiks, mille koordinaadid on samuti taisarvud.

Il Matemaatiline induktsioon
Naide. Toesta, et
n(n+ 1)

1424+...+n= 5

Lahendus. Kontrollime koigepealt vorduse kehtivust juhul n = 1. Sel juhul on vasakul

1(1+1
pool 1 ja paremal pool w = 1. Jarelikult juhul n = 1 vaide kehtib.

Eeldame niiiid, et vordus kehtib mingi arvu n = k korral ja naitame, et sellest jareldub
vorduse kehtivus n = k + 1 jaoks. Olgu siis n = k + 1; teisendades saame

o k(k+1
1424 +(n=14n = 142+.. +k+(kh+1D" %

— (k1) <§H):W:

+(k+1) =

2
n(n+1)
2 )
kusjuures mérgiga (*) tdhistatud kohas kasutasime eeldust. Tuleb vilja, et vorduse keh-

tivusest mingi arvu n = k jaoks jareldub vorduse kehtivus jargmise arvu n = k£ + 1 jaoks.
Matemaatilise induktsiooni printsiibi kohaselt kehtib vorratus iga arvu n € N korral. [

1. Toesta jargmised vaited:

a) 5.2 1 3372 jagub 19-ga iga tdisarvu n > 0 korral;
b) 11"+ 4 122"~1 jagub 133-ga iga naturaalarvu n korral;
c¢) kui n > 1, siis 22" 4 1 1peb 7-ga.
2. Toesta vordused:
a) 14+34+54 -+ (2n—1)=n?
b) n(n+1)6(2n+1);
) P+2°+3% 4+ 4’ =(14+2+3+ - +n)%
)

1 1 1 n+1
0 (Y (- A) (1 A) -
e) 12—224—32—...4_(_1)”*1”2: (_1)n1w;

PP4+22+3 4+ 40P =

12
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10.

11.

. Toesta, et kui n positiivse reaalarvu xy, xs, ..., x, korral 1 + 2o + --- + z,, <

fy 1- 114221+ 4+n-nl=Mn+1)! —1;

1
5
siis (1 —x1)(1—ax9)...(1—x,) > %
Toesta induktsiooniga, et kumera n-nurga sisenurkade summa S,, avaldub valemiga
Sp = (n—2)-180°.

n?+n+2

. Toesta, et tasandil asuvad n sirget tekitavad iilimalt — s piirkonda.

. Labi iithe punkti pannakse n tasandit nii, et iikski kolm neist ei loiku mooda sama

sirget. Toesta, et need tasandid jaotavad ruumi n? — n + 2 osaks.

Loeme, et kogum tasandeid on iildasendis siis, kui igal kahel tasandil leidub iihine
loikesirge ja igal kolmel tasandil leidub iihine loikepunkt, kusjuures need loikesirged
ja loikepunktid on koik erinevad. Toesta, et n lildasendis tasandit jaotavad ruumi
nd+5n+6
6
Ringmaanteel, mille pikkus on 100 km, seisab n autot. Neil on iihtekokku nii palju
bensiini, et katta 101 km. Tdesta, et leidub iiks auto, mis, alustades oma bensiiniga
ja kogudes teel bensiini iilejadnud autodelt, voib labida téisringi. (Bensiini tohib
votta ainult siis, kui autod on korvuti; autot liikata ei tohi.

osaks.

Naturaalarvudest koostatakse rombid kiiljepikkusega 1, 2, 3, ...allndidatud viisil.
Leia n-nda rombi arvude summa ja toesta saadud valemi 6igsus induktsiooniga.

1
1 2 2
1 2 2 3 3 3
1 2 2 3 3 3 4 4 4 4
3 4 4 5 3 3
d 6 6
7

Linnas elab n latatara, kusjuures n > 4. Koigil neil on telefon. Uhel pdeval samal
ajal saab igaiiks neist teada mingi uudise. Toesta, et on voimalik organiseerida
telefonikoned niiviisi, et parast 2n — 4 konet teab iga latatara iga iilejaanu uudist.

Malelaual mo6tmetega 2" x 2" ruutu vérvitakse tiks vabalt valitud ruut — —
punaseks. Toesta, et malelaua saab katta kolmeruuduliste L-kujuliste ‘
tiikkidega nii, et ndhtavale jadb ainult punane ruut.

Leia viga jargmises kahes ,toestuses”.

12.

Koik linnud on ihte varvi.

Baas. Kui n = 1, siis on meil tegemist {iheainsa linnuga ja véide kehtib.

Samm. Eeldame, et véide kehtib k linnu korral. Vaatleme k+1 lindu Ly, ..., Lgy;.
Jattes esialgu viimase linnu valja, saame induktsiooni eelduse pohjal, et linnud L4,
..., Ly on iihte varvi. Jattes vilja esimese linnu, ndeme, et ka linnud Lo, ..., Ly

13
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on iihte varvi. Siit jareldub, et lind Li,; on sama vérvi nagu linnud Ly, ..., L,
seega on koik k + 1 lindu iihte vérvi.

13. Koik positiivsed taisarvud on omavahel vordsed. Mérkigu téhis max(x,y) arvude x
ja y seast suurimat. Téestame viite induktsiooniga arvu max(z,y) vadrtuse jargi.

Baas. Kui max(z,y) = 1, siis peab olema x = y = 1, sest tegemist on positiivsete
taisarvudega.

Samm. Eeldame, et védide kehtib arvude puhul, mille maksimum on k. Olgu niiiid
arvud z ja y sellised, et max(z,y) = k+1. Viimane vordus on samavéérne vordusega
max(x — 1,y — 1) = k. Induktsiooni eelduse pohjal x — 1 =y — 1, millest x = y.

Il Graafid

Graaf G = (V, E) koosneb tippude hulgast V' ja tippusid kahekaupa iihendavate servade
hulgast E. Tippude hulk ei tohi olla tiithi. Graafi, milles ei leidu silmuseid (servi tipust
tema endani) ning kordseid servi (kahe tipu vahel rohkem kui iiks serv), nimetatakse
lihtgraafiks.

Graafina voime vaadelda naiteks:

1) punkte ja nendevahelisi jooni tasandil voi ruumis, kui pole oluline punktide paigutus,
joonte kuju ja loikumine véljaspool punkte;

2

3

) linnu ja nendevahelisi maanteid, lennu- voi rongiliine;
)
4) tube ja nendevahelisi uksi majas;
)
)

ristmikke ja nendevahelisi tdnavaloike linnas;

3
6

inimesi ja nendevahelisi tutvus-, soprus- vm. suhteid;

mingi mangu seise ja lihest seisust teise viivaid kaike.

Graafi tipu valentsiks nimetatakse sellest ldhtuvate servade arvu.

Teeks graafi tipust x tippu y nimetatakse loplikku servade jarjendit xaq, ajas, . .., G,_1a,,
any. Teed, mis ei sisalda iihtegi serva rohkem kui iiks kord, nimetatakse ahelaks. Mitte-
tiihja ahelat, mille algus- ja lopptipp langevad kokku, nimetatakse tsiikliks.

Graafi nimetatakse sidusaks, kui selle mistahes kahe tipu jaoks leidub neid ihendav tee.

Graafi, mille koik servad on varustatud suunaga, nimetatakse orienteeritud graafiks.
Kui koik servad on ilma suunata, rédagitakse orienteerimata graafist.

Tsiiklit, mis sisaldab graafi iga serva tépselt ithe korra ja ldbib iga tippu, nimetatakse
Euleriﬁ tsiikliks. Ahelat, mis sisaldab graafi iga serva tépselt iihe korra ja ldbib iga
tippu, nimetatakse Euleri ahelaks.

Sidusat tsiikliteta lihtgraafi nimetatakse puuks. Igal sidusal lihtgraafil leidub aluspuu, st.
niisugune puu, mille tipud langevad kokku esialgse graafi tippudega ning mille servade
hulk on antud graafi servade hulga alamhulk.

?Leonhard Euler (1707-1783), &veitsi matemaatik.

14
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1. 3x3 laual on kaks valget ja kaks musta ratsut. Kas on voimalik ratsudel malekdikude
abil saada olukorrast a) olukorda b)?

2. Toesta, et igas graafis on valentside summa paarisarv.

>

a a |4

3. Toesta, et igas graafis on paaritu valentsiga tippe paa-
risarv.

7 2] |a
a) b)

\&\‘X

™

4. Toesta, et igal peol leidub kaks inimest, kes tunnevad
sama arvu teisi peolisi.

5. Toesta, et 51 inimesega peol leidub alati inimene, kes tunneb paarisarvu teisi inimesi.

6. Olgu T lihtgraaf, millel on n tippu. Toesta, et jargmised vaited on koik tiksteisega

samavaarsed.
a) T on puu (st. sidus ja tsiikliteta).
b) T on tstikliteta graaf, millel on n — 1 serva.
c) T on sidus graaf, millel on n — 1 serva.
)

d) T on sidus ning iga tema serv on sild (selline serv, mille kustutamisel graafi
sidusus kaob).

e) T suvalise kahe tipu vahel on tépselt tiks lihtahel (ahel, milles iikski tipp ei
esine korduvalt).

f) T on tsiikliteta, aga mistahes uue serva lisamisel tekib tsiikkel.

7. Linnas M voib mistahes metroojaamast mistahes teise soita (voib-olla timberistu-
misega). Toesta, et leidub jaam, mille voib remondiks sulgeda, nii et koigist teistest
jaamadest saab koigisse teistesse soita nagu ennegi.

8. (Euler, 1736) Konigsbergis (praegu Kaliningrad) oli Euleri ajal 7 silda, mis tihen-
dasid Pregeli joe kaldaid saartega. Kas voib jalutuskiigul linnas ldbida koik seitse
silda, iiletamata iihtki neist kahte korda?

9. Milliseid kujunditest 1-8 on voimalik joonistada pliiatsit paberilt tostmata ja juba
tommatud joont iile joonistamata?

== OWVC

\%%’ (&

5 6 7 8

]

10. Toesta Euleri teoreem: Loplikus rohkem kui iihe tipuga sidusas graafis G leidub
Euleri tsiikkel parajasti siis, kui G koigi tippude valentsid on paarisarvud.

15
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11. (NL 1961, 8. klass) On antud 16 16igust koosnev ku-
jund. Toesta, et ei leidu koverat, mis loikaks koiki
loike tapselt iiks kord. Kover ei tarvitse olla kinnine,
voib ennast loigata, kuid ei tohi loike puutuda ega
labida loikude otspunkte.

12. Matemaatikaringi kogunemisele tuli 10 opilast, kellele esitati 10 iilesannet. Iga tiles-
ande lahendas ara kaks opilast ning iga opilane lahendas dra kaks tilesannet. Toesta,
et voib korraldada lahenduste ettekandmise sel viisil, et iga opilane réadgiks ithe oma
lahenduse ning koigi tilesannete lahendused saaksid ette kantud.

13. Toesta, et mistahes kuue inimese seas leiduvad kolm sellist, kes paarikaupa tunnevad
iiksteist, voi kolm sellist, kes paarikaupa tiksteist ei tunne.

14. (Austraalia, 1998) Hérra ja proua Méager ldksid piknikule, kus peale nende osales veel
4 abielupaari. Kohale joudes tervitasid moned neist oma paremaid sopru kattpidi,
kuid keegi ei surunud seejuures kiatt oma abikaasal. Peo edenedes tekkis hr. Magral
huvi, kui paljudega keegi neist oli kitelnud, ning ta kiisis seda kdigilt teistelt (sh. ka
oma abikaasalt). Kui mitme piknikul viibijaga kétles hr. Méger, kui koik 9 kiisitletut
andsid hr. Mégrale erinevad vastused?

15. (Louna-Aafrika Vabariik, 1997) Klassi poisid korraldasid maadlusvoistluse, kus iga
poiss maadles iihe korra igaiihega tilejadnutest ning iga kohtumine loppes iihe maad-
leja voiduga. Tiidrukud otsustasid anda auhinna igale poisile, kes voidab igaiiht
tilejadnutest kas omavahelises kohtumises voi kaudselt (iitleme, et poiss A voidab
kaudselt poissi B, kui leiduvad poisid C1, ..., Cy, nii et A véidab C7, C; voidab Cs,
..., Cy voidab B-d).

a) Kui palju vois n poisi korral maksimaalselt olla auhinnasaajaid?

)
b) Kas on voimalik, et iikski poistest ei saanud auhinda?
c)

Toesta, et kui auhinna sai ainult iiks poiss, siis ta voitis koik kohtumised.

IV Invariandid ja varvimised

Olgu meil objekt O. Invariandiks nimetatakse objektiga O tehtava teisenduse sellist
omadust, mis jadb teisenduse kdigus muutumatuks.

Niiteks kui ruumis on alguses 58 inimest ja neid tuleb sinna juurde voi ldheb dra alati
7-kaupa, siis on invariandiks inimeste arvu jaik 7 jargi. Kas saab mingil ajahetkel ruumis
olla 1000 inimest?

Invariandiiilesannete tiitipiliseks sonastuseks on: ,Kas on voimalik ... [mingi teisendus]
abil saada ... [mingi 16ppolek]?*

Sellisel {ilesandel saab olla kaht sorti lahendusi. Kui vastus kiisimusele on jaatav, siis tuleb
ara naidata teisenduste tegemise jarjekord ning veenduda, et saavutati soovitud loppolek.
Kui aga vastus on eitav, tuleb leida teisendusele sobiv invariant, ning pohjendada, et
algolekus ja loppolekus on invariandi vadrtused erinevad.
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Ulalesitatud iilesandes on vastus eitav, kuna 58 (algolek) jddk 7 jirgi on 2, aga 1000
(I6ppolek) jadk 7 jargi on 6.

Levinud invariante ja varvimisi:

1)
2)
3)

4)

arvude summa voi korrutis;

arvu jaak mingi mooduli jargi;

arvu ruudu vm. astme jadk mingi mooduli jargi (mooduliks sobivad hésti 3, 5, 7, 8
jne.)

arvu taisarvulisus;

) malendite kiikude invariandid (diagonaalid, ruutude vérvid jne.)

Ho=
n e - R

. Rahaautomaat annab raha peencks vahetades iga miindi asemele alati viis miinti.

Kas selle automaadi abil on voimalik iithte metallmiinti vahetada 26-ks miindiks?

. Malelauast loigatakse vilja iiks nurgaruut. Kas jarelejaanud osa on voimalik tiikel-

dada 2 x 1 tiikkideks?

Malelauast loigatakse vélja kaks teineteise vastas asuvat nurgaruutu. Kas jarelejas-
nud osa on voimalik tiikeldada 2 x 1 tiikkideks? Kuidas on juhul, kui 16igatakse kaks
sama servaga piirnevat nurgaruutu.

12 x 12 ruudust, mis koosnes 144 iihikruudust, 1oigati kolmest nurgast &ra iiks ruut
mootmetega 1 x 1. Kas jarelejadnud kujundit, mis koosnes 141-st {ihikruudust on
voimalik katta 47 ristkiilikuga, millede mootmed on 1 x 3, nii et iga ristkiilik kataks
tapselt kolme iihikruutu?

. Olgu meil malelaual ratsu asemel ,sojaratsu”, kes liigub kolm sammu mingis suunas

ja iihe sammu korvale. Kas sojaratsu saab mingist ruudust alustades koik malelaua
ruudud l&bi kéia?

Tahvlil on arvud 1, 2, ..., 2000. Tahvlilt kustutatakse samm-sammult kaks arvu
ja kummagi asemel kirjutatakse nende arvude aritmeetiline keskmine. Kas mingi
lopliku arvu selliste sammude jarel voivad tahvlil olla arvud 1000, 1000, ..., 10007

Tahvlile kirjutatakse ritta arvud 1, 2, ..., 1996. Edasi tegutsetakse nii, et igal sam-
mul kustutatakse rea algusest kaks arvu éra ja kirjutatakse nende korrutis rea loppu
juurde. Milline arv jaab lopuks ainsana tahvlile?

Tiinnis on 2008 ouna. Mari ja Jiiri votavad vaheldumisi tiinnist ounu, kusjuures
korraga voib votta iihe kuni kolm 6una ning esimesena votab ounu Mari. Toesta, et
Jiiri saab alati tagada endale voimaluse votta tiinnist viimane oun.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

18

Nummerdame korrapérase viisnurga kiiljed ja diagonaalid arvudega 1, 2, ..., 10
ja vaatleme koikvoimalikke kolmnurki, mille tippudeks on esialgse viisnurga tipud.
Kas on voimalik, et koigi selliste kolmnurkade kiilgede arvude summad osutuvad
vordseks?

Tasandi koik punktid on varvitud kasutades a) kahte b) kolme vérvi. Toesta,
et alati leidub kaks sama varvi punkti, mille vaheline kaugus on 1 thik.

Tasandi koik punktid on vérvitud kasutades kahte virvi (sealjuures molemat vérvi
punkte esineb). Tdesta, et alati leidub kaks eri virvi punkti, mille vaheline kaugus
on 1 hik.

Tasandi koik punktid on varvitud kasutades kahte varvi. Toesta, et sel tasandil
leidub vordhaarne kolmnurk, mille koik tipud on sama varvi.

Tasandil on osa taisarvuliste koordinaatidega punkte vérvitud valgeks ja koik iile-
jaanud mustaks. Toesta, et leidub vordhaarne taisnurkne kolmnurk, mille koik tipud
on taisarvuliste koordinaatidega ja iihte varvi.

Korrapérase seitsenurga tipud on varvitud kahte véarvi — valgeks ja mustaks. Toesta,
et nende seas leidub kindlasti kolm sama vérvi tippu, mis on tippudeks vordhaarsele
kolmnurgale. Kas analoogne véide kehtib ka korrapérase kaheksanurga korral?

Hiir hakkab s66ma juustust kuubikut, mille serva pikkus on 3 ja mis on jaotatud 27-
ks tihikkuubiks. Kui hiir on dra so6nud mingi iihikkuubi, hakkab ta s6oma jargmist
tthikkuupi, millel oli eelnevaga iihine tahk. Kas hiir saab &ra siitia koik tihikkuubid
peale keskmise?

Toesta, et 8 x 8 ruudustikku ei saa tiikeldada 15-ks joonisel

niidatud tiikiks A ja iiheks tiikiks B. [TTT] |

Toesta, et 102 x 102 ruudustikku ei saa tiikeldada ainult
ristkiilikuteks mootmetega 1 x 4.

Ruudukujuline porand mootmetega 100 x 100, vélja arvatud 2 x 2 tiikk, tuleb katta
1 x 3 plaatidega. Kas see on voimalik, kui 2 x 2 porandatiikk asub  a) tépselt
poranda keskel; b) poranda iihes nurgas?

Ruudustiku 5 x 5 igal ruudul istub iiks konn. Teatud iihel ja samal hetkel hiippab iga
konn naaberruudule, mis omas esialgsega iihist serva. Toesta, et parast hiippamist
jaab ruudustikku vahemalt {iks tiihi ruut.

Ristkiilikukujulise karbi pohi téideti tiikkidega 2 x 2 ja 1 x 4 ruutu. Tiikid voeti
karbist véilja ja liks 2 x 2 tiikk kaotati dra. Selle asemel leiti {iks 1 x 4 tiikk. Tdesta,
et niitid ei saa karbi pohja nende tiikkidega katta.

Kas 7 x 7 ruudustikust on voimalik valja loigata iiks ruut selliselt, et jarelejaanud
ruudustikku ei saa katta 15 1 x 3 ruudust koosneva kujundiga ning iihe kolmest
ruudust koosneva L-kujulise kujundiga?

8 x 8 malelaud on tiikeldatud 1 iihikruuduks ja 21 ristkiilikuks kujuga 1 x 3. Millised
on iithikruudu voimalikud asukohad?
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V Loogika

Sisulised loogika iilesanded (hulkadevahelise vastavuse leidmine)

Neid iilesandeid on voimalik lahendada voimaluste ldbivaatamisega, seejuures sobivalt
valitud skeemid ja tabelid lihtsustavad iilesande lahendamist.

1. Kokku said kolm sopra, kelle perenimed olid Valge, Hall ja Must. Uhel neist oli
valge sérk, teisel oli hall ja kolmandal must sérk. Valges séargis sober {itles Mustale:
L,Huvitav, tihelgi meist ei iihti sdrgi viarvus tema perenimega”’. Millist varvi sarki
kandis iga sober?

2. Kolm klassiode Viire, liris ja Sirje on opetajad ja nad opetavad matemaatikat, fiitisi-
kat ja kirjandust Tartu, Répina ja Kuressaare koolides. Viire ei t66ta Réapinas, liris
ei toota Tartus, tartlane opetab kirjandust, Répinas to6tav opetaja ei opeta fiiiisi-
kat, Iiris ei opeta matemaatikat. Millist ainet ja millises linnas opetab iga kolmest
klassioest?

Monikord on voimaluste vaatlemisel kasulik korvale heita voimatud siindmused.

3. Majas elab A, tema naine B ja kolm last C, D ja E. Jargmised viited nende kohta
on oiged:
a) Kui A vaatab telerit, siis ka B vaatab telerit.
b) Vihemalt tiks lastest D ja E vaatab telerit.
c) Tépselt tiks elanikest B ja C' vaatab telerit.
d) Lapsed C' ja D kas vaatavad korraga voi ei vaata kumbki telerit.
)

e) Kui E vaatab telerit, siis vaatavad ka A ja D.

Kes vaatab ja kes ei vaata telerit?

4. Valitseja andis kummalegi oma kahest targast iihe kaardi nii, et nad teise kaarti
ei nainud ja lausus: ,Kummalgi kaardil on {iks positiivne téisarv, kusjuures need
arvud erinevad iihe vorra”. Valitseja kiisis esimeselt targalt: ,Milline arv on teise
targa kaardil?” ja sai vastuseks. ,Ei tea”. Seejirel kiisis ta teiselt targalt, kas see
teab, milline arv on esimese targa kaardil. Ka teine vastas: ,Ei tea”. Taas kiisis
valitseja sama kiisimuse esimeselt targalt ja sai ikka tdpselt sama vastuse. Kui ta
nitid kiisis teist korda teiselt targalt, siis see iitles, milline arv oli esimese targa
kaardil. Millised arvud olid kaartidel ja kuidas arutles teine tark?

Toesed ja valed viited. Toerdakijad (riiiitlid), valetajad ja kavalpead

5. Mitu raamatut voib Margusel olla, kui ainult iiks jargmistest viidetest on toene?

a) Raamatuid on rohkem kui 1000.
b) Raamatuid on vihem kui 1000.
c¢) Uks raamat on tal kindlasti olemas.

6. Viie voistleja l1opptulemuste kohta saadi viis jargmist kaheosalist vaidet:
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9.

a) Kalju sai I koha, Valeri aga IV koha;
b) Siim sai II koha, aga Valeri sai IV koha;
c¢) Siim sai I koha, aga Kalju jai III kohale;
d) Tiit sai I koha, Meelis aga II koha;

)

e) Meelis sai III koha, Tiit aga V koha.

Koosta voistlejate paremusjarjestus, kui on teada, et igas véites on iiks osa toene,
teine aga vaar.

Kohus arutab Brauni, Johansoni ja Simsoni siiiiasja. Uks neist sooritas kuriteo.
Ulekuulamisel tegi igaiiks neist kaks avaldust.

Braun: ,Mina seda ei teinud. Simson tegi seda.”

Johanson: ,,Simson ei ole siitidi. Braun tegi seda.”

Simson: ,Mina seda ei teinud. Johanson ei teinud seda.”

Kohus tegi kindlaks, et iiks siiiialustest valetas molemal korral, teine réakis molemal
korral tott, kolmanda {iks véidetest oli dige, teine aga vale. Kes sooritas kuriteo?

Olgu x naturaalarv. Jargmistest vaidetest 2z > 70, x < 100, 4x > 25, = > 10 ja
x > 5 on kaks oiget ja kolm vale. Millega on vordne z?

Nelja saareelaniku vahel toimus jargmine vestlus:
a) Védhemalt iiks meist on valetaja.
b

)
¢) Vahemalt kolm meist on valetajad.
)

d

Véahemalt kaks meist on valetajad.

Meie seas pole valetajaid.

Kes neljast radkis tott, kes valetas?

Kallamistilesanded

10.

11.

12.

13.
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Meie kdsutuses olevate anumate mahtuvus on 3 liitrit ja 5 liitrit. Vett saame kraanist
ja seda éra kallata saame kraanikaussi. Kuidas saada 1 liiter vett?

Laual on kaks liivakella, millega saab moota vastavalt 7 minutit ja 11 minutit. Muna
keetmiseks kulub 15 minutit. Kuidas keeta muna nii, et kellade timber p&oramisi
oleks voimalikult vahe?

Kolmes hunnikus on 22, 14 ja 12 pahklit. Kolme timbertostmise abil vordsusta pahk-
lite arvud kuhjades. Seejuures voib iihe imbertostmisega iihest kuhjast votta ja
lisada teise kuhja tapselt nii palju pahkleid, kui on teises kuhjas sel hetkel juba
olemas.

On antud kaks pudelit lahustega, mille kontsentratsioonid on erinevad. Uhes pudelis
on 0,5 liitrit lahust, teises aga 0,3 liitrit. Voeti kaks iithesugust klaasi ja taideti dére-
ni (kumbki erinevast pudelist) ning seejarel kallati molemad klaasid tithjaks klaasis
olevast lahusest erineva lahusega pudelisse. Tulemusena saadi molemas pudelis tihe-
suguse kontsentratsiooniga lahus. Milline oli klaaside mahtuvus?
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Kaalumisiilesanded

14.

15.

16.

17.

On n valiselt iithesugust miinti, millede seas on iiks teistest kergem valemiint. Kuidas
on voimalik kangkaaludel ilma kaaluvihtideta méaéarata valemiint vihima kaalumiste
arvuga juhul kui a) n=3; b) n=09; ¢) n=27; d) n on suvaline naturaalarv?
(Saab niidata, et kui miintide arv rahuldab tingimust 3*7' < n < 3%, siis viihim
kaalumiste arv on k.)

Nelja miindi seas on iiks valemiint, mis erineb teistest kaalu poolest. Kuidas oleks
seda miinti voimalik kindlaks teha kahe kaalumisega kangkaaludel ilma kaaluvihti-
deta? Kas on voimalik kindlaks méérata ka seda, kas valemiint on kergem voi raskem
normist?

On 10 kotti miintidega. Uheksas kotis on &iged miindid (massiga 10 g igaiiks), iihes
kotis aga valemiindid (massiga 11 g). Kuidas iihe kaalumisega osutiga kaaludel mé&éa-
rata kindlaks valemiintide kott?

Kuidas oleks voimalik teada saada koorma massi, kui meil on kangkaalud, mis ei ole
oiged, aga vajalikul arvul kaaluvihte, mis on Giged?
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Peatukk 3

Geomeetria

| Nurgad

Nurk — tasandi osa, mille eraldavad kaks iihise alguspunktiga kiirt, enamasti ,yvaiksem"
osa tasandist; tahis ZABC, kus B on nurga tipp, BA ja BC nurga haarad

Sirgnurk — nurk, mille haarad on teineteise pikendid (haarad asetsevad iihel sirgel);
kraadimoodus 180°

Korvunurgad — nurgad, millel on iiks iihine haar ning kaks iilejaénud haara moodustavad
sirgnurga; korvunurkade summa 180°

Tippnurgad — kahe sirge loikumisel tekkivad vordsed nurgad, millest iihe haarad on teise
haarade pikendid

Kolmnurga nurkade summa 180° (toestuses kasutame sirgete paralleelsuse tunnuseid)
Kolmnurga valisnurk on vordne temaga mitte korvuti olevate sisenurkade summaga.
Kolmnurga pikima kiilje vastas asub suurim nurk, suurima nurga vastas asub pikim kiilg.
Nurgapoolitaja omadus: Punkt asub nurgapoolitajal parajasti siis, kui ta asub nurga
haaradest vordsel kaugusel.

Sellest tulenev puutuja omadus: Mingist punktist ringjoonele tommatud puutujaloigud
on vordsed.

Il Kahe paralleelse sirge I6ikamine kolmandaga

Kaht sirget tasandil nimetatakse paralleelseiks, kui neil ei ole iihiseid punkte. (St sirge ei
ole paralleelne iseendaga.)

Kaks sirget on paralleelsed, kui nende sirgete loikamise kolmanda sirgega tekkinud kaas-
nurgad on vordsed (poiknurgad on vordsed, 1dhisnurkade summa on 180°)

Il Kolmnurk ja selle liigid

Kolmnurkade liigitus nurkade jérgi — teravnurkne, tdisnurkne, niirinurkne.
Kolmnurkade liigitus kiilgede jargi — vordkiilgne, vordhaarne, erikiilgne.

Kolmnurga vorratus. Positiivsed reaalarvud a, b, ¢ on mingi kolmnurga kiiljepikkused
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parajasti siis, kuia+b>c, b+c>a, a+c > b.

Sarnasus. Kaks n-nurka on sarnased, kui nende vastavad kiiljed on vordelised ja vastavad
nurgad on vordsed. Kolmnurkade sarnasuseks piisab kas vastavate kiilgede vordelisusest
vOl vastavate nurkade vordsusest.

Kaks kolmnurka on sarnased, kui

e iihe kolmnurga kiiljed on vordelised teise kolmnurga vastavate kiilgedega (KKK);
e iihe kolmnurga kaks nurka on vastavalt vordsed teise kolmnurga kahe nurgaga (NIN);

e iihe kolmnurga kaks kiilge on vastavalt vordelised teise kolmnurga kahe kiiljega ning
nende kiilgede vahelised nurgad on vordsed (KNK);

e iihe kolmnurga kaks kiilge on vastavalt vordelised teise kolmnurga kahe kiiljega ning
nurk, mis asub iihes kolmnurgas nimetatud kiiljepaari pikema kiilje vastas, on vordne
vastava nurgaga teises kolmnurgas (KKN).

Taisnurkses kolmnurgas kehtivad jargmised seosed:

e Taisnurkse kolmnurga hiipotenuusile tommatud korgus jaotab kolmnurga kaheks
esialgse kolmnurgaga sarnaseks kolmnurgaks.

e h? = fg (kérguse teoreem)
e o’ = fc, b* = gc (Eukleidese teoreem)

e o’ + b* = ¢ (Pythagorase teoreem)

IV Loigud kolmnurgas

Kolmnurga mediaanid l6ikuvad iihes punktis — kolmnurga masskeskmes. Mediaanide
loikepunkt jaotab mediaani suhtes 2:1 tipust alates.

Kolmnurga nurgapoolitajad loikuvad iihes punktis — kolmnurga siseringjoone keskpunk-
tis. Kolmnurga nurgapoolitaja jaotab vastaskiilje loikudeks, mis suhtuvad nagu poolita-
tava nurga lahiskiiljed.

Kolmnurga korgused loikuvad iihes punktis.

Kolmnurga kiilgede keskristsirged loikuvad iihes punktis — kolmnurga iimberringjoone
keskpunktis.

V Ulesanded

1. TGesta, et kolmnurga vorratus on samavédrne ahelvorratusega a +b > ¢ > |a — b|.

2. Toesta, et kui ¢ on kolmnurga pikim kiilg, on kolmnurga vorratus antav ainult iihe
vorratusega a + b > c.

3. Toesta, et mistahes kinnise murdjoone ABCD korral |AD| > |AB| — |BC| — |CD|.
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

24

Vordkiilgse kolmnurga ABC' sees valitakse suvaliselt punkt P. Toestage, et loikudest
PA, PB ja PC saab uuesti konstrueerida kolmnurga.

. Toesta, et kolmnurga tippu ja selle vastaskiilje mingit punkti ithendav sirgléik (nn.

tseviaan) on lihem kolmnurga poolest imbermoodust.

Toesta, et nelinurga mistahes sisepunkti kauguste summa selle nelinurga tippudest
on suurem nelinurga poolest imberm&odust. (Veendu, et tulemus on 6ige ka mitte-
kumera nelinurga korral.)

Punktid K, L ja M on kolmnurga ABC sisepunktid, mis ei asetse iihel sirgel. Toesta,
et kolmnurga K LM timbermo6t on viiksem kolmnurga ABC' timbermoddust.

. Toesta, et teravnurkse kolmnurga korguste pikkuste summa on suurem kolmnurga

poolest iimbermoodust, kuid véiksem selle timbermoodust. Too néide, et véide ei
tarvitse kehtida niirinurkse kolmnurga puhul.

Toesta, et trapetsi diagonaali pikkuste summa on viiksem trapetsi imbermoodust.

Toesta, et kahe erineva, kuid iihel tasandil asuva ning viahemalt {iht iihist punkti
omava ringjoone keskpunktide O; ja O vaheline kaugus |O; 05| ei iileta nende ring-
joonte raadiuste 71 ja ro summat r; + ro. Millal kehtivad vordused |O10z| = r1 + 19
voi |O10s| = |rg — rq|?

Taisnurkse kolmnurga ABC' téisnurga tipust A tommatud korguse aluspunkt D
asub kaatetist AB kaugusel m ja kaatetist AC kaugusel n. Toesta, et:

1) ACDA ~ AADB ja leia sarnasustegur;

2) |AB| : |BC| =m : (m* + n?);

3) |AC| : |BC| =n : (m* 4+ n?).

Toesta, et ringjoonele samast punktist tommatud puutujaloigud on vordsed.

Toesta, et kolmnurk on vordhaarne parajasti siis, kui kokku langevad kaks kolmest
loigust: korgus, nurgapoolitaja, mediaan.

Punkt D on kolmnurga ABC nurgapoolitaja C'D aluspunkt kiiljel AB. Toesta, et
|AC| : |CB| = |AD| : |DB|.

Vordhaarse kolmnurga siseringjoone ja timberringjoone keskpunktid paiknevad stim-
meetriliselt kolmnurga aluse suhtes. Toesta, et selle kolmnurga alusnurk on 36°.

Toesta, et tdisnurkse kolmnurga siseringjoone diameeter 2r avaldub kaatetite a ja b
ning hiipotenuusi ¢ kaudu kujul 2r =a + b — c.

Toesta, et kolmnurga pindala S avaldub siseringjoone raadiuse r ja poole iimber-
moodu p kaudu kujul S = pr.

Kolmnurga ABC ' siseringjoon puutub kiiljega AC' punktis M ja kiiljega BC' punktis
L nii, et |[AM| : |MC| =2 :3ja |BL|:|LC| =5: 6. Toesta, et selle kolmnurga
pindala S avaldub kujul S = 1,5|AC| - r, kus r on kolmnurga ABC' siseringjoone
raadius.

Taisnurkse kolmnurga ABC' siseringjoone raadius on r ja timberringjoone raadius
R. Kolmnurga ABC' téaisnurga tipust tommatud korgus h jaotab kolmnurga ABC
kaheks taisnurkseks kolmnurgaks, mille siseringjoonte raadiused, téisnurga tipust
tommatud korgused ja timberringjoonte raadiused olgu vastavalt r; ja ro, hy ja hs
ning R; ja Ry. Toesta, et
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20.
21.

22,

23.

24.
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1) r* =r{ +rj;

2) h* = I} + h3;

3) R =R + Rj.

Toesta, et trapetsi diagonaalide 16ikepunkt poolitab seda punkti ldbiva ja alustega
paralleelse 16igu trapetsi haarade vahel.

Toesta, et trapetsi diagonaalide 16ikepunkti labiva ja alustega paralleelse 16igu pik-
kus vordub aluste pikkuste korrutise ja keskloigu pikkuse jagatisega.

Trapetsi diagonaalide pikkused on d; ja dy, korguse pikkus aga h. Toesta, et selle
trapetsi keskloigu pikkus k& avaldub kujul

k:%<\/d§—h2+\/d§—h2).

Roopkiiliku ABCD kiiljele AD on maérgitud punkt P nii, et |[AP|: |AD| =1: n.
Loikude AC' ja BP loikumiskoht on téhistatud Q. Toesta, et |AQ| : |[AC| =1 :
(n+1).

Punktid A ja B eraldavad ringjoonest keskpunktiga O vilja kaare pikkusega 60°.
Sellel kaarel on voetud punkt M. Toesta, et sirge, mis labib 16ikude M A ja OB
keskpunkte, on risti sirgega, mis labib M B ja O A keskpunkte.

Hulknurk

Hulknurka nimetatakse koolhulknurgaks, kui koik tema tipud asuvad iihel ringjoonel.
Hulknurka nimetatakse puutujahulknurgaks, kui koik tema kiiljed puutuvad iihte ring-
joont.

Teoreem 1. Koolnelinurga vastasnurkade summa on 180°.

Teoreem 2. Kui nelinurga vastasnurkade summa on 180°, on tegemist kodlnelinurgaga.

Teoreem 3. Puutujanelinurga vastaskiilgede pikkuste summad on vordsed.

Teoreem 4. Kui kumera nelinurga vastaskiilgede pikkuste summad on vordsed, on tegu
puutujanelinurgaga.

Millistel nelinurkadel leidub timberringjoon /siseringjoon?

timberringjoon siseringjoon

ruut

ristkiilik

romb

roopkiilik

suvaline kumer 4-nurk

trap

ets

VII

Ringjoonega seotud nurgad
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kaarele toetuvast piirdenurgast, st ZAOC = 2/ABC.

Teoreem 1. Kaarele toetuv kesknurk on kaks korda suurem samale .

C
. Toesta, et koik samale kaarele (vordse pikkusega kodlule) toetuvad B

piirdenurgad on vordsed.

. Toesta, et vordse suurusega piirdenurgad toetuvad sama pikkadele

kooludele (sama suurtele kaartele).

3. Toesta, et ringjoone diameetrile toetuv piirdenurk on taisnurk.

4. Toesta, et kolmnurgas ABC' kehtib seos

|BC|
sin /BAC 28,

kus R téhistab kolmnurga ABC' iimberringjoone raadiust.

5. Toesta, et koolnelinurgas ABC'D kehtib vordus ZABC + ZADC = 180°.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

26

Olgu tasandil antud kaks erinevat punkti A ja C' ning nurgasuurus «. Leia koigi
selliste tasandi punktide B hulk, et kehtiks vordus ZABC = a.

Toesta, et kui kumeras nelinurgas ABC' D kehtib vordus ZABC + ZADC = 180°,
siis saab 1dbi punktide A, B, C' ja D joonestada ringjoone (st nelinurk ABC'D on
koolnelinurk).

Olgu tasandil antud neli erinevat punkti A, B, C'ja D, kusjuures ZABC = ZADC =
90°. Toesta, et labi punktide A, B, C' ja D saab joonestada ringjoone.

Tasandil on antud sirged s, ¢, u, ja v, kusjuures s L w, t 1 v, nurk sirgete s ja t
vahel on « ning nurk sirgete u ja v vahel on 5. Toesta, et a = 3 voi a + [ = 180°.

Toestage, et igas puutujahulknurgas leidub kolm kiilge, millest saab teha kolmnurga.

Kaks vordse raadiusega ringjoont loikuvad punktides A ja B. Labi punkti A tom-
matud sirge loikab antud ringjooni teistkordselt vastavalt punktides C' ja D. Toesta,
et kolmnurk BC'D on vordhaarne.

Ringjoonele keskpunktiga O on joonestatud kool AB ning sellel kodlul on valitud
punkt C'. Ringjoon ldbi punktide A, C' ja O 16ikub esialgse ringjoonega teistkordselt
punktis D. Tdesta, et kolmnurk BC'D on vordhaarne.

Roopkiiliku ABCD kiilgedele BC' ja C'D (voi nende pikendustele) on tommatud
ristloigud AM ja AN. Toestage, et AMAN ~ NABC.

Punktist M, mis asub antud nurga (mille tipp on A) sisepiirkonnas, on tommatud
ristsirged M P ja M @) nurga haaradele. Punktist A on tommatud ristsirge AK 16igule
PQ. Toesta, et /ZPAK = ZMAQ.

Punktid M ja N on kolmnurga ABC' korguste AM ja BN aluspunktid. Toesta, et
ANABC ~ AMNC.

Trapetsi liihemale alusele kui diameetrile on joonestatud ringjoon, mis puudutab
trapetsi teist alust ning 1abib trapetsi diagonaalide keskpunkte. Toesta, et trapets
on vordhaarne ning selle haar on kaks korda pikem korgusest.
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17. Toesta, et kolmnurgas, mille kiiljed on a, b ja ¢ ning nende vastasnurgad «, (§ ja v,
timberringjoone raadius R ja pindala S, on toesed vordused

b b
L2 - % —9r s=2C
sinaw  sinf  sinvy 4R
Teoreem 2. (Teoreem loikajast ja puutujast.) Ringjoonele on tomma- B A

tud kool BC' ning punktis B puutuja AB. Kaarel BC on voetud punkt
D (vt joonist). Siis kehtib vordus ZABC = ZBDC.

18. Kaks ringjoont 16ikuvad punktides P ja Q. Uhel ringjoonel voetakse D
punkt A; kiir AP Ioikab teist ringjoont teistkordselt punktis B, kiir
AQ aga loikab teist ringjoont teistkordselt punktis C. Toesta, et sirge
BC on paralleelne esimesele ringjoonele punktis A tommatud puutujaga.

19. Ringjooned S; ja Sy loikuvad punktides A ja P. Lébi punkti A on tommatud ring-
joonele Sy puutuja AB, labi punkti P aga sirge C'D, mis on paralleelne sirgega AB
(punktid B ja C paiknevad ringjoonel Sy, punkt D ringjoonel S;). Toestage, et
ABCD on r66pkiilik.

Teoreem 3. (Kahe koolu vaheline nurk.) Olgu antud 4 D A D
ringjoon keskpunktiga O ning punktid A, B, D ja D B C
asetsegu sellel ringjoonel. Koolude AC' ja BD vaheline

nurk « ning koolude AB ja C'D vaheline nurk § (vt joo-

nist) avalduvad kujul

_ ZAOB + £COD

_ LAOD — ZBOC
2 ’ B '

2

«

B

20. Punktid A, B, C ja D paiknevad ringjoonel antud jarjekorras. Olgu M kaare AB
keskpunkt. Téahistame koolude MC' ja M D loikepunktid kooluga AB vastavalt E
ja K. Toestage, et KECD on koolnelinurk.

21. Punktid A, B, C ja D paiknevad ringjoonel antud jarjekorras. Punktid Ay, By, C] ja
D on vastavalt kaarte AB, BC, CD ja DA keskpunktid. Toestage, et A{C; L B1D;.

22. Kolmnurga ABC sees on voetud punkt P nii, et /BPC = ZA+ 60°, ZAPC =
/4B +60° ja ZAPB = ZC' + 60°. Sirged AP, BP ja C'P loikavad kolmnurga ABC
{imberringjoont punktides A’, B" ja C'. Toestage, et kolmnurk A’ B’C" on vordkiilg-
ne.

VIl Loigud ringjoones

Teoreem 4. (Teoreem loikuvatest kooludest.) Kui kodlud AB ja C'D loikuvad punktis
O, siis |AO| - |BO| = |CO| - |DO|.
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Teoreem 5. (Loikuvate koolude teoreemi péordteoreem.) Kui 16igud AB ja C'D 16ikuvad
punktis O nii, et |AO| - |BO| = |CO| - |DO|, siis asuvad punktid A, B, C ja D iihel
ringjoonel.

Teoreem 6. (Teoreem l6ikajaldikudest.) Kui ringjoonele on punktist S tommatud 16ika-
jad, mis loikavad seda ringjoont vastavalt punktides A ja B ning C ja D, siis |AO|-|BO| =
|CO|-|DO|.

Teoreem 7. (Teoreem puutujaldigust ja loikajaloikudest.) Kui ringjoonele on punktist O
tommatud 16ikaja, mis loikab seda ringjoont punktides A ja B ning puutuja, mis puutub
ringjoont punktis C, siis |[AO| - |BO| = |CO/*.

Kehtivad ka Teoreemide 6 ja 7 podrdteoreemid. Teoreemide 4-7 koosseisus esinevat kor-
rutist nimetatakse punkti O potentsiks. Kui on antud kaks ringjoont, siis selliste punktide
geomeetriline koht, mille potentsid molema ringjoone suhtes on vordsed, on sirge. Ko-
nealust sirget nimetatakse nende ringjoonte radikaalteljeks. (Loikuvate ringjoonte korral
1abib radikaaltelg ringjoonte 16ikepunkte.)

23. Kaks ringjoont loikuvad punktides X ja Y. Loigul XY voetakse punkt P. Esimesel
ringjoonel voetakse kool AB ja teisel ringjoonel kool C'D nii, et nad 16ikuvad punktis
P. Toesta, et punktid A, B, C' ja D asuvad iihel ringjoonel.

24. Toesta, et kolmnurgas kiilgedega a, b, ¢ ja nurkadega «, 3, v kehtib koosinuslause:
a® = b* + ¢ — 2bc cos a.

25. Toesta Stewarti teoreem: kolmnurga tseviaan d rahuldab vordust a?b' +a'b* = c(d*+
a't'), kus @’ ja b on vastavate loikude pikkused, milleks jagab tseviaan d kolmnurga
kiilje c.

IX Mitmesuguseid iilesandeid

26. Kolmnurga ABC timberringjoonel voetakse punkt P. Punktist P tommatakse rist-
16igud sirgetele AB, BC, C'A. Toesta, et nende ristloikude aluspunktid asuvad tihel
sirgel (nn Simpsoni sirge).

27. Ringjoon keskpunktiga O puudutab nurga haarasid punktides A ja B. Loigul AB

valitakse punkt M. Sirgele OM punktis M joonestatud ristsirge 16ikab nurga haa-
rasid punktides X ja Y. Tdesta, et |[MX| = |MY].

28. Koolnelinurga ABCD kiilgede AB ja C'D pikendused l6ikuvad punktis P, kiilgede
BC' ja AD pikendused punktis ). Toestage, et nurkade AQB ja BPC poolitajate
loikepunktid nelinurga kiilgedega osutuvad rombi tippudeks.

29. Viisnurk ABC'DFE on koolviisnurk. Punkti E kaugused sirgetest AB, BC' ja C'D on
vastavalt a, b ja c. Leidke punkti £ kaugus sirgest AD.

30. Kolmnurga ABC' kiilgedele, kolmnurgast véljapoole on joonestatud kolmnurgad
ABC', AB'C ja A'BC, kusjuures tippude A’, B’ ja C’ juures olevate nurkade summa
on 180°. Toestage, et konstrueeritud kolmnurkade iimberringjooned loikuvad iihes
punktis.
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31. Tasandile on joonestatud kumer nelinurk ABC'D ning ringjooned K4, Kg, K¢ ja
Kp keskpunktidega vastavalt A, B, C' ja D ning sama raadiusega R. Ringjoone-
paaridele on tommatud neli valist puutujat, mis loikuvad punktides M, N, O ja P,
nagu niidatud joonisel. Toesta, et kui punktid A, B, C' ja D asuvad iihel ringjoonel,
siis asuvad iihel ringjoonel ka punktid M, N, O ja P.

32. Tasandil on antud kaks (mitte tingimata vordse raadiusega) ringjoont keskpunkti-
dega O; ja Os. Toesta, et nende punktide P hulk tasandil, kust tommatud puutu-
jaloigud neile ringjoontele on vordsed, moodustab sirge, mis on risti sirgega O10.
(Seda sirget nimetatakse teatavasti nende ringjoonte radikaalteljeks.)

X Koordinaatide meetod

Pohimotteliselt on voimalik koiki geomeetriaiilesandeid lahendada jargmisel viisil. Fiksee-
rime ristkoordinaadistiku, esitame iilesande tingimused koordinaatide keeles (sirgete ja
ringjoonte vorrandid, 16ikepunktid kui vorrandisiisteemide lahendid jne) ning tuletame
iilesande tingimustest viite samuti koordinaatide keeles.

Rohuval enamikul juhtudest on vajaminevad teisendused vaevarikkad (eriti ringjoonte ja
nurkade korral). Teisendusvaeva voib véhendada koordinaatide alguspunkti otstarbekas
valik (nt. mone ringjoone keskpunktis, kolmnurga korguse aluspunktis vmt.). Monikord on
otstarbekas kasutada ka muid koordinaadistikke (polaarkoordinaadid, komplekstasand).

Matemaatika oliimpiaadidel on geomeetriaiilesannete hindamisskeemid koostatud reeglina
nii, et koordinaatide meetodil lahendades saab punkte ainult taislahenduse korral, kuna
osalise lahenduse puhul on keeruline ette ndha, kui mahukaks voivad 16puks teisendused
minna ning kas need on iildse inimvoimete piires tehtavad antud aja jooksul.
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Algebra

| Vorratuste toestamise votteid

1)

2)

4)

Kasutatakse reaalarvude hinnanguid

a220, a%+a§+...+ai>0

Vahe hindamise meetod

f@) s g(x) & flz) —g(x) s 0

Niide. a® + b* > 2ab < a® + b* — 2ab = (a — b)* > 0 (1)

Tugivorratuste voi varemtoestatud vorratuste kasutamine.

Néide 1. Toesta, et kahe mittenegatiivse arvu aritmeetiline keskmine ei ole véiiksem
nende geomeetrilisest keskmisest.

Lihtume seosest (1) ja valime z = /a, y = Vb (x > 0, y > 0), siis 2 +y > 21/2y <
rT+y

5 Z \/Ty.

Niide 2. Toestada, et a®> + b+ ¢ > ab+ac+be, kuia > 0,5 >0, ¢ > 0.

a® +b* > 2ab
a’ +c* > 2ac = 2(a® + b + %) > 2(ab + ac + be) < a* + b* + & = ab+ ac + be
b2 + 2 > 2be

Niide 3. Toestada, et (1 + 2%)(1 + y*)(1 + 2°) > 8zyz
L+a? > 20| T+y? 2 20yl = (1+2°)(1+y°)(1+2%) = 8layz| = wyz 1+ 27 > 2|7
Niide 4. Toestada, et 2* + y* + 32 > 162y

ot 4yt > 2/ wdyt = 2272
227y + 32 = 2(2%y? + 16) > 2 - 2/1622y2 = 4|zy| > day

Tugivorratused. Keskmisi siduvad vorratused.
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Té&histame reaalarvude aq, as, . .., a, aritmeetilise keskmise

ar+as+ ...+ a, 1 —
A(n) = :ﬁZai,
i=1

n
mittenegatiivsete arvude aq, as, . . ., a, geomeetrilise keskmise
1
n n
G(n) = a1 -az ... a, = (HGZ) ,
i=1
positiivsete reaalarvude aq, as, . . ., a, harmoonilise keskmise
n - o
H(n) = =n a;’!
11y + L t ’
a1 az T an i=1
reaalarvude aq, ao, . .., a, ruutkeskmise
1
n 2
ad+a+...+a? 1 )
RQ(H) = =\ = § a; ’
n n
i=1
reaalarvude ay, as, . . ., a, p-jirku astmekeskmise (p # 0)

3=

Prab 4. +adb 1 &
i = R (155,)
i=1

Erijuhtudel, kui p = —1, p = 1 ja p = 2, saame vastavalt keskmised H(n), A(n) ja
Ry(n). Piirprotsessis p — 0 saame keskmise G(n).

Mistahes positiivsete reaalarvude aq, as, . . ., a,, korral kehtivad jargmised vorratused
i) H(n) < G(n) < A(n) < Ra(n),
ii) Ry(n) < Ry(n), kul p < g,
ili) mina; < R,(n) < maxa;.
Vordus leiab aset iiksnes juhul, kui @y = ay = ... = a,. Jarelikult, kui arvude
ai,as,...,a, seas on kaks erinevat arvu, siis kehtivad ranged vorratused.

Rahvusvahelistel oliimpiaadidel on kasutusel ka mitmed nimelised vorratused, nt
Cauchy—Schwarzi (ka Bunjakovski) vorratus, TSebosovi voratus, Bernoulli, Jenseni
ja Ptolemaiose vorratused.

Vastuvéiteline toestus

a+b+c a? + b? + 2
Néide. Toestada, et +3 + < + 5 + ,a>0,b2>0,c>0 (aritmeetilise
ja ruutkeskmise vaheline vorratus juhul n = 3).
a+b+c a? + b? + 2
Oletame vastuviiteliselt, et leiduvad a,b,c > 0 nii, et atore > L,

see on samavidrne vorratusega (a + b+ c)® > 3(a* + b* + ¢*) & —2a® — 20> — 2¢* +
2ab + 2ac + 2bc > 0 < — [(a — b)* + (a — ¢)* + (b — ¢)?] > 0, mis on aga vastuolu.
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6) Liikmeti vordlemine (summa voi korrutise igat liiget hinnatakse eraldi)

1 1 1 n-1
Néide.T()estada,et§+§+...+$< —
11 11 1
2 =33 13- 173
1 11 11 1 1
¥ 33723 2 3
1 1 1 1 1 1 1
2 onn h-ln n-1 n
R S ST 1 1, 1 _n»n-1
22 32 n? 2 2 3 n—1 n n n

7) Matemaatilise induktsiooni printsiibi rakendamine
Néide. Toestada, et n > 3 korral 2" > 2n + 1.

Kui n = 3, siis 2° > 23 + 1. Oletame, et 2% > 2k + 1. On teada, et k£ > 1 korral
2F > 2. Liites vorratused saame 2F +2F > 2k +3 < 281 > 2(k + 1) + 1.

Ulesanded
1. Vorrelge arve a) 2% 3%, b) 2% 3%, ¢) 2% 317 d) 6 9.

2. Leidke suurim téisarv x, mille korral
a) logs(3 —8z) > 0; b) log%(7 —3z) 2 0; c¢) logs(3x — 1) < logs(2x + 3);

s 1 T+2 1 2x—3 1 —2 2430
d) 3" >09; e) 3 >9; f) 5 >3] g) (0,6) > 1.

1 m
3. Milliste tdisarvude m korral on toesed vorratused a) 2™ > 8; b) <§) <9;
c) 4™ =27 d) 3™ > 9™ e) (=5)™ < —125?

4. Naidake, et aritmeetilises jadas mistahes kolme jarjestikuse liikme korral keskmine
liige on kahe dérmise liikme aritmeetiline keskmine.

5. Naidake, et geomeetrilises jadas mistahes kolme jarjestikuse liikme korral keskmine
liige on kahe dérmise liitkme gomeetriline keskmine.

1
6. Niidake, et harmoonilises jadas —) mistahes kolme jarjestikuse liitkme korral kesk-
n

mine liige on kahe ddrmise liitkme harmooniline keskmine.

1 1 1
7. Olgu a,b,c > 0. Kehtigu — — 75 o Naidake, et b on a ja ¢ harmooniline
a c

keskmine.

8. Niidake, et kahe positiivse arvu geomeetriline keskmine on nende arvude aritmee-
tilise keskmise ja harmoonilise keskmise geomeetriline keskmine.
9. Toestage tugivorratused a) 2? +9° > 2zxy; b) v +y > 2/xy, v > 0,y > 0;
a b 1

C) E+E>2,a>0,b>0; d) a+a>2,a>0.
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10. Toestage vorratused a) z° +4y* > 2zy; b) 22 4+9y* > zy; c) a* +b* > a®b+ab?;
d) 227 + 2y* + 2% 4+ 222 + 2yz > 0.

11. Tdestage vorratused a) a?+b°+c* > ab+ac+be; b) a*+b°+c*+2ab+2bc+2ca > 0;
¢) > +b*+1>ab+a+b; d) (1+a*)(1+b*)(1+c*) =8abc, kuia>0,b2=0,

c> 0.
12. Toestage vorratused
)1+1++1>1 > 2 d)1+1+ +1+1 2
a ctF—>=n ; — + == —t == > =
n+1 n+2 on 2 77 51 52 149 150 3
b) 1 Lz ) ettt —= 2V
—t .+ =>—n>1; e) —+—=+—+... —/ n;
) tytgttz=2m Vi V2 V3 Vn
) 1+t +1 oL ) <2
“ Ty n " Z n+l nt2 T 3pgl

13. Taestage vorratus v/(a + ¢)(b + d) > Vab+ Ved, kui a,b, ¢, d > 0.

14. Toestage vorratused

a) 2+’ +2° > 3uyz, x,y,2 > 0;

b) y—§+—+—y >3, x,y,z>0;
z y?

c) (s—a)(s—b)(s—c)(s—d) > 8labed, kus s = a+ b+ c+d ja positiivsete arvude
a, b, ¢, d seas leidub erinevaid arve;

1 1 1 9
d b >_a 7b7 ;
) (atbte) <a+b+b—|—c+c+a) 2 ¢ ¢>0
c)

a b c 3
+ + > 5
b+c c+a a—+bd
f) <x+y)2+<y+z)2+<z+x) <A@z + 2 + 2%);
1 1 1
g) (a+b+c)<—+—+—)29,a,b,c>0.
a b ¢

15. Arv 1987 on esitatud m erineva positiivse paarisarvu ja n erineva positiivse paaritu
arvu summana. Leidke avaldise 3m + 4n voimalik suurim véartus.

16. Olgu ay,as,...,a, (n > 2) sellised positiivsed arvud, et a; + az + ... + a, = 1.
Toestage, et kehtib vorratus

aq a9 Ay, n
+ +...+ > )
l+as+as+...4a, 1l+a+as3+...4+a, l4+a1+as+...+a,-1 2n —1

17. Olgu aq,as,...,a, reaalarvud. Toestage, et kaks jargnevat viidet
(A): a; +a; > 0igai ja j korral, kui i # j
ja
(B): a121 + agZo 4 ... + Ty = 127 + agxs + ...+ apa?
on samavaarsed, kui x1, zs, ..., x, on mistahes mittenegatiivsed reaalarvud, millede
summa 1+ 23+ ...+ x, = 1.
18. Olgu aq,as,...,a, mingid etteantud reaalarvud, mis ei ole korraga nullid. Reaalar-
vud 71,79, ...,7, aga sellised, et mistahes x1, s, ..., x, korral on

ri(xi—ay)+ra(ve—as)+. . 41, (r,—a,) < \/x% +23+... + x%—\/a% +a3+...+n2.

Leidke arvud 71,79, ..., 7.
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Il Funktsionaalvorrandid

Tavaline arvvorrandi iilesanne tdhendab, et tuleb leida koik antud tingimust rahuldavad
arvud. Funktsionaalvorrandi korral tuleb analoogiliselt leida koik antud tingimust rahul-
davad funktsioonid.

Naiide 1. Funktsiooni f(z) = 1 — x korral kehtib seos

f(f@)=1—-flz)=1-(1—-2) ==
Seega funktsionaalvorrandi f(f(z)) = x iheks lahendiks on funktsioon f(z) = 1 — z.

1
Mitmed teisedki funktsioonid rahuldavad seda seost, néiteks f(x) = —, sest f(f(z)) =
x

1 1 1
%:I:xjakaf(x):m—l—l,sest

11—z

Funktsiooni f: X — Y mééaramiseks tuleb kirjeldada, kuidas seada hulga X elementidele
vastavusse hulga Y elemente. Kuna sama funktsiooni kirjeldamiseks on palju erinevaid
voimalusi, esitatakse vastusena lihtsaim neist. Funktsionaalvorrandi lahendamiseks ei pii-
sa, kui lugeda iiles vaid moni sobiv funktsioon, sest iildjuhul voib vastuseid olla palju.
Lisaks tuleb anda ka toestus, et rohkem lahendeid ei ole ning see on funktsionaalvorrandi
lahendamise juures enamasti koige raskem osa.

Naide 2. Leiame koik funktsioonid f: R — R, mille jaoks iga z € R korral kehtib vordus

(f(2))* = 4a(f(2) — ).

Katsetades leiame, et lahendiks sobib funktsioon f(x) = 2z, sest (22)? = 42(2x — ). Miks
iikski sellest funktsioonist erinev funktsioon ei sobi? Votame suvalise x € R ja toestame, et
selle z korral f(z) = 2z. See tdhendab, et kui moni teine funktsioon ka rahuldaks iilesande
tingimust, peaks tema véirtus iga x € R korral funktsiooni f(x) = 2x vaartusega kokku
langema ning jérelikult on need kaks funktsioni vordsed. Olgu f(z) = y, siis iilesande
tingimuste kohaselt

v =da(y—1) ey —day+ 4t =0& (y—22) =0y = 2.
Seega f(x) = 2x on ainsaks lahendiks.

Funktsionaalvorrandid ei ole voorad ka kooliopilasele — vorrandite f(—z) = f(z), f(—x) =
—f(z) ja f(z + a) = f(x) abil defineeritakse vastavalt paaris-, paaritud ja perioodilised
funktsioonid.

Rahvusvahelistel matemaatikaoliimpiaadidel eeldatakse, et voistlejad teavad moningate
klassikaliste funktsionaalvorrandite lahendeid ja tunnevad lihtsamaid meetodeid teatud
tiitipi vorrandite lahendamiseks. Teadaolevaks loetakse néiteks Cauchy funktsionaal-
vorrandite lahendid. Nendeks on vorrandid

flx+y) = f(x)+ f(y)
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ja
flx+y) = f(x)f(y),

millede lahendiks reaalarvude hulgal on vastavalt lineaarfunktsioon kujul f(z) = ax ja
eksponentfunktsioon f(z) = a” (viimases a > 0) ning

flxy) = f(2)f(y)
ja
f(zy) = f(x) + f(v),

millede lahenditeks positiivsete reaalarvude hulgal on vastavalt astmefunktsioon f(z) =
x® ning logaritmfunktsioon f(z) = alnz, kus a on suvaline reaalarv.

Niide 3. Lahendame Cauchy funktsionaalvorrandi f(z + y) = f(z) + f(y) pidevate
reaalsete funktsioonide hulgal.

a) Leiame f(0) koikvoimalikud vadrtused.
Vottes x = y = 0, saame f(0) = 2f(0), milest f(0) = 0.

b) Néitame, et f on paaritu funktsioon.
Valime y = —uz, siis f(z — x) = f(z) + f(—=z), millest 0 = f(z) + f(—2) ning
f(—=z) = —f(z) iga x € R korral.

c) Niitame, et iga n € N ja iga x € R korral f(nz) = nf(z).
Kui n = 0, siis vordus kehtib. Kui n = 1, pole midagi toestada. Kui n = 2, saame
f2x) = f(x+x) = f(x) + f(z) = 2f(z). Eeldame, et n = k korral f(kz) = kf(x),
siis n = k + 1 korral f((k+ 1)x) = f(kx + x) = f(kx) + f(z) = kf(x) + f(z) =
(k+1)f(z).

d) Naitame, et iga m € Z ja iga x € R korral f(mz) = mf(z).
Et iga n € N korral 0 = f(0) = f(nx — nx) = f(nz) + f(—nx), siis f(—nz) =
—[f(nx) = —nf(x).

e) Néitame, et iga ¢ € Q ja iga x € R korral f(qz) = qf(x).

Olgu ¢ = %, kus m € Z, n € N. Siis nf <%x) =f <n %x) = f(mz) = mf(x)

ning f (%x) = %f(a:), st f(gx) = qf(x) iga ¢ € Q jaiga = € R korral.

f) Oleme niidanud, et iga ¢ € Q korral f(q) = f(q-1) = qf(1), st ratsionaal-
arvuliste argumentide z korral f(x) = ax, kus a = f(1). Véértust f(1) ei ole
voimalik {ilesande andmete abil miirata, seega selle voib valida vabalt. Ulemi-
nekul ratsionaalarvulistelt argumentidelt reaalarvulistele kasutame funktsiooni f
pidevust. Iga x € R jaoks leidub jada (¢,)., nii, et ¢, € Q, ¢, — . Seega

n—oo
f(z) = f(lim ¢,) = lim f(g,) = lim ¢,f(1) = f(1) lim ¢, = f(1)z = ax iga
n—o0 n—oo n—o0 n—oo
x € R korral.

Vastus: f(z) = ax, x € R, kus a € R on suvaline.

Niide 4. Leida f: R — R nii, et iga z,y € R korral kehtiks (f(z+y))* = (f(z))* +
(f)*.
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a) Kui x =y =0, siis (f(0))? = 2(f(0))?, millest (f(0))? = 0 ning f(0) =
b) Juhul y = —z saame (f(z — )) (F(@))* + (f(=2))* ehk 0= (f(2))* + (f(=2))*,
millest saame, et (f(z))*> =0 ja (f(—z))* = 0 ehk f(z) =0 iga v € R korral.
Vastus: f(z) =0, z € R.
Voistlusiilesannetes esinevate funktsionaalvorrandite lahendamisel kasutatakse peamiselt
1) véartuste omistamist (vorrandis esinevatele muutujatele omistatakse mingeid kind-
laid vAdrtusi; Néide 4);

2) asendusmeetodit (vorrandis esinevad muutujad asendatakse sobivalt valitud uute
muutujatega);

3) matemaatilise analiiiisi pohimdisteid (piirvddrtus, pidevus, monotoonsus, tokesta-
tus; Néide 3, osa f);

4) Cauchy meetodit (funktsioon méératakse naturaalarvude hulgal, seejarel taisarvude,
ratsionaalarvude ja lopuks reaalarvude hulgal, viimase sammu korral eeldatakse
funktsiooni pidevust; Néide 3);

5) antud vorrandi teisendamist itheks Cauchy vorrandiks.

Ulesanded
1. Leidke f: R\ {1} — R, kui iga nullist erineva reaalarvu = korral

f<1+1):x?—L
Xz

2. Olgu a selline reaalarv, mille korral |a| # 1. Leidke f: (0, 00) — R, kui iga positiivse

reaalarvu z korral
1 T
2 — = —
axf(x)Jrf(:p) 1

3. Leidke f, kui iga reaalarvu z # 1 korral

2
f’(SL’jL ) = 32?2 — 1.
r—1
4. Leidke f: R\ {2} — R, kui iga reaalarvu x korral, kus z # —1, kehtib
2z +3
/ ( x+1 ) -
5. Olgu f: R — R pidev funktsioon. Néaidake, et Cauchy funktsionaalvorrandi

flz+y) = f(x)f(y).

lahendid esituvad parajasti kujul f(x) = a”, kus a > 0.
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6. Olgu f: (0,+00) — R pidev funktsioon. Niidake, et Cauchy funktsionaalvorrandi

flzy) = f(z)f(y).

lahendid esituvad parajasti kujul f(z) = x%, kus a € R.
7. Olgu f: (0,+00) — R pidev funktsioon. Néaidake, et Cauchy funktsionaalvorrandi

flzy) = f(z) + f(y).

lahendid esituvad parajasti kujul f(z) = alnz, kus a € R.

8. Leidke f ja g, kui iga reaalarvu x korral

fRx+1)+g(x—1) = =
fr+1)—2g(x—1) = 227

9. Leidke f ja g, kui iga reaalarvu x # 1 korral

fRx+1)+2¢9(2x+1) = 2z
x x
() cm) =
10. Olgu f funktsioon, mis iga reaalarvu x korral rahuldab tingimust

4f(f(z)) = 2f(z) = 3z = 0.

Néidake, et f(z) = 0 parajasti siis, kui x = 0.
11. Leidke f, kui koigi selliste reaalarvude = ja y korral, kus x + y # 0, kehtib vordus

1)+ f(5)

flzy) = o

12. Leidke f, kui koigi reaalarvude x ja y korral
ef(y) —yf(x) = (@ —y)f () f(y)-

13. Olgu f: R — R. Lahendage funktsionaalvorrand f(zf(y)) = xy.
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e A. Lind ,Nupula jélgedes, Tallinn : Valgus, 1988.

e A. Lind ,Teel teadmisteni®, Tallinn : Avita, 2001.

e J. Perelman ,Elav matemaatika®, Tallinn : Valgus, 1989.

e F. Nagibin ,Huvitav matemaatika“, Tallinn : Valgus, 1969.
4. Keerdiilesanded

o U. Kaasik ,Lihtsaid ja keerulisi“, Tallinn : Valgus, 1970.
e U. Kaasik ,Lihtsaid ja keerulisi : 2, Tallinn : Valgus, 1975.
e G. Niese ,,100 kolumbuse muna‘, Tallinn : Valgus, 1985.

e K. Freyer, R. Gaebler, W. Mockel , Julge pealehakkamine on pool voitu : 200
nuputamisiilesannet®, Tallinn : Valgus, 1989.

5. Oliimpiaadimaterjal: iildist

e http://www.teaduskool.ut.ee
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e http://www.math.olympiaadid.ut.ee

e http://www.mccme.ru
6. Oliimpiaadimaterjal: arvuteooria

e Arvuteooria elemendid. I, koost. E. Abel, R. Vilt, Tartu : Atlex, 2013.

e Ettevalmistus matemaatikaoliimpiaadiks (iilemaste) : Arvuteooria I, koost.
M. Ivanov. On ka kursuse kodulehel.

o  FEttevalmistus matemaatikaoliimpiaadiks (lilemaste) : Arvuteooria I1“, koost.
M. Ivanov. On ka kursuse kodulehel.

7. Oliimpiaadimaterjal: diskreetne matemaatika
e Diskreetse matemaatika elemendid. I, koost. E. Abel, 1. Zolk, Tartu : Atlex,
2012.

R. Palm , Diskreetse matemaatika elemendid“, Tartu : Tartu Ulikool, 2003. On
ka kursuse kodulehel.

N. Vilenkin , Kombinatoorika®, Tallinn : Valgus, 1975.
e A. Kolman, O. Zich ,Huvitav loogika“, Tallinn : Valgus, 1970.

e A. Andzans, B. Johannesson ,Dirichlet principle : part I, Riga, 2005. On ka
kursuse kodulehel (inglise k.).

L. Bukovsky, I. Kluvanek ,Dirichletov princip“, Praha 1970. On ka kursuse
kodulehel (eesti k.).

8. Oliimpiaadimaterjal: geomeetria

o [ garégin , Tasandi geomeetria®, Tallinn : Avita, 2000.

e B. Ilpacomos, ,3amaum nmo maanumerpuu, Mocksa : MITHMO, 2006.
On ka kursuse kodulehel (vene k.).

9. Oliimpiaadimaterjal: algebra

e H. Keerutaja, K. Kruse, L. Tartes ,Materjali klassiviliseks t66ks matemaatikast
IX-XT klassile, Tallinn : Valgus, 1983. On ka kursuse kodulehel.

e J. Willemson, I. Zolk ,Vorratused”, Tartu : Tartu Ulikool, 2003. On ka kursuse
kodulehel.

e E. Abel, M. Abel, ,Funktsionaalvorrandite lahendamisvotteid”, ,Koolimate-
maatika XXV, Tartu, 1998, 70-76.

e J. Willemson, I. Zolk, , Funktsioonid®
http://www.math.olympiaadid.ut.ee/arhiiv/oppemat/indrek/fneq.pdf. On
ka kursuse kodulehel.

10. Ponev lugemine

e H. M. Enzensberger ,,Arvukratt®, Tallinn : Avita, 1999.
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e V. Ljov8in ,Hajameelse Magistri vaitekiri“, Tallinn : Valgus, 1978.
e V. Ljovsin ,Hajameelse Magistri reisimarkmed”, Tallinn : Valgus, 1979.

e V. Ljovsin ,Varastatud marki otsimas : matemaatiline kriminull : nooremale
koolieale”, Tallinn : Valgus, 1980.

11. Perioodika

o Matemaatika ja kaasaeg” http://et.wikipedia.org/wiki/Matemaatika_ja_kaasaeg

Vt. ka E. Mitt , Kirjandust klassiviliseks t66ks matemaatikas®, Tartu : Tartu Riiklik Uli-
kool, 1989. Osaliselt kursuse kodulehel.
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