Sisukord

1 Uldkogumi kirjeldamine
Ulesanded 1 . . . . . . . ..

2 Valimhinnangud
Ulesanded 2 . . . . . . . . e

3 Normaaljaotus

Ulesanded 3 . . . . . o 0

4 Ruutvormi jaotus

Ulesanded 4 . . . . . . . . . .
5 Normaaljaotuse parameetrite hindamine

6 Wisharti jaotus
Ulesanded 6 . . . . . . . . . .

7 Wisharti jaotuse karakteristlik funktsioon ja toen#dosustihedus
Ulesanded 7 . . . . . . . ..

8 Hotellingi T2-jaotus
Ulesanded 8 . . . . . . . . ..

9 Hiipoteesid iildkogumi keskvéirtuse kohta
Ulesanded 9 . . . . . . . oo

10 Keskviirtusvektori usalduspiirkond

Ulesanded 10 . . . . . . . . o
11 Hiipoteesid dispersioonimaatriksi kohta
12 Kahe iildkogumi vordlemine
13 Korrelatsioonimaatriks

14 Mitmene korrelatsioonikordaja

Ulesanded 14 . . . . . . . o
15 Osakorrelatsioon

16 Statistikute asiimptootilisest jaotusest

LISA 1
L1.1 Maatriksalgebra moisteid ja tulemusi . . . . . . .. ... ... ... ...
L1.2 Plokkmaatriksid . . . . . .. ... L

LISA 2
L2.1 Vajalikku toendosusteooriast . . . . . . . . . ... .. L oL

11
16

17
19

19

22
27

27
29

29
30

31
34

34
38

39

43

47

50
56

56

58

64
64
72

78



1 Uldkogumi kirjeldamine

Statistilise lihenemise korral uuritavale ndhtusele voi objektile miaratletakse esmalt uuri-
jat huvitav iildkogum (néiteks Eesti koolidpilased, teatud loomaliigi téiskasvanud isendid,
teatavat tiilipi ettevotted jms). Seejirel valitakse vélja tunnused, mis kannavad uurimuse
eesmirgi saavutamiseks vajalikku informatsiooni. Mitmemod6tmelise analiiiisi korral on neid
tunnuseid mitu. Kirjeldagu uuritavat iilldkogumit p tunnusest moodustatud juhuslik vektor
X:
X1
= X
X=|77
Xp
Selle juhusliku vektori toendosusjaotust nimetatakse dldkogumi téendosusjaotuseks. Nagu
ikka, on téenéosusjaotuse esitamiseks mitu voimalust. Alati leiduvad jaotusfunktsioon F¢ (),

FX'(LZ"):P(Xl§$17X2§$2,...7Xn§$n) (11)

ja karakteristlik funktsioon ¢ (),

px(D) = B ). (1.2)
Kui jaotusfunktsioon on absoluutselt pidev, eksisteerib ka téendosustihedus f (),

P Fg(T)

Toendosustiheduse jaoks kasutame edaspidi ka siinoniiiimina sona tihedus. Loomulikult saab
etteantud toenédosustiheduse pohjal leida ka talle vastava jaotusfunktsiooni F'g (&),

Xy ) ZTp
re@= [ [ [ reinde. .y

Nagu ithemdotmelisel juhul juhuslikku suurust, nii iseloomustab ka mitmemootmelist ju-
huslikku vektorit teatav hulk arvkarakteristikuid, ildkogumi arvkarakteristikuid. Olulisemad
neist on keskvéirtuse ja dispersiooni analoogid — paiknemise ja hajuvuse karakteristikud.
Juhusliku vektori keskvidrtusvektor EX on konstantne vektor, mille komponentideks on
juhusliku vektori komponentide keskvéirtused,

EX,
BEX — EXo
EX,
Eeldame, et keskvddrtused EX; eksisteerivad iga i € {1, ..., p} korral. Vastasel juhul 6eldak-

se, et X keskvidrtus puudub. Dispersiooni analoog — juhusliku vektori dispersioonimaatriks
DX — méiératakse vordusega

DXl CO’U(Xl,Xp)

DX = (1.4)

Cov(Xp, X1) ... DX,

Ka vektori X dispersioonimaatriksist saame radkida vaid siis, kui eksisteerivad koik kova-

riatsioonid Cov(X;, X;) ja dispersioonid DX;. Maatriksi DX peadiagonaalil on juhusliku
vektori komponentide dispersioonid

DX; = E(X; - EX,)?,
véljaspool peadiagonaali aga asuvad juhusliku vektori komponentide vahelised kovariatsioo-
nid



Edaspidises kasutame ka t&histusi EX = i ja DX =%. Dispersioonimaatriksi (1.4) saab
esitada keskviirtusena teatavast juhuslikust maatriksist,

DX = E[(X - i)(X — @),

Korrutades sulgudes olevad tegurid 14bi ja koondades iihesugused liikmed, saame dispersioo-
nimaatriksi jaoks teistsuguse avaldise

DX = BE(XX") - iji’.
Dispersioonimaatriks on siimmeetriline mittenegatiivselt méiratud maatriks.

Kuna mitmemodtmeline statistika 1dhtub viga sageli jirelduste tegemisel tunnuste vahe-
listest seostest, on neile kahele karakteristikule lisaks viga oluline informatsioonikandja
korrelatsioonimaatriks. Korrelatsioonimaatriks P mairatakse vordusega

1 pi2 . p1p
P= P21 1 P2p , (1 5)
Ppl  Pp2 e 1

kus p;; on tunnuste X; ja X; vaheline korrelatsioonikordaja,
p CO’U(Xi, Xj)
i] = T e
VDX DX;

Nagu niha, saab korrelatsioonimaatriksi leida dispersioonimaatriksi elemente kasutades. Ar-
vutuseeskirja esitamiseks maatrikskujul diagonaliseerime dispersioonimaatriksi 3

DX; 0 ... 0
s, | 0 DPX20
0 0 ... DX,

ning saame maatriksi (1.5) arvutuseeskirja
P=x;"xn /2

Siin ja edaspidi eeldame, et diagonaliseerimine rakendatakse maatriksile enne teisi maat-
riksoperatsioone. Korrelatsioonimaatriks on siimmeetriline mittenegatiivselt madratud maat-
riks, tema peadiagonaalil asuvad alati iihed.

Klassikaline mitmemaootmeline statistika on {iles ehitatud eeldusel, et iildkogumi jaotuseks on
mitmemootmeline normaaljaotus. Seda jaotust vaatame ldhemalt iilejargmises paragrahvis,
siin aga tutvume iihemootmelise jaotuse kahe arvkarakteristiku mitmemootmelise iildistuse-
ga. Normaaljaotus on keskvéirtuse suhtes siimmeetriline, tegelikkuses ei ole aga sugugi alati
tegemist siimmeetriliste jaotustega. Jaotuse ebasiimmeetriat moodab themootmelisel juhul
astimmeetriakordaja, mis madratakse eeskirjaga

E(X — EX)3
(VEX — EX)2)*

Jaotuse jarsakust ja sabade raskust moodab ekstsess e. jarsakus, mis ihemootmelisel juhul
méairatakse eeskirjaga

pr =

E(X —-EX)*
(B(X - EX)?)*
Nende karakteristikute jaoks on mitmemootmelisel juhul vélja pakutud erinevaid ldistusi.

Enimkasutatavad on artiklis Mardia (1970) esitatud definitsioonid. Vektori X asimmeetria-
kordaja on madratud eeskirjaga

B =

Bip(X) = B(X — pyS~ (Y - i)]?,



kus X ja Y on soltumatud sama jaotusega juhuslikud vektorid. Vektori X jarsakus on aga
defineeritud vordusega
Bap(X) = E[(X — i) E7H(X — )]

Kui p = 1, saame need juhusliku vektori karakteristikud siduda vastavate karakteristikutega
juhusliku suuruse jaoks, 811 = 8% ja B2.1 = Pa.

Mardia karakteristikute olemus avaldub paremini jérgmise esituse kaudu. Tahistame
Y =2 V(X - p).

Siis E(Y) =0 ja D(Y) = I,. Kursusest "Maatriksid statistikas" teame, et juhusliku vektori
momendid avalduvad otsekorrutise abil:

ms(Y)=EY @Y @Y)
ja . L. L
my(Y)=EBEY Y Y Y').
Saab niidata (Kollo and Srivastava (2004)), et
Brp(X) = tr[ma(Y)ms(Y)']
ja . .
P2.p(X) = tr[ma(Y)].

Seega avaldub Mardia asiimmeetriakordaja vektori X tsentreerimisel ja normeerimisel saa-
dud vektori ¥ koordinaatide kolmandat jarku segamomentide ruutude summana, jarsakus
52,p()? ) on aga vektori Y neljandate segamomentide maatriksi jilg. Kui tdhistame ithemaot-
melisel juhul

Y = (DX)"V2(X - ),

siis
ja
Mardia kordajad 31, ja B2, on invariantsed lineaarteisenduse Y = AX + b suhtes.

Tuletame meelde veel moned toendosusteooria tulemused. Kui juhusliku vektori tihedus

fg(x1,22,...,2,) on teada, siis on voimalik arvutada suvalise hulga B jaoks toendosus
juhusliku vektori sattumiseks sellesse hulka,
P(X € B):/.../f)z(gj)dgj. (1.6)
——
B

Votame hulgaks B p-tahuka Ba,
Ba = [z1, 71 + Azq] X [22, 22 + Az X ... X [2p, 2p + Az,

millesse sattumise toendosus on

N z1+Azy Tp+Axy,
P(X € BA):/ / Fe(i, v, yp)dys - . . dyp.

Xy P

Kui juurdekasvud Az; on viikesed, saame siit ligikaudse vorduse
P(X € Ba) = fyg(wr,22,...,2p) Az Azy .. Ay,

Mitmemodtmelise jaotuse korral on olulised marginaaljaotused ja tinglikud jaotused.



Definitsioon 1.1. Juhusliku p-vektori X  k-mootmeliseks (k < p) marginaaljaotuseks
nimetatakse selle vektori k koordinaadi k-mootmelist Ghisjaotust.

Erinevaid k-mootmelisi marginaaljaotusi saab konstrueerida nii palju, kui palju on voima-
lik valida erinevaid k-elemendilisi kombinatsioone p elemendi hulgast, seega on erinevate
k-mootmeliste marginaaljaotuste arv C}’;. Oletame, et oleme vilja valinud k esimest kom-
ponenti ja vaatame, kuidas leida nende marginaaljaotust iihisjaotuse kaudu. Leiame esmalt
k-mootmelise marginaaljaotusfunktsiooni Fx, x, (%1, %2, ... Zk),

FXl,...,Xk(x17"'7xk) = P(Xl S xlv"'7Xk < Ik)
“P(X) < 21,0, X < 2 X1 < 00, X < 00)

=Fg(w1,...,21,00,...,00).
Ka k-mootmelist marginaaltihedust fx, . x,(z1,...,7x) saab leida vektori X tihedusest,
le,m,Xk((El, N ,.’L’k)

oo oo
:/ / fe(@y, o @, Thy1, o, 2p)dTpgr - .. day.
—0o0 —0o0

Juhusliku vektori komponendid véivad olla soltumatud. Séltumatus on defineeritud jaotus-
funktsiooni kaudu.

Definitsioon 1.2. Juhusliku vektori X komponendid on vastastikku soltumatud, kui vektor:
jaotusfunktsioon (1.1) avaldub korrutisena

FX.(J)l,...,.’Bp) :FXl(xl> X ... XFXP<.’I,‘p).

Definitsioonist jareldub, et vastastikku soltumatute komponentide korral on ka vektori tihe-
dus (1.3) avalduv analoogilise korrutisena.

Samamoodi saab méarata ka juhusliku vektori alamvektorite soltumatuse. Juhusliku vektori
komponendid Xi,..., X} on soltumatud komponentidest X 1,...,X,, kui

FX'(IL'1, . ..l'p) = FXl...Xk(xla T ,xk)FXk+1___Xp($k+1, e 71'p).

Jargmine oluline juhusliku vektoriga seotud moiste on tinglik jaotus. Késitleme seda maoistet

pidevate juhuslike vektorite korral ja defineerime tingliku jaotuse toen#osustiheduse kaudu.

Vaatame lihtsuse mottes esmalt kahemootmelist juhtu (p = 2). Lihtume tingliku tdendosuse

valemist

P(ANB)
P(B) '

kus P(B) # 0. Valime siindmuse A, A = {a < X; < b}, ja siindmuse B, B = {¢ < X3 < d}.
Siis siindmuse A tingliku tGendosuse tingimusel B saame leida valemi (1.7) abil,

P(A|B) = (1.7)

Pla< X, <bc<Xy<d) ff fcd Ix1 x5 (u, v)dudv

PAIB) = =5 X, <0 I s ()

Kui B midrame lithikese 16igu abil, B = {¢ < X3 < ¢+ Ac}, siis pidevuse tottu kehtib
keskvadrtusteoreem

c+Ac
/ fx,(w)dv = fx,(vs)Ac,

kus v, € [¢,c+ Ac]. Samal pohjusel rahuldab murrujoone peal olev integraal tingimust

c+Ac
[ oo = fxo (v @)Ac,
kus v, (u) € [¢, ¢+ Ac]. Seega oleme saanud vorduse

b fX1X2 (’LL, Use (u))

PUAB) = fxa(v4)

du.



Kui ¢ ja Ac on fikseeritud, siis on integreeritav funktsioon viimases vorduses iihemuutuja
funktsioon.
Olgu ¢ argumendi vdirtus, mille korral fx,(c) > 0. Defineerime tGendosuse

b
Pla< X) <bXo=c)= lim Pla< X; <ble< Xo < c+ Ac) = Fruxa (00
Ac—0 a fX2 (C)
Saadud integraalialust funktsiooni kasutatakse X; tingliku tiheduse defineerimisel, tingi-

musel X, = ¢. Asendame arvud u ja ¢ arvudega x; ja zo ning esitame nendes tahistustes
tingliku tGenfosustiheduse definitsiooni.

Definitsioon 1.3. Olgu juhusliku vektori (X1, X2)' téendosustihedus fx, x,(x1,z2). Juhus-
liku suuruse X, tinglikuks toendosustiheduseks tingimusel Xo = xo nimetatakse funktsiooni

fxix, (x1, 22) _ fxix, (21, 22)
fx, (w2) S0 Fxax, (@1, mo)dey

Ix, (z1]a2) =

Seega saame (X1, Xo)' tihisjaotuse tiheduse esitada korrutisena

fX1X2 (xla $2) = fX1 (.’E1|£C2)fX2 (xQ)

Mitmemootmelisel juhul viib analoogiline mottekiik meid sarnasele tulemusele pérast kor-
duvat rakendamist:

felxe, ... zp)
fxox (@1, kT, ) = s % X .
/ / fe(@i, o, T, Tt - - -, Tp)dTy . . . dag
— 00 — 00
—_—————
k
Siit tekib voimalus esitada (Xi,..., X)) thisjaotuse tihedus korrutisena
fe(xe, .. 2p) = fx, (21) fx, (2]2r) fx; (@3]2r, 2) . . fx, (@pl2e, ... 2po1),

kusjuures

fx,(z1) / / fg(xy, ... xp)dey .. day,

e y)das . day,
Ixo (@a|z1) = / / fe(o fXx(ilg)% iy

Fr (3], 22) / / fg(xr,. . xp)dry .. dxy
3 b b

fx, (1) fx, (w2|21)

ning lopuks

fe(xy, ... 2p)
fX1 ('Tl) . 'pr71($p—1|$17 ... 7xp—2).

Ix, (@plry, . 2p1) =

Uhistiheduse [ (&) esitus tinglike toendosustiheduste kaudu ei ole iihene. Muutujate vahe-
tamiseks on siin kokku p! voimalust, mis tdhendab sama palju véimalusi téendosustiheduse
esitamiseks.

Nagu ithemootmelisel juhul, saab ka p-mootmelise juhusliku vektori funktsiooni toendosusti-
heduse esitada argumendiks oleva juhusliku vektori tiheduse kaudu. Tuletame jargnevalt
vastava valemi.



Teoreem 1.1. Olgu X p-mootmeline juhuslik vektor tihedusega f¢ (%) ja olgu juhuslik p-

vektor Y selle vektori funktsioon:
Y;;:yi(XlaX27"'7Xp>7 i:1727"'7pa
kus
yi = yi(x,22,...,2p), 1=1,2,...,p

on ﬁksﬁh_gne teisendus RP — RP,
Vektori Y tihedus fy(y) avaldub siis kugjul

Fo @) = Fe@ (@), 22(T), - ap(@) - T (W) ’

Y1,92,-- -5 Yp

kus J (%) on'Y komponente midirava teisenduse (1.8) jakobiaan.

Y1,Y2,--,Yp

Toestus. Kuna eelduse kohaselt teisendus (1.8) on iiksiihene, leidub tal kindlasti ka p6ord-

teisendus z; = z;(y1,%2,.-.,Yp), ¢ = 1,2,...,p. Jakobiaani definitsiooni kohaselt
Ozy Oz
dyr T Oyp
1,X2,...,T
J() —abs|
Y1,Y2,- - Yp Oy Ozp
G oy

Votame vaatluse alla suvalise mootuva hulga A C RP. Siis toendosus vektori Y sattumiseks

sellesse hulka avaldub jargmiselt

P(Y € / /fy )dys - -

Samal ajal iga mootuva hulga B korral kehtib vektori X jaoks analoogiline tulemus

P(X € B) = / /fX:?d:m

Olgu niitid By ruumi R? alamhulk, milleks teisendus (1.8) teisendab mé&dtuva hulga Bj.

Matemaatilisest analiiiisist teame, et

— — xl,l‘Q,-.-,l‘p —
- [ oo (35
/ / X X Y1,Y2, - - Up

Juhuslike vektorite jaoks saame siit vorduste ahela:

P(X € B)) = P(w] {X1(w),...,X,(w)} € B)
— Plw| X(w) eBl):/.../f)g(f)da‘:’

B
= P | (R @) 0 (R ()} € By)
_p(¥eny= .. / fy (97
B
- [ fg(m(zf),...,xp(g))J(“i) a7,

B>

kus w té&histab elementaarsiindmust. Seega saime valemi, mis suvalise mootuva hulga Bs
jaoks véimaldab leida tGenéosuse, et vektor Y sattub sellesse hulka. Vastavalt valemile (1.6)

peab integreeritav funktsioon olema vektori Y toendosustiheduseks, mott.



Ulesanded 1

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

Niidata, et korrelatsioonimaatriks P avaldub kujul
P=x,"?xxn /2

Kontrollida vordused . . .
B1p(X) = tr[ms(Y)ms(Y)'],

—

Bap(X) = trfma(Y)],
kus . .

Y =2 V3(X - [0).
Néiidata, et kordajad 1, ja B2, on invariantsed lineaarteisenduse Y = AX +b suhtes.
Olgu X = (X, X,)' toeniosustihedusega

6z, kuixzy+xze <1, 21,22 >0,
Fx(w1,22) = 0 mujal.

Leida marginaaljaotuste tihedused ja tinglikud toenfosustihedused.

Olgu X = (X1, X>)" toendosustihedusega f(x1,x2) ja Y = AX, kus
1 1
A= ( b ) |

Olgu X = (X1, X2, X3)" toendosustihedusega f¢(7) ja Y = (3X1,X; — 4X5, X3).
Leida fg (7).

Olgu DX =T, ja A= (11); B= (1 —2). Kas AX ja BX on korreleeritud? Kui jah,
siis leida korrelatsioonikordaja.

Leida fg(y1,y2).

2 Valimhinnangud

Uldkogumi karakteristikud on reeglina tundmatud. Informatsiooni saamiseks iildkogumi koh-
ta tuleb tildkogumi juhuslikult valitud objektidel modta uuritava p-mootmelise tunnusvektori
X viiirtused. Olgu seda vektorit méodetud n korda. Méotmistulemused moodustavad valimi
(konkreetse valimi), milleks on p x n-maatriks X',

r11 T12 oo T1n
X = Xo21 T22 ... Xon
Tpl Tp2 ... Tpn

Selle maatriksi esimeses reas on esimese moodetud tunnuse vaidrtused, teises reas — teise
mooddetud tunnuse vidrtused jne. Maatriksi esimeses veerus aga asuvad koikide tunnuste
vadrtused esimesel mootmisel, teises veerus — koikide tunnuste viidrtused teisel mootmisel
jne. Matemaatiline statistika eeldab, et valim on juhuslik: {ihest ja samast iildkogumist
tehtud erinevad valimid on erinevad. Valimi juhuslikkuse kirjeldamiseks voetakse kasutusele
spetsiaalne mudel: teoreetiline valim. Teoreetiline valim on juhuslik maatriks,

X: [Xligin},

mille veeruvektorid X 1ye- Xn rahuldavad kahte tingimust



1) Vi,j korral, i # j, on veeruvektorid Xi ja Xj soltumatud;

2) koik veeruvektorid on sama jaotusega, mis kirjeldab iildkogumit: X, 4x.

Teoreetilise valimi moGtuvaid funktsioone nimetatakse statistikuteks. Sobivalt valitud statis-
tikut saab kasutada iildkogumi parameetri hindamiseks. Hinnangu omadusi (nihketus jm)
saab kindlaks teha ainult vastavat statistikut uurides. Konkreetse valimi pohjal arvutatud
statistiku véédrtus on arvuliseks hinnanguks iildkogumi parameetrile.

Nii iithemootmelisel kui ka mitmemodtmelisel juhul on iildkogumi keskviirtuse hinnanguks
valimi keskvidrtus. Valimi keskvddrtus on p-mootmeline vektor, mille komponentideks on
tunnuste aritmeetilised keskmised,

n i=1 T4
Z1
1 n . =
i_‘ _ n i=1 Tog _ T2
. Zp
1 n .
7 Doie1 Tpi

Tahistades iihtedest koosneva n-vektori siimboliga ﬁn, saame esitada valimi keskvaartuse
maatrikskujul

Statistiku X iildkogumi keskviirtuse hindamiseks saame, kui arvutuseeskirjas asendame
konkreetse valimi X’ teoreetilise valimiga X

- 1. -
X = -Xl,. (2.1)
n
Dispersioonimaatriksi hinnangu saame, kui koik tema elemendid asendame iihemdotmelisest

statistikast tuntud hinnangutega. Maatrikskujul saame selle hinnangu esitada konkreetse
valimi veeruvektorite ja valimi keskviértuse abil

Z f)/)

3\?—‘

kust péarast sulgude avamist saame

S\H

n
Ei"f

Statistiku iildkogumi dispersioonimaatriksi hindamiseks saame, kui arvutuseeskirjas asen-
dame konkreetse valimi A" teoreetilise valimiga X

i=1

3\>—‘

Néiitamaks, et statistikut S, kasutades saame iildkogumi dispersioonimaatriksi DX jaoks
nihkega hinnangu, arvutame keskvéirtuse:

Rakendades niiiid viimase liikme lahti kirjutamiseks valemit (2.1) ja arvestades teoreetilise
valimi veergude soltumatust, saame

BER) = = | S BEX) + 303 BEE) |



kust tuleneb koikide teoreetilise valimi veeruvektorite sama jaotust arvestades

n—lD)—(»:n—IE.
n n

LS, =

Kasutades teoreetilist valimit X saame statistiku S, jaoks anda jargmise esituse:

1= -

1
S, = —X(I, — —1,1,)X’.
n n

n

)
Selles avaldises esinevat maatriksit I,, — %lln 1,, nimetatakse tsentreerimismaatriksiks. Tsent-
reerimismaatriks on idempotentne ja siimmeetriline.

Asendades statistiku S, avaldises teoreetilise valimi X konkreetse valimiga X', saame hin-

nangu

~ 1 1= =
L= —X(1, - =1,1 ). 2.2
S i ( nﬂ 1,) (2.2)

Paneme téhele, et dsja leitud nihke avaldis on kooskolas meie seniste teadmistega. Maatriksi
S. elemendid avalduvad dispersiooni ja kovariatsioonide nihkega hinnangutena:

(8.); = D%, = Z (w5 =

3

ja

Son T

(S.)i; =Cov(X; = (@i — Ti) (wjk — T5)
k=1

1 n
:ﬁ E TikTjk — TiTj
k=1

Arvestades S, nihke avaldist saame leida statistiku dispersioonimaatriksi nihketa hinnangute
leidmiseks:

3

S = (S;;) = ni . Z()?i ~ X)(X, - X). (2.3)

Nihketa hinnangut dispersioonimaatriksile nimetatakse valimi dispersioonimaatriksiks ja ti-
histatakse S
n
S = (si5) = Z - 7).

Korrelatsioonimaatriksi hindamiseks leitakse valimi pohjal korrelatsioonide hinnangud

Sij
)
5iiSjj

kus s;; on valimi dispersioonimaatriksi elemendid, ja moodustatakse neist valimi korrelat-
sioonimaatriks

Tij =

1 i1 ... Tip
N T 1 ...r
R = 12 2p

Tip T2p .. 1

Sarnaselt teoreetilise korrelatsioonimaatriksiga saame ka valimi korrelatsioonimaatriksi esi-
tada maatrikskujul, kasutades valimi dispersioonimaatriksit ja selle diagonaliseeritud kuju
Sd:

R=S,'/?88;"/%.
Vastav statistik R avaldub analoogiliselt juhusliku maatriksi S kaudu:

R=-5,'/?ss;"/?.
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Mitmemootmelise astimmeetriakordaja hinnang méiratakse vordusega

Bip(X) = ng Z NE -2

3,j=1

Hinnang mitmemootmelisele jarsakusele méiiratakse eeskirjaga

Z @ - D)

BQpX

:\H

Ulesanded 2

2.1. Kontrollida, et tsentreerimismaatriks I,, — %ﬁnﬂn on idempotentne maatriks.
2.2. Niidata, et
n
> XX =XX

2.3. Niidata, et

i

1 " n
X, X! —
—1; on—1

3 Normaaljaotus

Selles paragrahvis kiisitleme mitmemodtmelise statistika pohilist mudelit — mitmemdotme-
list normaaljaotust. Kahtlemata on mitmemdootmeline normaaljaotus ithemootmelise nor-
maaljaotuse iildistuseks. Uhemootmelisel juhul alustatakse tavaliselt standardse normaal-
jaotusega juhuslikust suurusest Z, mille tihedus méiratakse eeskirjaga

Uldise normaaljaotusega juhusliku suuruse X saame sellest lineaarteisenduse teel
X=p+o2Z,
kusjuures EX = p ja DX = ¢?. Liihidalt mirgime ithemootmelise normaaljaotuse kirjuti-
sega X ~ N(p,0?), tema tdendosustihedus
1

fx(z) = o~ zez(e—m)?*
2mo

Kanname selle konstruktsiooni iile mitmemdotmelisele juhule. Moodustame esmalt stan-
dardse normaaljaotuse mitmemootmelise analoogi. Selleks on soltumatute komponentidega
juhuslik vektor Z, mille iga komponent on standardse normaaljaotusega,

Z
Z=|”
Z,
kus Z; ~ N(0,1) ja Vi, j, korral Z; L Z;, kui i # j. Me teame, et soltumatute komponentidega
juhusliku vektori korral iihistihedus avaldub marginaaltiheduste korrutisena. Jérelikult

F3(2) = fz () f2.(22) - fz, (%) = (\/21?)13 v,
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ehk
1

f7(8) = ——=—e 37 7.

(V2m)P

Seda jaotust nimetatakse standardseks p-mootmeliseks normaaljaotuseks, mida tdhistame
kujul Z ~ N(0,1I,). Niiiid defineerime mitmemootmelise normaaljaotuse sama vottega nagu
iithemootmelisel juhul.

Definitsioon 3.1. Olgu 7 ~ N(G, I,) ja A péératav p x p-maatriks, kusjuures AA" = .
Siis juhuslik vektor

X=pi+AZ
on p—mootmelise normaaljaotusega parameetritega [i, (i € RP) ja X, (X on positiivselt
mdadratud p X p—maatriks).

Niisuguse normaaljaotuse korral kasutame tdhistust X ~ Ny (i, ) voi, kui jaotuse di-
mensiooni tihistamine pole vajalik, X ~ N(ii,X).

MARKUS. Definitsioonis 3.1 méiratud normaaljaotuse iildistusega on tegemist siis, kui A
on suvaline p x p-maatriks. Sel juhul on maatriks ¥ = A A’ mittenegatiivselt méadratud.
Juhul, kui r(A) < p, on tegemist kédunud normaaljaotusega, r(A) = p korral rakendub
definitsioon 3.1.

Lause 3.1. Olgu X ~ Ny(i,X). Siis EX = i ja DX =3.

Toestus. Definitsiooni 3.1 tottu eksisteerivad [, (i € RP)ja A : p X p nii, et X = i+ AZ,
kus Z on standardse p-mootmelise normaaljaotusega, Z ~N (6, I,). Juhusliku vektori 7

keskvadrtuseks on nullvektor, EZ = 6, dispersioonimaatriksiks iihikmaatriks, DZ = I.
Keskviirtuse omadusi arvestades saame niitid

EX =E(i+AZ)=[i+AEZ = [i.
Dispersiooni omadusi kasutades saame
DX =E[(X - ji)(X - ji)] = E[(AZ)(AZ)| = E(AZZ'A') = %,

mott.

Teoreem 3.1. Kui juhuslik p-vektor on mitmemaootmelise normaaljaotusega, X ~ Ny(i, %),
sits tema tihedus avaldub kujul

= _epl le-ps@-i
1) = p{-5@- = -n).

Toestus. Teoreemi toestamiseks kasutame dra teoreemi 1.1 juhusliku vektori funktsiooni
jaotuse kohta. Olgu Z ~ N(0,1I,). Definitsiooni 3.1 kohaselt

X=AZ+1],
kus maatriks A on podratav. Seega on meil tegemist iiksiihese teisendusega ruumis RP:

mis iiksiihesuse tottu on pdoratav:

Teoreemi 1.1 pohjal



Asendades siia vektori Z tiheduse, saame

8y

1 L Ay Al o } < )
———expy —=—(F— @) (A7) AT (F - J .
o] 5@ - aTy AT G-
Leiame jakobiaani kasutades maatrikstuletise omadust ((iii) ) Lisas 1 ja determinandi oma-
dust (L1.8)

zZ dz
J (f) = abs 17

| = abs|A™!| = abs|A| .
Kuna AA’' = X, saame

S 1 1. e 1,2 -
50 = e { 5= -

Arvestades vordust |A| = (|A||A]")'/2, saame tiheduse jaoks avaldise

1
abs|A|’

1 1., a-l/- -
fX:(\/Q—W)WeXP{—Q(x—N) b 1(90—/1)},

mott.

Ko6dunud normaaljaotusel pole tihedust, tema esitamisel kasutatakse karakteristlikku funkt-
siooni.

Teoreem 3.2. Olgu X ~ N, (i, X), siis tema karakteristlik funktsioon avaldub kujul
. 1o,
p(t) =exp(it fi — it 3t.)

Toestus. Leiame esmalt mitmemodtmelise standardse normaaljaotusega juhusliku vektori
Z karakteristliku funktsiooni. Kuna Z komponendid on vastastikku soltumatud ja standard-
se normaaljaotusega, siis tema karakteristlik funktsioon avaldub jaotuse N(0,1) karakte-
ristlike funktsioonide korrutisena,

Kasutades vektori X esitust

kus ¥ = AA’, saame

Kuna . B
61t’ﬁE€z(A'f)'Z elt/#(p‘*(A/t)7
siis saame
’ ! — 1
@X‘(E} —eit'ng 1T'AA tzeXp {Zt/—»_tlzt } ’
mott.

Néeme, et karakteristliku funktsiooni véljakirjutamiseks on vaja teada normaaljaotuse pa-
rameetreid ;i ja 3. Kehtib ka vastupidine: kui me teame normaaljaotuse karakteristlikku
funktsiooni, siis saab sealt vilja lugeda ka selle jaotuse parameetrite viirtused.

Veendume, et mitmemootmeliste normaaljaotuste klass on lineaarteisenduse suhtes kinni-
ne, st teisendatud juhuslik vektor on ka normaaljaotusega. Muutuvad ainult selle juhusliku
vektori jaotuse parameetrid.
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Lause 3.2. Olgu X ~ N,(fi,X), maatriks B : ¢ x p tdisastakuga (¢ < p, r(B) = q) ja
kehtigu vordus Y =BX + a, a € Re. Siis

Y ~ N,(@+ Bji,BEB').
Toestus. Kirjutame vilja teisendatud vektori Y karakteristliku funktsiooni.

w(f) =¢arnx(®) = Eexp(it’(d+ BX))

et iF exp{i(B't)’ X} =¢ agp)?(B’f).

Kuna vektori X karakteristliku funktsiooni avaldis on teada, saame

oy 0 =" Soxp {i(BE) - (B0 =BT |
:exp{if’(d+Bﬁ) —t'"BEXB'T }

See on aga normaaljaotuse N, (@ + Bfi, BEB’) karakteristlik funktsioon. Jérelikult Y ~
N, (@ + Bji, BEB'), mott.

MARKUS. Normaaljaotusega on tegemist juhul 7(B) = ¢, kui r(B) < g, siis on tegemist
kodunud normaaljaotusega.

Votame niitid 1dhema vaatluse alla mitmemootmelise normaaljaotuse marginaal- ja tinglikud
jaotused. Nende kirjeldamiseks vaatame iihte konkreetset alamvektorite paari, mille saame
jaotades vektori X kaheks alamvektoriks

= [3)
Xo

kus X 1 on esimesest k komponendist moodustatud k-vektor ja Xz iilejadnud komponentidest
moodustatud (p — k)-vektor. Samal viisil jaotub alamvektoriteks ka keskvadrtusvektor

o =i=[i)

Vektori X dispersioonimaatriks jaotub neljast plokist koosnevaks plokkmaatriksiks,

Y1 212}

3.1
o1 oo (3-1)

DX—z—[

kus X171 on vektorl X1 dispersioonimaatriks, o5 on vektori Xg dispersioonimaatriks ja 31
on vektorite X1 ja X2 vaheline kovariatsioonimaatriks. Dispersioonimaatriksi 3 stimmeet-
rilisuse tottu 3, = Xoy.

Néitame lauset 3.2 kasutades, et molema alamvektori marginaaljaotuseks on normaaljaotus.
Moodustame maatriksi By : k X p,

By = [Tt : Opxpio] -

Siis . .
X, = B, X,

millest jireldubki, et X; ~ N(jiy, $11). Vektori X, marginaaljaotuse leidmiseks moodustame
maatriksi By = [O(p,k)xk : Ip,k] , mille korral saame

X, = By X,

millest jareldubki, et Xy ~ N (fl2,322). Kuna vektori X iga alamvektori saame eraldada
sobiva konstruktsiooniga lineaarteisenduse abil, jareldub siit, et mitmemdotmelise normaal-
jaotuse korral on iga alamvektori marginaaljaotuseks normaaljaotus.
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Kui alamvektorid on soltumatud, X 1L X27 on nende koikide komponentide vahelised kova-
riatsioonid nullid, st 315 = 0, soltumatusest jareldub mittekorreleeritus. Normaaljaotusel
on aga iiks unikaalne omadus — kehtib ka vastupidine viide: mittekorreleeritusest jareldub
soltumatus. Toestame selle.

Teoreem 3.3. Olgu X ~ N, (i, %), kusjuures vektor X on jaotatud k- ja (p — k)-mootme-
listeks alamuvektoriteks Xl ja X,. Seejuures jaotub dispersioonimaatriks plokkideks

Y11 B
Y= .
[221 z322}

Kui plokk X195 = 0, siis need alamvektorid on soltumatud.
Toestus. Kirjutame vilja vektori X tiheduse
12@) : {-3@-m=a-n)
c(f)= —expqy —=(¥— T — .
BT Ve TP U2 8

Kuna ¥ on plokkmaatriks, milles nullist erinevad plokid asuvad ainult peadiagonaalil, keh-
tivad vordused
12| = [Z11] - [Z22],

> o0
== { w7 ] :
0 X3

Vektori X tihedus omandab seetottu kuju
1
1/2)41/2
(Vam)PBh17 Sl
1, 1L 1, L
exp { =5~ 0B @ - )~ (0 ) B @~ )}
=fz, (Z1)fz,(Z2).

Niisugusest esitusest aga jareldubki alamvektorite soltumatus, mott.

f3(@) =

Leiame niiiid alamvektori X; tingliku jaotuse tingimusel, et teise alamvektori X, vidrtus
on fikseeritud. Tingliku jaotuse leidmiseks kasutame lauset 3.2. Lisaks votame kasutusele
spetsiaalsed tdhistused plokkmaatriksi (3.1) peadiagonaalil asuvate plokkide 317 ja 333 nn.
Schuri taiendite jaoks. Tahistame maatriksi Yoo Schuri tdiendi siimboliga ¥11.0,

Y2 =%11 — 21222_21221
ja maatriksi 377 Schuri tdiendi siimboliga Xos.1,

Y90 = Xag — 22121_11212-

Teoreem 3.4. Kui vektor XwNp(ﬁ, Y) on jaotatud k- ja (p — k)-méotmelisteks alamvek-

toriteks o
X - [)Sl ,
Xo]
mille keskvddrtusteks on keskvddrtusvektori ii alamvektorid
(]
g [u

ja dispersioonimaatriksiteks maatriksi 3 peadiagonaali plokid,

i X
5= ,
{221 222}

siis vektori Xl tinglikuks jaotuseks tingimusel XQ = T9, on normaaljaotus Ny, (ﬁ1721222_21 (flo—
72),X11.2).
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Toestus. Leiame vektori X, tingliku jaotuse tingimusel, et alamvektori X, vidrtus on
fikseeritud, Xs = #5. Paneme tihele, et suvalise maatriksi B : k x (p — k) korral

c_ [ -B][Zu Zu][L o
0 L_i||Zn S| |-B I

_ |X11—BXa X -BXxp| | L 0
o1 DY) -B' I,

¥ —BX¥y — ¥19B’+ BXyyB’ 35 — BYgs
o1 — XgoB’ Yoo ’

Véttes niiiid B = 3,5,X5,, saame korrutismaatriksile C anda kuju

_ 211.2 0
o= 0" )

Moodustame uue juhusliku vektori Y

7o (I —ZeBy] g [Xi-Spsy X
0 Ip—k: X2

See juhuslik vektor on normaaljaotusega, tema dispersioonimaatriksiks on maatriks C, mille
valjaspool peadlagonaah asuvad plokid on nullid. Jarelikult on alamvektorid Y, = X; —
212222 Xz ja Yg X2 soltumatud.

Leiame vektori Y keskviidrtuse
BV - B Fl - 21322_21)?2} _ [ﬁl - 2?22—21;12} .
X5 U2

S_i}t Y, ~ Ni(iiy — 21222_21/12, 311.2). Soltumatuse tottu on Y, tinglik jaotus tingimusel
X5 = T tépselt samasugune. Kuna selle tingimuse korral

Y, =X, - 31235, T,
saame juhusliku vektori X, jaoks avaldise

X, =Y, + 2,85 7.
Siis )Z'l tinglik jaotus tingimusel )_('2 = T on normaaljaotus parameetritega fiy —21222_21 (flo—

fg) ja 211.2, sest EXl = E}_}l + 2122521.’32 ja .DXl = D}_}l, mott.

Kokkuvottes margime, et mitmemootmelise normaaljaotuse korral on meil tegemist heade
omadustega andmemudeliga: normaaljaotusega juhusliku vektori komponentide mittekorre-
leeritusest jareldub nende s6ltumatus ning normaaljaotusega on ka koik marginaaljaotused
ja tinglikud jaotused.

Ulesanded 3
3.1. Olgu X; ~ N(0,02),i = 1,...,pja X; L Xj, i # j. Leida X = (X1,...,X,)

dispersioonimaatriks DX ja toendosustihedus.
3.2. Olgu X = N5(ji, %), kus 7/ = (0,0,1) ja
1 2 1
¥=12 5 2
1 2 2
Leida (X1, X2)" marginaaljaotus ja tinglik jaotus (X5, X3)|X;.
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3.3. Olgu X = N3(ji, %), kus 7' = (—3,1,2) ja

4 0 -1
Y= 0 5 0
-1 0 2

Millised jargnevad juhuslikest suurustest moodustatud paarid on soltuvad:

- X1 ja Xs;

- X1 ja Xo;

- Xy ja Xq+3Xe —2X5;

- (X1, X3) ja Xo;

- X1 +4X3 ja X1 —2Xo;

- X1+ Xo+ X3 jadXy —2Xo+3X37

Leida tlnghkud jaotused ()(17 X2)|X3 ja XQ‘(Xl, Xg)
3.4. Olgu normaaljaotuse X ~ Ns(ji, X) toendosustihedus antud jargmise vordusega:

fol ) 1 8o, 2 1 Lo 17,0
¢(T1,22) = ——=—exp | ——a]+ —o1+ =102 — —x5+ ——x2 —2— |.
LT = P\ T T T T M T e T 0™ T Ty

Leida parameetrid /i ja X.

4 Ruutvormi jaotus

Normaaljaotusega iildkogumi kohta jirelduste tegemisel on tihti vajalikud juhuslikust vekto-
rist moodustatud ruutvormid. Ruutvormina tuntakse matemaatikas konstruktsiooni #’ AZ,
kus A on siimmeetriline maatriks.

Teoreem 4.1. Olgu XNN,,(@E). Siis juhuslik suurus X'S1X ~ x2(p).

Toestus. Normaaljaotuse definitsiooni tottu leidub p x p maatriks A nii, et X = AA’,
kusjuures maatriks A on pdoratav. See aga tdhendab, et ruutvormi saame esitada kujul

X'(A)TTATIX.
Kerge on niha, et E(A~'X]) =0 ja
DAT'X]) = A'D(X)(A7Y) = ATTAA/ (AL =1,

Seega vektori Y =A"lX komponendid on soltumatud standardse normaaljaotusega juhus-
likud suurused ja y2-jaotuse definitsiooni kohaselt

p
Y—/Y— _ ny ~ X2(p)7
i=1
mott.

Teoreemist saame vahetult jarelduse ka iildise normaaljaotuse jaoks.

Jireldus 4.1.1. Olgu X ~ N, (i, X). Siis jubuslik suurus
(X — @) =71 (X — i) ~ P (p)-
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Seda tulemust on voimalik iildistada. Teoreemis ja selle jirelduses on maatriks X! ruut-
vormi moodustavaks maatriksiks, kusjuures see maatriks on tiisastakuga. Vaatame, milline
jaotus tekib, kui ruutvormi moodustava p x p maatriksi astak on viiksem kui selle maatriksi
moode p.

Teoreem 4.2. Olgu X ~ N((_)'7 I,) ja G simmeetriline p x p maatriks astakuga r (r < p).
Siis

X'GX ~ x*(r)
parajasti siis, kui G on idempotentne.

Toestus. Piisavus. Olgu G = G2, Kuna G on siimmeetriline, siis ta on esitatav omaviiir-
tuste ja omavektorite kaudu:
G =TATY,

kus T" on ortogonaalne maatriks, mille veergudeks on maatriksi G omavektorid,

/=

T'=[% - %l 'Y =1, Vv =0, i#j

ja A on omavéirtuste diagonaalmaatriks:

MO ... 0
Ao lo re 0
0 0 ... A

Idempotentse maatriksi omavairtused on kas nullid voi iithed. Toepoolest:
G =TAI' = GG = TAI'TATY = TA’IY,

millest jdreldub, et A? = );. See on aga voimalik vaid siis, kui A; = 1 voi A; = 0. Kuna
maatriksi G astak on r, saavad nullist erineda ainult r omavéiirtust.
Tahistame Y = I'VX. Kuna

—

DY = D(I'X) =T'DXT =TT =1,

siis ka Y ~ N, (0,I,). Seega

/4
X'GX = XTAT'X = Y'AY = > A Y2 ~ x2(r).
i=1
Tarvilikkus. Olgu X'GX ~ x2(r). Niitame, et sel juhul G = G2.
Tihistame lithidalt Z = X'GX. Kasutame toestamisel y2-jaotuse karakteristlikku funkt-

siooni, 4
©0z(t) = E(e?) = (1 — 2it)" 3.

Kuna G on siimmeetriline maatriks, siis saame ta esitada omaviirtuste ja omavektorite
maatriksite kaudu:
G =TAI".

Kasutades niiiid tdhistust ¥ = IVX, (Y ~ N,(0,1,)), saame
. . . . p
Z=XTAT'X =Y'AY =) A7
=1

Vektori Y komponendid on soltumatud. Seda kasutades leiame juhusliku suuruse Z karak-
teristliku funktsiooni,

L, o p ) p )
E(e"?) = B(e™Y' M) = B[ Y7 = ] (1 - 2itn) 5.
j=1 j=1
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Viimase vorduse saamisel kasutasime asjaolu, et Y, 5 = 1,...,p, on soltumatud juhuslikud
suurused ja Y7 ~ x7. Eelduse kohaselt peab kehtima iga ¢ korral vordus

T 1

p
(1 — 2it) §=H (1 —2ith;)"z,

mis on voimalik vaid siis, kui maatriksil G on r omavaartust iihed ja iilejianud omaviartu-
sed nullid. See aga tihendab, et maatriks G on idempotentne, G = G2, mott.

Ulesanded 4

4.1. Niidata, et juhusliku suuruse X ~ x? jaotusfunktsioon on kujul
Fx(z) = Fno.1)(Vr) = Fno1)(—V7)

ja toendosustihedus
]. x
fx(z) = e 2, x>0.

\V2x

4.2. Niidata, et juhusliku suuruse X ~ x? karakteristlik funktsioon on kujul

ox(t) = (1 —2it)"3.

Teame, et X = Y2 kus Y ~ N(0,1).

5 Normaaljaotuse parameetrite hindamine

A. Momentide meetod. Momentide meetod tugineb viga lihtsale ideele — avaldada jaotu-
se parameetrid teoreetilise jaotuse momentide kaudu ja seejirel asendada valemites esinevad
tundmatud teoreetilised momendid valimi pohjal arvutatavate momentide hinnangutega -
valimi momentidega. Mitmemootmelise normaaljaotuse parameetriteks ongi parajasti teo-
reetilised momendid — jaotuse keskvddrtusvektor [ ja teine tsentraalne moment - dispersioo-
nimaatriks 3. Seega saame hinnangud:

i =,
Z1
= To
xr =
Tp
ja o
3 =8S,,
kus
R 1 n . .
S.=- Z;(@ - (& - 7))
1=

Momentide meetodil médratud hinnangud on iildreeglina mdjusad, st suurte valimite korral
on nad suure toendosusega toelistele parameetri vaidrtustele lihedased. Viikeste valimite
korral ei ole momentide meetodil maaratud hinnangute head omadused garanteeritud.
MARKUS. Kuna teame, et S, on nihkega hinnang, siis on loomulikult moistlikum kasutada
> hinnanguna nihketa hinnangut S, kus kordaja 1/n on asendatud kordajaga 1/(n — 1).
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B. Suurima toepira meetod. Suurima toepidra meetod l&htub toepirafunktsioonist
L(#y,Za, ..., Zp; i, ). Parameetrite suurima tdepéra hinnanguteks on vidrtused, mille korral
toepérafunktsioon on antud valimi korral maksimaalne. Mitmemootmelise normaaljaotuse
toeparafunktsioon on teoreetilise valimi — p x n juhusliku maatriksi X — téendosustiheduse
vaartus konkreetse valimi X korral. Teoreetilise valimi kohta tehtud eelduste pohjal on selle
maatriksi veerud Z; soltumatute p-modtmelise normaaljaotusega vektorite X, ~ N (i, %)
realisatsioonid. Veeruvektorite soltumatuse tottu on lihtne vilja kirjutada teoreetilise valimi
tihedust — see on veeruvektorite tiheduste korrutis,

n
L(fl7527"'7fn;ﬁ72):f(fl7527"'7fn;ﬁ7 E):H f)? (Il
=1
f[exp{f(@ L LRCEr)
z:l 2m 2|E|2 2

Siit saame vorduse

L(fl7f27 ,f,,” /-_1:7 2)

= m exp {—; Z(fz —0)s & - ﬁ)} ) (5.1)

Teisendame eksponentfunktsiooni astendajas olevat avaldist, kasutades maatriksi jélje oma-
dust
tr(AB) = tr(BA).

Eksponentfunktsiooni astendajaks oleva summa saame niiiid esitada maatriksite jilgede
summana. Toepoolest, kuna see summa on ithemootmeline suurus, voime kirjutada

n n
> (@ — @) ETHE - D) = Y elSTHE - @) - )]
i=1 i=1

ja kuna maatriksite summa jilg vordub maatriksite jilgede summaga,

tr(A + B) = trA + trB,

saame .

Y 6[ESTHE - D)(E 5] = ulST ) (# - ) - A))]
i=1 ;

Suurima toepéra hinnangute leidmiseks muudame viimasena saadud summas liidetavad
maatriksid esmalt keerulisemaks. Kasutame samasust

-

€XT; —

—

=Z;,—T+ZT— [

=

Arvestades, et

3

saalmne

=t {E7 (@ - (@ - D) +n(@ - @)@ - D)}

=1

Kuna summa avaldis on parajasti see, mida kasutasime hinnangu S, m#dramisel, saame

— )}

SN

> (@ — i) STHE — i) = ntr{S 7 S. + (F - fi)(
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Toeparafunktsioon omandab kuju

L(fla f?7 ceey fna /jé', E)
1 n A - -
= exp{ ——tr{EZ S, +(F — )T - ) } 5.2
oo { 3B S E - @ - 1)) (5:2)
Leiame niitid parameetrite viartused, mille korral toeparafunktsioon saavutab maksimumi.
Tarviliku tingimuse kohaselt peavad funktsiooni osatuletised maksimumpunktis vérduma
nulliga. Enne tuletiste leidmist 1dheme iile logaritmilisele toepérafunktsioonile:

UF1s- i i, B) = = In(2m)
n n A o s
- 3 B (E B E - DE - D) (5.3

Esitades osatuletised maatrikstuletise abil saame vorrandisiisteemi

dl(Z1,%2,...,Tn3l@,38) 0
dii -

dl(fl7£27~-7fn;ﬁwz) — 0
Xy - :

Kasutades maatrikstuletise omadusi lisast 1 on need tuletised lihtsalt leitavad. Omadust (xi)

rakendades saame ruutvormi diferentseerimiseeskirja
d(? Ax
(7_’) =27 A,

dx

kui A on siimmeetriline maatriks. Kuna logaritmilise tdeparafunktsiooni avaldises (5.3) vaid
iiks liidetav soltub parameetrist [, siis saame
d(i,. . ini%) 0

dji 24

— — = _ 7 /E—l.
5 i n(z — i)

Esimesele vorrandile saame kuju
mille lahendiks on i = 7.
Teises vorrandis asendame ji tema jaoks leitud hinnanguga 7. Saame

di(@y, ..., T fi=2,%)  ndln|Z| ndtx(Z7'S,)
s 2 dE 2 s

Leiame esimese liidetava saadud avaldises kasutades tuletise omadusi (v) ja (xvi) lisast 1:

ndln|X| dn|X3| d|X| n 1 R n o1
_n - A T s s = — Dye's L,
2 ds R 2 V¢

Teise liidetava korral kasutame tuletise omadusi (xvii), (vii) ja (v):

B thr(E_lg*) _n dtr(2718,) . d(=718,)

2 dx 2 4(z18,) dx
n A ax-1! n A _ _
=— §Vec’1p(S* ® I,,)dT = 5vec’s*(z lex=h.

Tuletise avaldis on seega kujul

KL

dl(flaafnnlj:
dx

72)

n ~
= —§(vec’271 —vedS, (T @ X1,
kust pérast tuletise vordsustamist nulliga saame

(vecS,) (T '@ 27 = (veen ).
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Korrutades niitid paremalt vorduse molemat poolt otsekorrutisega ¥ ® 3 ja arvestades
vordust vec(ABC) = (C' ® A)vecB, saame

(vecS,)" = (vecXY,

mis aga tdhendab, et 3 = S,. Saime sama tulemuse, mis momentide meetodiga.
Sonastame saadud tulemused jirgmise teoreemina.

Teoreem 5.1. Olgu X p-moéotmelise normaaljaotusega juhuslik vektor, X ~ N, (i, X). Siis
valimi ¥y, X, . .., Tn pohjal leitud suurima téepdra hinnangud parameetritele [i ja 3 on jarg-

mised
E ’L7

i=1

S-§ :%Z )@ — 7Y

3\H

_' =I=

Vaatame veelkord kuju (5.2), mille saime anda toéeparafunktsioonile. Tuletame meelde toe-
parafunktsiooni tdhenduse: kui vaatame parameetreid fikseerituna ja loeme muutuvateks
argumentideks valimi elemendid, on sama funktsioon teoreetilise valimi tihedusfunktsioo-
niks. Seega saame teoreetilise valimi tihedusfunktsiooni esitada hinnangute Z ja S, kaudu,

fx (5, Z) = exp { =S {7 8. +(F — ) — 1)1} }

Sellest esitusest aga jéreldub, et vastavad statistikud on piisavad statistikud parameetrite /i
ja 3 hindamiseks. Kuna siin tihedusfunktsioon jaguneb kahe teguri korrutiseks,

271_)”},2” exp { Z (Efls*)}

x exp {~2ulSHF - p(E - )]}

Sx(X; i, X)) =

tuleneb siit ka nende statistikute soltumatus, kui vaid onnestub niidata, et tegurid on sta-
tistikute marginaaltihedusfunktsioonid.

6 Wisharti jaotus

A. Statistikud. Normaaljaotuse parameetrite hinnangute omaduste uurimiseks votame
vaatluse alla neid méadravad statistikud. Vaatame esmalt jaotuse keskvaédrtust. Teda hindava

statistiku X saame, kui hinnangut méiravas valemis konkreetse valimi elemendid asendame
teoreetilise valimi elementidega,

Vastavalt teoreetilise valimi omadustele on liidetavad vektorid soltumatud ja normaaljaotu-
sega. Kuna soltumatute normaaljaotusega juhuslike vektorite summa on normaaljaotusega,

on ka statistik X normaaljaotusega. Leiame tema keskviiirtuse,

n
=

1 =
EX:E;EX,:M

ja dispersioonimaatriksi,



Seega keskvddrtuse hinnang on nihketa ja mojus, tema jaotuseks on mitmemdotmeline nor-
maaljaotus, X ~ N, (i, 1%).
Normaaljaotuse dispersioonimaatriksile méairab suurima toepéra hinnangu statistik S,

=

S, = i()‘(}- ~ X)(X, - X). (6.1)
i=1

S|

Selle statistiku jaotuse kirjeldamiseks peame tutvuma iihe uue jaotusega.

B. Wisharti jaotus. Defineerime Wisharti jaotuse teatava konstruktsiooni kaudu.

Definitsioon 6.1. Olgu X juhuslik p x n-maatriks, mille veerud X, on soltumatud ja sama
tsentreeritud normaaljaotusega, X; ~ N,(0,X). Siis jubusliku maatriksi

V = XX’

jaotust nimetatakse Wisharti jaotuseks parameetritega 3 ja n.

Liihidalt tdhistame asjaolu, et juhuslik p x p maatriks V on Wisharti jaotusega parameetrite-
ga X ja n, jirgmiselt: V ~ W, (3, n). Kui esimeseks parameetriks on {ihikmaatriks, 3 = I,,,
siis iitleme, et tegemist on standardse Wisharti jaotusega.

Vastavalt plokk-maatriksite korrutamise eeskirjale avaldub definitsioonis méaratud maatriks
V summana

X
= n
VoXX = [% X, .. %] | %] =Y %A (6.2)
o i=1
X/

n

Jargmises teoreemis esitame Wisharti jaotusega juhusliku maatriksi esimesed momendid.

Teoreem 6.1. Olgu V ~ W, (X, n). Siis
EV =nX,

DV =n(I,: + K, ,)(Z®X),
kus K, , on kommuteerimismaatriks.

Toestus. Esitus (6.2) voimaldab lihtsalt leida keskvidrtuse. Téepoolest,

EV=EY X% =Y BEL) =Y D) =n5.
i=1 i=1 i=1
Dispersiooni leidmiseks votame esmalt Z~N (6, I,) ja moodustame korrutise
W=27 =27 ... Z,7).
Maatriksi W keskvdértuse saame kujul
EW =DZ =1,
Standardse normaaljaotusega juhusliku suuruse esimesi momente teame:
EZ,=EZ}=0, EZ}=DZ; =1, EZ!=3.
Dispersioonimaatriks DW = DvecW on plokkmaatriks, mis koosneb p x p-plokkidest
[DW)y; = [E(Z:22;2")] i,j=1,...,p.

Leiame 7j-nda ploki avaldise. Selleks esitame jérgmised keskvairtused tihikvektorite €; kaudu

E(Z:Z)=¢,
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E(ZZZJZZ/) = 5ijIp + gzéjl + gjgila
kus d;; on Kroneckeri delta. Kovariatsiooni definitsiooni kohaselt
Cov(Z;Z,2;2)=E[Z;Z(Z; Z)| — E(Z; 2)E(Z; Z) = §i,1,, + €;¢].

Paneme téhele, et maatriksi W dispersioonimaatriksi esitamiseks saame kasutada kommu-
teerimismaatriksit K, , (vt lisa 1, definitsioon L1.9 ). See maatriks koosneb p x p-plokkidest,
kus ij-ndas plokis ji-s element vordub iihega ja iilejadnud elemendid on nullid. Juhusliku
maatriksi W dispersioonimaatriks vordub definitsiooni kohaselt vecW dispersioonimaatrik-
siga. Seega

DW = D(vecW) = E[vecW (vecW)'] — E(vecW)E(vecW)'.
Kasutades plokkmaatriksi esitust plokkide kaudu, saame
DW = [B(2:22;2") - E(Z:2)E(Z;2)] = [651, + &),

i,j =1,...,p. Siit aga
DW =1,:+K,,.

Kui X ~ N,(0,%) ja W* = X X', siis saame esitada maatriksi W* maatriksi W kaudu:
W* = AWA’,
kus AA’ = 3. Siis kasutades valemit (L1.16)
DW* = D(AWA') = D(vec(AWA'))
=D[(A®@ A)vecW] = (A® A)(L2 + K, ) (A®A).
Kuna maatriksid K, , ja A ® A kommuteeruvad otsekorrutise omaduse (vii) tottu, saame
DW* = (L2 +K,,)(A®A)A®A) =1, +K,,)(Z@X).

Kasutades esitust (6.2) Wisharti jaotusega maatriksi V jaoks saame DW™* avaldisest toes-
tatava valemi dispersioonimaatriksi DV jaoks tinu vektorite X; soltumatusele:

DV =nD(X; X)) =n(l: + K, ,)(T® %),
mott.

Wisharti jaotuse konstruktsioonist jarelduvad omadused esitame jargnevas teoreemis.

Teoreem 6.2. Wisharti jaotusel on jirgmised omadused:

(i) olgu Vi~ Wp(3,n1) ja Vo ~ W,(X, na) soltumatud juhuslikud maatriksid, siis V1 +
Vg ~ Wp(ZLnl + 712);

(ii) olgu V ~ W,(X,n) ja C : k x p tdisastakuga maatriks (k < p), siis CVC' ~
Wi, (CEC/, n);

(iii) olgu G : n x n simmeetriline idempotentne maatriks jo XX' ~ W,(X,n)), siis
XGX' ~ W,(X%,r), kus r on maatriksi G astak.

Toestus. Viide (i). Valemi (6.2) kohaselt on iga Wisharti jaotusega juhuslik maatriks
esitatav maatriksite summana. Seega

ni ng
V=S XORY ja v, =3 XX
i=1 i=1

Sellest esitusest aga jéreldub nende maatriksite summa analoogne esitus



kus
X XM kuii=1,2....n,
4 X(2)

iy kuii=mn;+1,...n1 + ng,

millest jareldub summa esitus maatriksite korrutisena

/
Vit Va = [X; Xy [ﬁd ;

mis rahuldab definitsiooni 6.1 ndudeid. Viide (i) on toestatud.
Viide (ii). Definitsiooni 6.1 kohaselt on maatriks V esitatav korrutisena V. = XX’/ jarelikult
CVC' = CXX'C' = CX(CX)'".

Kuna aga X; ~ N(0,%), siis CX; ~ N(0,CXZC’). Seega Wisharti jaotuse definitsiooni
kohaselt CVC’ ~ W,(CXC/, n).

Viide (iii). Kuna maatriks G on siimmeetriline, siis on ta esitatav omavektorite ja omavéér-
tuste kaudu,

G =TAT' =) M35/

Maatriksi G idempotentsuse tottu on r omavadrtust iihed, iilejidnud aga nullid. Eeldame,
et maatriksi G omavairtused on jarjestatud mittekasvavalt.Siis

G = Z ’71’71/
i=1
Niiiid saame
XGX' = Z 77X Z X779/ X'

Seega oleme juhusliku maatriksi esitanud r maatriksi summana. Wisharti jaotuse definit-
siooni rakendamiseks peame néitama, et liidetavaid maatrikseid moodustavad veeruvektorid
X#; on normaaljaotusega, X#%; ~ N(0,X), ning soltumatud. Kuna

XF; = X710 + Xavai + - - - + XY, (6.3)

siis maatriksi X veeruvektorite soltumatuse ja omavektorite normeerituse tottu

D(X7;) =% Z’V;z =

Kuna soltumatute normaaljaotusega juhuslike vektorite lineaarkombinatsioon on normaal-
jaotusega, saamegi siit X; ~ N (6, 3)). Arvutame erinevate veeruvektorite vahelise kovariat-
siooni. Maatriksi X veeruvektorite soltumatuse ja omavektorite ortogonaalsuse tottu saame
kasutades esitust (6.3)

Cov(X7;, X7;) = E[X7;(X7;)'] Zm (X, X))
=1

n
=) iy = 25/7;, =0.
=1

Seega saame maatriksi XGX' esitada definitsioonis 6.1 ndutava konstruktsiooniga, XGX' ~
W, (3, 7), mott.
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Jareldus 6.2.1. Olgu tunnusvektor normaaljaotusega, X ~ N, (ji,X). Siis statistik nS.,
on Wisharti jaotusega:
nS. ~ W (X, n—-1),

kus S, on antud valemiga (6.1).

Toestus. Vastavalt valemile (2.2) voib statistiku S, esitada siimmeetrilise ja idempotentse
— !
n x n-maatriksi (I, — 211 abil,

S. = 1X(I, — L1l )X". (6.4)
n n

Lihtne on veenduda, et nimetatud maatriksi astak on < n — 1, kuna liites viimasele reale

koik eelnevad read, muutuvad viimase rea elemendid nullideks. Tegelikult on astak vordne

(n—1), sest maatriksil (I,, — %]_l']_l'/) on (n — 1) mittenullilist omavairtust. Siis aga teoreemi

6.2 viite (iii) kohaselt

/

ﬁnﬁn)(x - ﬁﬁn)/ ~ Wp(E,n—1).

Veendume, et M = nS,. Pirast sulgude avamist maatriksi M avaldises jédb alles ainsa
mittenullilise liidetavana korrutis

1 - =
X(I, — —1,1,)X,
seega
nS, ~ W,(X,n —1),
mott.

Jareldus 6.2.2. Olgu dldkogum normaaljaotusega, N,(fi,X). Siis statistiku

(n—1)8 =3 (X, - X)(X, - X,
=1

jaotuseks on Wisharti jaotus,
(n—-1)S~W(X,n-1).
Toestus. Viide jareldub otseselt eelmise jirelduse toestusest.

Eelmise paragrahvi 16pus niigime, et toepirafunktsiooni kuju viitab statistikute X ja S
soltumatusele. Niitame niiiid, et see on toepoolest nii.

Teoreem 6.3. Olgu X = [)21 .. )Z'n] teoreetiline valim, kus X; ~ N,(ji,X). Siis statistikud
X ja S on soltumatud, kus X ja S, on antud valemitega (2.1) ja (6.4).

Toestus. Kasutame jille standardse normaaljaotusega soltumatutest juhuslikest vektori-
test Y; moodustatud p x n-maatriksit Y. Saame vaatlused X; esitada Y; kaudu

kus X = AA’. Suurima toepéra statistikud vektori X jaoks saame esitada vektori Y vasta-
vate statistikute kaudu: R -
[X S.]=[AY +i AS; A'l

Maatriksis Y : pxn on koik elemendid s6ltumatud ja sama jaotusega, Y;; ~ N(0,1). Votame
kasutusele kaks projektorit

. 1
G =1, ~1l ja Go= 11 .
n

S|
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Paneme téhele, et need on ortogonaalsed ja nende summa on samasusteisendus:
GG, =0; G +Gy,=1,.

Seega projekteerivad nad maatriksi Y ridadest Y(?) moodustatud vektorid ortogonaalsete-
le alamruumidele ruumis R”. Veelgi enam, need projektsioonid on soéltumatud juhuslikud
vektorid. Veendume selles. Teame, et vektorid G;(Y®) ja G2(Y )’ on normaaljaotusega.
Soltumatuse nditamiseks piisab nédidata, et

COU(Gl(Y(Z))lvGQ(Y(j))/) = 07 7’5] = 15"'ap'
Toepoolest:

Cov(G1 (YD) Go (YY)
= E(G1(YDY(YU)Gy) = G1Gy = 0.

Siis aga ka G1Y’ ja G2Y’ on séltumatud. Samas n)_; = ﬁ;GgY’ ning nSyp* = YG1G1Y'
ja seega on ka need statistikud séltumatud. Sellest omakorda jireldub aga statistikute X ja

S, sdltumatus, kuna nad on saadud statistikutest Y ja S+ lineaarteisendusega, mis soltu-
matust ei mojuta, mott.

Ulesanded 6

- =/
6.1. Leida maatriksi I,, — --1,,1,, omavidrtused.

1
n

6.2. Leida juhusliku suuruse Z ~ N(0,1) momendid m3(Z) ja m4(Z).

6.3. Kontrollida, kas G =1,, — ]_l'n]_lt1 ja Gg = ﬁn ﬁ; on projektorid.

1 1
n n

7 Wisharti jaotuse karakteristlik funktsioon ja toeniosus-
tihedus

Teame, et juhusliku vektori karakteristlik funktsioon on méidratud eeskirjaga
oe(f) = EB(X).

Juhusliku maatriksi karakteristliku funktsiooni defineerimisel esitame maatriksi vektorisee-
ritud kujul ja ldhtume siis juhusliku vektori karakteristliku funktsiooni eeskirjast. Rakenda-
des p x n-maatriksile X vektoriseerimise operatsiooni vec, saame pn-vektori
X,
veeX = |2

Xp

Juhusliku maatriksi X : p x n karakteristlik funktsioon (mille argumendiks peab olema
p x n-maatriks T) méaaratakse eeskirjaga

@X(T) = vaecX(VGCT) = Eei(VeC,TvecX).

Arvestades maatriksi jélje omadust

tr(A’B) = vec’ AvecB,
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saame maatriksi X karakteristlikule funktsioonile esituse
SDX(T) — Eeitr(T,X).

Kui juhuslik maatriks on positiivselt médratud (seega siimmeetriline), peab ka argument T
olema positiivselt médratud. Seetottu Wisharti jaotusega juhusliku maatriksi V korral

va(T) — Eeitr(TV).

Leiame selle keskvddrtuse. Vastavalt valemile (6.2) on Wisharti jaotusega maatriks V. ~
W, (3, n) esitatav kujul

n
VoYY,
j=1

kus Xj ~ N,(0,%). Lahutuse & = AA’ tottu on vektor Xj esitatav standardse normaal-

jaotusega vektori Zj kaudu, X = AZj. Karakteristliku funktsiooni saame seetottu esitada
kujul
QOV(T) _ Eeitr(A'TA 2 ZjZ_;»)'
Maatriks A’TA on siimmeetriline, seda saab esitada omaviirtuste ja omavektorite kaudu,
A'TA =TATIY,

kus omavektorite maatriks I' on ortogonaalne (I'T' = I''T" = I,)), omavéiirtuste maatriks A
aga diagonaalmaatriks. Karakteristliku funktsiooni jaoks saame avaldise

ov(T) = Feitr(TAT 327, Z;Z5) _ FeitrA ), P'ij“;r)_

Kuna aga ortogonaalteisendus ei muuda standardse normaaljaotusega vektori jaotust, I 7 o~
N(O, I,), voime kirjutada

ov(T) = BEe*AXim ZiZ) = peiXjma Xy Zishs,

Arvestades, et eksponentfunktsiooni astendajaks olevas summas on liidetavad soltumatud,
saame

Niiiid jdib {ile veel asendada korrutisse x?(1)-jaotuse karakteristliku funktsiooni avaldis.
Saame

n P n
ov(T) =] TI 11 —2ix 2= [ 11, — 2iA|~2 = |1, — 2iA|7%.
j=1k=1 j=1
Seetottu, et omavektorite ortogonaalmaatriksi determinant vordub {ihega, voime kirjutada
pv(T) = (IT||L, — 2A[L')""/? = |L, — 20A'TA| /2.
Kasutades determinandi omadusi jouame vordusteni
pv(T) = (JA'[|(A)TA™ = 2T||A])"F = (=71 - 2/T(|Z]) %,

kust 16ppkokkuvottes saame
ov(T) = [1, — 2T 5.

Seega oleme toestanud jérgmise teoreemi.

Teoreem 7.1. Olgu juhuslik maatriks V. Wisharti jaotusega, V.~ W (X, n). Siis tema
karakteristlik funktsioon on mddratud valemiga

ov(T) = I, — 2iTX| "2

kus argument T on posititvselt madratud reaalarvuline maatriks.
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Tihedusfunktsiooni tuletamine on tiilikam. Esitame Wisharti jaotuse tiheduse jirgmises teo-
reemis toestuseta (toestus vt niiteks Muirhead (1982), Kollo and von Rosen (2005)).

Teoreem 7.2. Olgu juhuslik maatriks V. Wisharti jaotusega, V.~ W (X, n). Siis tema
tihedusfunktsioon on mddratud eeskirjaga

[V|(nmpml)/2 —ltr(=V)

V =
Ny eSS [, TL(n+1- k)" ’

kus argument 'V on positiivselt méadratud reaalarvuline maatriks.

Ulesanded 7

7.1. Leida Wisharti jaotusega W,(X, n) juhusliku maatriksi V keskvéértus karakteristliku
funktsiooni diferentseerimise teel.

7.2. Néaidata, et kahe soltumatu maatriksi Vi ~ W,(X,n1) ja Vo ~ W,(3,n2) summa
karakteristlik funktsioon on Wisharti jaotuse W,(3, n1 +n2) karakteristlik funktsioon.

8 Hotellingi 7% jaotus

Uheméoétmelisel juhul tuli keskvidrtuse vahemikhinnangute saamiseks defineerida uus jaotus
— t-jaotus. See oli suhte -

X —p

Vin—g

1

jaotus, kus S$? = 3" (X; — X)2. Samasugune vajadus tekib ka mitmemdotmelisel

juhul. Statistikuks, mille jaotuse leiame, on niilid ruutvorm

n(X - iy'$™(X - ji (8.1)
voi kasutades dispersioonimaatriksi suurima toepéra hinnangut, ruutvorm
(n—1)(X - @S, (X — ).
Méidrame uue toendosusjaotuse teatava konstruktsiooni abil.

Definitsioon 8.1. Olgu normaaljaotusega juhuslik vektor X, X ~ N(G, 1,), ja Wisharti
jaotusega juhuslik maatriks 'V, V ~ W (IL,,n), séltumatud. Siis juhusliku suuruse

T2 =pX'V1X
jaotust nimetatakse Hotellingi T?-jaotuseks parameetritega p ja n.

Liihidalt téhistame selle jaotuse T% ~ T?(p,n).

Vaatame kuidas seda jaotust kasutada ruutvormi (8.1) kirjeldamiseks. Sonastame teoreemina
jargmise véite.

Teoreem 8.1. Olgu normaaljaotusega ildkogumist, X ~ Ny(i, %), saadud valim mahuga
n. Siis

= =

—AYSTHE — ) ~ T2 (p,n - 1).

»

n(
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Toestus. Lahtume normaaljaotusega tunnusvektorist X. Siis on ka statistik X normaaljao-

tusega, X~N (&, %E) Vastavalt normaaljaotuse definitsioonile leidub p6oératav maatriks
A nii, et AA’ = X ja juhuslik vektor

=

>

Xy = VA~ (X — i (8.2)

on standardse normaaljaotusega, Xo ~ N (0, I,). Jérelduse 6.2.2 pdhjal (n—1)S ~ W (X, n—
1). Kasutades Wisharti jaotuse omadust (ii) teoreemis 6.2 saame ka statistiku S standardi-
seerida. Méédrame statistiku

Vo=(n—1)A"'SA ", (8.3)

siis Vo ~ W(I,,n —1). Kuna statistikud X ja S on soltumatud, siis on ka X, ja Vo
soltumatud. Neist aga saame kokku panna juhusliku suuruse, mis on 7%-jaotusega,

(n—D)X{Ve' Xo ~ T (p,n — 1).

Niitame, et selle juhusliku suuruse saame esitada ruutvormina (8.1). Toepoolest, asendades
X ja Vo nende méadramiseeskirjadest (8.2) ja (8.3), saame

(n—1) XV X = (n - D)vn(X - @) (A) A ——
n
x VAKX — i) = n(X — @ys~H(X — ),
mott.

Osutub, et Hotellingi jaotuse saame taandada F-jaotusele. Olgu T2 ~ T?(p,n). Siis

— 1
ng ~ F(p,n—p+1). (8.4)
n
Seega
n—op - -

m”(){ — i)'S™H(X — i) ~ F(p,n — p).

Jareldus 8.1.1. Teoreemi 8.1 eeldustel

= =

(n—1)(X - 2)S;HX — i) ~T*(p,n — 1). (8.5)

Toestus. Viiteni (8.5) jouame teoreemi mottekiigu kordamisel S, jaoks, mott.

Ulesanded 8

8.1. Toestada, et

8.2. Toestada seos (8.4).
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9 Hiipoteesid iildkogumi keskviartuse kohta

Statistiline hiipotees on viide lildkogumi kohta. Otsus véite digsuse kohta langetatakse valimi
pohjal. Kui viide puudutab iildkogumi parameetreid, nimetatakse seda parameetriliseks
hiipoteesiks. Enamasti esitatakse statistilised hiipoteesid alternatiivsete viidete Hy ja H;
paarina, millest esimest nimetatakse null-hiipoteesiks ja teist sisukaks ehk alternatiivseks
hiipoteesiks.

Vaatame parameetriliste hiipoteeside paari parameetri 6 kohta. Tédhistame selle parameetri
voimalike viidrtuste ruumi siimboliga ©. Uldjuhul jaotatakse hiipoteeside esitamisel para-
meetri voimalike vadrtuste ruum osadeks Qg ja ©1, kusjuures

@:@()U@l ja @00@1:(2).
Uldise hiipoteeside paari parameetri # kohta voime esitada kujul

Hy: 0€0
H1 : 0 S @1. (91)

Otsuse langetamiseks
e valitakse teststatistik 7'(X),
e leitakse teststatistiku jaotus Hy kehtivuse korral,
e miiratakse olulisuse nivoo «,

e leitakse kriitiline piirkond K nii, et
P(T(X) € K, | Hy) < a,

e arvutatakse statistiku vadrtus T'(X), antud valimi X" korral
o langetatakse otsus standardse reegli pohjal

kui  T(X) € Ko = Hiy,
kui  T(X) ¢ Ko = H,.

Otsust langetades voib tekkida iiks kahest voimalikust veast. Vottes vastu sisuka hiipoteesi
H, voib teha 1. liiki vea. Selle vea tegemise toendosus on tokestatud olulisuse nivooga a.
Vottes vastu nullhiipoteesi Hy voib teha 2. liiki vea. Selle vea tegemise toendosus on tokes-
tatud suurusega 1 — a. Vastavalt vea toendosusele on ka suhtumine vastuvoetud hiipoteesi
erinev — vastuvoetud sisukas hiipotees loetakse toestatuks, vastuvoetud nullhiipoteesi kohta
Oeldakse, et seda ei onnestunud kummutada. Seega jidb voimalus, et suurendades valimi
mahtu, uurides iildkogumit pohjalikumalt, onnestub nullhiipotees kummutada.

Esimeseks probleemiks otsuse langetamise eeskirja leidmisel on teststatistiku valik. Siin voib
toetuda intuitsioonile, kasutada analoogiat ithemodtmelise juhuga. Kuid selleks valikuks on
olemas ka rida standardseid eeskirju. Vaga paljudel juhtudel kasutatakse teststatistikuna
toepdrasuhte statistikut. Seda statistikut kasutatakse sageli ka ithemootmelistes iilesannetes.
Defineerime téepédrasuhte statistiku.

Definitsioon 9.1. Olgu L(X,0) toepirafunktsioon valimi X korral ja X vastav teoreetiline
valim. Vajagu kontrollimist hiipoteeside paar (9.1). Statistikut

maXxgeco, L(Xa 9)

A(X) - maxgece L(X, 9)

nimetatakse toepirasuhte (TPS) statistikuks.

Nagu nidha, soltub toepéarasuhte statistiku kuju tildkogumi toendosusjaotusest ja esitatud
hiipoteesidest. TPS statistikul on ilus sisuline tdhendus: ta niitab maksimaalsete toepéara-
de suhet saada uurija kéisutuses olev konkreetne valim. Lugejas olev maksimum arvutatakse
eeldusel, et ildkogumi parameeter kuulub nullhiipoteesis ndidatud piirkonda, nimetajas olev
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maksimum aga eeldusel, et ildkogumi parameeter voib omandada mistahes voimaliku vaar-
tuse. Kuna ©¢ C 0, siis voib TPS statistik omada vdértusi 16igul [0,1]. Selle statistikuga
seotud kriitiline piirkond on standardse kujuga

Ka = [Oa C],

kus konstandi ¢ médramiseks tuleb teada statistiku A(X) jaotust nullhiipoteesi korral. Seega
TPS statistiku kasutamisel langetatakse otsus jirgmise reegli pohjal:

kui A(X) <c= Hy, kui AX)>c= Hp.

Vaatame selle skeemi rakendamist normaaljaotusega {ildkogumis, X~N (i, %), kontrolli-
maks hiipoteese keskvdirtusvektori vordumisest teadaoleva vektoriga fiy,

Hy: =i
Hy o [i # Ho.

Leiame toepédrasuhte statistiku selle hiipoteesipaari korral. Arvutame esmalt nimetajas oleva
maksimumi — toeparafunktsiooni maksimaalse viartuse parameetrite kdikvoimalike vadrtus-
te ruumis. Teatavasti omandab toepérafunktsioon maksimaalse védrtuse, kui parameetriteks
valida suurima téepéra hinnangud ji = 7 ja 3 = S,. Kasutades tdepirafunktsiooni esitust
(5.2) saame

- A 1 n. 4 A
LX,ZE,S* = p =~ . X —*tI‘SJl S*+0
(A:2.8.) =gy ow {5 ulST B+ )}
1 n 1 np
- "D A n ex —7tI'I = T€77. 9.2
(2m) 72 |Si|2 p{ 2 p} (2m) 72 |Si|2 (92)

Lugejas olev toepdrafunktsiooni maksimum tuleb leida eeldusel, et keskvadrtusvektori vaar-
tus on fip. Lahtudes toepédrafunktsiooni avaldisest (5.1) véime kirjutada

1 1 &
LX:ji0,8) = —— N & — i) SN @ — i) b
(X; flo, ) TBEINE exp{ 25 (%3 — fio) (& uo)}

i=1
Kasutades maatriksi jilje omadust tr(AB) = tr(BA) saame toepédrafunktsiooni esitada
kujul
L(X: i, %) = — 0 oxp _ltr[z—lznj(f. — fio) (@ — io)]
) b (27_‘_)% 2|% 2 1_1 (2 1
Téhistades

nSo =Y (& — fio) (% — fio)’
i=1
voime kirjutada

1 n .
— —=tr(Z71Se) ¢ .
27 (%3 eXp{ A 0)}

Korrates viiendas paragrahvis 1dbi viidud teisendusi saame dispersioonimaatriksi STP hin-
nanguks eeldusel, et keskvadrtusvektoriks on vektor fip maatriksi

=S

ja toepérafunktsiooni vadrtuseks selle hinnangu korral on

—_

L(X; [i0,80) = ——px—€ 2.
( s MO, U) (27T)%|SOL216

Seega tehtud eeldustel omab toepdrasuhte statistik kuju

wo- (5)
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Ulaltoodud skeemi jirgides peaksime niiiid leidma toepirasuhte statistiku jaotuse eeldusel,
et nullhiipotees kehtib. Selle iilesande lihtsustamiseks piitiame iile minna lihtsamale teststa-
tistikule, mis oleks toepédrasuhte statistikuga samavédrne. Vaatame teststatistiku leidmiseks
esmalt suhet % Esitame selle suhte lihtsamal kujul.

Kasutame determinandi omadust: kui B = A + dd’, siis

B| = |A|(1+d@'A™'a).
Toepoolest, kuna B : n x n korral
IB| = |A +da’| = |A||L, + A" tada’|,
siis rakendades determinandi omadust
|1, + AB| = |I,, + BA]|, A:nxm, B:mxn,

saamegi, et
IB| = |A|(1+ad’A™'a).
Teisendame maatriksit Sg,

nSo = Z(Xi - ﬁo)()?i — fo) = Z(Xi - X)(Xi - XY
i=1 1=1
+ (X — fio)(X — o) = nSs +n(X — fio)(X — fio)".
Seega
[Sol = [Scl(1 + (X — fio)' ST (X — o).

Meenutades valemit (8.6) ndeme, et sulgudes olev ruutvorm
(X — fio)'S: (X — fio)
on nullhiipoteesi kehtivuse korral kirjeldatav Hotellingu T2-jaotusega, kuna
THX) = (n— 1)(X — jio)'STHX — fio) ~ T*(p,n — 1).
Kokkuvottes oleme toepirasuhte statistiku esitanud kujul
AX)=(1+ LX) E
N n—1 '

Me oleme saanud TPS statistiku esitada iihe statistiku monotoonselt kahaneva funktsiooni-
na, st leiduvad niisugused konstandid c ja cy,, et vorratused

A(X) S ¢, = T*Q(X) 2 Ckr

kehtivad iiheaegselt. Tegemist on viiga kasuliku esitusega: statistiku 772(X) abil saame esitada
toepérasuhte statistikuga A(X) samaviirse otsustuseeskirja, kusjuures kriitiline piirkond
K, = [¢kr,00). Nullhiipoteesi kehtides on

n—p o
p(n—1)
Kui oleme fikseerinud olulisuse nivoo «, saame valida kriitilise piirkonna alumiseks otspunk-
tiks F'—jaotuse a—téiendkvantiili fo pn—p. Seega oleme joudnud otsustuseeskirjani

TE(X) ~ TQ(pyn - 1)7 ehk

. n—p 2 =
k —T2(X) > _,=H
ul p(n—l) *( )—fOtJL" P 1
. n—p 2 =
kui P T2(x) < fapny = Ho.
p(nfl) ( ) p p
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Ulesanded 9

9.1. Néidata, et fikseeritud keskvidartuse fip korral on suurima toepéra hinnanguks nor-
maaljaotuse dispersioonimaatriksile avaldis

|
=5 =
n

10 Keskvaartusvektori usalduspiirkond

Uhe parameetri 6 korral kasutati hinnangu téipsuse kirjeldamiseks usaldusvahemikku. Ette-
antud toendosuse — usaldusnivoo « — korral oli usaldusvahemikuks teoreetilise valimi abil
méadratud juhuslik vahemik (a(X), (X)), mille korral

P(0 € (a(X),b(X))) = 7-

Tihti esitati usaldusnivoo kujul 1 — «, kus « on nullile l[ihedane tdéenfosus.

Sama idee realiseerub mitmemdootmelisel juhul usaldushulga e. usalduspiirkonna kaudu. De-
fineerime usalduspiirkonna.

Definitsioon 10.1. Parameetri 0 usalduspiirkonnaks usaldusnivooga v nimetatakse teoree-
tilise valimi abil méadratud juhuslikku piirkonda R(X), kui

P(6 € R(X)) > 7.

Erinevaid usalduspiirkondi on voimalik konstrueerida palju. Kasulik on piiritleda pa-
rameetreid voimalikult tépselt, st konstrueerida see hulk nii viike kui voimalik. Vaatame
jargnevas usalduspiirkonna konstrueerimist normaaljaotusega N (i, X) iildkogumi keskvéir-
tusvektori /i jaoks.

A. Usaldusellipsoid. Lihtume Hotellingi T?-statistikust
T2(X) = n(X - 7)S™Y(X - o),

mis on T%-jaotusega T?(p,n — 1). Korrutades seda juhuslikku suurust sobivalt valitud kons-
tandiga saame F-jaotusega juhusliku suuruse,

%n( X — 2)'S™ (X — i) ~ F(p,n — p).

»

Valides niiiid v = 1 — «, saame F-jaotuse a-tiiendkvantiili f,,,_, abil vilja kirjutada
definitsioonile vastava usalduspiirkonna usaldusnivooga 1 — «,

P (e

Seega on usalduspiirkonnaks usaldusnivooga 1 — a juhuslik ellipsoid p-motmelises ruumis

<L

- ﬁ)/sil(X — i) < fa,p,n—p) =1l-a

=

b
>

— STV X - ) < mfa’p,w. (10.1)

(

Selle ellipsoidi keskpunktiks on valimi keskvaartusvektor, ellipsoidi kuju (pooltelgede pik-
kus ja suund) on médratud valimi dispersioonimaatriksiga. Erinevate konkreetsete valimite
korral ellipsoidi keskpunkt ja kuju monevorra varieeruvad. Usalduspiirkonda kuuluvad koik
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sellised vektori f hinnangud, mille korral vorratus (10.1) kehtib.

B. Keskvéidrtusvektori lineaarkombinatsioonide usaldusvahemikud. Olgu tegemist
normaaljaotusega iildkogumiga, X ~ N,(ji,X). Vaatame selle juhusliku vektori lineaar-

kombinatsiooni @'X. Siis @'X ~ N(a@'fi, @'$a) ja

Asendades dispersioonimaatriksi ¥ statistikuga S saame konstrueerida t-jaotusega juhusliku
suuruse

=

i'X —a'fi

n
vn a’'s

~tn—1).

U

Kasutades niiiid t-jaotuse kvantiile saame leida keskviartusvektori lineaarkombinatsioonile
a’fi usaldusvahemiku. Toepoolest, kvantiilide maaratlusest jareldub, et

=

a'X-a'p

p<%m4gymg@m4>:1_m

a’'sa
kust tuleneb

va'Sa
,n—1 \/ﬁ

Niisugune iihe lineaarkombinatsiooni uurimine annab {ipris piiratud infot keskviirtusvektori
kohta. Hoopis olulisem on leida usalduspiirkond mitme lineaarkombinatsiooni jaoks iiheaeg-
selt. Piiiame seda teha. Votame vaatluse alla r keskvdartusvektori lineaarkombinatsiooni
aj i, dgi,...,d,. [i. Vottes kasutusele p x r maatriksi A, mille veeruvektoriteks on lineaar-
kombinatsioonide kordajad,

<@'fi<a'X +fs

)=1-—a.

saame moodustada huvipakkuvate lineaarkombinatsioonide vektori 17,
Y =A'X.

Kuna mitmemdotmeliste normaaljaotuste klass on kinnine lineaarteisenduse suhtes, on selle
vektori jaotuseks r-mootmeline normaaljaotus, Y ~ N,.(A'ji, A’XA). Tihistades

Alji=i7, Y=A'X ja A'SA=S;

ning eeldades, et lineaarkombinatsioonide kordajad @; on lineaarselt soltumatud (sel juhul
on maatriks A taisastakuga), saame vélja kirjutada usaldusellipsoidi usaldusnivooga 1 — «
vektori ©/ jaoks,
= N/ 1,8 . (n — 1)T i

(Y =0)(Sg) (Y -1) < mfa,r,nfr- (10.2)
Usalduspiirkonna abil esitatud informatsioon parameetrite kohta on lihtsamini maéistetav,
kui usalduspiirkonnaks on teatud "tahukad", milles iga koordinaadi jaoks konstrueeritakse
usaldusvahemik. Niisuguse "tahuka" konstrueerimiseks vajame toket lineaarkombinatsiooni-
de maksimaalsele vidrtusele. Selle leidmiseks kasutame jirgmist maatriksalgebra tulemust.

Lemma 10.1. Olgu V positiivselt mddratud p X p-maatriks ja A tdisastakuga p X r-maatriks,

r(A) =r, (r <p) veeruvektoritega @;, i=1,2,...,r. Siis kehtivad vorratused
=1 2\2
(fl,‘fl <7'AA'VA) A7 < 7'Vl (10.3)
CLZ- i

iga & € RP korral.
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Toestus. Niitame esmalt teise vorratuse kehtivuse. Tahistame i = V_%f, kust ¥ =
Vzyg. (Siin V2 tihistab siimmeetrilist ruutjuurt maatriksist V). Uutes tahistustes omandab
vorratus kuju: ) )
7'VIAA'VA)TA'Ve7 < iy
Tahistame ) .
V2ZA(A'VA)"'A'Vz =B.

Rakendades Teoreemi L1.3 peab Rayleigh suhte kohaselt kehtima vorratus

y'By

-

Yy

kus Apax(B) on maatriksi B maksimaalne omavéiirtus. Niitame, et Apax(B) = 1, sellest
jareldub ka tOestatav teine vorratus seoses (10.3). Omaviirtused rahuldavad karakteristlikku
vorrandit

S )\max(B)a

IB— AL, =|VZA(A'VA) 'A'VZ — AL| = 0.
Determinandi omaduse (L1.6) tottu
IB— AL, =|A'VZVZA(A'VA) ! — AL = |I, — AL| = 0.

Seega B koik mittenullilised omavaartused vorduvad ithega ja teine vorratus on toestatud.
Vorratusteahela (10.3) esimese vorratuse toestamiseks naitame esmalt, et vorratus kehtib
juhul ¢ = 1. Kasutame tahistusi 22 = A'Z = (21,24)’ ja C = A’VA, mille esitame plokk-

maatriksina
=/
c11 €
C = _’11 21 )
éa1 G
Maatriksi C poérdmaatriksi saame esitada kujul (teine esitus teoreemis L1.7):
-1 —2> -1 > -1/ -1
c-1l— {011 +1761Cg0101 —¢py 621022.1]
1 5 z ,
—c11 G161 22.1
< e S 1oy -
kus Schuri téiend Cgg.1 = Caa — €21¢77 Cay. Siis
2 2 =722
“1 “1 (@)

+d'd> L =

7'C 'z = S
C11 C11 alVal

kus . L

d= 210171152/102_2?1 — 2,Cy0.
Esituse d’d saame maatriksite vahetu libikorrutamise teel ruutvormis z/C~17. Tulemusena
oleme toestanud viite juhul 7 = 1.
Toestamaks vaidet suvalise ¢ korral vahetame maatriksis A esimese ja i-nda veeru ja va-
ja on korrata tOestust esimese veeru jaoks teisendatud maatriksi AE;; korral, kus E1; on
elementaarmaatriks, mis realiseerib paremalt korrutades veergude vahetamise ja on saadud
ithikmaatriksist selle esimese ja i-nda rea ja veeru vahetamise teel. Maatriks E;; on siim-
meetriline ja vahetu kontroll néitab, et ta on iseenda podrdmaatriksiks.
Paneme aga téhele, et teisendatud maatriksi AE;; korral kehtib vordus

AE;((AEy;)'VAE) Y(AE,) = A(A'VA) 1A/,

Seega ruutvorm toestatava vorratuse paremal poolel ei muutu maatriksi A veergude vahe-
tamisega ja tOestuskiiku korrates saame esimese vorratuse ahelas (10.3) ka suvalise vektori
a; korral, mott.

Valime niiiid vorratuste ahelas (10.3) & = X - i V=41

binatsioone miirav maatriks. Siis kasutades tihistust ¥ = A’X, saame

S ja olgu A vektori X lineaarkom-

Yz’ — UV 2 4 - _ =2 _
Giil < (X - Y Asy) AR — )
=n(Y —9)'(Sg)"L(Y — 7)
<n(X - ysH(X - f).



Vorratuse (10.2) kohaselt saame vektori ©/ jaoks usaldusellipsoidi usaldusnivool 1 — a:

O B R R

Maksimaalse lineaarkombinatsiooni tokestatusest tuleneb, et koik lineaarkombinatsioonid
on sama tokkega tokestatud toendosusega, mis ei ole vaiksem kui 1 — . Téhistame

(n—1)r -

fa,nn—ra

ko =

n—r
siis

Y; — ;)2 Y, — v
PnLgélsm =Pvﬂi¥ﬂSVM >1—a
a;Sa; \@/Sa;

Seega kehtivad vihemalt toendosusega 1 — « samaaegselt vorratused
N g— I y—
Yi — | "S2@[Sa; < vi <Y+~ \/a!ST,
n n

1 =1,2,...,r. Saadud iiheaegseid usaldusvahemikke nimetatakse Roy-Bose iiheaegseiks usal-
dusvahemikeks.

Analoogilise vottega saab leida iiheaegsed usaldusvahemikud keskvéaartusvektori koikvoimalike
lineaarkombinatsioonide jaoks. Sel juhul huvitab meid selline konstant c2, et

= (e [P E ] <) 2

Kasutame jélle dra vorratused (10.3). Lemmas toodud vorratused kehtivad ka selle lineaar-
kombinatsiooni korral, mis realiseerib maksimumi

>

a’ _ 7\)2 - -
max [n%} <n(X —@)/S™HX - [d).

QY

Osutub, et maksimumi korral asendub vérratus vordusega

i'(X — fi)? - e
max [”%} =n(X — @)87HX — i),
seega
(@'(X — i) 2
mgx {n Z1Sq ] ~T (pan_ 1)~

Siis aga saame vilja kirjutada suvaliste lineaarkombinatsioonide jaoks samaaegselt kehtivad
usaldusvahemikud

kus ¢, = 2=D f. e

« n— a,p,n—p
Saadud usaldusvahemikke nimetatakse Scheffe iiheaegseiks usaldusvahemikeks. Selge on see,
et Scheffe vahemikud on laiemad kui Roy-Bose omad, kuna viimaste korral on samaaegselt
tdidetud r tingimust, Scheffe vahemikud aga antakse iiheaegselt koikvoimalike lineaarkom-

binatsioonide jaoks.

Voib kiisida, kas on voimalik konstrueerida tdpsemaid usaldusvahemikke kui Roy-Bose omad,
kui kitsendusi on kindel arv? Saab, kitsamad voivad olla vahemikud, mis kannavad Bonfer-
roni usaldusvahemike nime. Olgu vaatluse all r keskviartusvektori lineaarkombinatsiooni

Y, = @/ X. Tahistame

Nl

S@
=i
St

T:\/ﬁ% i=1,2,.. .1
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Teame, et T; ~ t(n — 1), kuid paraku on need juhuslikud suurused soltuvad. Defineerime
siindmused

A; = {w : |T;(w)] < to}-
Siis

P(hAz> :1—P<0AZC> Zl—iP(Af):l—TP(|TZ|>t0)

i=1 i=1

Vahepealne vorratus
1-P (UA§> >1-) P(AS)
i=1 i=1

on tuntud Bonferroni vorratusena. Kuna otsime usalduspiirkonda usaldusnivooga 1 — «,
nouame et ty oleks valitud nii, et

1—=rP(|Ti| > to) =1— .

Siit saame

kust

tg = t%,n—l-

Seega saame Bonferroni {iheaegse usaldusvahemiku r lineaarkombinatsiooni jaoks esitada
kujul

S

=

{& n—1 = n—1

2r> 2r> a/Sa. .

Vi Ty Ve
Milliseid usaldusvahemikke kasutada — kas Roy-Bose voi Bonferroni omi — peab selguma
suhtest ¢ 2&2 n_1/ka. Loomulikult tuleb eelistada kitsamaid usaldusintervalle. Kui vaatluste
arv on suur, pole erinevate iiheaegsete usaldusintervallide ulatus oluliselt erinev.

Suurte valimimahtude korral saame kasutada ligikaudsete usalduspiiride leidmiseks astimp-
tootilist x2-jaotust:

‘

=

= = -/ -/
a/Sa; <a'ip<a

= = D
n(X = @)STHX = @) — x*(p)-

Selle abil saame suvalise lineaarkombinatsiooni korral asendada F-jaotuse tdiendkvantiili
x2-jaotuse kvantiili ja tdiendkvantiiliga:

>

h

=

o
S /5
2 a’s

>

N

e 2P ISras
<a'p<a'X+ 2 a'Sa.
n n

oy
<L
|

ST

Suurte valimimahtude korral on nii saadud usalduspiirid viga ldhedased Scheffe {iheaegsete
usalduspiiridega.

Ulesanded 10

10.1. Teha ldbi detailne tuletuskiik lemma 10.1 tOestuses esineva vorduse

saamiseks, kus

7_ 1=/ (3 S
d = z1¢17 o Cogly — 75 Co0%y.
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11 Hiipoteesid dispersioonimaatriksi kohta

A. Fikseeritud dispersioonimaatriks. Vaatame normaaljaotusega iildkogumit, X ~
N(i,X). Olgu ¥y (siimmeetriline, positiivselt médratud maatriks) dispersioonimaatriksi
oletatav vaidrtus. Esitame hiipoteesid

H()Z 2:20
Hlt E#EO

Tuletame nende hiipoteeside kontrollimiseks toepédrasuhte statistiku

max; L(X; i, Xg)
max; s L(X; [, X))

A(X) =

Kasutame lugejas oleva maksimumi leidmiseks toeparafunktsiooni kuju (5.1) kohal ¥ = 3
ning asendame valemis (5.2) konkreetse valimi ja sellest leitud hinnangud teoreetilise valimi
ning vastavate statistikutega:

1
(2m) % [ S| 3

n

exp {—

Toepéarafunktsioon on maksimaalne, kui eksponentfunktsiooni astendaja on minimaalne,
astendaja véadrtusi saame muuta ainult teise liidetava abil. Kuna teine liidetav on mittenega-
tiivne ruutvorm, on tema viihimaks viirtuseks null, mille saavutamiseks tuleb valida ji = Z.
Seega

1 n
max L(X: i, ) = ———— ex {fftr 1S, }
N S I NE R A N A

Nimetajas oleva maksimumi leidsime {iheksandas paragrahvis, valem (9.2),

= 1 np
max L(X; i,2) = L(X; X,S.) = ————e¢ 2
13>, (2m) =2 |S.|2

Seega TPS statistik esitatud hiipoteeside kontrollimiseks omab kuju

— =718 |5 (et np
AX) = 2518, exp{ Str(p8.) + 5 }

Selle statistiku jaotus ei ole teada. Kiill on aga teada TPS statistiku kditumine juhul, kui
valimimaht kasvab piiramatult, n — co. Nimelt kehtib regulaarsete jaotuste korral iildine
tulemus — kui Hj kehtib, siis

D
—2InA(X) — x*(k),

hii-ruut-jaotuse vabadusastmete arv & = ¢ — v, kus ¢ on koikide parameetrite arv selles
iilesandes, v aga vabade parameetrite arv Hy kehtimisel.

Meie TPS statistiku korral
InAX) = £ |58, | - 2 (1x(35'S.) —p).

kust
—2InA(X) =n (tr(Z;'Ss) —p) —nln =g 'S, .

Téhistame V = Eals*, olgu selle maatriksi omavaértused X\;, ¢ =1,2,...,p. Teatavasti
VI =TI, N jatrV =>"" | \;. Téhistame

Siis
—2In A(X) = np(A —Ing —1).
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Leiame TPS statistiku asiimptootilise jaotuse vabadusastmete arvu. Keskviirtusvektoril

on p koordinaati, dispersioonimaatriksil w erinevat elementi. Kokku on parameetreid

p+ %. Nullhiipoteesi kehtides on vabu parameetreid p, kuna 3y on etteantud méairatud

maatriks. Seega on asiimptootilise jaotuse vabadusastmete arv % TPS statistiku

kasutamine on standardne — kui A(X) < ¢ = H;. Kui kasutame statistikut —2In A(X),

muutub vorratus vastupidiseks. Kui oleme valinud olulisuse nivoo «, saame valida kriitilise

piirkonna alumiseks otspunktiks y2-jaotuse a-tiiendkvantiili h,, »wt1) . Seega oleme joudnud
T2

otsustuseeskirjani
kui ’n,p(j\ - lng - 1) > Boz pp+1) = H17
T2

kui np(A—Ing—1) < Ba s+ = Hy.
’ 2

B. Sfairilisuse kontrollimine. Tegelikult on harva voimalik esitada hiipotees dispersiooni-
maatriksi tipse kuju kohta. Enamasti tahetakse ikka kontrollida, kas 3 on teatud lihtsama
struktuuriga maatriks (niiteks diagonaalmaatriks voi plokk-diagonaalmaatriks). Vaatame
jargmisena sfddrilisuse testi. Sel juhul esitatakse kontrollitavad hiipoteesid kujul

Hy: X =1L, (y>0),
Hy: X #4I,.

Toepéarasuhte statistik omab siis kuju

AX) = max;z, L(X; id,7Ip) — maxg, IyL,|~Fe~Btr(r7'S.)
= maxg s L(X;ﬂ, 2) - |S*|7%67%

Leiame lugeja maksimumi, alustades lugejas oleva avaldise logaritmimisest,
ﬂ np n
In Loy(X =——In~vy — —trS,.
n Lo (X, f,7) g Iy gt

Arvutame logaritmi tuletise v jirgi ja vordsustame selle nulliga,

Ol Lo(X, p,y) @1_‘_ n

—trS, =0,
oy 2y 242 '

kust saame

1
4 = —trS,.
p

Nieme, et eksponentfunktsiooni astendajad lugejas ja nimetajas osutuvad vordseteks, saame
eksponentfunktsioonid taandada ja TPS statistik omandab kuju

Olgu v1,vs,...,v,, maatriksi S, omaviirtused. Tahistades A(X) = (A(X))2/", voime selle
statistiku esitada omavairtuste geomeetrilise keskmise ja aritmeetilise keskmise suhtena,

P 1/p\ P
~ . l/i
o0 - (T

p 2vi=1Vi
Kui Hy kehtib, on oodata statistiku 1~\(X) iihele ldhedasi vaartusi. Seega kriitiline piirkond

omab kuju K, = (0, cg,). Osutub, et statistiku A(X) jaoks saab leida tépse jaotuse ja selle
abil esimeste momentide avaldised. Kehtib jirgmine teoreem (Bilodeau and Brenner (1999),
Ik.119).
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Teoreem 11.1. Olgu X ~ N, (fi, X). Siis statistiku A(X) jaotus on mddratud jirgmise
stohhastilise esitusega:

p—1
AX) =[]V,
i=1

kus Y; on soltumatud beeta-jaotusega juhuslikud suurused,

ifiw,@(;(n—l—i),i<§+;>>.

Kahjuks ei ole aga TPS statistiku tépse jaotuse kasutamine mugav. Kriitilise piirkonna
midramiseks saame kasutada astimptootilist jaotust,

—21In A(X) xat X? <p(p;1) - 1> ;

mille korral kriitiline piirkond omab kuju (cj,., 00), kus ¢, = l_La’p(p;l) 1

C. Alamvektorite soltumatuse kontrollimine. Olgu vaatlusalune tunnusvektor jagatud
kaheks alamvektoriks,
Xo

mootmetega vastavalt p; ja p2, p = p1 + p2. Ka keskvidrtusvektor ja dispersioonimaatriks
jagunevad siis plokkideks,
N TN 31 g
= = a 2 = 5
K |:,U2] ) [212 Z322]

kus plokk 3315 sisaldab koikvoimalikke kovariatsioone alamvektorite komponentide vahel.
Alamvektorite soltumatust saame kontrollida jirgmiste hiipoteesidega

Ifol 2312 230,

f{12 E:uz;é 0.
Leiame jille toeparasuhte statistiku. Olgu S koigi siimmeetriliste positiivselt madratud
maatriksite klass, kus blokk 3,5 = 0. Siis

maxy, ses L(X i, %)

AX) =
(X) maxg s L(X; [, %)

Nimetaja maksimaalne viértus saavutatakse STP hinnangute korral,
LX; 7, %) ! { np }
max L, X) = ———F €XPy —— ¢ -
pe emZs.z P2
Lugeja maksimaalne viirtus on aga lihtsalt leitav. Kui dispersioonimaatriks kuulub klassi

S, jaguneb toepirafunktsioon alamvektorite tdepirafunktsioonide korrutiseks,

1
(2m) % | 211] 2|Zoa| 3

T, et .
e {_2 Z [(%(1) —a)'=R @Y - m)

i=1

L(X; i, %) =

+ (@ - iy @ - w)] ).

Korrutise maksimiseerimiseks tuleb maksimiseerida mélemad tegurid. See aga tihendab, et
parameetriteks peame valima alamvektorite STP hinnangud,

11 = S,

= =P
=
Il
Ky
=
M)

[\

Il
™M

|
>

22 *22-



Kuna

ja

siis lugeja omandab kuju

- - 1 np
L Xa_ 7_ aS* 7S* = np n n {_7}
(X1, T2, Sw11,Sx22) B exp 5

Seega TPS statistik omab kuju

AK) = (2 )
(X) <|S*11|S*22|

kust logaritmiline TPS statistik on kujul

[S-|

—2InAX)=—nln ——MM—.
(X) SlSo)

Kasutame niiiid dra plokkmaatriksi determinandi avaldised (L1.13) ja (L1.14)

|S*| :|S*11| : |S*22 - S*le;1118*12|

=[Su22| - [Su11 — Sw12S 55821,
mis annab logaritmilise TPS statistikule kuju
—2InA(X) = —nln|l,, — Sy S21S1;' Si2|

vOi
—2InA(X) = —nln|I,, —S;'S12S5 So1.

Leiame veel selle statistiku asiimptootilise y2-jaotuse vabadusastmete arvu. iildse on para-

meetreid p+ @. Kui fikseerida kovariatsioonide plokk nullmaatriksiks, jaab pﬁ—%—l—

P2 + % vaba parameetrit. Saame

+1 +1 +1
q:p+p(p )_pl_pl(m ) . pAp2t+1)

9 9 D2 9 = P1p2.

Teststatistiku asiimptootiliseks jaotuseks on x2(p1p2)-jaotus. Otsuse langetamise reegel on
seega jargmine:

kui —nln IIpz — 82_2182181_11812| < Ba;mpz = ffo7
kui —nln IIP2 — 82_2182181_11812| > Ba;mpz = Hl.
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12 Kahe iildkogumi vordlemine

Vaatame iilesannet, kus kahes iildkogumis uuritakse iihte ja sama tunnusvektorit. Tingimu-
sed tunnuste vadrtuste kujunemiseks voivad olla erinevad ja seetottu voivad ka tildkogumite
parameetrid erineda. Olgu mélemad iildkogumid normaaljaotusega, X ~ N, (7@, £®),
1 = 1,2. Teeme veel tdiendava eelduse: oletame, et iildkogumite dispersioonimaatriksid on
samad (X1 = () = %), st erinevad tingimused ei muuda tunnuste vahelisi seoseid ega
tunnuste hajuvust. Jarelduste tegemiseks olgu meie kisutuses kummastki tildkogumist {iks
valim. Kasutame valimite eristamiseks tihistusi X" ja X?) (nende elemendid tihistame

(1) (2

vastavalt z;;” ja x;;

valimitega analoogiliselt X1, S ja X2, S Eeldame, et erinevatest iildkogumitest
périt valimid on soltumatud ja viikese mahuga.

). Valimimahtusid t&histame siimbolitega n; ja no, pohistatistikuid aga

A. Kahe valimi T2-statistik. Vaatame esmalt, kuidas kontrollida keskviirtusvektorite
kohta esitatud statistilisi hiipoteese

Hy: i — i® =34,
Hy: i — g #£4,
kus & on mingi teadaolev vektor. Loomulikult voiks siin tuletada toepérasuhte statistiku.
Kuid ldheme teist teed — lahtume analoogiast iihemootmelise juhuga. Hinnanguks keskvaar-
tusvektorite vahele ") — 7®) on valimite keskviirtusvektorite vahe (1) — Z(?). Vastava
statistiku jaotuseks on normaaljaotus,

F0_F@ LN, <ﬁ<1> 4, (1 N 1) 2) .
ni1 no

Dispersioonimaatriksi jaoks on meil olemas kaks hinnangut, S ja S®@ . Arvutame nende
kaalutud keskmise R R
(n1 — l)S(l) + (n2 — 1)8(2)

ny + no — 2

S(2) =

ja votame selle tildkogumi parameetri ¥ hinnanguks.
Vastav statistik on kujul

(nl — 1)8(1) + (’IlQ — ].)S(z)
ny+ng —2 ’

Niéitasime varem, et {ihe valimi korral (n—1)S~W,(3,n—1). Rakendades seda meie statis-
tikule saame Wisharti jaotuse aditiivsuse tottu

(’Ill + ng — 2)8(2) ~ Wp(Z,nl + ng — 2)

Siit jareldub, et E(ni+n2—2)S(9) = (n1+n2—2)X ja maatriks S(,) médrab nihketa hinnangu
maatriksile 3. Esitatud hiipoteeside kontrollimiseks vajaliku teststatistiku leidmise saame
taandada jargmisele lausele.

Lause 12.1. Olgu X ~ N, (7, x®) i =12, kusjuures V) = 22 = 5. Siis
ninsg = - . . _ = = N .
m(}((l)_ X(Q)—(u(l)—u(g)))/S(Q%(X(l)— x@_ (M(l)—ﬂ(2)))
~ T%(p,n1 +ny — 2).

Toestus. Dispersioonimaatriksi ¥ saame esitada korrutisena ¥ = AA' kus |A| # 0.
Jirelikult saame vektori X M— X @) —(7(M—7(?)) standardiseerida

> ning _1 :'(1) :'(2) (1) ~(2) -
7 = A7(XY - X9 — — ~ N(0,1,).
ny + ng ( (A 7)) (0,1,)
Toepoolest,
BZ = -2 A-1p(XM_ X® _ (g _ @) =,
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ja

= Ming —1/v()_ F@)_ (1) _ =(2)
p7=_"" p [A X e -
E— ( (@ = i)
_ MA_lD ():('(1)_ )—2(2)) (A—l)/ _ A_lE(A_l)' =1,
ni + no

Seega Z ~ N,(0,1,). Statistiku S(2) saame siduda standardse Wisharti jaotusega,
V = (n1 +ngy —2)A7'So) (AT ~ W, (I, n1 +ng — 2).
Aga Hotellingu T2-jaotuse definitsiooni pohjal
(n14+n2—2)Z'V1Z ~T%(p,nq +ny — 2).

Asendades Z ja V tagasi ja arvestades, et

1 ~1
Vi=————A'S;HA
ny +ng — 2 @)
saame
_Ziv-lgo ™M §@_ (0 @)y
(n1 +ng —2) R (A= [=))
X Sé%(X(l)— xX@_ (ﬁ(l) ﬁ(2)))
Jarelikult
ning = = o . = - . .
m(X(l)_ X@_ (70— M(2)))/S(2§(X(1)_ X (g0 2)y)
~ T?(p,n1 +n2 — 2),
mott.

Lauses esitatud statistikut nimetatakse kahe valimi T*-statistikuks, téhistame ta T, (X).

Arvestades T?-jaotuse ja F-jaotuse vahelist seost (8.4), saame
ni+ng—p—1_5
——T5 (X))~ F —-p-—1).
p(n1 + 12— 2) (2)(X) (p,m1+n2—p—1)

Niilid on meil olemas statistik, mida saame kasutada eespool esitatud hiipoteeside kontrol-
limiseks:

2 M2 S g@) _Fve-l(x) _ x@ _ 5
T(2) (X) = a— (X X d) S(Q)(X X J).
Té&histame lithiduse mottes n = ny + no. Kui nullhiipotees kehtib, siis on
n—p—1_,
— T (X))~ F —p—1).
p(n _ 2) (2)( ) (p7 n p )

Otsuse langetamiseks saame jargmise eeskirja

. n—p—1_, F

kul WT(Q) (X) Z fa;p’nfpfl = Ifll7
. n—p—1 =

kil ST (X) < fapmp1 = Ho

p(n—2)

B. Keskviirtusvektorite vahe usalduspiirkond. Keskvadrtusvektorite vahe usaldus-
piirkonna leidmiseks voime kasutada samu votteid, mis olid kasutusel iildkogumi keskvéér-
tusvektori jaoks. Scheffe iihiste usalduspiiride leidmisel, mis sisaldavad koiki keskviartus-
vektorite vahe lineaarkombinatsioone, lahtume noudest

p (i, e 31X KO- @0 7))
ni + no (IIS(Q)CL

<ck'f‘) 2]._0[
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Usalduspiiride madramiseks tuleb méarata konstant ci,. Nagu teame, kehtib vorratus iga @
korral etteantud toen#osusega

X O X GO GONE g
a a'S9)d ning

Lahtume vorratusest, mis kehtib iga d ja b korral, kui vaid maatriks S(;) on positiivselt
médratud (vt. lemma 10.1)

@')? _ a1y SN2 (P17 (= -
&,/S(z)&,gb’s(z)b ehk (@'b)" < (b'S5)b)(@'S(2)d).

Siit jareldub, et vottes b = X X (iM— ji®)) saame:

e [5/(5((1)_ X(@2)_ (ﬁ(l)_ ﬁ(2)))}2
a 6/8(2)6

=

= (X(l)f x@_ (ﬁ(l), ﬁ(Q)))’S(_Q;(X(lL X 2_ (ﬁ(l)f ﬁ(2)))

kusjuures votsime arvesse, et vorratuse asemel kehtib maksimumi korral vordus. Néeme, et
maksimumi miirab kahe valimi T2-statistik. Esialgne noue usalduspiirkonnale saab niiiid
kuju:

P(T(QQ) <cpr) 21—

Kriitilise vadrtuse cg, saame méiirata F-jaotuse tidiendkvantiili abil:

p(n —2)

Kokkuvottes saame lineaarkombinatsiooni usalduspiiride mairamiseks jargmised eeskirjad

n—p—1 -
P ( T(zg) < fa;p,npl) =1l-a.

kus

_\/n1+n2p(n—2)f X
= o;p,n—p—1-

ning n—p—1

C. Profiilide vordlemine. Keskviartusvektorite vordlemisel on veel ithe voimalusena ka-
sutusel nn profiilide analiiiis (profile analysis). Profiiliks nimetatakse teatud joondiagrammi.
See on murdjoon, mille i-nda tipu vertikaalkoordinaadiks on pu;, horisontaalkoordinaadiks
aga .

Meetod tuleb kone alla, kui koikide tunnuste mootmisel on kasutatud samu iihikuid. Tiiii-
piline on selle meetodi kasutamine kordusmdootmiste puhul, mida rakendatakse paralleelselt
kahes erinevas katsealuste riihmas, mida kirjeldavad juhuslikud vektorid X ~ N, (i), %)
ja X® ~ N, (7®,%). Kiisimuse, kas iildkogumite keskviiiirtused erinevad, voib asendada
kolme jarjestikuse kiisimusega.

1. Kas iildkogumite profiilid on paralleelsed?
2. Kas paralleelsed profiilid langevad kokku?

3. Kas iihtivates profiilides on koik keskvadrtused vordsed?
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Sonastame need kiisimused keskvaidrtusvektorite koordinaatide kaudu. Tahistame keskvair-
tusvektori koordinaadid erinevates iildkogumites

2
i i,
ﬁ(l) — | K2 ﬁ(2) — | H2
1 2
me me

Kiisimuse, kas profiilid on paralleelsed, saame esitada nullhiipoteesina

1 2 1 2 .
H()lﬂg)—,ug):,uf;,)]_,ug,)]j ]:277]7

voi samavaarse nullhiipoteesina

1 1 2 2 }
HOlu‘g)_M§7)1:/1/§)—,U/‘§7)1, ]:27ap
Kui nullhiipoteesi ei kummutata, voime kiisimuse, kas profiilid langevad kokku, esitada null-
hiipoteesina
1 2 .
HOQZ,US')::U‘;)a .]:172a"'7p'

Kui ka seda nullhiipoteesi ei kummutata, voime kiisimuse, kas {ihtivad profiilid on horison-
taalsed, esitada hiipoteesina

VS RO}

Neile kiisimustele vastamise saame taandada normaaljaotuse lineaarteisenduse kohta kii-
vate hiipoteeside kontrollimisele. Vétame kasutusele (p — 1) x p maatriksi C,

Hog:/l,gl):...

-1 1 o ... 0 0
C— o -1 1 ... 0 O . (12.1)
0 o o0 ... -1 1

Siis saame hiipoteesi Hy; esitada kujul
Hyp : CaM = ca®.

Kuna CX® ~ Np,l(Cﬁ(i),CZC’), kus ¢ = 1,2, saame taandada hiipoteesi Hg; kont-
rollimise Té)—statistiku kasutamisele. Teisendatud tunnusvektorite jaoks omab kahe valimi
T2-statistik kuju

ning = = =

T4, (CX) = — (XW— X@)C/(CSC)tC(X M- X)),
1T N2
Kui nullhiipotees kehtib, on T(QZ)(CX) ~T?(p —1,n1 +ny — 2). Hiipoteesi Hoo kontrollima
asudes teame, et profiilid on paralleelsed, st koik keskvadrtusvektorite vastavad komponendid
erinevad iiksteisest iihepalju. Seetdttu piisab kontrollimaks, et i) = 7, kui kontrollime
kas keskviartusvektorite komponentide summad on vordsed. Valime 1 x p-maatriksiks C
ihtede rea, C = ﬁ;, siis
H02 : ﬁ;ﬁ(l) = ﬁ;ﬂ(2)

Oleme joudnud tuttavasse situatsiooni — tegemist on kahe {ihemootmelise normaaljaotuse
keskvadrtuse vordlemisega.
Kolmanda hiipoteesi kontrollimiseni joudes teame, et i) = i(®) = ji. Valime maatriksi C
samuti nagu esimese hiipoteesi testimisel, kasutades vordust (12.1). Hiipoteesi Hps saame
esitada kujul

H03 : C/j = 6
Jélle oleme joudnud tuttavasse situatsiooni: meie kisutuses on valim mahuga n; + ny ithest
iildkogumist. Hiipoteesi kontrollimiseks kasutame iihe valimi T2-statistikut.
Olukord on sootuks keerulisem, kui iildkogumite dispersioonimaatriksid on erinevad, st 337 #
3. Sel juhul pole voimalik kasutada tépseid jaotusi.
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13 Korrelatsioonimaatriks

Mitmemootmelisel juhul on hajuvust iseloomustav karakteristik dispersioonimaatriks DX,
mis defineeriti p-vektori X jaoks p x p-maatriksina :

DX = E[(X - EX)(X — EX)'].

Kui tihistame DX = 3 EX = fi, siis korrelatsioonikordajad p;; avalduvad X elementide
0;; kaudu:
o CO’U(Xi,Xj) - O'Z'j
Pig vVDX;DX; \/0ii0jj

ja neist moodustub korrelatsioonimaatriks

1 pi2 - pp
P _ p21 1 e p2p
Ppl Pp2 e 1

Definitsioonist ndhtub, et P on siimmeetriline maatriks. Veendume, et ta on mittenegatiiv-
selt misratud. Konstruktsiooni tdttu on korrutis (X — EX)(X — EX)' mittenegatiivselt
madratud iga elementaarsiindmuse w € {2 korral ja sama omadus on siis ka selle maatriksi
keskvédrtusel. Seega DX =% on mittenegatiivselt méédratud ja kui ta on pooratav, siis po-
sitiivselt médratud. Korrelatsioonimaatriksi P saime esitada maatriksi 3 kaudu jargmiselt:

P=x,"’zx "
Ténu sellele esitusele voime kirjutada
L R T TR RR e

kust jareldub ka P mittenegatiivne miaratus. Kui seejuures 3 on positiivselt méiratud, siis
on ka P positiivselt midratud.
Uldjuhul kuuluvad kahe tunnuse vahelise korrelatsioonikordaja viirtused 16iku [—1, 1]. Kor-
relatsioonimaatriksi positiivse méaratuse noue kitsendab voimalike korrelatsioonide suurust.
Vaatame sellekohast ndidet. Olgu p = 3 ja p;; = —p, p > 0. Positilvse médratuse tottu
|P| > 0, samas

P| =1-2p° - 3p%
Kui p = %, siis |P| = 0, jérelikult peab kehtima vorratus p < %, ehk teisiti oeldes, niisu-
guse struktuuriga positiivselt madratud korrelatsioonimaatriksis peab korrelatsioon olema
vaiksem kui 0.5.
Valimist mahuga n saame leida korrelatsioonimaatriksi hinnangu R dispersioonimaatriksi
nihketa hinnangu S kaudu:

R=S,'/?8§;"/%.
Vastav statistik R avaldub kujul

R=S;'/%ss;'/?. (13.1)

Kahjuks muudab see lihtne teisendus korrelatsioonimaatriksi jaotuse keeruliseks, seda ei saa
enam esitada Wisharti voi mone teise tuntud jaotuse kaudu. Ka klassikalise normaaljaotu-
sega lildkogumi korral ei ole maatriksi R jaotus teada, leitud on astimptootiline jaotus kui
n — oco. Kiill aga saame leida maatriksi R tépse jaotuse iihel olulisel erijuhul.

Teoreem 13.1. Olgu dldkogum normaaljaotusega N,(ii,3;) (tunnused on séltumatud),
sits valimi korrelatsioonimaatrikst R téendosustihedus on kujul

PRG-I  soys
5Ly R

kus p-méotmeline T'-funktsioon on mddratud eeskirjaga

/r(R) =

T,(a) =" [[Tla— %(i —1)]. (13.2)

i=1
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Toestus. Liahtume Wisharti jaotusest ja valemist (13.1). Teame, et
V=n-1)8S~W,(Zqn-1).
Teoreemi 7.2 pohjal avaldub Wisharti jaotuse tihedus antud juhul jargmiselt:

V|z(n—p—2) Pp—
(V)= o n;|1 ‘p(p—l) » 1 —e 2 EY),
277 Xyl T i1 Ll5(n—1)]

Teeme muutujavahetuse minnes iile maatriksi V alumise kolmnurga elementidelt

V11,022 -+, Upp, V215 -+, Uply- -+, Upp—1

maatriksi V diagonaalielementidele ja maatriksi R allpool peadiagonaali asuvatele elemen-
tidele Tij, 7 7& j

V11,V22, ... ,Upp,TQh e ,Tpl, ey Tp’pfl.
Uued ja vanad muutujad on seotud teisendustega

R=V,’VV,?  V=VIRV:

Kasutades iildist seost tiheduste vahel saame

ar(Va,R) = fyr)(V(R))J <¥§R]i> :

Leiame jakobiaani

V(R) d(’Uu, V22, ... ,’Upp,vgl, . ,Upl, e ,Upyp_l)
J = abs .
Vd, R d(’Ull,’UQQ, e ,vpp,r21, e ,7"p1, e 7Tp,p—1)

Saadava tuletismaatriksi diagonaalplokid on kahanevat jarku: p,p — 1,..., 1, kusjuures esi-
mene plokk vordub I, ning i-s diagonaalplokk on (p — ¢) x (p — i)-maatriks kujul

v/Vi—1,i—1Vi; 0 0
0 VVi1,i—1Vig 1,41 0
0 0 o VVi—1,i—1Vpp

kusi = 2,...,p. Diagonaalplokkidest {ilalpool koosnevad koik plokid nullidest ja seega saame
determinandi arvutamisel kasutada 2 x 2-plokkmaatriksi determinandi omadust:

Ay 0
Azi An |~ Al Az
Seetottu omab jakobiaan vaartust
VR)) _ et T
J V. R =07 X X Upp :Hvii .
' i=1

Vaadeldav tihedusfunktsioon omandab kuju

fvir(Va,R)
RV O, 07 (_1
S R T LT () \ 2
CRPEI e et (_1im>
e f:1‘7i:%1 i T (%) ’ 23 ¥

n—p—2 n=3

IR| 2 L v;;° 1o\ -1

= -1 P n—i H n=1 €xp _50-7 2 : :
T i (%) = Loy,? v

%

n—p—2

2
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Oleme esitanud tihedusfunktsiooni korrutisena, kus murruga antud tegur soltub vaid korre-

latsioonimaatriksist ning teine tegur soltub muutujatest v;;, ¢ = 1,...,p. Integreerides iile
muutujate v;;, ¢ = 1,...,p, saame tulemusena korrelatsioonimaatriksi tihedusfunktsiooni.
Kuna

p 1(n—3)
v 1 v _(n—1)
11 [ b (‘2%) 2 1 Wir-- Ao

siis uurime 1dhemalt saadud integraali avaldist. Tdhistame

(%73

= Uy, kust d’UM‘ = 20'“duz
204

Saame integraali kujul

Arvestades I'-funktsiooni definitsiooni
o0
L(z) = / t*~le tdt,
0

esitub meie integraal I'-funktsioonina I" ( ) Seega avaldub korrelatsioonimaatriksi R toe-
néosustihedus valemiga

R 1 (25"
R)= .
fR( ) Trp(p;l) lel“ nQ_Z)

Kui vorduses (13.2) a = 251, siis

n—1 pr-1) 12 n—1 +—1
o ()= I (U -7
i=1

D .
p(p—1) n—1
= 4 | | F
ﬂ- ( 2 > 7

=1

mott.

Jareldus 13.1.1. Kahemootmelisel juhul avaldub korrelatsioonikordaja r toendosustihedus
kugul:

RGO
fr(r) = rE2 )\fl )27,

kui teoreetiline korrelatsioonikordaja p = 0.
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14 Mitmene korrelatsioonikordaja

Kui korrelatsioonimaatriks kirjeldab seoseid juhusliku vektori komponentide vahel, siis mit-
mene korrelatsioonikordaja kirjeldab seost juhusliku suuruse ja p-modtmelise juhusliku vek-
tori vahel. Mitmese korrelatsioonikordajani joudmiseks vaatame prognoosiiilesannet: olgu
meie eesmérgiks prognoosida juhuslikku suurust Y juhusliku p-vektori X kaudu. Prognoo-

siks on etteantud funktsioonide klassi G kuuluv funktsioon g(X) : RP — R. Prognoosi g(X)
prognoosiveaks vihimruutude mottes nimetatakse suurust

Q(g(X)) = E[Y —g(X)]*. (14.1)
Eeldame, et juhuslikud suurused Y ja g(X) on teist jirku, st eksisteerivad EY? ja E[g(X)]2.

—

Sel juhul on prognoosiviga madratud ja l6plik. Prognoos ¢*(X) on juhusliku suuruse Y parim
prognoos vihimruutude mottes, kui

BIY - g () = min B[Y — g(X)]*

Lause 14.1. Juhusliku suuruse Y parimaks prognoosiks vihimruutude mottes on tinglik
keskvddrtus E(Y]X).

Toestus. Teisendame valemiga (14.1) méédratud prognoosiviga

E[Y — g(X)] =E[Y - E(Y|X) + E(Y|X) — g(X)]?
=E[Y — E(Y|X)* + E[E(Y|X) — g(X)?
+2B{[Y - E(Y|X)][E(Y|X) - g(X)]}.
Viimane liidetav on null tingliku keskviartuse omaduste tottu. Nimelt
E[Yh(X)] = E{E[YN(X)|X]} = E{n(X)E(Y|X)}.
Saame
EY —g(X)) = E[Y - E(Y|X)]* + E[E(Y|X) — g(X))*.

See avaldis on minimaalne, kui g(X) = E(Y|X), niisugune valik muudab teise liidetava nul-
liks, mott.

Funktsiooni ¢*(X) = E(Y|X) nimetatakse juhusliku suuruse Y mitmeseks regressioonifunkt-
siooniks X jargi.

Definitsioon 14.1. Juhuslik suurus Y soltub juhuslikust vektorist X regresstooni mattes,

kui B
E(Y|X) # EY.

Parimat prognoosi on lihtne defineerida, kuid tema leidmist praktikas on raske realiseerida.
Tingliku keskvéirtuse E(Y | X) jaoks on pea véimatu saada analiiiitilist avaldist. Lihtsustame
oma iilesannet sel teel, et otsime ldhendit mitte teist jarku juhuslike suuruste klassist G, vaid
selle mingist alamklassist F C G. Sel juhul réégitakse F-regressioonist. Votame jirgnevas
vaatluse alla koige lihtsama moeldava klassi — lineaarsete funktsioonide klassi £ ja otsime
parimat prognoosi kujul

L(X;amal,...,ap) =ap+ar X1 +...+a,X,.

Votame kasutusele téhistused
1 a1
)(0:17 X*:|:—»:|, d: s 6*:|:

Otsitava parima lihendi saab siis esitada kujul
L()?;a07a17~'~7ap) =a'X* =ay+adX

ja meil on tegemist lineaarse regressiooniga, vastavat parimat prognoosi L(X;ag, a1, ..., ap)
nimetatakse lineaarseks regressioonifunktsiooniks.
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Definitsioon 14.2. Juhuslik suurus Y soltub juhuslikust vektorist X korrelatiivselt, kui
lineaarne regressioonifunktsioon ei ole konstantne (3a; # 0,i > 0).

Uurime, kuidas avalduvad lineaarse regressioonifunktsiooni kordajad ag,ar,...,ap,. Olgu
mingi lineaarne prognoos maératud vektoritega b ja b*:

L(X, bOa bla RN bp) — g*/)_('* — bO + 5‘/)_(’
Parima lineaarse prognoosi korral peab kordajate jaoks olema tdidetud tingimus

E(Y —a@"'X*)? =min E(Y — b X*)2.
b*
Kirjutame vélja miinimumi tarviliku tingimuse

dE(Y —b"X)* _ o
db* '

Eeldame, et tegemist on regulaarse jaotusega. Sel juhul voime tuletise votmise ja keskvaér-
tuse leidmise operatsioonid vahetada. Rakendades maatrikstuletise omadusi (v) ja (vi) lisast
1, saame:
dE(Y — b¥ X*)? ) o o =
dBE(Y — b7 X")" = ) = 2E[(Y - b"X")X"] =0,
db*
millest tuleneb tingimus: . Lo
EYXY)=a"E(X*X™").
Saadud tingimuse voime esitada ka transponeeritud kujul
E(X*Y) = B(X*X*"a*. (14.2)

.
Kuna vektori X* esimene koordinaat on 1, siis saadud vorrandisiisteemi esimene vorrand
omab kuju

p
EY =ao+ Y a;EX;.

j=1
Avaldame sellest vorrandist kordaja ag
P
ag=EY =Y a,EX;. (14.3)
j=1

Vorrandisiisteemi (14.2) iilejdéinud vorrandid on kujul

p
E(X;Y) =aEX; + Y a;E(X;X;), i=12,...,p.

j=1

Asendades nendes vorrandites kordaja ag vordusest (14.3) ja muutes liidetavate jirjekorda,
saame p vorrandist koosneva siisteemi kordajate méiramiseks

P
E(X;Y) - EX;EY =Y [E(X;X;) - EX;EXj]a;, i=1,2,...,p.

j=1
Selle vorrandi kordajateks ja vabaliikmeteks on kovariatsioonid ning dispersioonid
Cov(X;X;) =E(X;X;) - EX;EX;, i#]
DX; =E(X?) — (EX;)%
Maatrikskujul saame vorrandisiisteemi parima lineaarse prognoosi kordajate vektori @ mé&a-

ramiseks esitada kujul . .
(DX)d = Cov(Y, X), (14.4)
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kust kordajate vektor avaldub kujul
i=(DX)"'Cou(Y, X), (14.5)

kusjuures vabaliige ag méfratakse vordusega (14.3).
Defineerime niiiid mitmese korrelatsioonikordaja.

Definitsioon 14.3. Juhusliku suuruse Y ja juhusliku vektori X vaheliseks mitmeseks korre-
latsioonikordajaks (Y, X) nimetatakse korrelatsioonikordajat p(Y,a” X*) juhusliku suuruse

.
Y ja tema parima lineaarse prognoosi a*' X* vahel.

Lause 14.2. Juhusliku suuruse Y ja juhbusliku vektori X vaheline mitmene korrelatsiooni-
kordaja r(Y, X) avaldub kujul

v, X
r(Y, Dy

) = \/Cov(Y,X)’(D??VCOv(Y,X), (14.6)

Toestus. Definitsiooni kohaselt kehtib vordus

Cov(Y, @' X*)

\/DY - D(@'X*)
Avaldame lugejas oleva kovariatsiooni

Cov(Y,a" X*) =E[(Y — EY)(a"X* — @' EX*)]
=a"E|(Y — EY)(X* — EX")]
=a*'Cov(Y, X*).

r(Y,X) = p(Y,a"'X*) =

Arvestades, et vektori X* esimeseks komponendiks on konstant 1, tuleneb siit vordus
@' Cov(Y,X*) = a@Cov(Y, X),
kuna Cov(Y,1) = 0. Leiame veel parima prognoosi dispersiooni
D@ X*) = a’'DX*a = dDXa=aCou(Y,X). (14.7)

Viimase vorduse saame arvestades seost (14.4). Asendame saadud avaldised korrelatsiooni-
kordaja valemisse

F(V, %) = @ Cov(Y, X) @Cou(Y, X)
\/DY - @Cou(Y, X) by

Arvestades vektori @ kuju (14.5), saame

. Cov(Y, X)(DX)"1Cov(Y, X
,n(m)# (. XY(DX) 1Con(r. Xy

mott.

Jéareldus 14.0.1. Mitmene korrelatsioonikordaja (Y, )?) avaldub vektori X korrelatsiooni-
maatriksi P ja korrelatsioonide vektori p(Y, X) kaudu,

r(v, %) = /iy, P11y, %),

kus
p(Y7 Xl)
ﬁ(Y7 )Z) — p(Y, X2)
P(Ya Xp)
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Toestus. Tahistame diagonaalmaatriksi, mille peadiagonaalil on vektori X komponentide
dispersioonid, siimboliga (DX)4. Vastavalt korrelatsioonikordaja definitsioonile saame siis
korrelatsioonivektori esitada kujul
p(Y, X) = /(DY) (DX);' Cov(Y, X),
kust
Cov(Y,X) =/ (DY)(DX)q (Y, X).

Korrelatsioonimaatriks on aga méédratud valemiga

P = \/(DX);' DX\ (DX);".

kust

DX = \/(D)?)d P\/(D)?)d.
Asendame saadud avaldised valemisse (14.6); véltimaks liigset juurimist avaldame mitmese
korrelatsioonikordaja ruudu

r2(Y, X) =(7(v, X)) \/(D£)a/ (DX) ;P

kust

mott.

Mitmene korrelatsioonikordaja on seotud lineaarse prognoosiga. Votame kasutusele kor-
daja, mida saab kasutada regressioonisoltuvuse tugevuse kirjeldamiseks iildjuhul. Nigime,
et juhusliku suuruse Y parimaks prognoosiks vihimruutude mottes on tinglik keskvairtus
E(Y|X). Tihistame prognoosivea parima prognoosi korral siimboliga Q*(E(Y|X)).

Definitsioon 14.4. Regressioonisuhteks 1(Y|X) nimetatakse suurust

2 Q*(E(Y|X))
n(Y|X) = \/1 -

Selle kordaja defineerimise lihtekohaks on dispersiooni lahutus erinevateks liidetavateks:
DY =E(Y — EY)? = E[Y — E(Y|X) + E(Y|X) — EY]?
=E[Y - BE(Y|X)? + E[E(Y|X) — EY)?
+2B{[Y - E(Y|X)]|[E(Y|X) - EY]}
=Q"(E(Y|X)) + D(E(Y|X)).
Definitsioonist jérelduvad jirgmised regressioonisuhte omadused.

1. Kui regressioonisdltuvus puudub, siis (Y| X) = 0. Téepoolest, kui regressiooniséltuvus
puudub, siis E(Y|X) = EY ja DY = Q*(E(Y|X)).

2. Kui Y on X funktsioon, siis n(Y|X) = 1. Toepoolest, kui Y on X funktsioon, siis
E(Y|X) =Y ja Q"(E(Y[X)) = 0.

3. Kahe juhusliku suuruse X ja Y korral kehtib alati vorratus
U(Y|X) 2 p(X, Y)a

kus p(X,Y") on lineaarne korrelatsioonikordaja. Vorratus kehtib, kuna regressioonisuhe
moodab iildisema funktsionaalse soltuvuse tugevust, p(X,Y) aga erijuhu, lineaarse
soltuvuse tugevust.
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Kokkuvotlikult 6eldes on tegemist normeeritud suurusega, mis iseloomustab regressiooni-
soltuvuse tugevust.

MARKUS. Regressioonisuhte arvutamiseks on definitsiooni asemel otstarbekam kasutada
esitust

D(E(Y|X))

DY ’
mida saame rakendada lihtsate juhuslike suuruste ja klassifitseeritud tunnuste korral iildise
funktsionaalse soltuvuse tugevuse hindamiseks.

Lineaarse prognoosiiilesande korral regressioonisuhte leidmine lihtsustub. Toestame jérgmise
lause.

n(Y|X) =

Lause 14.3. Lineaarse prognoosi korral vordub regressioonisuhe nL(Y|)Z) mitmese korre-
latsioonikordajaga, . .
nL(Y|X) = r(Y, X).

Toestus. Parima lineaarse prognoosi korral

ﬁL(Yp?) =4/1-

Teisendame prognoosivea avaldist
Q* (@' X*) = BE(Y —a’X*)? = E[Y — EY + EY —a"X*].
Vaérrandisiisteemi (14.2) esimese vorrandi pohjal EY = @ EX*, seetottu voime kirjutada
Q*(@ X*) = E[Y — EY — @"(X* — EX*)]> = DY — @"DX"*a".

Viimase vorduse saamisel kasutasime seoseid (14.7). Siit

. &'*/DX*C—L’*
nL(Y[X) = \/ Dy

Arvestades valemeid (14.5)-(14.7) saamegi
ne(Y|X) = (v, X),

mott.

Vaatame, kuidas saab kasutada mitmest korrelatsioonikordajat normaaljaotuse korral. Olgu
meil tegemist normaaljaotusega juhusliku vektoriga, mille jaotame kaheks osaks. Esimese
komponendi X valime soltuvaks tunnuseks, iilejidnud komponente aga kasutame vektorina,
mille abil seda komponenti prognoosime. Seega

{‘_ﬂNN<[‘ 1] [ 1 21])
X5 P\ 2] [021 322
Esitame kontrollimiseks hiipoteesid

Hy : X1 on vektorist )?g soltumatu,
Hy : X7 eiole vektorist X9 sOltumatu.

Osutub, et teststatistik nende hiipoteeside kontrollimiseks on valimi mitmese korrelatsiooni-
kordaja funktsioon. Teame, et maksimaalne korrelatsioon juhusliku suuruse X; ja juhusliku
suuruse a /)22 vahel saavutatakse, kui @ = 22_216’21. Soltuvus puudub, kui koik regressiooni-
kordajad on nullid. Seega saame esitatud hiipoteesid sonastada ka teisiti

Hy : Go1 = 0 ehk r(X1, X5) = 0,
H1 : 521 7é 6ehk T(Xl,X2> 7é 0.
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Valimi pohjal saame leida valimi kovariatsioonimaatriksi S. Vastava statistiku S jaotus on
meile teada,

n-1)8S=v= "1 U?l]ww S,n—1).
(1) g~ wmaey

Valimi mitmese korrelatsioonikordaja ruut on méaératud valemiga

— 2

S U VL0
r(X1, Xp) = 21v22 02

b
V11

kus vorduse paremal poolel esinevad hinnangud on saadud seosest (n—1)S = V. Téhistame
vastava statistiku -
> Ugq Vg V-
R(X]_, X2)2 _ 21 Y22 Y21 )
V11

Lause 14.4. Toepdrasuhte statistik hiipoteeside

kontrollimiseks omab kuju

Toestus. Vastavalt definitsioonile 9.1 avaldub toepédrasuhte statistik kujul

max; s, 7, g L(X; i, %)

maxg s L(X; [, %)

A(X) =

Teame, et toeparafunktsioon saavutab maksimaalse vadrtuse, kui parameetrite viirtuseks
valida nende suurima toepira hinnangud. Nimetajas peame kasutama téeparafunktsiooni
argumentidega 7 ja S,, L(X;Z,S,). Kui Hy on téene, on dispersioonimaatriksi ¥ suurima
toepdra hinnang .

80 _ 1 [@11 0’ ]

* — —

0V
ja lugejas peame kasutama toepirafunktsiooni argumentidega 7 ja SQ, L(X; 7, Sﬁj) Arves-
tades tiheksandas paragrahvis saadud tulemusi, saame

89/

A(X) = I (14.8)

Kasutades valemit (L1.13) avaldub plokk-maatriksi

A A
A =
[A21 A22]

determinant kujul
|A| = [Ag||A1 — A12AL) Ay,

Rakendades seda vordust valemis (14.8) esinevate determinantide korral, saame

|Vaallvin — 77211V2_211721|)n/2
v11| Va2

A(X) :(

S/ xr—1= n/2
_ ( |v11 — Uy Vg ”21>
V11

_»’Vfl_. n/2 .
(1 YR i, e

mott.
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Saab niidata, et nullhiipoteesi kehtides

n—p R(Xl,)?g)z
p—11—-R(Xy,X,5)?

~ F(p—1,n—p).
Praktika jaoks on oluline ligikaudne astimptootiline jaotus. Esitame selle jargneva lausega.

Lause 14.5. Normaaljaotusega tildkogumi korral kehtivad valimimahu piiramatul kasvamisel
(n — 00) jdrgmised koondumised.

14.1. Kui r(Xq,X5) #0, siis

VAR(X1, %)% — 1(X1, Bo)Y) > N(0, 4w),

kus
w=r(X1, X2)2(1 - r(X1, X2)?)2.

14.2. Kuir(Xy,X5) =0, siis
. D
nR(Xl,X2)2 - X2(p,1).

Ulesanded 14
14.1. Olgu X jaY lihtsad juhuslikud suurused. Néidata, et

EY = E[E(Y|X)].

14.2. Olgu X jaY lihtsad juhuslikud suurused. Toestada, et

E[YR(X)|X] = h(X)E(Y|X).

14.3. Niidata, et B .
E{lY — B(Y|X)][E(Y|X) - EY]} =0.

15 Osakorrelatsioon

Kui juhuslik suurus Y soltub juhuslikust p-vektorist X regressiooni mottes, siis on voimalik,
et nendevaheline seos on suures osas tingitud molema soltuvusest mingist kolmandast g-
vektorist Z. Uurimaks Y "puhast" soltuvust vektorist X , tuleks vektori Z moju elimineerida.
Selleks kasutame jérgmist votet. Olgu juhusliku suuruse Y parim lineaarne prognoos vektori
Z abil L(Z ). Nimetame juhusliku suuruse Y prognoosijiigiks juhuslikku suurust

Y =Y - L(2).
Analoogiliselt saame médrata ka vektori X prognoosijaédgi. Olgu E(Z ) vektor, mille kompo-

nentideks on vektori X komponentide parimad lineaarsed prognoosid. Nimetame juhusliku
vektori X prognoosijidkide vektoriks juhuslikku vektorit

X=X-L(2).

Nende suuruste abil saab defineerida osakorrelatsiooni.
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Deﬁnitsio_(?n 15.1. Juhusliku suuruse Y osakorrelatsiooniks r(Y,X|Z) juhusliku p-
vektoriga X juhusliku q-vektori Z suhtes nimetatakse mitmest korrelatsioonikordajat prog-
noosijadkide Y ja X vahel, B

r(Y, X|Z) = r(Y, X).
Osakorrelatsiooni arvutuseeskirja tuletamiseks vaatame esmalt iildisemat juhtu. Olgu ¢, 11,

o, ...,19, mootuvad funktsioonid klassist /. Kasutades neid funktsioone juhusliku suuruse
Y ja juhusliku vektori X prognoosimiseks juhusliku vektori Z kaudu, saame prognoosijasgid

V=Y-u), X=X-42),

kus ¢ = (1, ... ), X, = X; — ¥i(Z). Loomulik on néuda, et parima prognoosi ¢(Z)
korral kehtiks vordus EY = E[p(Z)] ehk EY = 0.

Uldjuhul on regressioonisuhe Y prognoosimisel vektori X jargi madratud eeskirjaga

nr (71 %) = /1 - LBX) (15.1)

DY

kus Q(x(X)) on parima prognoosi viga klassis F. Vaatame lihemalt ruutjuure all oleva
murru nimetajat,

DY = E(Y — EY)? = EY - ¢(Z) - (BY — Eo(Z))]” = Q(p(2)).

Kuna
nr(v|Z) = |1 - LAZD
" DY = DY[1 —n%(Y|Z)). (15.2)

Vaatame niiiid valemis (15.1) ruutjuure all oleva murru lugejat. Moodustame vektoreid X
ja Z iihendades uue p + g-vektori U,

©
=y
>0
I
Ez
=1
|
=y
Loy
>
[\v}
[l
=
o
|
x5
Ny
|
2
<L
|
=
XN
=

Regressioonisuhte definitsiooni kohaselt oleme saanud niiiid

- Q(r())
Avaldame selle kordaja kaudu prognoosijiigi
Q(r(U)) = DY[1 — n%(Y|0)]. (15.3)

Asendades tulemused (15.2) ja (15.3) regressioonisuhte avaldisse (15.1), saame

e (V] X) = \/1 _1-n0) _ \/n%(YW) —2(Y|Z)
1=nz(Y]2) 1—n2(Y|Z)

Kuna lineaarse prognoosi korral on regressioonisuhted vordsed mitmeste korrelatsioonikorda-
jatega, saame lineaarse prognoosi korral valemi

(Y, X|Z) = \/TQ(K(?)_T2(X’Z). (15.4)
1—-72(Y,2)
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Vaatame niitid koige lihtsamat voimalikku erijubtu, kus on tegemist kolme juhusliku suu-
rusega X, Y ja Z. Uhendatud juhuslikuks vektoriks U on siis kahedimensionaalne juhuslik

vektor
= X
- (Z) |

Osakorrelatsiooni (15.4) vélja kirjutamiseks peame leidma mitmese korrelatsioonikordaja
r(Y,U). Olgu p(Y,U) korrelatsioonide vektor Y ja U vahel,

vy - (P X ))
Y,U) =
Y.U) (p(K Z)
ja P korrelatsioonimaatriks X ja Z vahel,

p_ (p(X}, 2 p(Xl, Z))_

Siis . B .
r2(Y,0) = 7' (v, 0)PL (Y, 0).
Kuna
Pfl _ 1 1 _p(X7 Z)
—2X,2) \-p(X.2) 1 )
siis saame

Y, X) = 2p(Y, X)p(X, Z)p(Y, Z) + p*(Y, Z)
1- p2(X, Z)

Asendades saadud avaldise mitmese korrelatsioonikordaja valemisse (15.4) saame

7"2(}/7 (j) _ p2(

(Y, X) — p(X, Z)p(Y, Z)]?
r(Y, X|Z) _\/(1 “2Y, 2)1 - p2(X, 2))

p(Y,X) — p(X, Z)p(Y, Z)
V(A= p2(Y,2))(1 - p(X, Z))

Seega kolme juhusliku suuruse korral on X ja Y vaheline osakorrelatsioon Z suhtes avaldatav
tavaliste lineaarsete korrelatsioonikordajate kaudu.

16 Statistikute asiimptootilisest jaotusest

Nagu siiamaani oleme néinud, on mitmemootmelises statistikas kasutatavad statistikud ta-
valiselt valimikeskmise X ja/voi valimi dispersioonimaatriksi S funktsioonid. Kui iildkogum
on normaaljaotusega, X ~ N, (fi,3), on nende statistikute jaotused ja ka paljude vajalike X
ja S funktsioonide jaotus teada. Olukord on téiesti erinev, _lfui X eiole normaaljaotusega. Sel

juhul tavaliselt téipseid jaotusi teada ei ole. Onneks saab X ja S jaotust kirjeldada ligikaudu
laia tildkogumi jaotuste klassi korral, kui valimimaht n on "suur". Mida tdhendab - "suur"?
Praktikas tdhendab see seda, et ldhendjaotused muutuvad kasutatavateks, kui n > 100,
monikord ka n > 50 korral. -

Sellise asiimptootilise kilitumise taga on asjaolu, et kui n — oo, siis nii X kui ka S on kirjelda-
tavad normaaljaotustega. Nende jaotusteni jouame jargmise juhuslike vektorite tsentraalse
piirteoreemi abil.

Teoreem 16.1 (tsentraalne piirteoreem). Olgu )?i, 1=1,2,..., soltumatud sama jaotusega
p-vektorid keskvidrtusega EX; = [i ja dispersioonimaatriksiga DX; = 3. Kui n — oo, siis

1< = - .
ﬁ(nZXi—ﬁ> — Z ~ N,(0,%).
i=1

58



Toestus. Teoreemi toestame karakteristlike funktsioonide abil. Toome sisse jirgmise ka-
rakteristliku funktsiooni , .
on(fiu) = B vr Ein (K=,

Fikseeritud 7 véiirtuse korral saame funktsiooni (pn(f, u) vaadata kui juhusliku suuruse
1 n
Yo= = (X —'h)
Vi =

karakteristlikku funktsiooni kohal u. Uhemé&&tmelise tsentraalse piirteoreemi kohaselt koon-
dub jada {V,,} jaotuse jirgi normaaljaotuseks N (0,7 Xt) ja seega
L2t 'sE

nh—>H;o on(t,u) =e 2

iga u ja ¢ korral. Vottes u = 1, saame

lim Eeiilﬁzyzl()?j—m — e—%FIEf

n—oo
iga t € R? korral. Saime piirviirtuseks normaaljaotuse N, (0, 3) karakteristliku funktsiooni
avaldise. Kuna e~ 2¢ ={ on pidev punktis ¢ = 6, siis karakteristliku funktsiooni omaduse
(iii) pohjal (vt. Lisa 2) on tegemist koondumisega jaotuse jérgi ja piirjaotuseks on normaal-

jaotus N,(0,33),
mott.

Toestame niiiid teoreemi, mis kirjeldab valimi keskviirtuse ja valimi dispersioonimaatriksi
kiitumist suurte valimite korral.

Teoreem 16.2. Olgu X= [Xl X5 ... Xn] teoreetiline valim ildkogumist, kus tunnusvek-

tori X jaotuseks on Pg, X ~ P)i' Olgu EX = i, DX =% ja eksisteerigu neljandat jirku
loplikud segamomendid, E(X" X X;* X[") < 00, 14,7, 1,70 = 0,0 45 i+ 15 + g+ =

4; i, 5,k,l=1,...,p. Kut n — o0, siis

=

P
*)lj’ S — 3

)

b

Va(® — i) = N,(0.2);

Vnvec(S — X) Rt N,2(0,11), (16.1)

kus piirjaotuse dispersioonimaatriks II : p? x p? koosneb teist ja neljandat jéarku tsentraal-
setest momentidest,

I = Dvee [(X — )(X — i)
= E[(X = (X —)) ® (X = i) (X — ji)')] - vecEved'S.
Toestus. Esimesed kaks véidet on jareldused norgast suurte arvude seadusest ja iitlevad,

ot X ja S on mojusad hinnangud iildkogumi parameetrite [ ja 3 jaoks.

Toepoolest, kuna
- 1< o
X=- z; X,
=

siis norga suurte arvude seaduse kohaselt

1<~ o P -
75 X; — EX; =l
n

=1

Dispersioonimaatriksiga on asi pisut keerulisem. Vaatame esmalt statistikut, mis mé&irab
suurima toepéra hinnangu (nihkega hinnangu),

S, =

S|

Z(}Zy ~- X)(X; - X)'.
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Muudame sulgudes olevat avaldist liites ja lahutades ji:

n

S, = = S UK — i) + (- DK — ) + (- X))

n -
=1

Korrutades niiiid kandilistes sulgudes olevad liikmed, muutes liidetavate jarjekorda ja koon-
dades iihesugused liikmed, saame

1 n - N . = N .
S. = (% - )(E - ) - (X - (X - iy (16.2)
i=1
Suurte arvude seaduse tottu
1 - PN % =\ / i v —\/
gZ(Xl—u)(Xz—u) E[(Xi — @) (X; — )] =%
=1
Samal ajal
5 . . . 1 n . . n . . P
(X —i@)(X — Q) = ;Z(Xi —@)Y (X;—i) —0
i=1 j=1
Kokkuvottes saame i
S, —/ X
Siis aga ka
n P
S = S, — X,
n—1

sest "5 — 1, kui n — oo.
Niiiid toestame véited jaotuse jirgi koondumisest. Tsentraalse piirteoreemi tottu

D

I -
\/ﬁ(nZXi—pJ> — N,(0,%).
i=1

Seega on valimikeskmise kéiitl_l’mine iga 1opliku dispersiooniga jaotuse korral ligikaudu kirjel-
datav normaaljaotusega, st X on ligikaudu jaotusega N, (fi, = ).

Ka valimi dispersioonimaatriksi S astimptootiliseks jaotuseks on normaaljaotus. Vaatame
esmalt statistikut S,. Kasutades esitust (16.2), saame jada /n vec (S, — X) esitada kujul

Vitvee [ 32 (Ks = i) (K — i) — (X - (X - - 5
=Vivee - S — i) (K — fif 3]

Rakendame esimese liidetava korral mitmemodtmelist tsentraalset piirteoreemi. Téhistame

—

T, = (X; — I)(X; — i)/, siis teoreemist 16.1

D

Vnvec | Z()_C —@)(Xi — 1) = %] = N,2(0, DvecT;).
i=1

Asiimptootilise jaotuse dispersioonimaatriks DvecT; aga avaldub kujul
DvecT; = Elvec T;vec' T;] — E[vec T;]E[vec’ T}].
Kuna EvecT; = vecX ja vec-operaatori omaduse (L1.16) abil

vecTved' T; = [(X; — ) @ (X; — D)][(X; — i) ® (X; — fi)'],



saame otsekorrutise omadust (L1.15) rakendades

DvecT; = E{[(X; — i)(X; — @) ® [(X; — @)(X; — {)']}
—vecX ved' ¥ =1I1.

—

ja teine toendosuse jargi, Vn — 0, siis summa koondub jaotuse jérgi, X};f—?n - Seega
vaite (16.1) toestamiseks tuleb veel niidata, et teine liidetav jada esituses koondub téenéo-
suse jargi nulliks,

. D

Lemma L2.1 pohjal teame, et kui {iks juhuslike vektorite jada koondub jaotuse jargi, X,, — X,
D
X.

= = P =
Vnvee (X — i)(X —@)] — 0. (16.3)
Selles jadas on tegemist kahe teguri korrutisega, kusjuures
= P
X—-pig—0
ja
= D o
V(X — i) = N(0,%).
-~ D
Jallegi, rakendades lemmat L2.1 saame, et kui iiks tegur koondub jaotuse jargi, X,, — X,

—

P
ja teine tegur toendosuse jargi, Y, — 0, siis sellest jareldub koondumine toendosuse jérgi,
P

X,Y! — 0, seega kehtib koonduvus (16.3). Siis aga oleme niiidanud ka viiite (16.1) kehti-
vuse, mott.

Kokkuvottes saame Gelda, et valimikeskmise ja valimi dispersioonimaatriksi kditumine on
ka mittenormaaljaotusega {ildkogumi korral kirjeldatav normaaljaotusega, st valimikesk-
mist kirjeldab astimptootiline normaaljaotus N,(f, %E) ja vektorit vec S normaaljaotus
N2 (vec 3, %H), kui iildkogumi jaotusel eksisteerivad neljandat jarku segamomendid.
Normaaljaotusega iildkogumi korral avaldub dispersioonimaatriksi asiimptootiline jaotus
iildkogumi dispersioonimaatriksi 3 kaudu.

Jéreldus 16.2.1. Olgu valim dldkogumist jaotusega N, (1, X). Siis valimi dispersioonimaat-
riksi jaoks leiab aset koonduvus
D
Vnvec(S — ) — Np2(vecOpyxp, IIN),

kus
Iy = (L2 + K, p) (X © X)),
ja K, , on kommuteerimismaatriks.
Toestus. Viide jireldub teoreemi 6.1 rakendamisel maatriksi IT avaldisele valemis (16.1),

mott.

Toestame veel teoreemi, mis voimaldab leida pohistatistikute funktsioonide astimptootilisi
jaotusi.

Teoreem 16.3. Olgu jada Zn astimptootilise normaaljaotusega,

— D —
Vi(Zyn — @) = Np(0,%),

kusjuures
Zn T d.
Olgu funktsioonil (&) : RP — RY pidevad osatuletised mingis punkti @ imbruses. Siis
- D -
Vnl§(Z,) — §(@)] — N,(0,6%¢)), (16.4)

kus &€ : ¢ X p on maatrikstuletis:




Toestus. Koonduvuse (16.4) nditamiseks toestame, et karakteristlik funktsioon P Jrld(Za)—3(@)] (f)
koondub vastavaks normaaljaotuse karakteristlikuks funktsiooniks. Eelduse kohaselt

1. .
lim ¢ ooz o) = exp(— 5t 'St), teRP.

n—oo

Arendame g(Zn) Taylori ritta punktis Z, = a,

= =/ — d_‘ Zn — —
§Z)=g@+ 9L g gy
dZn |, .

n=a

Edasises esituses kasutame reaksarenduses suurust op(e;). Tuletame meelde, et kirjapilt
op(e;) tahistab jirgmist vahekorda juhuslike vektorite jada {X;} ja arviada {e;} vahel (vt.
lisa 2):

X LG
€i
Rakendades teoreemi 1.2.1 ¢,, = % korral saame
e d§(Zy, . 1
ValgZ,) - ga) = D2 iz, - a)+ ()
n o\ Z,=ad

—Ei(Z, - @) + op%).

Seetottu
nh—>H:>lo @ﬁ[g(zn)_g’(a)] (5 = nh—>néo gpg\/ﬁ(er_d)+op(ﬁ)(E)
. 15,205
— 1 = , = - = / /
= ¢ /mz,-0(E'8) = exp(~5"€5E7),
mott.

Seega, kui meil on funktsioon valimikeskmisest §(X), mis rahuldab teoreemi eeldusi, siis
selle funktsiooni toendosuslikku kditumist saame kirjeldada normaaljaotusega. Tahistame

£z = M . Vastavalt toestatud teoreemile
X aX |z _ -
X=p
4 oy D = /
Valg(X) = G(i)] = Ng(0,£¢2¢7)

ehk 1
P4 - 5/ ~ /
g(X) = No(g(), ~€zZE2),

Sama kehtib ka valimi dispersioonimaatriksi funktsiooni kohta. Kui meil on funktsioon va-
limi dispersioonimaatriksist, h(vecS), siis selle funktsiooni téendosuslikku kditumist saame

kirjeldada normaaljaotusega. Téahistame &5 = jfécs)s s # 0. Vastavalt toestatud teoree-
mile 5 B

Vnlh(veeS) — h(vee )] — Ny(0, ExTIES)
ehk

h(vecS) ~ Ny(h(vecS), %521152’).

ustreerimaks toestatud tulemust leiame iildistatud dispersiooni |X| hinnangu jaoks astimp-
tootilise normaaljaotuse. Teoreemi 16.3 pohjal leiab aset koondumine normaaljaotuseks:

VIS~ [S)) = N(0,€TIe),
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kus £ = dlsl s |s==. Kasutades determinandi tuletise valemit (vt. lisa 1, tuletise omadus (xvi))
saame
£ = |Blved’T L.

Siis astimptootilise normaaljaotuse dispersiooni Ulzsl jaoks saame vorduse:

a|25| = |2 (vecd’ E7 ' MvecE ! — vec’ 2 vecEvec BvecE ),

kus

Siis

O"Sl |2 [ved’ =™ ' MvecE ! — p?].
Saadud avaldis lihtsustub normaaljaotusega iildkogumi korral. Sel juhul leiab jarelduse 16.2.1
pohjal maatriksi S jaoks aset koonduvus:

D —
Vnvec(S — %) — N,2(0,IIy),

kus
Iy = (Ip2 + Kp,p)(z ® X).

Uldistatud dispersiooni |S| asiimptootiline dispersioon ‘7|25\ on siis kujul
2 2

Pohistatistikute asiimptootilise normaaljaotuse muudab hiipoteeside kontrolli {ilesannete
ja usaldushulkade konstrueerimise jaoks eriti vadrtuslikuks asjaolu, et astimptootilise nor-
maaljaotuse baasil saab konstrueerida x2-statistikuid. Meetod périneb artiklist Wald (1943)
ning seda tuntakse kui Waldi meetodit. Olgu T, statistik, mille va&artused on hinnanguteks
parameetrile 5, kusjuures, kui g = 50 ja n — oo, siis

Siin 2 : m X m on tdisastakuga maatriks, mis voib soltuda ka suurusest fo. Kui leidub
P [
statistikute jada maatriksi € hindamiseks {€,,} nii, et £2,, = Q, kui n — oo ja § = 0, siis

'D
n(To = 00)' Q. (To = 05) — X*(m). (16.6)

Seega saab koonduvuses (16.6) esinevat ruutvormi kasutada test-statistikuna testimaks hii-
poteesi Hy : 6= 90, kuna nullhiipoteesi kehtimisel on tegemist asiimptootilise y2-jaotusega.
Tulemus (16.6) on jéireldus teoreemist 4.1 normaaljaotusega juhusliku vektori ruutvormi jao-
tusest. Osutub, et Waldi meetod on edasiarendatav ka juhule, kui piirjaotuseks on kodunud
mitmemd&otmeline normaaljaotus (Moore (1977)). Sellise olukorraga oli meil tegemist néiteks
teoreemis 16.2 koonduvuse (16.1) korral, kus piirjaotuse dispersioonimaatriksi IT : p? x p?
astak on maatriksite S ja 3 siimmeetria tottu maksimaalselt %p(p + 1). Esitame Waldi
meetodi iildistuse jirgmise teoreemina.

Teoreem 16. 4 Kehtigu tlaltoodud tihistustes koonduvus (16.5), kusjuures r(2) = k. Eel-

dame, et ., — Q, kui n — o0 ja 6= 90 ning et iga n korral T, — 00 kuulub maatriksi €,
veeruvektorite poolt mddratud alamruumi C(Q2). Siis

(i) statistik n(T, — 00)' (T, — 0y) on invariantne ildistatud posrdmaatriksi 2, valiku
suhtes;

(i) kui 6 = 6y, siis
’D
(T = 00)'Qy (T — o) — x(k).

Waldi meetod ja selle iildistus annavad meile voimaluse teoreemide 16.2 ja 16.3 pohjal konst-
rueerida ligikaudseid usalduspiirkondi ja kontrollida hiipoteese valimikeskmise ja dispersiooni-
maatriksi ning nende funktsioonide kohta ka siis, kui iildkogum ei ole normaaljaotusega.
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LISA 1

L1.1 Maatriksalgebra moisteid ja tulemusi

Maatriksalgebra annab vahendid mitmemootmelise statistika esitamiseks kompaktsel ja iile-
vaatlikul kujul. Uleminek maatrikskeelele ca 50 aastat tagasi kiirendas ja siivendas mitme-
mootmelise statistika arengut oluliselt. Samas on olnud tegu vastastikku kasuliku arenguga.
Statistikaprobleemid on viinud ka maatriksite teooria uute arendusteni viimastel aastakiim-
netel. Jargnev liihiiilevaade on kokkusurutud esitus olulisematest moistetest ja tulemustest,
mida selles opikus kasutame. Pohjalikuma kisitluse huvilistele olgu siinkohal antud moned
viited kirjandusele. Toome vélja just statistikasuunitlusega maatriksalgebra raamatud. Suh-
teliselt lihtsama késitluse voib leida raamatust Searle (1982). 1990-ndate 16pus ilmus mitu
head ja pohjalikku statistikutele moeldud maatriksite teooria esitust: Harville (1997), Sc-
hott (1997), Rao and Rao (1998), Magnus and Neudecker (1999). Pohjalik késitlus on antud
ka raamatutes Kollo (1991) ja Kollo and von Rosen (2005). Kokkuvéotlikult on olulisemad
maatriksalgebra moisted ja tulemused dra toodud klassikalistes mitmemootmelise analiiii-
si monograafiates: Anderson (2003), Srivastava and Khatri (1979), Rao (1973), Muirhead
(1982), Siotani et al. (1985) jt. Pohimoistete ja -tulemuste meeldetuletamiseks on kindlasti
kasu ka eestikeelsest opikust Kilp (2005).

Jargnev materjal on jagatud kaheks: esimeses osas on iilevaade maatriksalgebra pohimois-
tetest ja vajalikest tulemustest, teine osa sisaldab kokkuvotte plokkmaatriksitest.
Pohitehted

Maatriks A mootmetega m xn on ristkiilikukujuline tabel elementidest a;;, 1 = 1,...,m;j =
1,....n:
aixz -+ Qin
A= ;
Ami  ***  Qmn

kus element a;; paikneb tabeli i-ndas reas ja j-ndas veerus. Elemendi a;; tdhisena kasutame
ka tdhistust (A);;. Maatriksi elementideks voivad olla erinevad matemaatilised objektid:
reaalarvud, kompleksarvud, funktsioonid jne. Tekstis kasutame paralleelselt jargmisi fraase:
- maatriks A mootmetega m x n,
- m X n-maatriks A,

-A:mxn.

Kui m = n, siis on A ruutmaatriks. Kui A on m x l-maatriks, nimetatakse teda vektoriks.
Sel juhul jietakse teine indeks kirjutamata ja kasutatakse kirjapilti

ax

ST
I

am

Maatriksid A ja B on vordsed, A = B, kui nende mo6tmed on vordsed ja vastavad elemendid
on vordsed. Maatriksit, mille elemendid on vordsed arvuga 1 tdhistame 1, vajadusel 1,,x,
analoogiliselt ka nullidest koosneva maatriksi jaoks kasutame tahistusi 0 voi 0y, x1,-
Maatriksi A : m x n korrutis skalaariga ¢ on m x n maatriks cA, kus

(CA)ij = CQjj-

Skalaari all moistetakse maatriksi elementidega sama tiilipi suurust.
Maatriksite A : m x n ja B : m x n summa A + B on m x n-maatriks elementidega

(A +B)ij = aij + bij.
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Maatriksite liitmise ja skalaariga korrutamise olulisemad omadused on jargmised:

A+B=B+A;
(A+B)+C=A+(B+C);
A+ (-1)A=0;
(c1 4 c2)A = 1A + A,
¢(A+ B) =cA + ¢B;
c1(caA) = (c1e0)A.

Maatriksite korrutamine on voimalik, kui esimese maatriksi veergude arv vordub teise maat-
riksi ridade arvuga. Maatriksite A : m x n ja B : n x r korrutis C = AB on m x r-maatriks,

kus
n
cij =Y airbij.
k=1
Maatriksite korrutamine ei ole kommutatiivne, kiill aga kehtivad seosed

A(BC) = (AB)C;
A(B+C)=AB + AC);
(A +B)C = AC + BC.

Maatriksi A : m x n transponeeritud maatriks A’ on n X m-maatriks, kus
(A’)ji:aij7 izl,...7m7j:17...,n.

Maatriksi transponeerimine on seotud liitmise ja korrutamisega jargmiselt:

(A) = A;
(A+B) =A"+B;
(AB) = B'A’.

Erikujulised maatriksid
Uhikelemendi rolli etendab maatriksite hulgas thikmaatriks I,:

01 -~ 0
In - . = (62])7 ,] = 1u , 1,
0 0 1

kus d;; on Kroneckeri delta:

5o [ 1 kuii=j;
G0, kuid # .

Uhikmaatriks rahuldab vordusi I,,A = AL, = A, kui A on m X n-maatriks.
Ruutmaatriks A on simmeetriline, kui

A=A

ja kaldstimmeetriline kui
A=A

Reaalarvuline ruutmaatriks A : n X n on ortogonaalne, kui
AA =1,
ja idempotentne , kui

AZ=A.
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Ruutmaatriks A : n x n on dlemine kolmnurkmaatriks, kui tema allpool peadiagonaali
asetsevad elemendid vorduvad nulliga:

aix aiz -+ Qin
0 ax -+ a2,

A_ =
0 0 cer Qpn

Kui ruutmaatriksi A : n x n tilalpool peadiagonaali paiknevad elemendid on vordsed nulliga,
on tegemist alumise kolmnurkmaatriksiga.

Ruutmaatriksi diagonaliseerimine on operatsioon, mis asendab A : n x n viljaspool peadia-
gonaali asetsevad elemendid nullidega. Diagonaliseeritud maatriksi tdhistame A 4:

a;; 0 .- 0
0 asy - 0
Ay, =
0 0 - apm

Vektorist @ moodustatud diagonaalmaatriks on sarnase tdhistusega:

ag 0 - 0
0 ay -~ 0
aq = .. )
0 0 - a,

Determinant ja poordmaatriks
Ruutmaatriksi A : n X n korral on tdhtsaks karakteristikuks tema determinant |A|:

A= 3 ()M Ty, (L)
i=1

Jis--5dn
kus summeeritakse iile arvude 1,2,...,n koigi erinevate permutatsioonide (ji,...,Jj,) ja
N(j1,...,jn) on permutatsiooni (ji,...,J,) inversioonide arv. Arvud j ja ¢ moodustavad

inversiooni, kui j paikneb permutatsioonis eespool kui ¢ ja 7 > i. Determinandi arvutamiseks
on valemit (L1.1) tiilikas rakendada vihegi suuremate n véiirtuste korral. Uks véimalus
arvutuste lihtsustamiseks on miinori moiste rakendamine. Elemendi a;; tdiendmiinoriks
nimetatakse A : n x n elementidest moodustatud (n —1) x (n — 1)-maatriksi A;;) determi-
nanti. Maatriks A ;) saadakse maatriksist A selle i-nda rea ja j-nda veeru eraldamise teel.
Té&iendmiinorite abil saab maatriksi A determinandi esitada arendusena i-nda rea voi j-nda
veeru kaudu:

Al =3 ai(~1)"*|A))| iga i korral, (112
Jj=1

|A| = Zaij(*l)i+j|A(ij)| iga j korral. (L1.3)
i=1

Maatriksi A esimesest r reast ja veerust moodustatud r x r-alammaatriksi determinan-
ti nimetatakse r-jirku nurgamiinoriks. Esitame jirgnevalt moned determinandi olulisemad
omadused:

|A'l =|A[; (L1.4)
|AB| = [A[- [BJ; (L1.5)
L, + AB| = I, + BA|, (L1.6)

kus A on m x n-maatriks ja B on n x m-maatriks.

Kui |A| # 0, siis ¢eldakse, et maatriks A : n X n on pddratav e. requlaarne, vastasel juhul,
kui |A| = 0, on meil tegemist singulaarse maatriksiga. Kui |A| # 0, siis leidub maatriksil A
poordmaatriks A~!, mis on méiratud vordusega

AAT =1,
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P66rdmaatriksil on jirgmised omadused.

A7'A=1,;
(A7) = (A)7h (L1.7)
A7 = |A[TY (L1.8)

(AB)"'=B'A"L
Poordmaatriksi iildelement avaldub valemiga

(~1**1A Gy |

(A_ )ij = ‘A|

(L1.9)

Kahe maatriksi summa p&ordmaatriksi avaldis on keerulisem.

Teoreem L1.1 (binomiaalne péérdteoreem). Olgu jirgnevas vorduses maatriksid A, B, C
ja D sobivate dimensioonidega ja eksisteerigu seal esinevad péérdmaatriksid. Siis

(A+BCD) '=A"1'-A"'BDA'B+C!)"'DA L

Astak ja jilg Vektorid Z;, i = 1,...,r on lineaarselt soltumatud, kui

T
E Cifi = 0,
i=1

parajasti siis, kui ¢; =0, ¢t =1,...,r.

Definitsioon L1.1. Maatriksi A : m x n astakuks r(A) nimetatakse tema lineaarselt sol-
tumatute veergude maksimaalset arvu.

Loetleme alljargnevalt astaku olulisemad omadused:
(i) r(A) =r(A%);
(ii

) (A
(iii) 7(AB) < min(r(A),r(B));
) r(

)

r(A) < min(m, n);

(iv) r(A+B) <r(A) +r(B);

(v) kui A ja C on pooratavad, siis r(ABC) = r(B);

(vi) kui A :m x n ja B rahuldavad vordust AB = 0, siis 7(B) < n —r(A).

Definitsioon L1.2. Maatriksi A : n x n jiljeks trA nimetatakse tema peadiagonaali ele-
mentide summat .
trA = Z Q-
i=1

Esitame jélje olulisemad omadused reaalarvuliste maatriksite korral:

(i) tr(AB) = tr(BA), kus A : m xn jaB:n x m;

(i) tr(A) = tr(B~1AB), kui B on pddratav;

(iii) tr(A) = tr(C'AC), kui C on ortogonaalne;

r(A
i) tr(
) tr(A
(iv) tr(c1A + 2B) = c1trA + cotrB;
(v) tr(A) =7r(A), kui A on idempotentne;
(vi) tr(A’A) = 0 siis ja ainult siis, kui A = 0;
(vii) trA = tr(A');

)

(viii) tr(A’A) =tr(AA) =", Z?:l alj;
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(ix) 7'AZ = tr(AZT);

(x) r(A) > E';Eﬁf), kui A on siimmeetriline.

Omavéirtused, omavektorid
Olgu A : n x n reaalarvuline maatriks. Vaatame seda kui lineaarteisendust ruumis R"”, mis
teisendab suvalise vektori & teiseks vektoriks ¢/,

Az =y
Vektorid, mille siht siilib selle teisendusega, on méiratud vorrandiga
AZ = \7.
Sel vorrandil on mittetriviaalne lahend, kui
|A — AL,| = 0. (L1.10)

Vorrandit (10) nimetatakse maatriksi A karakteristlikuks vorrandiks ja selle lahendeid \;
maatriksi A omavddartusteks. Vektorit z; # 0, mis rahuldab vordust

nimetatakse omavéirtusele )\; vastavaks omavektoriks. Determinandi definitsioonist jarel-
dub, et karakteristlik vorrand on n-astme poliinoom A suhtes, poliinoomil on aga n juurt,
mis voivad olla nii reaalsed kui komplekssed, kusjuures nende hulgas véib olla kordseid. Seega
on reaalarvulisel maatriksil n omavaértust, mis voivad olla nii reaalarvulised kui kompleks-
arvud. Omavéartustele vastavad omavektorid ei ole iiheselt miaratud. Kui &; on omavektor,
siis varieerides tema pikkust ja/voi suunda saame jéille vektori, mis rahuldab omavektori
noudeid. Pikkuse osas lepitakse tavaliselt kokku, et vaadeldakse normeeritud omavektoreid
pikkusega iiks. Suuna fikseerimine on vihem oluline, vajadusel méiratakse selleks kindlaks
ihe mittenullilise koordinaadi mérk (+ voi —). Esitame jargnevalt olulisemad omavéairtuste
ja omavektorite omadused.

(i) Reaalarvulise siimmeetrilise maatriksi koik omavéirtused \; on reaalarvulised ja neile
vastavad omavektorid Z; saab valida reaalarvuliste koordinaatidega.

(ii) A ja A’ on samade omavairtustega.

(iii) Maatriksid A ja CAC~! on samade omaviirtustega suvalise pooratava maatriksi C
korral.

(iv) Kui A on siimmeetriline maatriks omavéértustega A\, # A;, siis neile omavéértustele
vastavad omavektorid on ortogonaalsed.

(v) Maatriksi A erinevatele omavairtustele vastavad omavektorid on lineaarselt soltuma-

tud.

(vi) Olgu A ja B n x n-maatriksid, kusjuures A on pooératav. Siis AB ja BA on samade
omavaartustega.

(vii) Olgu A : n x n pddratav omaviiiirtustega Ai,...,\,. Siis A~! omaviirtused on
AL A

(vii) Olgu maatriks A : n x n ortogonaalne. Siis tema omavéirtused on moodulilt vordsed
ithega (reaalarvulised omavéartused on +1 voi —1).

(viii) Idempotentse maatriksi omavéirtused on vordsed kas nulli voi iihega.

(ix) Maatriksi A : m x n korral on maatriksitel AA’ ja A’A iihed ja samad mittenullilised
omavadrtused.

(x) Kolmnurkse maatriksi omavéértusteks on tema peadiagonaali elemendid.
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(xi) Vahemalt iiks singulaarse maatriksi omaviirtustest vordub nulliga.

(xiii

)
(xii) Maatriksitel A ja A + cI,, on samad omavektorid iga ¢ € R korral.
) Ruutmaatriksi A : n x n korral Y- | \; = trA.

)

(xiv) Olgu A siimmeetriline n x n-maatriks omaviifirtustega A;. Siis .1 | A? = Z? i1 afj.
Mitmemootmelise statistika jaoks iilioluline on jargmine tulemus.

Teoreem L1.2. Olgu A : n x n siimmeetriline reaalarvuline maatriks. Siis leidub ortogo-
naalmaatriks P nii et

P'AP = A;
A = PAP/,
kus A on maatriksi A omavddrtuste diagonaalmaatriks.

Stimmeetriline maatriks A on esitatav omaviirtuste ja normeeritud omavektorite kaudu ka
nn. spektraallahutusena:

n
A =D NET,

i=1
kus #; on omaviirtusele \; vastav normeeritud omavektor. Kasulikuks osutub ka jirgmine
tulemus, mida tuntakse Rayleigh suhte nime all.
Teoreem L1.3 (Rayleigh suhe). Olgu A : n x n simmeetriline maatriks omavddrtustega
;. Siis iga T € R™ korral

.

/\m'm < % < )\maw

Positiivne mairatus

Definitsioon L1.3. Simmeetriline maatriks A : n x n on positiivselt (negatiivselt) mddra-
tud, kui & AZ >0 (< 0) iga vektori T # 0 € R™ korral.

Kui A on positiivselt (negatiivselt) midratud, tihistame seda A > 0, (A < 0).

Definitsioon L1.4. Simmeetriline maatriks A : n X n on positiivselt poolmdidratud (nega-
titvselt poolmdadratud), kui & AZ > 0 (< 0) iga vektori £ € R™ korral ja leidub vihemalt iks
vektor Ty # 0 nii, et ZHAZy = 0.

Kui A on positiivselt poolméidratud (negatiivselt poolméératud), tdhistame seda A >
0, (A <0).

Definitsioon L1.5. Simmeetriline maatriks A : n X n on mittenegatiivselt (mittepositiiv-
selt) méadratud, kui A >0 voi A >0 (A <0 véi A <0).

Jargnevalt esitame moned positiivselt madratud maatriksite omadused:

(i) maatriks A : nxn on positiivselt médratud parajasti siis, kui koik tema nurgamiinorid
on positiivsed;

(i) Kui A > 0, siis A~ > 0;
(iii) Maatriks A > 0 parajasti siis, kui koik tema omavidrtused A; on positiivsed.
(iv) Olgu A :nxn, A >0ning B:n xm, m <n jar(B)=m. Siis
B’AB > 0.
(v) Olgu A >0, A ja B:n x n ning B pooratav maatriks. Siis

B’AB > 0.

(vi) Suvalise A korral on AA’ ja A’A mittenegatiivselt mésratud.
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(vii) Kui A on mittenegatiivselt méiratud, siis leidub A~! parajasti siis, kui A > 0.

(viii) Kui A > 0, A :nxnning B:nxm, m <n jar(B)=r,siis BAB > 0 parajasti
siis, kui 7 = m. Maatriks B’AB on positiivselt poolmaaratud, kui r < m.

(ix) KiA>0,B>0jaA—B>0,siisB1—A~!>0ja|A|>|B|
(x) Kui A >0, B > 0, siis |A + B| > |A| + B|.

Projektorid
Vaatame eukleidilist ruumi R™ ja selles kaht alamruumi M ja N, mis on teineteise tdiend-
ruumid, s.t.

R" =Moo N.

Siis suvaline vektor £ € R™ avaldub iiheselt summana
T = fl + f?a

kus #1 € M ja Z5 € N. Vektorit #; nimetatakse vektori & projektsiooniks ruumile M paral-
leelselt ruumiga N ja vektorit &s vektori & projektsiooniks ruumile N paralleelselt ruumiga
M.

Kui iga 1 € M ja iga @3 € N korral /%y = 0, siis alamruumid M ja N on teineteise
ortogonaalsed tdiendid. Sel juhul on tegemist & ortogonaalsete projektsioonidega ruumidele
M ja N. Lihtne on kontrollida, et alamruumidele projekteerimine on lineaarne operatsioon.
Téahistame siimboliga P lineaarse operaatori, mis projekteerib ruumi R” vektorid alamruumi
M paralleelselt ruumiga N,

Pr = 1.

Nimetame seda lineaarset operaatorit projektoriks ruumile M paralleelselt ruumiga N. Kui
ruumid M ja N on teineteise ortogonaalsed tdiendid, siis on tegemist ortogonaalse projek-
toriga. Kuna iga lineaarne operaator ruumis R™ on esitatav n x n-maatriksina, siis kasuta-
megi edaspidi maatriksesitust ja vaatame projektorina maatriksit P. Lihtne on kontrollida,
et kui P on projektor ruumile M paralleelselt ruumiga N, siis I,, — P on projektor ruumile
N paralleelselt ruumiga M. Projektorit iseloomustav omadus on idempotentsus.

Teoreem L1.4. Lineaarne teisendus P ruumil R™ on projektor mingile tema alamruumile
M paralleelselt tiiendalamruumiga N parajasti siis, kui ta on idempotentne.

Vaatame maatriksit A : n x m kui teisendust ruumist R™ ruumi R™. Kujutised AZ moo-
dustavad ruumis R™ alamruumi, mis erijuhul v6ib kokku langeda ka kogu ruumiga. Lineaar-
teisenduse A kujutisruumiks C(A) (column space inglise k.) nimetatakse hulka

Teisenduse A tuum e. nullruum N(A) (null space inglise k.) on médratud vordusega
N(A)={Z: AZ=0, £ € R™}.

Teisiti 6eldes on lineaarteisenduse A kujutisruum maatriksi A veeruvektorite lineaarne kate.
Kuidas leida projektor, mis projekteerib etteantud kujutisruumile? Olgu A : n x m, m <
n téisastakuga r(A) = m maatriks. Projektor, mis projekteerib suvalise vektori ruumist
R™ maatriksi A veeruvektorite a;, ¢ = 1,...,m poolt miiratud kujutisruumi paralleelselt
nullruumiga A (A) on antud jirgmises teoreemis.

Teoreem L1.5. Olgu A :n x m, m <n tiisastakuga r(A) = m maatriks veeruvektoritega
a;, i =1,...,m. Siis projektor kujutisruumile C(A) on kujul

Pa=A(A'A)'A.

Uldistatud pdérdmaatriks

Uldistatud poordmaatriksi moiste on vajalik lineaarsete vorrandisiisteemide lahendamisel,
kui vorrandeid on vihem kui tundmatuid voi tundmatutele seatud tingimused on lineaarses
soltuvuses.
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Definitsioon L1.6. Maatriksi A : m X n tldistatud péordmaatriksiks nimetatakse n X m-
maatriksit A~ , kui
AATA=A. (L1.11)

Uldistatud po6rdmaatriks ei ole {iheselt méiratud, selliseid maatrikseid, mis rahuldavad vor-
dust (L1.11), véib olla 16pmata palju. Kahtlemata rahuldab vordust (L1.11) ruutmaatriksi
A podrdmaatriks, kui viimane eksisteerib ja on siis ka iihene. Selleks, et iildistatud p66rd-
maatriksite hulgast vilja eraldada iiks kindlate omadustega esindaja, on vaja lisatingimusi.

Definitsioon L1.7. Maatriksi A : m x n Moore-Penrose’i ildistatud péordmaatriksiks ni-
metatakse n x m-maatriksit At kui ta rahuldab jirgmist nelja tingimust:

(i) AATA = A;

(i) ATAAY = AT,
(iii) (AAT) = AAF;
(iv) (ATA) = ATA.

Moore-Penrose’i iildistatud podrdmaatriks on iihene, leidub {iks ja ainult {iks maatriks, mis
rahuldab tingimusi (i) — (iv). Moore-Penrose’i iildistatud podérdmaatriksi seos lineaarsete
vorrandite siisteemi lahendamisega on dra toodud jargmises teoreemis.

Teoreem L1.6. Olgu A m X n-maatriks, & n-vektor ja i m-vektor. Vorrand AZ = § on
lahenduv parajasti siis, kui
AATT=j

ning selle ildlahend on kujul
F=A% 5+ (I, - ATA)q

kus ¢ on suvaline n-vektor.
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L1.2 Plokkmaatriksid

Tehted ja tidhistused

Matemaatilises statistikas on tihti olukordi, kus andmetes voi neid kirjeldavates seosemaat-
riksites on sisemine struktuur, mida oleks vaja arvesse votta analiiiisi kdigus. Tihti saame
sisemist struktuuri arvesse vottes tunduvalt lihtsustada ka vajalikke arvutusi. Selles osas
vaadeldavad moisted kannavad statistikale orienteeritud maatriksalgebra esitustes tihti ka
tiluema maatriksalgebra"nimetust (vt. naiteks Magnus and Neudecker (1999)). Selle all pee-
takse silmas eelkoige moisteid otsekorrutis, kommutatsioonimaatriks, vec-operaator ja maat-
rikstuletis ning nende omadusi ja vastastikuseid seoseid.

Definitsioon L1.8.
Ay A - Ay,

u v
A= , g m; =m, g n; =n.
i=1 j=1

Aul Au2 e Auv
Plokkmaatriksi jaoks kasutame tahistust
A=Ayl i=1,...,u; j=1,...,v.

Plokkmaatriksi elementide méaaramisel kasutatakse kahekordseid indekseid, mis voimaldavad
arvesse votta plokkstruktuuri. Oeldakse, et plokkmaatriksi element asub (k,l)-ndas reas ja
(g, h)-ndas veerus, kui ta on k-nda plokkide rea [-ndas reas ja g-nda plokkide veeru h-ndas
veerus. Sel juhul kasutatakse téhistust ax ;)(g,n) V01 (A)(k,1)(g,n). Tavalist tdhistust kasutades
saame vorduse

Ak)(g:h) = b=l 41,5797 nithe

Plokkmaatriks A = [A;;], i=1,...,u; j = 1,...,v on plokk-diagonaalne, kui v = v ja
A;; =0, kui ¢ # j. Eespool vaadeldud tehted maatriksitega esitatakse arvestades plokkst-
ruktuuri:

(i) cA=cAyl], i=1,...,u; j=1,...,0;
(i) A+B=[A;; +B;;], i=1,...,u; j=1,...,v, kui plokid on samade mootmetega,;
(i) A=Ayl :mxn, i=1,...,u; j=1,...,vjaB=[Bjl:nxr, j=1,...,v; =
1,...,w korrutis AB on plokkmaatriks, mis koosneb m; x r;-plokkidest
[ABJ; =) Ai;Bj,
j=1
kui A;; on m; X nj-plokid ja Bj; on n; x rp-plokid.

Paljudes rakendustes on oluline nn. 2 x 2-plokkstruktuur:

A App )
A= . L1.12
< Ay Ap ( )

Sel juhul on voimalik esitada determinant ja podrdmaatriks plokkide kaudu.
Teoreem L1.7. Olgu pdératav plokkmaatriks A antud kujul (L1.12). Kui Ass on péératav,
8418

|A| = |Ags| - |[A1l — A1sAy Ag; (L1.13)
kui A1 on pdoratav, siis

Al = |A1i]-|Ags — Ao A Al (L1.14)

Valemites (L1.13) ja (L1.14) esinevad plokkide vahed kannavad Schuri tdiendite nime. Ploki
Ay Schuri tdiendiks A j;.; nimetatakse maatriksit

Ajji=Aj; — AjiAﬁlAij, i,j=1,2.
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Teoreem L1.8. Olgu pédratav plokkmaatriks A antud kujul (L1.12). Siis A péordmaatriks
on esitatav plokkide kaudu jdrgmiste vordustena:

Al = ( *1’&17112 L ) _A;11-2A12A£21 ) >
—Agp AnAjy, Agy T Ay AnALARAY, 7

Al = ( Al_ll + A1_11‘?12A2_21~1‘?21A1_11 _A1_11A112A2_21.1 ) )
—AgyAniAgy Az

Plokkdiagonaalse maatriksi po6rdmaatriks avaldub lihtsamalt:
Afl _ A;ll 0
T\ 0 AL )

Vaadeldav méiste on kirjanduses tuntud ka kui permutatsioonimaatriks (permutation mat-
riz), kuid enamus autoreid kasutab nimetust kommuteerimismaatriks (cormmutation matriz).

Kommuteerimismaatriks

Definitsioon L1.9. Plokkmaatriksit K,, , : mn x mn, mis koosneb n x m-plokkidest, ni-
metatakse kommuteerimismaatriksiks, kui

_ 17 9= j7 1= h7
(Konn) (i,5)(g,1) _{ 0, wastasel juhul ’

kusi,h=1,...,m; j,g=1,...,n.

Kirjutame néitena vilja maatriksi Ko 3

1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
Ky3 =
0 1 0 0 0 0
o -~ 0 : 0 1 : 0 0
o -~ 0 * 0 0 : 0 1

N&eme, et tulemuseks on permuteeritud tthikmaatriks, kus igas reas ja veerus on iiks 1 ja
iilejddnud elemendid on nullid ning sealjuures jérgitakse teatud plokkstruktuuri.
Plokkide kaudu voime defineerida kommuteerimismaatriksi jirgmiselt: kommuteerimismaat-
riks K., n on mn xmn-plokkmaatriks, mis koosneb n x m-plokkidest, kusjuures ij-ndas plokis
on ji-s element 1 ja ilejianud elemendid on nullid, i=1,...,m; j=1,...,n.
Toome &ra moned K, ,, omadused:

(i) Ko =K]

(i) K nKnm = Lnn;

(ill) K1 =Ky m =1Ln;

(iv) |Kpmnl = £1;

(v) K, n on ortogonaalmaatriks.

Otsekorrutis
Inglise keeles on selle moiste koige levinum nimetus Kronecker product, aga ka direct product
ja tensor product. Eesti keeles eelistame otsekorrutist.
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Definitsioon L1.10. Maatriksite A : m X n ja B :r X s otsekorrutis A @ B on mr x ns-
plokkmaatriks

A®B=[a;B], i=1,...,m; j=1,...,n,

kus
aijbin o aibis

(22 B =

aijbri - aijbps
Kui me vaatame A ® B kui tavalist maatriksit, saame tema iildelemendi jaoks vorduse
(A®@B),j)(9.n = (ASB)i1)rpjg-1)-s-

Otsekorrutise pohiomadused on:

(i) (A®B)j)g.n = aighjn:

(i) (A®B) =A'"®B/;

(i) ( A+B)®(C+D)=A®C+AD+B®C+B®D;

(iv)  A®B)C=A® (B®C);

(v) maatriksite A :m xn, B:nxw,C:r xsjaD:sxt korral kehtib vordus

(A®C)(BeD)=(AB)® (CD); (L1.15)
(vi) olgu A ja B pooratavad, siis
(AeB) '=A"'@B™}
(vii) olgu A :m xn, B:r x s siis
A®B =K, (B®A)K;nq;
(viii) kui A :m x m ja B :r xr, siis

|A @B| = [A]"[B|™;

(ix) vektorite @ ja b korral

iob =abl =b ®ad
vec-operaator
Definitsioon L1.11. Olgu A = (di,...,d,) m X n-maatriks. Vektoriseerimisoperaator

vec(-) on operaator maatriksite ruumist R™*™ ruumi R™" kujul

—

aj

vecA =

—

an,
Jargnevad omadused seovad vec-operaatori teiste maatriksoperatsioonidega:
(i) kui A on m x n-maatriks, siis

.
K,, nvecA = vecA’;

(ii) kui A on m x n-maatriks, siis

vecA = K, mvecA’;
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(iii) kui A on n x n siimmeetriline maatriks, siis
vecA =K, ,vecA;
(iv) olgu maatriksid A :m xn, B:nxr, C:r x s, siis
vec(ABC) = (C’ ® A)vecB; (L1.16)
(v) kui A ja B on m x n-maatriksid, siis
tr(A'B) = (vecA)'vecB; (L1.17)
(vi) olgu A:m xn,B:nxr, C:r xsjaD:s xt maatriksid, siis
tr(ABCD) = (vecA’) (D' ® B)vecC;
(vii) olgu A :m x n ja B :r x s, maatriksid, siis
vec(A®B) = (I, ® K, ,, @ I.)(vecA ® vecB).

Maatrikstuletis

Mitmemodtmelises statistikas on sageli tegemist olukorraga, kus on vaja leida tuletisi mitmemuutuja-
voi maatriksfunktsioonidest olukorras, kus ka funktsiooni vddrtused on vektorid voi maat-

riksid. Selline on olukord niiteks suurima toepéra ja vihimruutude hinnangute leidmisel ja
juhuslike vektorite ning maatriksite asiimptootilise normaaljaotuse leidmisel. Funktsionaal-
analiiiisis on kasutusele voetud operaatorkujul mitmeid erinevaid tuletisi selliste olukordade

jaoks, nimetame Géateaux’ ehk norka tuletist ja Frechet’ ehk tugevat tuletist. Neist viimane

sobib hésti iilalkirjeldatud statistikaprobleemide lahendamiseks ja tema esitus maatriksite

kaudu kannab maatrikstuletise nimetust. Kasutame osatuletiste jirjestamiseks definitsiooni,

mille vottis kasutusele Heinz Neudecker (Neudecker, 1969).

Definitsioon L1.12. Olgu r x s-maatriksi Y elemendid funktsioonid p x q-maatriksi X
elementidest. Nimetame 1s X pq-maatriksit % maatrikst Y tuletiseks maatriksi X jdrg:

lahtises piirkonnas D, kui koik osatuletised QYL efgisteerivad ja on pidevad selles piirkonnas

axgh

Jja
dY d
_—_= Y L1.1
dX ~ dvedX EVeOY (L1.18)

kus

i (0 o 0 ) 9 )
dvec’X - 81'11’“-’ 8xp1’ a$127...78$p27...7axlq’.“’aqu
OYkl

ja osatuletise Dron paiknemine maatriksis on mddratud otsekorrutisega (L1.18).

Kirjutame plokkmaatriksi (L1.18) vélja elementide kaudu:

Qyu .. Qyn 1 .. 1 Qyu .. Oyn
Ox11 szl ) ° azlq Bmpq
9yr1 ... Oym : . : Oyr1 ... Oyr
0x11 0z p1 : : O0T1q O0zpq
Oyi ., Oy I 1 Oy Ourz
8:811 8:Cp1 : . Bzclq axm

dY

T Qw2 .. Qw2 L . 1 Q¥ . Oum |>

dX 63011 630,,1 . ° Szlq 8$pq
Oyis ...  Oyis . . : Ayis ...  Ouis
8I11 azpl . ° azlq 8£qu
OYrs . OYrs : e : OYrs e OYrs
0x11 0xp1 ) ' 0x14 OTpq

75



Maatrikstuletise omadused esitame loeteluna, maatriksite mootmed toome &ra, kui need
erinevad definitsioonis esinevatest:

(i)
dX

ax ~
(ii) kui Y = X, siis

dY

ax = T

(iii) kui vecY = AvecX, kus A on konstantne maatriks, siis

aY

x N

(iv) kui Y = U + V, siis
dY dU  dV_

X~ aX ' dX'

(v) olguZ=Z(Y):mxn, Y=Y(X):rxsjaX:pxq, siis
iz _dzay.
dX dY dX’

(vi) olgu Y = AXB, kus A ja B on konstantsed maatriksid, siis

dY
S B wA;
ax @A

(vii) olgu Z = AYB, kus A ja B on konstantsed maatriksid ja Y = Y (X), siis

dz ) ay
x -~ B eA)
(viii)
X’ dX

ax Ko gxr = K

(ix) kui X on p x p-maatriks, siis
dXq
ax (Kp.p)d;
(x) kuimxn-maatriks W = W(Y,Z) on r X s-maatriksi Y ja k x l-maatriksi Z funktsioon,
kusjuures Y ja Z on X funktsioonid, siis

AW _ AW 4y aW| a2
aX - ay Z=const dX dZ Y =const dX’
(xi) kui Y ja Z on X funktsioonid, siis
d(YZ) d(YZ) Y  d(YZ) dz
dX ; dy Z=const dX dZ Y =const dX’
(xii) kui Y on r X r-maatriks, siis
ayn ; 1 dY
_ Y/ i J v
dX Z Y)ey dX’

itj=n—1, 1,520

kus YO=1,, n> 1;
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(xiii) olgu p x p-maatriks X pOoratav, siis

dxX—1!

~ =~ (X)Texh
(xiv) kui Y on pddratav r x r-maatriks, siis
ay—" ; 4 dY
—— Y/ —i—1 Y—]—l il
dX Z (Y) @ dX’

itj=n—1, 1,520

kus YO =1, n>1;

(xv) olguZ:mxn,Y:rxsjaX:pxg, siis

d(Y ® Z) dyY dz
_ = I I —_— I —
X (I K, @1,) {( s ®VecZ)dX + (vecY ® m")dX ,
erijuhul, kui Y : 1 x 1,
dY @ Z) dy dz
Xl Y

(xvi) kui X on podratav p x p-maatriks, siis

d|X
7c|iX| = |X|vec(X')71;
(xvii) kui X on p x p-maatriks, siis
d(trX
(d;( ) = vec'L,.
(xviil) kui X on p X p-maatriks, siis
d(Xa)
dX = (prp)cb

(xix) kui X on siimmeetriline p x p-maatriks, siis

d(X
% =Ip2 + Kpp— (Kp,p)d~

Korgemat jarku tuletised defineeritakse rekursiivselt.

Definitsioon L1.13. Olgu r x s-maatriksi Y elemendid funktsioonid p X g-maatriksi X
k
elementidest. Siis maatriksi Y k-ndat jarku tuletiseks maatriksi X jdrgi ‘;X{T nimetatakse

maatriksi Y (k — 1)-st jarku tuletise g{% maatrikstuletist maatriksi X jdrgi:

kY k—lY
ey _ d (d) F=2.3...

dXF ~ dX \ dXF-1

kui see tuletis eksisteerib.
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LISA 2

L2.1 Vajalikku toenidosusteooriast

Selles lisas esitame moned toenfosusteooria moisted ja tulemused, mida raamatus kasuta-
me. Tegu ei ole pohimotteliselt uute moistetega aine "Toendosusteooria I1" ldbinute jaoks,
samas on nad voib-olla esitatud monevorra teise vaatenurga alt.

Koonduvused
Esitame jirgnevas tihistused ja tulemused juhuslike vektorite jada koonduvuse kohta. Olgu
{X,,} juhuslike p-vektorite jada. Selle jada koondumist jaotuse jérgi ehk norka koondumist
tdhistame

L, D

X, — Pg
VOl

-~ D

X, 7 X

)

kui n — oo. Jada {Xn} koondub jaotuse jargi parajasti siis, kui jaotusfunktsioonide jada

() — Fg(7)
jaotusfunktsiooni F'y igas pidevuspunktis 7.
Juhuslike maatriksite jada {X,,} koondub jaotuse jirgi, kui

D
vecX,, — vecX.

Juhuslike p-vektorite jada {Xn} koondumist toendosuse jargi tdhistame

i P
X, — X,

kui n — oo. See tdhendab, et n lidhenemisel 10pmatusele
Plw: p(X,(w), X)) > £} >0

iga € > 0 korral, kus p(+,-) on eukleidiline kaugus ruumis R? ja w tdhistab elementaarsiind-
must.

Juhuslike maatriksite toendosuse jirgi koondumine defineeritakse samuti juhuslike vektorite
koondumise abil nagu jaotuse jérgi koonduminegi:

X, 7 X

)

kui
P

vecX,, — vecX.

Jargmisena toome sisse toendosuslikud analoogid matemaatikas kasutatavate suuruste o(-)
ja O(-) jaoks.
Olgu {e;} positiivsete arvude jada {X;} juhuslike suuruste jada. Siis jirgides Rao (1973),
lk. 151-152 t&histusi kasutame kirjapilti X; = op(g;), kui

XS,

€i

Juhuslike vektorite jada {X;} jaoks kasutame samasugust tihistust X; = op(e;), kui
X;

€i

P
— 0.
Juhuslike maatriksite jada {X;} korral on X; = op(e;), kui

vecX; = op(g;).
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Votame kasutusele ka téhistuse O(+) tdeniosusliku analoogi. Utleme, et X; = Op(e;), kui
iga ¢ korral leiduvad mg ja ns nii, et

Xi .
P<‘>m5> < 0, kui i > ns.
Juhuslike vektorite jada {X;} korral X; = Op(e;), kui koordinaadid (Xi)j =0Op(e), j =

1,...,p.
Juhuslik maatriks X; = Op(g;), kui vecX; = Op(g;).

D P
Lemma L2.1. Olgu {X,,} ja {Y,} juhuslike maatriksite jadad ja X,, — X ja Y, — O.
Siis eeldusel, et tehted on kooskolas maatriksite mootmetega

P
X, ®Y, — 0

P

vecX,vec'Y, — O;
D

X,+Y, 7 X.

Lemma on mitmemootmeline variant koonduvustest, mida juhuslike suuruste korral tun-
takse Slutsky teoreemi voi Slutsky lemma nime all. Lemma viidete toestus kordab kordab
tthemootmelise juhu méttekdiku (vt. nditeks Rao (1973), lk. 122-123). Erijuhul, kui {X,}

ja {Y,} on juhuslike vektorite jadad {X,} ja {Y,}, saame lemmast koonduvused

N P
Xo(Yn) 7 0;

. D
X, +Y, — X.

D
Paneme tihele, et jadad {X,,} ja {Y,} ei pea olema soltumatud. Nii néiteks, kui X,, — X
P
ja g(X,) 7 g(X), siis X,, + g(X,,) astimptootiline jaotus on ka Px.
Lemma véited esitame jireldusena kasutades tdhistust op(-).

D
Jéreldus L2.0.1. Olgu {X,}, {Y.} ja {Z,} juhuslike maatriksite jadad ja X, — X,
Y, =op(e,) ja Z, = op(ey,) ning {e;} positiivsete arvude jada. Siis
Xn ® Yn = 0P(£n>;
vecX,vec'Y,, = op(ey);
Z7,Y, = OP(e’:‘

3N
~—

Jirgnev teoreem on aluseks statistikute astimptootiliste jaotuste tuletamisel.

Teoreem L2.1. Olgu {Xn} ja {en} vastavalt juhuslike p-vektorite ja positiivsete reaalarvude
jadad ning X,, — @ = op(e,), kus @ on konstantne p-vektor ning e, — 0, kui n — oo. Kui
funktsioon g : RP — R? on arendatav Taylori ritta kohal a:

VNN Y (PP d*g(# L -
§(%) =g(a)+zy((x—a)®k 'o1,) d;k ) (Z—a)+---,
k=1 " ¥=a
5418
§(Xn) — (@)
L O - .
k=1 an X’n:a
d* §(@)

kus maatrikstuletis == on mddratud definitsiooniga L1.13.

Karakteristlik funktsioon
Karakteristliku funktsiooniga seotud méisted ja tulemused on pohjalikumalt esitatud raa-
matus Kollo and von Rosen (2005).
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Definitsioon L2.14. Juhusliku vektori X karakteristlik funktsioon on mdadratud vordusega
pe(t) = Eei'?)z7 t e RP.
Juhusliku maatriksi X karakteristlik funktsiooni méiste defineeritakse juhusliku vektori

vecX karakteristliku funktsioonina

. , ) ,
QDVCCX(VGCT) — EelvecT vecX _ Eeztr(T X)

)

kus X ja T on samade mootmetega. Juhusliku vektori karakteristlikul funktsioonil on mit-
meid kasulikke omadusi.

(i) Kui X ja Y on soltumatud juhuslikud p-vektorid, siis
Py () =0z - op ).
(ii)) Kui X on juhuslik p-vektor ja A ¢ x p-maatriks, siis
oax® = og(AD, TeR,

(iii) Olgu {X,} juhuslike p-vektorite jada ja F 'z (%) ning ¢ (f) vastavalt juhusliku vek-
tori jaotusfunktsioon ja karateristlik funktsioon. Kui iga ¢ € RP korral eksisteerib
piirvédrtus lim, p ¢ (t) ja funktsioon

p(t) =limpg ()

on pidev punktis = 0, siis ta on mingi jaotuse Py karakteristlik funktsioon ja
L. D
X, = Pg.
Definitsioon L2.15. Olgu juhusliku vektori X = (X1,...,Xp) karakteristlik funktsioon
e (t) k korda diferentseeruv ja olgu loplikud kéik k-ndat jirku segamomendid E(XF* - . X;.fp),
ki € {0,...,k}, P | ki = k. Siis juhusliku vektori X k-ndat jirku moment on antud vor-

dusega

T A0)
X)= X\
m(X) = g
Paralleelselt momentidega kirjeldavad mitmemootmelist jaotust tema kumulandid, mis de-
fineeritakse kumulantfunktsiooni kaudu.

Definitsioon L2.16. Juhusliku p-vektori X kumulantfunktsiooniks 1/))—5(5) nimetatakse funkt-
8400M4

t € RP.

- =)

Vg(t) =Inpg(l), TeR”
Kumulandid saadakse kumulantfunktsioonist samuti nagu momendid karakteristlikust funkt-
sioonist.

Definitsioon L2.17. Olgu kumulantfunktsioon w)z(t_j k korda diferentseeruv ja olgu lop-
likud kéik k-ndat jirku segamomendid E(X -~le,€"), ki € {0,....k}, >0 ki = k. Siis
juhusliku vektori X k-ndat jarku kumulant on antud vordusega
Lo 1 dMpe(t
r(X) =7 dt%i‘O
Kumulandid on tihti lihtsamalt leitavad kui momendid, samuti on nende puhul oluline fakt,
et normaaljaotuse korral ¢x(X) = 0 kui k£ > 2. Kuna kumulantfunktsioon ja karakteristlik
funktsioon on omavahel analiiiitilises seoses, on loomulik ka see, et momendid on avalda-
tavad kumulantide kaudu ja vastupidi. Esimeste momentide ja kumulantide vahel kehtivad
jargmised seosed:

(i) ei(X) =m(X) = (EX)"

i'e RP.

- =)

t=0

— —

(i) c2(X) =mao(X
(iii) e3(X) = ms(X — EX).

Korgemat jirku kumulantide ja momentide vahelised seosed on keerulisemad.

EX) = DX;
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