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I peatiikk.
Mitme muutuja funktsiooni

piirvaartus ja pidevus

§ 1. Eukleidiline ruum R™

1.1. m-mootmelise eukleidilise ruumi moiste

Olgu m € N. Téahistame
R™ := {(a:l,...,xm): T1yero, Ty € R}

(hulga R™ elemendid on niisiis kéikvoimalikud reaalarvuliste komponentidega m-
komponendilised jirjendid). Hulga R™ elemente hakkame nimetama punktideks. Me
kasutame tahistust (x;)™, := (21, ..., 2y). Arvusid x4, . . ., 2, nimetame selle punk-
ti koordinaatideks.

Koneldes edaspidi tasandist voi lihtsalt ruwmist, moistame me selle all vastavalt ruumi R?
voi R3: tasandi (ja ruumi) igale punktile vastavad (fikseeritud ristkoordinaadistiku puhul) tema
itheselt madratud koordinaadid; teiselt poolt, iga tasandi (ja ruumi) punkt on iiheselt mairatud

oma koordinaatidega.

Punktide P = (x1,...,2,) € R™ ja Q@ = (y1,...,Ym) € R™ vaheline kaugus
d(P, Q) defineeritakse vordusega

d(P,Q) = Z |ys — 42 (1-1)

Hulka R™ koos temas valemiga (1.1)) defineeritud kaugusega nimetatakse m-maootme-
liseks eukleidiliseks ruumiks R™.

Valemi poolt antud kaugus ruumides R! = R, R? ja R? langeb kokku nn. loomuliku kaugu-
sega nendes ruumides: nendes ruumides tuleb punktide P ja @ vaheline valemist rehkendatav
kaugus d(P, Q) sama, mis l6igu PQ pikkus (rehkendatuna vélja elementaargeomeetrilistele argu-
mentidele tuginedes).
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Toepoolest, juhul m = 1, tahistades P = (z) =: z ja Q = (y) =: v,
d(P,Q) = |y — =;
juhul m = 2, tdhistades P = (z1,y1) ja Q = (x2,¥2),
d(P,Q) = \/|z2 — 21> + |y2 — y1|?

(selle vorduse parem pool on Pythagorase teoreemi abil leitud 16igu PQ pikkus); juhul m = 3,
tahistades P = (371, Y1, 2’1) ja Q = (332, Y2, ZQ),

d(P,Q) = |z — 12+ Jy2 — 12 + |22 — 212

(ka selle vorduse parem pool on Pythagorase teoreemi abil leitud 16igu PQ pikkus).

Loetleme kauguse olulisemad omadused: mis tahes P, (), R € R™ korral
1° d(P,Q)=0 <= P=0Q;

2° d(P,Q) = d(Q, P);

3° d(P,Q) < d(P,R)+d(R,Q).

Omadusi 1°-3° nimetatakse kauguse aksioomideks. Aksioom 3° viidab sisuliselt, et
kolmnurga kahe kiilje pikkuste summa ei iileta kolmanda kiilje pikkust. Seepérast
nimetatakse aksioomi 3° kolmnurga vorratuseks. Aksioomid 1° ja 2° jarelduvad vahe-
tult kauguse definitsioonist. Kolmnurga vorratust on koige lihtsam jareldada Min-
kowski vorratusest (vt. arutelu jargmises punktis teoreemi jarel), kuid see on
toestatav ka vahetult, nagu me seda jirgnevalt teeme.

KOLMNURGA VORRATUSE 3° TOESTUS. Olgu P = (z1,...,Zm), @ = (Y1, -, Ym),
R=(z,...,2,) € R™ Kolmnurga vorratuse toestuseks peame niitama, et
m m m
Z’yi—xi\z < Z|yi—zi\2+ Z’Zi—mz,
i=1 i=1 i=1
m m 2
milleks, arvestades, et /> [y; — x> < /> (lyi — zi| + |2 — 24]) ", piisab naidata,
i=1 i=1
m 9 m m
Z(|yi—2’i|+|zi—$z‘|) < Z|yi—2¢|2+ Z|Zi_xi’2
i=1 i=1 i=1
ehk, téhistades iga i € {1,...,m} korral a; := |y; — 2| ja b; :== |z; — ;]
m m m
D (ai+ b <D ai+ | D ¥
i=1 i=1 i=1

ehk (tostes selle vorratuse mélemad pooled ruutu)

m m m m

Z(ai—kbi)?SZa?—l—Q Za? b?—l—ibf
' ; 1 i=1

i=1 i=1 =1 =
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ehk, arvestades, et > (a; + ;) = > a? +2> a; b; + > V7,
i=1 i=1 i=1

=1

i =1 =1

ehk (tostes jallegi selle vorratuse molemad pooled ruutu)

(i a; bi)z < (i_n; a?) (2 bf). (1.3)

=1

m 2 m m m
(Z a; bz> = (Z a; bl> (Z a; ) = Z Zai bl a; b]

i i=1 i=1 j=1
:i b2—|—2albajb +Zalba3b—2a b2—|—22azbaj

ij=1 iy =1 =l
1<j j<i i<j
ja
() () = (o) (So0) =S 3
i=1 i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
:Za b2—|—2a b2+ia b2 Za b2+2ab2+a§b?),
i,j=1 i,j=1 =1
1<j J<i 1<j

siis vorratus (1.3)) on samavéirne vorratusega

2 abiaby < Y (al )+ ab)),
1,j=1 i,j=1
i<j 1<j
mis kehtib, sest mis tahes 4,j € {1,...,m} korral
a? b? + a2 b? — 2a;bya; b = (a;b; — a; b;)* > 0.
O

Mairkus 1.1. Vorratust (1.2) (mis kehtib mis tahes ay, by, ..., am, b, = 0 korral),
nimetatakse Cauchy vorratuseks.
Ulesanne 1.1. Téestada tagurpidi kolmnurga vérratus: mis tahes P, Q, R € R™ korral

Tagurpidi kolmnurga vorratus vididab sisuliselt, et kolmnurga kahe kiilje pikkuste vahe ei {ileta
kolmanda kiilje pikkust.

NAPUNAIDE. Kasutada kauguse aksioome 2° ja 3°.
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1.2. Minkowski vorratus

Koige lihtsam moodus kauguse kolmnurga aksioomi toestuseks on jireldada ta Minkowski vorra-
tusest.

Teoreem 1.1 (Minkowski vorratus). Olgu ay, b1, ..., Gm, by = 0 ning olgup > 1 (a1,b1, ..., am, by
ja p on reaalarvud). Siis
m 1 m 1 m 1
p p p
(Stasnr) < (Lar) + (X)) (1.4
i=1 i=1 i=1
Minkowski vorratusest jareldub kauguse kolmnurga aksioom: mis tahes P = (z1,...,%m), Q@ =
(W1, ---3Ym), R = (21,...,2m) € R™ korral, vottes Minkowski vorratuses p = 2, a; = |y; — 2] ja
b; = |z; — x|, saame
m m 9
d(P,Q) = | D lyi —mil> < (| D (li — 2l + |2 — wil)
i=1 i=1

<Dl — 22+ | D |z — @il? = d(P,R) + d(R, Q).
i=1

i=1

Minkowski vorratust on mugav jareldada Rogers—Hélderi vorratusest.

Teoreem 1.2 (Rogers—Holderi vorratus). Olgu p,q € (1,00) kaaseksponendid, s.t. %—i—é =1. Mis
tahes reaalarvude a1,b1,. .., Qm, by = 0 korral

i=1 i=1 i=1

Mirkus 1.2. Cauchy vorratus (1.2)) on erijuht Rogers—Holderi vorratusest (1.5), kus p = ¢ = 2.

=

Rogers—Hdlderi vorratust, omakorda, on mugav jareldada Youngi vorratusest.

Teoreem 1.3 (Youngi vorratus). Olgu p,q € (1,00) kaaseksponendid, s.t., %Jr % = 1. Mis tahes

reaalarvude a,b > 0 korral
b
arbi < 24 2. (1.6)
p q
Mirkus 1.3. Youngi vorratus formuleeritakse sageli jirgneval (lausega [L.3|samavéiarsel) kujul: kui

p,q € (1,00) on kaaseksponendid, siis mis tahes reaalarvude a,b > 0 korral

a? e
ab < — + —.
p q
MINKOWSKI VORRATUSE TOESTUS. Olgu ay,by,...,am, by, = 0. Kuna mis tahes i € {1,...,m}
korral
(@i 4 bi)” = (a; + bi)(a; + 0:)P ™" = ai(a; + )P~ + bia; + b)P 7,
siis Rogers-Holderi vorratuse pohjal, valides ¢ € (1,00) selliselt, et - + 1 =1 (siis ; = prl ja
a(p—1) =p),
Z a1+b Z 4(ai+bv)p71+Zbi(ai+bi)p71
i=1 i=1

1

(Za > z <i (a; + b)) P~ 1)q> a + (i bf) » (i(ai . bi)(P—l)q> c
=1 =1 = P

(&9

=1

3

'c\
N
Ms
B
kSl
VaumeN

)

_l’_

f=pl
N———

Q=
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Kui ay = -+ = ay, = 0, siis vorratuse (1.4)) kehtivus on ilmne. Kui mingi ¢ € {1,...,n} korral
a; > 0, siis jireldub eelnevast vorratuste-vordusteahelast, et

(Ser) (&) + ()

i=1
mis, arvestades, et 1 — % = %, on samaviirne vorratusega (1.4). O
ROGERS—-HOLDERI VORRATUSE Tf)ESTUS. Kuia;=---=a, =0v0ib =---=b,, =0, siis on
vorratuse ([L.5)) kehtivus ilmne. (Oigupoolest kehtib niisugusel juhul selles mitteranges vorratuses
vordus.) Vaatleme niitid juhtu, kus vihemalt {iks arvudest aq,...,a,, ja vihemalt {iks arvudest

b1,...,bn erinevad nullist. Siis iga i € {1,...,m} korral, vottes Youngi vorratuses (|1.6)

aP I
a = mz Ja’ b = mz bl
Dk >k by
saame
a;b; al be
m I m T S mp T mood
(S al)7 (0, b Py 42 b
Seega,
f: a;b; < Z:il a; + Z:il b _ 1 + 1 1
1 1 m m - - )
SO ey (O b Plkmidk 42kl P4
millest jareldub vorratus (|1.5)). O

YOUNGI VORRATUSE TOESTUS. Olgu a,b > 0. Kui b = 0, siis vorratus (1.6)) ilmselt kehtib; seega
voime jargnevas eeldada, et b > 0. Tahistades A := %, omandab vorratus (1.6 kuju

b < a4 (1= \)b
ehk (jagades selle vorratuse molemad pooled 1dbi arvuga b)

(%)Agx%ﬂ—/\.

Téhistades t := ¢, piisab Youngi vorratuse toestuseks niisiis ndidata, et iga t € (0, 00) korral
VR DY
Selleks vaatleme funktsiooni ((t) = t* — A\t. Kuna
O(t) = MM A=A - 1),

siis /() > 0, kui ¢ € (0, 1), ning ¢'(t) < 0, kui t € (1, 00). Niisiis, ¢(1) on funktsiooni ¢ maksi-
maalne védrtus intervallis (0, 00); seega iga t € (0, 00) korral

nagu soovitud. O
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1.3. Kerad ja risttahukad. Punkti iimbrused

Definitsioon 1.1. Olgu Py = (9,...,2%) € R™ ning olgu r > 0.
Hulka
B(Py,r) :={PeR™: d(P,R) <r}
(s.t. niisuguste ruumi R™ punktide P hulka, mille kaugus punktist P, on viiksem
kui ) nimetatakse lahtiseks keraks (ruumis R™) keskpunktiga Py ja raadiusega r.
Hulka
B(Py,r):={P eR™: d(P,R) <1}

(s.t. niisuguste ruumi R™ punktide P hulka, mille kaugus punktist Py ei iileta arvu r)
nimetatakse kinniseks keraks (ruumis R™) keskpunktiga Py ja raadiusega r.
Hulka
S(Py,r):={PeR™: d(P,R)=r}
(s.t. niisuguste ruumi R™ punktide P hulka, mis asuvad punktist Py kaugusel r)
nimetatakse sfadriks (ruumis R™) keskpunktiga Py ja raadiusega 7.
Juhul m = 1, s.t. ruumis R! = R, on lahtine kera ja kinnine kera vastavalt vahemik ja 16ik:
tahistades Py = (z9) =: o,
B(Py,r)={zeR: |z —xo|<r}={zeR: zp—r<azx<zg+r}=(ro—r,xzo+r),
B(Py,r)={z€R: [z —xg|<r}={zcR: g —r<ax<2o+7r}=[xo—1r 20 +7]
Juhul m = 2, s.t. ruumis R?, on lahtine kera, kinnine kera ja sfiir vastavalt lahtine ring, kinnine
ring ja ringjoon: tdhistades Py = (o, yo),
B(Po,’f') = {(xay) |$ - x0|2 + |y - y0|2 < 7,_2}’
B(Po,r) = {(z,y): & —zo|* + |y — wol* <77},
S(Po,r) = {(x,9): |2 —wo* + |y — wol> = *}.
Juhul m = 3, s.t. ruumis R3, on lahtine kera, kinnine kera ja sfiir vastavalt lahtine kera, kinnine
kera ja kerapind (ehk sfdir) selles tdhenduses, nagu me neid tunneme analiiiitilisest geomeetriast:
tahistades Py = (20, Yo, 20),
B(Py,r) = {(z,y,2): |z — x> + |y — yol* + |z — 20> < 7?},
B(Py,r) = {(z,y,2): |z —x0|* + |y — yo|> + |2 — 20> < r*},
S(Py,r) = {(%yvz): |z — $(>|2 + |y — yo|2 + |z — Zo|2 = T2}~
Definitsioon 1.2. Lahtist kera B(Fp, €) ruumis R™ nimetatakse punkti Py e-timbru-
seks ja tahistatakse ka siimboliga U, (Fp).

Mis tahes hulka ruumis R, mis sisaldab punkti F, mingi e-limbruse, nimetatakse
punkti Py imbruseks.

Definitsioon 1.3. Olgu a;,b; € R, a; < b;, i = 1,...,m. Hulka
(a1,b1) X -+ X (am, b)) = {(xl,.. J ) X € (ag, by), 1= 1,...,m}

1.7
—{xl,.. mm:ai<:ﬂi<bi,i:1,...,m} (1.7)

nimetatakse lahtiseks koordinaatristtahukaks. Hulka
[al,bl]x---x[am,bm]:{(xl,.. ill'm) 1'16[&1,[?1},2:1,,7%} (1 8)

={(z1,. Tm): @ <@ <bi=1,...,m}
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nimetatakse kinniseks koordinaatristtahukaks.

Vahemikke (a1, b1),..., (am,bn) ja 16ike (a1, bi], ..., [am, by] nimetatakse vasta-
valt risttahukate ja servadeks.

Edaspidi, koneldes lihtsalt (kinnistest ja lahtistest) risttahukatest, moistame me
nende all (vastavalt kinnisi ja lahtisi) koordinaatristtahukaid. Risttahukat, mille koik
servad on vordse pikkusega, nimetatakse kuubiks.

Risttahukaid ja kuupe ruumis R? nimetatakse vastavalt ristkilikuteks ja ruutu-
deks. Ristkiilikute (sealhulgas ruutude) puhul koneldakse servade asemel kiilgedest.

Punkti Py = (29,...,29), kus iga i € {1,...,m} korral 2? := %F% (s.t. punkti,
mille koordinaadid on risttahukate ( - ja } vastavate servade keskpunktid),
nimetatakse risttahukate ja keskpunktiks.

Tahistades iga i € {1,...,m} korral

(29 — dy, 2% + dy) X (20 = dp, 22, + d)
:{(xl,...,xm):x?—di<xi<m?+di,izl,...,m}
:{(xl,...,xm):|xi—x?|<di,i:1,...,m}

ja

[ dlax(l)—i_dl] X[ ?n_dmaxm_f—d ]

:{(:El,...,a:m)' —d; <23 < x?—i—di,i:l,...,m}
:{($17...,Im)2| — ¥ < Z,z'zl,...,m}

Lause 1.4. (a) Iga kera B korral ruumis R™ leiduvad sama keskpunktiga kuubid
C1 ja Cy nii, et
Cy, C B C (.

(b) Iga (koordinaat)risttahuka C korral ruumis R™ leiduvad sama keskpunktiga
kerad By ja Bo nii, et
Bl cCcC BQ.

Muuhulgas jareldub lausest (b), et (koordinaat)risttahukas keskpunktiga Py
on punkti Py dmbrus. Lahtiseid ja kinniseid (koordinaat)risttahukaid keskpunkti-
ga Py nimetatakse vastavalt punkti Py lahtisteks ja kinnisteks risttahukakujulisteks
timbrusteks.

Lause [1.4] toestuseks on otstarbekas eelnevalt toestada iiks lemma (mida on mu-
gav kasutada ka niiteks lause [2.1] toestuses).

Lemma 1.5. Olgu P = (x1,...,1,,), Py = (29%,...,2%) € R™. Siis
max |z; — x?| < d(P, Ry) < v/m max |z; — 29| (1.9)

1<i<m 1<i<m
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TOESTUS. Arvestades, et d(P, Py) = (/> |z; — 2?2, sisalduvad vorratused (L.9)
i=1

jargnevas vorratusteahelas:

m

max |z; — 29| < Z:|xZ — 292 <, /m max |z; — 292 = /m max |z; — 27|

7 (2

1<i<m 1<i<m 1<i<m

i=1
[l

LAUSE [1L4 TOESTUS. Lause viited piisab toestada ainult lahtiste kerade B ja lah-
tiste (koordinaat)risttahukate C' jaoks, sest iga kinnine kera sisaldab mingit sama
keskpunktiga lahtist kera ja sisaldub mingis sama keskpunktiga lahtises keras; sa-
muti, iga kinnine (koordinaat)risttahukas sisaldab mingit sama keskpunktiga lah-
tist (koordinaat)risttahukat ja sisaldub mingis sama keskpunktiga lahtises (koordi-
naat)risttahukas.

Olgu Py = (a9,...,2%) € R™.

(a). Olgu r > 0. Vaatleme lahtist kera B := B(Fy,r). Olgu P = (z1,...,2,) €
R™. Siis, kasutades lemmat iihelt poolt,

PeB <<= dPP)<r = max|z—2)|<r

1<i<m
— Pc@)—ra¥+r)x-x (@ —r a0 +7r)= Oy,
seega B C C5; teiselt poolt,
PeB < JdPP)<r

& Vmmax |r;— 1) <r <= max |r; —

1<i<m 1<i<m ’
— Pc (x?—\/Lﬁ,x?—l—\/%—n) X e X (xgl—Lm,xgn—i-\/Lm) =: (},
niisiis B D (.
(b). Olgu dy,...,d,, > 0. Tahistame
C:= (2% —d, 2 +dy) x - x (2%, — dp, 2%, +d,y).
Olgu P = (1,...,x,) € R™. Siis, kasutades lemmat [1.5] iihelt poolt,

PeC = lz; — 29| < d; igai€ {1,...,m} korral
= max |r; — )| < max d; =: d
1<i<m 1<i<m

= d(P, Py) < v/md — P € B(Py,v/md) =: By,
seega C' C Bsy; teiselt poolt,

PeC = lz; —2?| < d; igaie€ {1,...,m} korral
= max |r; — 20| < min d; =7
1<i<m 1<i<m

= d(P,Py) <r = P € B(Fy,r) =: By,
niisiis C' D Bj. O
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1.4. Lahtised ja kinnised hulgad ruumis R
Olgu D C R™.
Definitsioon 1.4. Oeldakse, et punkt P € R™ on hulga D

e sisepunkt, kui leidub & > 0 nii, et U.(P) C D (s.t. punktil P leidub iimbrus,
mis tervenisti sisaldub hulgas D);

e rajapunkt, kui iga € > 0 korral
UAP)ND#0 ja U.(P)N(R™\D)#0

(s.t. punkti P iga {imbrus sisaldab nii hulga D punkte kui ka hulka D mitte-
kuuluvaid punkte).

Definitsioon 1.5. Hulga D koigi sisepunktide hulka nimetatakse hulga D sisemu-
seks ja tahistatakse siimboliga D°.
Hulga D koigi rajapunktide hulka nimetatakse hulga D rajaks ja tdhistatakse
siimboliga 0D.
Hulga D ja tema raja iihendit nimetatakse hulga D sulundiks ja tdhistatakse
siimboliga D:
D:=DuUdD.

Jargnev lause, mis toob vilja sisemuse, raja ja sulundi lihtsamad omadused,
jareldub vahetult vastavatest definitsioonidest.

Lause 1.6. (a) D° C D C D;
(b) DN OD = 0;

(¢) hulga D iga punkt on kas hulga D sisepunkt voi selle hulga rajapunkt, s.t. iga
x € D korral realiseerub tdipselt ks jargmistest teineteist vilistavatest voima-
lustest:

x €D V0% x € 0D,

(d) 9D = J(R™ \ D);

e) 1ga x € R™ korral realiseerub tipselt ks jargmastest tiksteist vilistavatest voi-
g Jarg
malustest:
r €D, x € 0D v0i z € (R™\ D).

Definitsioon 1.6. Oeldakse, et hulk D on
e lahtine, kui D = D° (s.t. koik hulga D punktid on tema sisepunktid);

e kinnine, kui D D 0D (s.t. hulk D sisaldab oma raja).

Vahetult definitsioonist jareldub, et hulk D on kinnine parajasti siis, kui D = D.
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Toepoolest, kui hulk D on kinnine, s.t. D D 9D, siis
DCD=DUdD C D,

s.t. D = D. Teiselt poolt, kui D = D, siis sisalduvuse D D 9D tottu D D 9D, s.t. hulk D on
kinnine.

Lause 1.7. (a) Lahtine kera ruumis R™ on lahtine hulk.
(b) Kinnine kera ruumis R™ on kinnine hulk.
Viite (b) toestuseks on otstarbekas eelnevalt toestada jargnev lihtne lause.
Lause 1.8. Hulk D on lahtine parajasti siis, kui tema tdiend R™ \ D on kinnine.

TOESTUS:

D on lahtine <= D=D° <= DNID=0 <= OJIDCR™\D
<~ OJR™\D)CR™"\D <= R™\D on kinnine.

LAUSE [1.7 TOESTUS. Olgu Py € R™ ning olgu r > 0.

(a). Olgu P € B(Fy,r). Veendumaks kera B(P,,r) lahtisuses, piisab néidata, et
P on selle kera sisepunkt, s.t. leidub € > 0 nii, et U.(P) C B(F,r). Selleks paneme
tihele, et mis tahes € > 0 ja @ € U.(P) korral (kolmnurga vorratuse pdhjal)

d(Q, R) < d(Q, P) +d(P, Fy) <e+d(P,R):;
niisiis, kui votta ¢ := r — d(P, Py) > 0, siis mis tahes ) € U.(P) korral
d(Q, Ry) <e+d(P, Fy) =r—d(P,R)+d(P, ) =r,

s.t. Q € B(Fo,r) ning seega U.(P) C B(Fy,).

(b). Veendumaks kera B(Py,r) kinnisuses, piisab lause pohjal naidata, et
tiiend R™\ B(Py,) on lahtine, milleks, fikseerides vabalt P € R™\ B(P,,r), piisab
niidata, et P on hulga R™ \ B(Py,r) sisepunkt, s.t. leidub & > 0 nii, et U.(P) C
R™ \ B(Py,r). Selleks paneme téhele, et mis tahes ¢ > 0 ja Q € U.(P) korral
(tagurpidi kolmnurga vorratuse pohjal, vt. {ilesannet

d(Q, Fy) 2 d(P, Fy) — d(P,Q) > d(P, Ry) — &;
niisiis, kui votta e := d(P, Py) — r > 0, siis mis tahes @ € U.(P) korral
d(Q, Py) > d(P,Py) —e =d(P,Py) — (d(P,Py) —r) =,
s.t. Q € R™\ B(Py,r) ning seega U.(P) C R™\ B(Py, ). O

Mairkus 1.4. Teine voimalus lause toestamiseks on toestada koigepealt
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Lause 1.9. Mis tahes Py € R™ ning r > 0 korral
OB(Py,r) = S(Py,r) ja OB(Py,r) = S(Py,7).
Teisisonu, kera raja ruumis R™ on sama keskpunkti ja raadiusega sfadr.

Kinnise kera kinnisus jareldub lausest [I.9) vahetult kinnisuse definitsiooni pohjal.
Veendumaks lahtise kera lahtisuses, piisab lause pohjal ndidata, et tema tdiend
on kinnine, mis, arvestades, et hulga ja tema téiendi rajad on vordsed, jareldub
jallegi lausest vahetult hulga kinnisuse definitsiooni pohjal.

Veel iihte voimalust lause toestuseks on kirjeldatud iilesandes
LAUSE [1.9] TOESTUS.
Ulesanne 1.2. Téestada lause
Il

Mérkus 1.5. Ruumi R™ hulkade korral voivad esineda koik jirgnevad (iiksteist
vélistavad) olukorrad:

(1) hulk on lahtine, kuid mitte kinnine;
(2) hulk on kinnine, kuid mitte lahtine;
(3) hulk pole ei kinnine ega lahtine;

(4) hulk on samaaegselt nii kinnine kui ka lahtine.

Seejuures hulk on samaaegselt nii kinnine kui ka lahtine (s.t. realiseerub olukord (4))
parajasti siis, kui tema raja on tithi hulk. Ainsad niisuguse omadusega hulgad
ruumis R™ on tiihi hulk () ja kogu hulk R™ ise.

1.5. Hulga tokestatus ruumis R"

Definitsioon 1.7. Oeldakse, et hulk D C R™ on tokestatud, kui leidub reaalarv
r > 0 nii, et
D cC B((0,...,0),r)

(s.t. D sisaldub mingis keras keskpunktiga (0,...,0)).

Ulesanne 1.3. Téestada, et hulk ruumis R™ on tokestatud parajasti siis, kui ta sisaldub mingis
(mis tahes keskpunktiga) keras.

Arvestades, et lause [I.4] pohjal sisaldub iga kera ruumis R™ mingis sama kesk-
punktiga kuubis ning, vastupidi, iga kuup ruumis R™ sisaldub mingis sama kesk-
punktiga keras, jareldub vahetult definitsioonist

Lause 1.10. Hulk D C R™ on tokestatud parajasti siis, kui leidub arv M > 0 nii,
et
DC[-M,M]|x---x[-M,M].

.

Vv
m tegurit

Teisisonu, hulk D on tokestatud parajasti siis, kui ta sisaldub mingis kuubis kesk-
punktiga (0,...,0).
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Lause voime iimber sonastada ka jargmiselt: hulk D ruumis R™ on tokestatud
parajasti sis, kui tema punktide kotkvoimalike koordinaatide hulk on tokestatud, s.t.
letdub arv M > 0 niz, et

lz;| < M iga P = (x1,...,2y) € D jaigai € {1,...,m} korral.

1.6. Hulga sidusus ruumis R

Definitsioon 1.8. Olgu 7" C R mingi intervall ning olgu

T = ¢1(t), ...... 5 Tm — ¢m(t)7 t e T, (110)

pidevad funktsioonid. Siis hulka

L:={(¢1(t),....0m(t): teT} CR™

nimetatakse Jordani jooneks ehk pidevaks jooneks (ruumis R™). Seejuures 6eldakse,
et joon L on antud parameetriliste vorranditega . Muutujat ¢t nimetatakse
parameetriks. Koneldes joonest (1.10), moistame me selle all joont L.

Koneldes edaspidi lihtsalt joonest, moistame me selle all pidevat joont.

Pidevat joont ruumis R™ on koige lihtsam ette kujutada selles ruumis ees-
kirja (1.10) jérgi liikuva punkti jiljena: ajahetkel ¢ € T on punkti koordinaadid
Ir = ¢1(t), ey Iy = ¢m(t)

Definitsioon 1.9. Pideva joone osa, mis paikneb selle joone kahe punkti vahel, ni-

metatakse selle joone kaareks: kui joon on antud parameetriliste vorranditega (|1.10))
ning A ja B on selle joone punktid, kusjuures mingite o, 8 € T, a < 3, korral

A= (¢1(a),.... o)) Ja B=(d1(B):--- ou(B)),
siis joont
r1=¢1(t), ...... , T = Om(1), t € la, ],

nimetatakse punkte A ja B ihendavaks kaareks. Punkte A ja B nimetatakse selle
kaare otspunktideks.

Definitsioon 1.10. Oeldakse, et hulk D C R™ on sidus, kui tema mis tahes ka-
he punkti korral leidub neid punkte iihendav pidev kaar, mis tervikuna sisaldub
hulgas D.
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2.1. Jada koonduvus ruumis R™

Definitsioon 2.1. Kui igale naturaalarvule n € N on vastavalt mingile eeskirjale
seatud vastavusse mingi (iiheselt médratud) punkt P, € R™, siis 6eldakse, et on
antud jada

P, Py....Py,.... (2.1)

n=1
punktide jadast, iitleme me edaspidi lihtsalt jada ruumis R™.

Jada (2.1) téhistatakse ka siimboliga (P,)5%, voi lihtsalt (P,). Koneldes ruumi R™

Definitsioon 2.2. Oeldakse, et jada (P,) ruumis R™ koondub punktiks P € R™,
kui

d(P,, P) —— 0,

n—oo

s.t. iga reaalarvu € > 0 korral leidub indeks N € N nii, et
n>N = d(F,,P)<e.
Punkti P nimetatakse seejuures jada (P,) piirvddrtuseks ja kirjutatakse

lim P, =P voi P, — P.

n—o0 n—oo

Ulesanne 2.1. Olgu jadad (P,) ja (Q,) ruumis R ning punktid P, Q € R™ sellised, et P,, —— P
n—oo
ja @, —— @ ruumis R™. Toestada, et

n—00

(a) d(Pna Q) ;:;? d(Pv Q)a

n— oo

NAPUNAIDE. Kasutada tagurpidi kolmnurga vorratust (vt. tilesannet .
Jargnev lause kirjeldab koonduvust ruumis R™.

Lause 2.1. Olgu P, = (z%,...,2"),P = (x1,...,2y) € R™, n =1,2,.... Jarg-
mused vaited on samavddrsed:

(i) P, —— P ruumis R™;

n—o0

(i) 2 —— z; igaie{1,...,m} korral.
n—oo

Teisisonu, lause iitleb, et jada (P,)S%, ruumis R™ koondub punktiks P € R™
parajasti siis, kui selle jada punktide vastavate koordinaatide jadad koonduvad punk-
ti P vastavateks koordinaatideks (niisugusel juhul 6eldakse, et jada (P,)22, koondub
koordinaaditi punktiks P). Niisiis, koonduvus ruumis R™ on samavddrne koordinaa-
diti koonduvusega.

13
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LAUSE TOESTUS. Lemma [L.5] pohjal iga n € N korral

0< 1212}7%‘1’? — ;| < d(P,, P) < \/Elrgi);&\xf — x4,

jarelikult arvjada piirvaédrtuse sandvitSteoreemi pohjal

d(P,,P) — 0 <= max |z} —x;] — 0.
n—o0

1<i<m n—o00
Seega
P, —— P ruumis R <«— d(P,,P) — 0 <= max |2} —z; —0
n—oo n—oo 1<is<m n—oo
— |z} —z;| —— 0 igaie{l,...,m} korral
n—oo
— 1z —— x; igai € {l,...,m} korral.
n—oo

2.2. Sulundi punkti ja kinnisuse kirjeldus jadade keeles

Lause 2.2. Olgu D C R™ ning olgu P € R™. Jargmised vdited on samavadrsed:
(i) P €D (s.t. punkt P kuulub hulga D sulundisse);

(ii) iga e > 0 korral U.(P)N'D # 0 (s.t. punkti P iga imbrus loikab hulda D);
(iii) leiduvad punktid P, € D, n=1,2,..., nii, et P, —— P (s.t. leidub hulga D

n—oo

punktide jada, mis koondub punktiks P).

ToesTUs. (i)=(ii). Olgu P € D. Siis kehtib vihemalt iiks tingimustest P € D ja
P € 0D. Kui P € D, siis punkti P iga timbrus sisaldab hulka D kuuluva punkti P.
Kui P € 0D, siis rajapunkti definitsiooni pohjal 16ikab punkti P iga timbrus hulka D.
Niisiis igal juhul tingimus (ii) kehtib.

(ii)=(i). Kehtigu (ii). Peame niitama, et P € D. Kui P € D, siis see sisalduvus
ilmselt kehtib (sest D C D). Vaatleme niiiid juhtu, kus P ¢ D. Siis punkti P iga
iimbrus sisaldab hulka D mittekuuluva punkti P. Kuna tingimuse (i) pohjal sisaldab
punkti P iga iimbrus ka hulga D punkte, siis P € 9D, seega P € D (sest 0D C D),
nagu soovitud.

(ii)=-(iii). Kehtigu (ii). Siis iga n € N korral leidub punkt P, € U.(P) N D.
Punktid P, rahuldavad tingimusi !

1
0<d(P,P) <~ —0,

n n—oo
seega jada piirvadrtuse sindvitsteoreemi pohjal ka d(P,,, P) —— 0, s.t. P, —— P.
Kuna P, € D iga n € N korral, siis tingimus (iii) kehtib. o .
(iii)=-(ii). Kehtigu (iii) ning olgu ¢ > 0. Kuna P, —— P ehk, teisisonu,
d(Py, P) ——> 0, siis leidub n € N nii, et d(P,, P) < ¢. Aga niiiid P, € U.(P) N D;
jrelikult (ii) kehtib. O
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Lause 2.3. Hulk D C R™ on kinnine parajasti siis, kui ta sisaldab koik oma ele-
mentide koonduvate jadade piirvidrtused, s.t. kehtib implikatsioon

[Pnep,n:m,..., P, ——sP| — PeD. (2.2)

n—oo

TOEsTUS. Tarvilikkus. Olgu hulk D kinnine ning olgu punktid P, € D,n=1,2,...,
ja P € R™ gellised, et P, —— P. Peame niditama, et P € D. Kuna hulk D

n—oo
on kinnine, siis D = D, seega piisab niidata, et P € D. See sisalduvus jareldub
lause [2.2] samavéérsusest (1)< (iii).

Piisavus. Kehtigu implikatsioon (2.2) ning olgu P € dD. Hulga D kinnisuseks
piisab néidata, et P € D. Kuna P € 0D C D, siis lause samavaarsuse (i)=-(iii)
pohjal leiduvad punktid P, € D, n = 1,2,..., nii, et P, —— P. Implikatsiooni

n— oo

(2.2) pohjal jareldub siit, et P € D, nagu soovitud. O
Ulesanne 2.2. Jireldada lause (kinnise kera kinnisus ja lahtise kera lahtisus) lausest

NAPUNAIDE. Kasutada iilesannet Lahtise kera lahtisuse toestuseks ndidata, et tema téiend on
kinnine ja rakendada lauset

2.3. Hulga kuhjumispunkt

Definitsioon 2.3. Punkti P € R™ nimetatakse hulga D C R™ kuhjumispunktiks,
kui iga & > 0 korral (U:(P)ND)\{P} # 0 (s.t. punkti P iga iimbrus sisaldab temast
erinevaid hulga D punkte).

Mirkus 2.1. Rohutame, et ruumis R™ iildjuhul
e hulgal voib kuhjumispunkte leiduda, aga voib ka mitte leiduda;

e hulga kuhjumispunkt voib kuuluda sellesse hulka, aga voib ka mitte kuuluda.

Ulesanne 2.3. Téestada, et

(a) ruumi R™ 16plikul alamhulgal ei ole kuhjumispunkte;

(b) kui r > 0, Py = (29,29,...,20,), Py := (2 + r,29,...,2),) € R™, siis P; on nii lahtise
kera B(Py,r) kui ka kinnise kera B(Pp,r) kuhjumispunkt, kusjuures P; € B(FPy, ), kuid
Pl ¢ B(P(),T').

Lause 2.4. Olgu D C R™ ning olgu P € R™. Jargmised vdited on samavdidrsed:
(i) P on hulga D kuhjumispunkt;
(ii)) P € D\ {P} (s.t. punkt P kuulub hulga D\ {P} sulundisse);

(iii) leiduvad punktid P, € D\ {P}, n =1,2,..., nii, et P, —— P (s.t. leidub
n—oo
hulga D\ {P} punktide jada, mis koondub punktiks P).

TOESTUS. (i)« (ii) jireldub vahetult kuhjumispunkti definitsioonist ja lause [2.2] sa-
mavédrsusest (i)<(ii), sest iga e > 0 korral (U(P)ND)\{P} =U.(P)N (D \{P}).

(i) (iii) jireldub vahetult lause [2.2] samaviirsusest (i)<(iii). O
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2.4. Bolzano—Weierstrassi teoreem

Definitsioon 2.4. Oeldakse, et jada (P,)2, ruumis R™ on tokestatud, kui tema
elementide hulk {P,: n € N} on tokestatud.

Ulesanne 2.4. Téestada, et koonduv jada ruumis R on tokestatud.

Teoreem 2.5 (Bolzano—Weierstrassi teoreem). Igast tokestatud jadast ruumis R™
saab vilja eraldada koonduva osajada.

TOESTUS. Olgu (P,)2, = ((x?,,a::jl)) , tokestatud jada ruumis R™. Lau-
se [1.10| pohjal on ka selle jada punktide Vastavate koordinaatide jadad
(Il)zo 1 (xg)zo:h """ ) (le)nOO:1

tokestatud. Seega Bolzano—Weierstrassi teoreemi pohjal (arvjadade jaoks) 1eidub ja-

da (P,)%°; punktide esimeste koordinaatide jadal (x7)°2; koonduv osajada (xl )2 1,

teiste koordinaatide (osa)jadal (:Uzl)n , leidub koonduv osajada (z57)2, jne. Kir-
jeldatud protseduuri tulemusena me saame (kasvavad) indeksite jadad

(krlb)n 1 (ki)n 1y emmee ’ (kZI)ZO:l
nii, et
e jada (K512, on jada (k%) , osajada iga i € {1,...,m — 1} korral;

e jada (xf)‘;f:l koondub iga i € {1,...,m} korral.

Aga niiiid koik vastavate koordinaatide (osa)jadad (z3" )%, i =1,...,m, koondu-
vad (sest iga i € {1,...,m} korral on (z'" )2, kooduva jada (z fz’);’f’:l osajada),
seega osajada (Pm)pe koondub (sest ta koondub koordinaaditi). O

2.5. Cauchy kriteerium jada koonduvuseks

Definitsioon 2.5. Oeldakse, et jada (P,) ruumis R™ on Cauchy jada ehk funda-
mentaaljada, kui iga reaalarvu € > 0 korral leidub indeks N € N nii, et

kkn>N = d(P,P,) <e.

Teoreem 2.6 (Cauchy kriteerium jada koonduvuseks). Jada ruumis R™ koondub
parajasti siis, kut ta on Cauchy jada.

TOEsTUS. Tarvilikkus. Koondugu jada (P,) ruumis R™ punktiks P € R™ ning olgu
e > 0. Veendumaks, et (P,) on Cauchy jada, peame leidma indeksi N € N nii, et

kkn>N = d(P,P,) <e.
Mis tahes k,n € N korral kolmnurga vorratuse pohjal

d(Py, P,) < d(Py, P) + d(P, P,).
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Niisiis, kui valida indeks N € N nii, et

TL)N — d(Pn,P><§’
siis koikide k,n > N korral
A(Pe, P) < d(P, P) + d(P,P) < 5 + 5 =<

Piisavusele esitame kaks erinevat toestust. Neist esimene toetub jada koonduvuse
kirjeldusele ruumis R™ (lausele 2.1) ja Cauchy kriteeriumile arvjadade koonduvu-
seks, teine aga Bolzano—Weierstrassi teoreemile [2.5

Piisavuse esimene toestus. Olgu (P,)22, = ((af,...,z" ))ZO:1 Cauchy jada ruumis R™.

Siis ka selle jada vastavate koordinaatide jadad

(@ )nzy,  (@5)nzys  oeeens (el (2.3)
on Cauchy jadad, sest mis tahes i € {1,...,m} korral lemma [1.5] pohjal
lzF — 27| < d(Py, P,) koikide k,n € N korral;

seega Cauchy kriteeriumi pohjal arvjada koonduvuseks jadad (2.3]) koonduvad, s.t.
jada (P,)°°; koondub koordinaaditi; jirelikult lause [2.1] pohjal jada (P,)°°, koon-
dub.

Piisavuse teine toestus. Olgu (P,) Cauchy jada ruumis R™. Jada (P,) koondu-
vuseks piisab naidata, et

(1) iga Cauchy jada ruumis R™ on tokestatud;

(2) kui Cauchy jadal ruumis R™ on olemas koonduv osajada, siis see jada koondub
samaks piirviartuseks, milleks see osajadagi.

Toepoolest, kui viited (1) ja (2) kehtivad, siis viite (1) ja Bolzano—Weierstrassi
teoreemi pohjal leidub jadal (P,) koonduv osajada, seega viite (2) pohjal jada
(P,) koondub.

Ulesanne 2.5. Téestada viited (1) ja (2).



§ 3. Mitme muutuja funktsiooni piirvaartus ja
pidevus

3.1. Mitme muutuja funktsiooni moiste

Definitsioon 3.1. Kujutusi
f: D—R, kusDCR"™, (3.1)

nimetatakse m muutuja funktsioonideks.
Koikvoimalikke m muutuja funktsioone, kus m > 2, nimetatakse mitme muutuja
funktsioonideks.

Funktsiooni (3.1) mé&ramispiirkonna D iga punkt P = (x1,...,2,) € D on iihe-
selt maaratud oma koordinaatidega xi,...,x,,; teiselt poolt, punktiga P € D on
iiheselt méidratud tema koordinaadid x4, ..., x,,. Termin “m muutuja funktsioon”
on niisiis pohjendatud asjaoluga, et sellise funktsiooni viartused on méiadratud méa-
ramispiirkonna D punktide koordinaate tdhistavate m muutuja xq, ..., x,, vidrtus-
tega. Neid muutujaid (nagu ka mé#ramispiirkonna punkte tdhistavat muutujat P)
nimetatakse funktsiooni arqgumentideks ning, kui selle funktsiooni vairtuste
méirkimiseks kasutada muutujat u, siis selle funktsiooni mérkimiseks kasutatakse ka
tahistust

u= f(x1,...,xy) voi wu= f(P) voi u=u(zr,...,2,) vOi u=u(P).

3.2. Mitme muutuja funktsiooni piirvaartus

Olgu funktsioon u = f(P) miératud hulgas D C R™ ning olgu Py = (29,...,22)
méadramispiirkonna D kuhjumispunkt.

Definitsioon 3.2. Oeldakse, et funktsiooni f piirvédrtus punktis Py (voi piirviidrtus
protsessis P — Fy) on arv ¢ (voi et funktsioon f koondub arvuks c protsessis P — P,
(voi argumendi védrtuse lahenemisel punktile Py)) ja kirjutatakse

lim f(P)=c voi f(P)——c,

P—>P0 P—)PO
vOi
lim f(zy,...,2p) =c VvOi f(x1,...,20) — ¢,
xl—)x? 7:1—>:c?
Lm0, Tm

kui iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv 0 > 0 nii, et

PeD,0<d(P,PO)<5] —  |f(P)—0) <=

Ruumis R™ kasutame piirprotsessi (z1,...,7m) — (29,...,29) mirkimisel ka tdhistust

T,y Ty — 29, ..., 20 ; niiteks tdhistame funktsiooni u = f(x,y) piirviértust punktis (zo,yo)

simboliga  lim  f(x,y); kui seejuures xg = yp =: a, siis kirjutame lim asemel lihtsalt lim .
Z,Y—T0,Y0 T,y—a,a z,y—a

18
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Definitsioon 3.3. Kui f(P) = 0, siis 6eldakse, et funktsioon f on punktis Fp
— 1o
lopmata viike (voi protsessis P — P, 1opmata viike voi ka, et funktsioon f hddbub

protsessis P — P).

Definitsioon 3.4. Ocldakse, et funktsiooni f piirviirtus punktis Py (voi piirvdirtus
protsessis P — P,) on oo (loetakse: 16pmatus) ja kirjutatakse

A f(P) =00 vl f(P) ——— oo,

kui iga reaalarvu E > 0 korral leidub realarv § > 0 nii, et
PeD,0<dP R)< 5] —  f(P)>E.

Definitsioon 3.5. Oeldakse, et funktsiooni f piirviirtus punktis Py (voi piirviidrtus
protsessis P — P,) on —oo (loetakse: miinus 16pmatus) ja kirjutatakse

Jim f(P) = —oco voi f(P) = —o0,

kui iga reaalarvu E > 0 korral leidub realarv § > 0 nii, et
PeD 0<dP )< = f(P)<-—E.

Definitsioon 3.6. Kui |f(P)| = 0% siis Geldakse, et funktsioon f on punktis Py
—10

lopmata suur (voi protsessis P — P, 16pmata suur).

Teoreem 3.1 (mitme muutuja funktsiooni piirvidrtuse Heine kriteerium). Olgu Py
funktsiooni f mddramispiirkonna D kuhjumispunkt ning olgu ¢ € R U {—o00,c0}.
Jargmised vaited on samavdadrsed:

Q) S(P) s

(i) [P,eD\{P},n=12,..., P, —> R| = f(P)—c
n—oo n—oo
Teisisonu, funktsiooni f piirvddrtus punktis Py on ¢ parajasti siis, kui iga punktiks Py
koonduva punktist Py erinevate madramispiirkonna D punktide jada (P,)3, korral
on vastava funktsiooni vadrtuste jada (f(Pn))ZO:1 prrvadrtus c.

TOESTUS. Toestame teoreemi ainult juhu ¢ € R jaoks. Juhtudel ¢ = 0o ja ¢ = —o0
on toestus analoogiline.

(i)=(ii). Kehtigu (i) ning olgu punktid P, € D\ {F}, n = 1,2,..., sellised, et
P, —— Py. Fikseerides vabalt ¢ > 0, piisab meil implikatsiooni (i)=-(ii) toestuseks

n—o0

leida indeks N € N nii, et

n=N = |f(P.) —c<e
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Kuna f(P) G siis leidub reaalarv § > 0 nii, et
—P

PeD, 0<dP ) <6 = |f(P)—o)|<e.
Kuna P, —— P, siis leidub indeks N € N nii, et
n—oo

n>N = d(P,,R)<é.
Kui niitid n > N, siis P, € D ja 0 < d(P,, Py) < J ning jéarelikult
|f(Pn)_C| <E.

(ii)=(i). Kehtigu (ii). Oletame vastuviiteliselt, et (i) ei kehti. Siis leidub reaalarv
e > 0 nii, et iga n € N korral leidub punkt P, € D\ {Fy}, mille korral

1
d(P,, Py) < —, kuid |f(P,) —c>c¢

n
Aganiiid P, — Py, kuid mitte f(P,) — mis on vastuolus eeldusega (ii). [
Jareldus 3.2. Mitme muutuja funktsioonil saab antud punktis eksisteerida tlimalt
tiks piirvdadrtus.
TOEsTUS. Olgu P, funktsiooni f méadramispiirkonna D C R™ kuhjumispunkt ning
olgu a, f € RU {00, —o0} sellised, et

f(P)?PO)& ja  f(P )P_>P0

Teoreemi toestuseks piisab nédidata, et a = (. Selleks valime mingi punktiks Fy
koonduva punktist P, erinevate mé#ramispiirkonna D punktide jada (P,)2; (nii-

sugune jada eksisteerib lause pohjal, sest Py on hulga D kuhjumispunkt); siis
funktsiooni piirviirtuse Heine kriteeriumi (teoreemi pohjal

[Py ——a ja f(P)—8

ning jarelikult arvjada piirvadrtuse ihesuse tottu o = (, nagu soovitud. [

3.3. Funktsiooni piirviaartuse omadusi

Teoreem 3.3. Eksisteerigu funktsioonidel [ ja g loplik piirvidrtus oma madramis-
piirkonna D C R™ kuhjumispunktis Py. Sits ka nende funktsioonide summal f + g,
vahel f—g, korrutisel fg ning, kuilimp_, p, g(P) # 0, siis ka jagatisel f /g eksisteerib
punktis Py loplik piirvddartus, kusjuures

Jim (f(P)+g(P)) = Jim, f(P)+ Jimy g(P),
th@%MH%Jmf@%hmwﬂ

Jim (f(P)g(P)) = lim f(P) lim g(P),
lim f(P)
lim = 9(P)

g

f(P) P—>P0
IZ
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TOESTUS. Tahistame

Jim f(P)=:a ja lim g(P)=:p.

n—oo
(funktsiooni piirvéairtuse Heine kriteeriumi) pohjal piisab teoreemi toestuseks néi-

data, et

Olgu punktid P, € D\ {F}, n = 1,2,..., sellised, et P, —— F,. Teoreemi

f(P) a
g(P) nooo B

(siin viimane koonduvus peab aset leidma eeldusel, et 5 # 0), mis kehtib arvjada
piirviidirtuse vastavate omaduste pohjal, sest (jillegi teoreemi [3.1] pohjal)

n—o0

n—o0 n—oo

O

Lause 3.4 (mitme muutuja funktsiooni piirvadrtuse monotoonsus). Leidugu funkt-
stoonide f ja g mddramispitrkonna D C R™ kuhjumispunktil Py timbrus U, mille
korral

f(P)<g(P) iga PeUND)\{Py} korral.

Kui eksisteerivad piirvadrtused lim f(P) ja lim g(P), siis
P—Py P—Py

lim f(P) < lim g(P).

P—Py P—Py

TOEsTUS. Eksisteerigu piirvaartused

lim f(P)=:«a ja lim g(P)=:p.

P—>P() P—)P()

Lause toestuseks peame niitama, et o < 3. Selleks valime mingi punktiks Fy koon-
duva punktist Py erinevate hulga D punktide jada (P,)°; (niisugune jada eksisteerib
lause [2.4| pohjal, sest Py on hulga D kuhjumispunkt). Kuna P, —— P, siis leidub

. .. n—oo
indeks N € N nii, et
n>N — PFP,el.

Niitid mis tahes n > N korral P, € (UND)\ {F}, seega
f(Pn) < g(Pn)'
Kuna teoreemi [3.1] (funktsiooni piirviidrtuse Heine kriteeriumi) pohjal

n—oo n—o0

siis arvjada piirvadrtuse monotoonsuse tottu a < 8, nagu soovitud. ]
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Lause 3.5 (mitme muutuja funktsiooni piirviadrtuse sindvitsteoreem). Leidugu funkt-
stoonide f, g ja h mddaramispiirkonna D C R™ kuhjumispunktil Py imbrus U, mille

korral
f(P) < g(P)<h(P) igaPe(UND)\{F} korral.

Kui eksisteerivad piirvddrtused lim f(P) ja lim h(P), kusjuures need piirvidrtused
P*)PO P*)PO

on vordsed:
Jim f(P) = lim h(P)=:¢, (3.2)
siis eksisteerib ka piirvadrtus lim g(P), kusjuures
P—>Po
A 9 = e

TOESTUS. Eksisteerigu piirvddrtused lim f(P) ja lim A(P) ning kehtigu vordus
P—Py P—Py

(3.2). Olgu (P,)52, punktiks Py koonduv punktist Py erinevate méaaramispiirkonna D

punktide jada (niisugune jada eksisteerib lause pohjal, sest F on hulga D kuh-

jumispunkt). Veendumaks, et PMHIlD g(P) = ¢, piisab teoreemi (funktsiooni piir-
— 10

vadrtuse Heine kriteeriumi) pohjal ndidata, et

lim g(P,) = c. (3.3)

n—o0

Kuna P, —— P, siis leidub indeks N € N nii, et
n—oo

n>N — P, cl.
Niitid mis tahes n > N korral P, € (UND)\ {F}, seega

f(P) < g(Pn) < h(Fy).
Kuna (jéllegi teoreemi pohjal)

lim f(P,) = lim h(P,) =c,

n—oo n—oo
siis arvjada piirvidrtuse sindvitsteoreemi pohjal kehtib (3.3). O

Lause 3.6. Olgu Py funktsioonide [ ja g mddramispiirkonna D C R™ kuhjumis-
punkt, kusjuures

(1) f(P) rPo) 07‘

(2) funktsioon g on punkti Py mingis umbruses tokestatud, s.t leiduvad punkti P,
umbrus U ja arv M = 0 nii, et

lg(P)| < M iga PeUNTD korral.
Siis ka

F(P)g(P) —— 0.
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Teisisonu, lause iitleb, et antud piirprotsessis hadbuva funktsiooni ja tokesta-
tud funktsiooni korrutis on selles piirprotsessis hdadbuv.

LAUSE B.6l TOESTUS. Olgu (P,)32, punktiks P, koonduv punktist P, erinevate

miédramispiirkonna D punktide jada (niisugune jada eksisteerib lause pohjal,

sest Py on hulga D kuhjumispunkt). Veendumaks, et f(P) g(P) = 0, piisab
— 1o

teoreemi (funktsiooni piirvddrtuse Heine kriteeriumi) pohjal niidata, et

f(P))g(P,) —— 0. (3.4)

n—0o0

Selleks mérgime, et

e f(P,) — 0 (see jireldub eeldusest (1) teoreemi [3.1{ pohjal);
n—oo

e jada (g(Pn))Zo:1 on tokestatud, sest kuna P, —— P, siis leidub indeks NV € N

n—oo
nii, et
n>N = P,el,
seega
lg(P,)| < M igan > N korral,
jarelikult

19(P,)| < max{|g(P1)|,...,|g(Py)|, M} igan €N korral.

Kuna hddbuva arvjada ja tokestatud arvjada korrutis on hadbuv arvjada, siis ((3.4))
kehtib. O
3.4. Mitme muutuja funktsiooni pidevus

Olgu funktsioon u = f(P) méiratud hulgas D C R™ ning olgu Py = (29,...,2%) € D
méadramispiirkonna D kuhjumispunkt.

Definitsioon 3.7. Oeldakse, et funktsioon f on pidev punktis P,, kui

lim f(P):f(Po),

P—Py

s.t. iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv ¢ > 0, nii, et
PeD,d(P,P)<dé = |f(P)—f(R)| <e.
Olgu Axy, ..., Az, € R sellised, et P := (2% + Azy,...,2% + Ax,,) € D. Vahet
Au = Au(P) = f(P) — f(Py) = f(a + Azy, ..., 20 + Axy,) — f(af,...,20)

nimetatakse funktsiooni f (tdis)muuduks punktis Py, mis vastab argumentide x1, . .., x,,
muutudele Axq, ..., Ax,,. Funktsiooni f pidevuse tingimuse voime kirja panna ka
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jargneval nn. diferentskujul: funktsioon w = f(P) on pidev punktis Py parajasti siis,
kui

Ay — 0.
Ax;—0,i=1,....m

Vahetult teoreemist (mitme muutuja funktsiooni piirvadrtuse Heine kritee-
riumist) jareldub

Teoreem 3.7 (mitme muutuja funktsiooni pidevuse Heine kriteerium). Olgu funkt-

sioon f mddratud hulgas D C R™ ning olgu punkt Py = (29,...,2%) € D maidra-

mispiirkonna D kuhjumaispunkt. Jargmised vdited on samavddrsed:
(i) funktsioon f on pidev punktis Py;

(i) [P,eD,neN, P, — B] = f(P) — f(R).

n—oo n—oo

Teisisonu, funktsioon f on pidev punktis Py parajasti siis, kui iga punktiks Py koon-
duva mddramispiirkonna D punktide jada (P,)%; korral koondub vastav funktsiooni
vddrtuste jada (f(Pn)):o:1 funktsiooni vidrtuseks f(Py) punktis Py.

Definitsioon 3.8. Oeldakse, et funktsioon f on pidev, kui ta on pidev oma méira-
mispiirkonna D igas kuhjumispunktis Py, € D.

Me iitleme, et funktsioon f on pidev hulgas Dy C D, kui tema ahend f|p, on
pidev funktsioon.

3.5. Piirvéirtus protsessis ||P|| — oo
Definitsioon 3.9. Olgu P € R™. Arvu
|P| == d(Pp, (0,...,0))
(s.t. punkti P kaugust punktist (0,...,0)) nimetatakse punkti P normiks.

Definitsioon 3.10. Olgu funktsiooni f méédramispiirkond D tokestamata.
Me iitleme, et funktsiooni f piirvédrtus protsessis ||P|| — oo on

e arv ¢ € R, kui iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv D > 0 nii, et

PeD ||P|>D = [f(P)=d<s

e oo (loetakse: Iopmatus), kui iga reaalarvu £ > 0 korral leidub reaalarv D > 0
nii, et
PeD, ||P|>D = f(P)>E,

e —oo (loetakse: miinus 16pmatus), kui iga reaalarvu £ > 0 korral leidub reaal-
arv D > 0 nii, et

PeD, |P|>D = f(P)<—E.
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Kui funktsiooni f piirvidrtus protsessis ||P|| — oo on ¢ (¢ € RU {00, —00}), siis me
kirjutame
lim f(P)=c¢ voi f(P)——c.
| Pll—o00 | P||—o0

Kehtib teoreemi [3.1] (mitme muutuja funktsiooni piirviiirtuse Heine kriteeriumi) jirgnev ana-
loog.

Teoreem 3.8. Olgu funktsiooni f madramispiirkond ilalt tokestamata ning olgu ¢ € RU{—o00, c0}.
Jargmised vdited on samavddrsed:

(i) f(P) ———¢

[Pll—o0

(i) [PaeDneN, [Pl —o 0] = f(P)——ec

n—oo

Toetudes teoreemile on lihtne toestada jérelduse [3.2 analoog mitme muutuja funktsiooni piir-
vadrtuse lihesusest protsessis |P|| — oo ning samuti teoreemi ja lausete analoogid
piirprotsessi | P|| — oo jaoks eeldusel, et funktsioonide f ja g (ning lauses ka funktsiooni h)
ithine madramispiirkond D on iilalt tokestamata.

3.6. Piirvairtus mooda pidevat joont

Olgu funktsioon f mairatud hulgas D C R™, olgu Fy méairamispiirkonna D kuh-
jumispunkt ning olgu L pidev joon ruumis R™, mis sisaldab punkti F, ning mis
sisaldub méadramispiirkonnas D, vilja arvatud, voib-olla, punkt Py, millelt me ei eel-
da kuulumist médramispiirkonda D. Olgu joon L antud parameetriliste vorranditega

Ty =¢1(t), ... , T = Op(t), teT, (3.5)

kus 7' C R on mingi intervall; seejuures me eeldame, et leidub parajasti iiks ¢y € T'
nii, et

Py = (¢1(to), - .-, dmlto)).

Definitsioon 3.11. Kui eksisteerib (16plik voi lopmatu) piirvédrtus

siis seda piirviadrtust nimetame funktsiooni f piirvaartuseks punktis Py (voi argu-
mendi vddrtuse ldhenemisel punktile Py) mddda joont L parametriseeringu ((3.5))
jargi.

Lause 3.9. Kui funktsioonil f eksisteerib oma mddramispiirkonna D C R™ kuhju-

mispunktis Py (loplik voi lopmatu) piirvidrtus

li P) =: .
Jim f(P) =:c, (36)
stis ¢ on ka funktsiooni f piirvadrtus punktis Py mdéoda mis tahes pidevat joont (mis
sisaldab punkti Py ning mis sisaldub madramispiirkonnas D, valja arvatud, voib-olla,
punkt Py) selle joone mis tahes parametriseeringu jargi.
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TOESTUS. Eksisteerigu funktisoonil f punktis Py (16plik voi lopmatu) piirvidrtus
(3-6), olgu punkti Py sisaldav ning médramispiirkonnas D sisalduv (vélja arvatud,
voib-olla, punkt Fy) pidev joon antud parameetriliste vorranditega , kus T C R
on mingi intervall, ning olgu ¢, € T selline, et

Py = (¢1(t0),- .., dm(to)).

Peame niitama, et

lim f(¢1(t),...,om(t)) =c (3.7)

t—to
Olgu (t,)%°, mingi punktist ¢, erinevate intervalli 7" punktide jada, mille korral

lim ¢, = to. Funktsiooni piirvddrtuse Heine kriteeriumi pohjal piisab vorduseks
n—0o0

(3.7) ndidata, et
lim f(d1(tn), - Snlta)) = c

ehk, tdhistades iga n € N korral

Pyi=(¢1(tn), -, dm(tn)),

piisab ndidata, et

lim f(P,) =c. (3.8)
n—0o0
Funktsioonide ¢, .. ., ¢,, pidevuse tottu funktsiooni pidevuse Heine kriteeriumi poh-
jal
lim ¢l(tn) = ¢1(t0), ...... s lim ¢m(tn) == ¢m(t0)7
n—oo n—oo
s.t. jada (P,)22; koondub punktiks P, koordinaaditi, seega lause[2.1|pdhjal lim P, =
n—oo
P, ning jérelikult lause (mitme muutuja funktsiooni piirviirtuse Heine kritee-
riumi) pohjal kehtib (3.8) (sest Plin}) f(P)=c). O
— 10

Niide 3.1. Veendume, et kahe muutuja funktsiooni (z,y) — 577> piirviértus punktis (0,0)

. Ty

1 —_— .
I g (3.9
ei eksisteeri. Vaadeldava kahe muutuja funktsiooni piirvadrtus punktis (0,0) médda joont y = x

(vottes parameetri rolli muutuja ) on

. T-T 1
i s Rl v S prape Bl
z,y—0 2 4y =01+ 2
y=x

piirvadrtus punktis (0,0) modda joont y = 2z (vottes parameetri rolli muutuja z) on

I oy x-2x 2
w,zl;%lm 2+ 92 250 2% + (2z)2 5’
y=2x

need piirviirtused on erinevad; jirelikult lause [3.9] pohjal piirviidirtus (3.9) ei eksisteeri.
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3.7. Korduvad piirvaartused

Olgu kahe muutuja funktsioon u = f(x,y) mairatud punkti (zo,y0) € R? mingis
timbruses, vélja arvatud voib-olla punktis (z,yo) endas. Eksisteerigu iga punkti x
korral koordinaadi zp mingist imbrusest (vilja arvatud voib-olla punkti zo enda
korral) 16plik piirvddrtus

lim f(z,y) =: g(z).

Y—Yo
Kui eksisteerib piirvaartus
lim g(x) = lim lim f(x,y), (3.10)

T—rIT0 T—To Y—Yo
siis seda piirviartust nimetatakse korduvaks piirvadrtuseks.
Analoogiliselt defineeritakse korduv piirvadrtus
lim lim f(z,y) (3.11)

Y—Yo T—TQ

(ning samuti ka korduvad piirvddrtused rohkem kui kahe muutuja funktsioonide
jaoks).

Uldiselt ei jireldu korduvate piirviidrtuste (3.10) ja (3.11)) olemasolust piirviir-
tuse

lim  f(z,y). (3.12)

T,Y—T0,Y0

olemasolu.

Naiide 3.2. Piirvadrtus
Ty

lim
z,y—0 2 + y2

ei eksisteeri (vt. naidet [3.1)); samas vastavad korduvad piirvidrtused eksisteerivad: mis tahes z # 0
korral

. T 0
lim Y __ 2 0
y—0 22 £ g2 2
ning seega lim lim —*¢- = 0. Analoogiliselt saame, et ka lim lim —Z5 = 0.
& & z—0y—0 z?+y? & ’ y—0x—0 z?+y?

Samuti ei jéreldu piirvidrtuse (3.12) olemasolust korduvate piirvadrtuste (3.10)

ja (3.11)) olemasolu.

Naiide 3.3. Piirviartus

lim ysin —

z,y—0 €T
on olemas, kuid iiks vastavatest korduvatest piirvadrtustest ei eksisteeri. Toepoolest, minnes iile
polaarkoordinaatidele: x = rcos¢, y = rsin¢, on piirprotsess =,y — 0 samaviirne protsessiga
r — 0; seega

. A S . :
lim ysin — = lim 7 sin ¢ sin ,
r—0

z,y—0 T 7 COS ¢

sest hddbuva ja tokestatud funktsiooni korrutis on hadbuv (mérgime, et funktsioon (¢,r)

sin ¢ sin rccl)w on tokestatud). Samuti mis tahes = # 0 korral 1}%@/51{1% =0, seega

lim lim ysin — = 0.
z—0y—0 X

Samas mitte iihegi y # 0 korral piirviirtus 1imo ysin% ei eksisteeri, seega ei eksisteeri ka korduv
r—r B

piirvéisirtus lim lim ysin L.
y—0x—0 z
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Lause 3.10. Olgu kahe muutuja funktsioon u = f(xz,y) mddratud punkti (xq, o) € R?
mingis umbruses, vilja arvatud voib-olla punktis (zo,yo) endas, kusjuures eksisteerib
(loplik voi lopmatu) piirvddrtus

lim f(z,y) =:c.
T,Y—T0,Y0
(a) Kui iga punkti x korral punkti xy mingist imbrusest (vilja arvatud véib-olla
punkti xy enda korral) eksisteerib loplik piirvddrtus

lim f(z,y) =: g(x), (3.13)

Y—Yo

siis eksisteerib ka korduv piirvddrtus lim lim f(z,y), kusjuures
T—To Y—Yo

lim lim f(z,y) = lim f(z,y)=c.

T—T0 Y—Yo T,Y—x0,Y0

(b) Kui iga punkti y korral punkti yo mingist imbrusest (vilja arvatud voib-olla
punkti yo enda korral) eksisteerib loplik piirvddrtus

lim f(z,y),

T—T0

siis eksisteerib ka korduv piirvddrtus lim lim f(z,y), kusjuures
Y—Yo T—TQ

lim lim f(z,y) = lim f(z,y) =c.

Y—Yo T—T0 T,Y—T0,Y0

TOEsTUS. Toestame ainult véite (a). (Viide (b) toestatakse siimmeetriliselt.)
Olgu reaalarv 0 > 0 selline, et iga (punktist z( erineva) punkti x € (zo—0, xo+9)
korral eksisteerib 16plik piirvddrtus (3.13), ning olgu (z,)3%, punktiks zq koonduv
punktist z( erinevate vahemiku (zg — d, g + ) punktide jada. Funktsiooni piirvir-
tuse Heine kriteeriumi pohjal piisab véite (a) toestuseks néidata, et g(z,) —ec

Iga n € N korral, arvestades, et f(z,,y) — g(x,), saame valida punkti y, nii,
Y—Yo

et
1

1,
n—Yo| < — ja Ty Yn) — glTn)| < —.
[y = ol <~ Ja [f(wn, yn) = glwn)| <
Kuna z, —— z0 ja y, — o, siis lause pohjal (z,,,y,) —— (20,%0)
n—oo n—oo n—oo
ruumis R?, seega funktsiooni piirviirtuse Heine kriteeriumi pohjal f(z,,y,) — ¢

n— oo
ning jarelikult

g(mn) = (g(xn) - f(xm yn)) + f(xmyn) n—> c

—00

(siin g(xn) = f (20, yn) — 0, sest |g(2,) — f (20, yn)| < = — 0), nagu soovitud.
[



§ 4. Pidevate mitme muutuja funktsioonide
pohiomadused

4.1. Pideva funktsiooni méargi siilivus

Teoreem 4.1. Olgu hulgas D C R™ madratud funktsioon f pidev madramispiirkon-
na D kuhjumispunktis Py € D. Kui f(Py) # 0, siis leidub 6 > 0 nii, et

iga P € Us(Py) N'D korral f(P) # 0 ja sgn f(P) = sgn f(Fo)
(s.t. leidub punkti Py imbrus, milles selle funktsiooni vddrtusted erinevad nullist
ning on sama mdrgiga, mis f(F)).

TOEsTUS. Téhsitame « := f(Fy) # 0. Funktsiooni f pidevuse tottu punktis P,
leidub ¢ > 0 nii, et

PeD,dP,P) <6 — \f(P)—f(Po)|<|%|,

s.t. iga P € Us(Py) ND korral

sim) ~ 12 < ppy < pmy + 1L

Niisiis, kui f(FPy) > 0, siis iga P € Us(FPy) N D korral

7(P) > () — 2 = iy - L) S

kui aga f(FPy) < 0, siis iga P € Us(FPy) N D korral

f(P) < f(Py)+ % = f(Py) + _fépo) = f<§°) < 0.

> 0;

4.2. Aritmeetilised tehted pidevate funktsioonidega
Vahetult funktsiooni pidevuse definitsioonist ja teoreemist [3.3] jareldub

Teoreem 4.2. Olgu funktsioonid [ ja g pidevad oma mddramispiirkonna D C R™
kuhjumispunktis Py € D. Sus ka nende funktsioonide summa f + g, vahe f — g,
korrutis fg ning, kui g(Py) # 0, siis ka jagatis /g on pidevad punktis P.

Maérkus 4.1. Eeldus g(P) # 0 teoreemis koos teoreemiga garanteerib, et
punkt Py on jagatise f/g méidramispiirkonna kuhjumispunkt.

Jareldus 4.3. Olgu f ja g pidevad funktsioonid, millel on tihine madramispiirkond.
Siis ka nende funktsioonide summa f + g, vahe f — g, korrutis fg ning, kui funkt-
sioon g pole tdheski mddramispiirkonna punktis 0, siis ka jagatis f/g on pidevad
funktsioonid.

29
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4.3. Pidevate funktsioonide liitfunktsiooni pidevus

Olgu [ € N ning olgu hulgas A C R! miiratud funktsioonid

xry = ¢1(Q) = ¢1(t17 o 7tl)7
To = ¢2(Q) = ¢2(t17 o 7tl)>

Olgu hulk D C R™ selline, et

D5 {(41(Q). - 6m(Q): Q€ A},

ning olgu hulgas D maaratud funktsioon

u= f(P)=f(z1,...,2Tm).

Siis on hulgas A méédratud funktsioon

w=f(1(Q) -, m(Q)). (4.1)

Ulaltoodud moel saadud (tipsemalt, kahe vdi enama funktsiooni jirjest rakendamise
teel saadud) funktsioone nimetatakse liitfunktsioonideks.

Teoreem 4.4. Olgu funktsioonid ¢1, . .., ¢, pidevad hulga A kuhjumispunktis Qg €
A ning olgu funktsioon f pidev punktis

Py = (61(Qo), - .-, m(Q0))-
Siis ka liitfunktsioon (4.1)) on pidev punktis Q.
TOESTUS. Olgu (@)%, selline hulga A punktide jada, et @, —— Qg. Teoree-
n—0o0

mi (pidevuse Heine kriteeriumi) pohjal piisab liitfunktsiooni (4.1]) pidevuseks
punktis Qo niidata, et

ehk, tdhistades iga n € N korral
P, = (¢1(Qn>7 SRR ¢m(@n))a

piisab néidata, et
f(B) ——= f(Ry). (4.1)

n—oo

Funktsioonide ¢4, ..., ¢,, pidevuse tottu punktis @y teoreemi pohjal
¢1(Qn) m ¢1(Q0)a ----- ) ¢m(Qn) m ¢m(QO)7

s.t. jada (P,)°2, koondub punktiks Py koordinaaditi, seega lausep()hjal P, —— P,
n—o0
ning jarelikult (jéllegi teoreemi pohjal) funktsiooni f pidevuse tottu punktis Py

kehtib (.1). 0
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4.4. Mitme muutuja elementaarfunktsioonid

Definitsioon 4.1. Olgu D C R™. Funktsioone D — R, mis on saadud (hulga D
punktide koordinaate tdhistavatest) m soltumatust muutujast 16pliku arvu aritmee-
tiliste tehete, iihe muutuja elementaarfunktsioonide ja liifunktsiooni moodustamise
operatsioonide rakendamise teel, nimetatakse m muutuja elementaarfunktsiooni-
deks.

Kui m > 2, siis m muutuja elementaarfunktsioone nimetatakse mitme muutuja
elementaarfunktsioonideks.

Jérgneva teoreemi votame kiesolevas kursuses teadmiseks ilma seda toestamata.
Teoreem 4.5. Koik mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad.

Teoreemi [4.5 saab rakendada elementaarfunktsiooni piirviadrtuse leidmisel: kui
f on mitme muutuja elementaarfunktsioon ning F, on selle funktsiooni méairamis-
piirkonna punkt, mis on iihtlasi selle madramispiirkonna kuhjumispunkt, siis teoree-

mi [4.5] pohjal
lim f(P) :f(Po)-

P—Py

4.5. Sidusas hulgas pideva funktsiooni vahepealsed vaartused

Teoreem 4.6 (Bolzano—Cauchy teoreem). Olgu funktsioon [ pidev sidusas hulgas
D C R™, olgu A, B € D ning rahuldagu reaalarv ¢ tingimust

fLA)<e < f(B)  (voi f(B) <c< f(A), kui f(B) < f(A)).

Stiis mis tahes punkte A ja B iihendaval pideval kaarel, mis sisaldub tervikuna hul-
gas D, leidub punkt C nii, et f(C) = c.

TOEsTUS. Olgu tervikuna hulgas D sisalduv punkte A ja B iihendav kaar antud
parameetriliste vorranditega

Ty =¢1(t), .., xm = On(t), tEa,f],

kus ¢1, ..., ¢, on 16igus [«, 5] pidevad funktsioonid ning

A= (¢1(@),...,0m(@)) ja B=(61(B),....0m(B)).

Siis u: [, B] 3t = f(¢1(t),...,dn(t)) € R on Ioigus [a, B] pidev funktsioon (sest
ta on pidevate funktsioonide liitfunktsioon), kusjuures u(a) = f(A) ja u(B) =
f(B); jarelikult Bolzano—Cauchy teoreemi pdohjal 16igus pideva funktsiooni vahe-
pealsetest vidrtustest leidub ¢y € [«, 5] nii, et u(tg) = c ehk, teisisonu, tdhistades

C = (¢ilto), -, dm(t0)),
F(C) = F(61(t0)s - - - dmlto)) = ulty) = c.
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4.6. Kinnises tokestatud hulgas pideva funktsiooni tokestatus

Teoreem 4.7 (Weierstrassi esimene teoreem). Tokestatud kinnises hulgas pidev
funktsioon on tokestatud selles hulgas.

TOEsTUS. Olgu funktsiooon f pidev tokestatud kinnises hulgas D C R™. Oletame
vastuviiteliselt, et funktsioon f ei ole tokestatud hulgas D. Siis iga n € N korral
leidub punkt P, € D nii, et

[f(Pu)] > n.

Jada (P,)5, on tokestatud (sest tema elemendid asuvad tokestatud hulgas D), ja-
relikult Bolzano—Weierstrassi teoreemi pohjal saame temast vilja eraldada koon-
duva osajada (P, )2 ;. Téhistame P, := lim Py ; siis hulga D kinnisuse tottu lause

n—oo
pohjal Py € D. Kuna funktsioon D > P — |f(P)| € R on pidev (sest ta on
pidevate funktsioonide D 5 P — f(P) € R ja R 3 u — |u| € R liitfunktsioon), siis
teoreemi (funktsiooni pidevuse Heine kriteeriumi) pohjal | f(Py,)| —— | f(Fo)l-
n—o0

Teiselt poolt, kuna punktid P}, rahuldavad tingimust

’f(Pkn>’ > kn — 00,

n—o0

siis | f(Pg, )| — 00. Saadud vastuolu toestab teoreemi. O
n—oo

4.7. Kinnises tokestatud hulgas pideva funktsiooni rajad

Teoreem 4.8 (Weierstrassi teine teoreem). Tékestatud kinnises hulgas pidev funkt-
stoon saavutab selles hulgas oma rajad. Teisisonu, kui funktsiooon f on pidev tokes-
tatud kinnises hulgas D C R™, siis leiduvad punktid Py, Qo € D nii, et

f(P) =sup f(P) ja f(Qo) :]i}el%f(P)~

PeD

Esitame Weierstrassi teisele teoreemile kaks toestust, millest esimene toetub
Bolzano—Weierstrassi teoreemile 2.5 ning teine Weierstrassi esimesele teoreemile.

WEIERSTRASSI TEISE TEOREEMI ESIMENE TOESTUS. Olgu funktsiooon f pi-
dev tokestatud kinnises hulgas D C R™. Téhistame

M= Iitelgf(P) ja m:= inf f(P)

ning valime iga n € N korral punkti P, € D nii, et

1
f(Pn) >M—-—.
n
Siis jada (P,)s; on tokestatud (sest tema elemendid asuvad tokestatud hulgas
D), jarelikult Bolzano-Weierstrassi teoreemi pohjal saame temast vilja eral-
dada koonduva osajada (P, )7 ;. Tahistame F, := lim P, ; siis hulga D kinnisuse
n—oo
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tottu lause 2.3 pohjal Py € D. Teoreemi [3.7] (funktsiooni pidevuse Heine kriteeriumi)
pohjal f(Pg,) —— f(F). Kuna punktid Py, rahuldavad tingimusi
n—oo

n n—oo

1
M?f(Pkn)>M—k——>M7

siis arvjada piirviirtuse séindvitsteoreemi pohjal
n—oo

Toestame niiiid sellise punkti )y € D olemasolu, mille korral f(Qo) = Iijn% f(P).
S

Selleks méargime, et ka funktsioon — f on pidev hulgas D, jarelikult eelnevalt toestatu
pohjal leidub punkt @y € D nii, et

—f(Qo) = sup(~f(P)) = — inf f(P).
aga niiiid

f(Qo) = inf f(P).

PeD

O

WEIERSTRASSI TEISE TEOREEMI [4.§] TEINE TOESTUS. Olgu funktsiooon f pidev
tokestatud kinnises hulgas D C R™. Téhistame M := sup f(P) ja oletame vastu-

PeD
vaiteliselt, et
f(P) <M iga P € D korral. (4.2)
Siis funktsioon .
g D>P+— —eR
M — f(P)

on pidev (sest ta on saadud pidevatest funktsioonidest aritmeetiliste tehete abil;
juhime veel tidhelepanu, et eelduse pohjal M — f(P) # 0 hulgas D); seega
Weierstrassi esimese teoreemi pohjal on funktsioon ¢ tokestatud. Teiselt poolt,
valides hulga D punktide jada (F,)%,, mille korral f(P,) — M, saame, et

n=1>
M — f(P,) —— 0+ ning seega g(P,) —— oo, mis on vastuolus funktsiooni ¢
n—oo n—oo

tokestatusega.

Sellise punkti @y € D olemasolu, mille korral f(Qq) = Ii)nfD f(P), saab néidata
S

tapselt samamoodi nagu eelmises toestuses. O]

Mirkus 4.2. Tingimust f(Qo) = Iijnfljf(P) =: m rahuldava punkti Qo € D ole-
S

masolu teoreemi toestuses voib ndidata ka analoogiliselt punkti F, olemasolu

toestusele, valides analoogiliselt esimese toestusega punktid @,, € D nii, et f(Q,) <

m + % (punktiks @) sobib sellisel juhul jada (Q,) mis tahes koonduva osajada piir-

vadrtus), voi, analoogiliselt teise toestusega, oletades vastuviiteliselt, et f(P) > m
1

iga P € D korral ja vaadeldes sel juhul funktsiooni h: D> P +—— e R.
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4.8. Kinnises tokestatud hulgas pideva funktsiooni iihtlane
pidevus

Definitsioon 4.2. Olgu funktsioon f méaédratud hulgas D C R™.
Oeldakse, et funktsioon f on hulgas D dihtlaselt pidev, kui iga reaalarvu ¢ > 0
korral leidub reaalarv 6 > 0 nii, et

P7Q6D7d<P7Q)<5 = |f(P)_f(Q>|<€

Vahetult definitsioonist on ilmne, et hulgas D iihtlaselt pidev funktsioon on pidev
selles hulgas. Vastupidine viide iildjuhul ei kehti. Vastavasisulisi kontraniiteid on
lihtne leida juba vahemikus méaratud pidevate ithe muutuja funktsioonide kohta —
naiteks funktsioon y = % on vahemikus x € (0, c0) pidev, kuid mitte iihtlaselt pidev.

Teoreem 4.9 (Cantori teoreem). Tékestatud kinnises hulgas pidev funktsioon on
selles hulgas thtlaselt pidev.

TOEsTUS. Olgu funktsioon f pidev tokestatud kinnises hulgas D C R™. Oletame
vastuvditeliselt, et f ei ole iihtlaselt pidev selles hulgas. Siis leidub reaalarv ¢ > 0
selliselt, et iga naturaalarvu n € N korral leiduvad punktid P,, @),, € D, mille korral

d(Pn, Qn) <

S|

Siis jada (P,)22; on tokestatud (sest tema elemendid asuvad tokestatud hulgas D),
jarelikult Bolzano—Weierstrassi teoreemi pohjal saame temast vilja eraldada

koonduva osajada (Py,)re . Tahistame Py := lim P, ; siis ka lim Qy, = B, sest
n—oo n—oo

punktid )k, rahuldavad tingimusi

n—oo

1
d(Qk,, Po) < d(Qp,s Pr,,) + d(Py,, Po) < Sh +d(Py,, Py) —— 0

ning arvjada piirvidrtuse sindvitSteoreemi pohjal seega ka d(Qy,,, Po) — 0. Hul-

ga D kinnisuse tottu lause 2.3 pohjal Py € D. Kuna funktsioon f on pldev hulgas D,
siis teoreemi [3.7] (funktsmom pidevuse Heine kriteeriumi) pohjal f(Py,) —— f(Fo)
n—oo

ja f(Qr,) —— f(P). Niiiid iihel poolt
n—oo

lim [F(Pe,) = F(Q)] = |£(Po) = F(Qo)| =0, (4.3)

teiselt poolt
’f(Pk:n) — f(an)| > ¢ igan € N korral,

seega jada piirvadrtuse monotoonsuse tottu peab kehtima vorratus

lim | f(Py,) = f(Qr,)| = >0,

n—o0

mis on vastuolus tingimusega (4.3)). O



II peatiikk.
Mitme muutuja funktsioonide
diferentsiaalarvutus

§ 1. Mitme muutuja funktsiooni osatuletised ja
diferentseeruvus

1.1. Mitme muutuja funktsiooni osatuletised
Olgu funktsioon u = f(P) = f(x1,...,x,) midratud punkti Py = (22,...,2%) € R™
mingis iimbruses.

Definitsioon 1.1. Olgu ¢ € {1,...,m}. Kui eksisteerib (16plik v6i 16pmatu) piir-
vaartus

lim f(x[1)7 s 73:?717 x? + Axi? x?Jrl’ cee 7'1:21) - f(‘x(1)7 ce 7x(7)n)
)
Az;—0 A;L‘Z

siis seda piirvddrtust nimetatakse funktsiooni f (esimest jarku ehk lihtsalt esime-
seks) osatuletiseks argumendi x; jirgi punktis P, ja tdhistatakse siimbolitega

0 ou , ,
agf(Po)a 81:-(]30)’ foi(Bo), g, (FPo),  fa(Bo)s  t, (Fo) (1.1)
Vol
of Ju , ,
axi(x?,...,x%), 8$i(:p?,...,m9n), fo@l, ), (2,2,
fo (@, 22, g (29, ..., 20).

Kui mingi hulga D C R™ igas punktis P eksisteerib 16plik osatuletis f; (P), siis
hulgas D on méaaratud (esimest jarku) osatuletisfunktsioon (argumendi x; jirgi)

fa,: D3P+ f. (P) €R,

mida nimetatakse ka lihtsalt funktsiooni f (esimest jarku ehk lihtsalt esimeseks)
osatuletiseks argumendi x; jdrgi. Seda osatuletist (s.t. osatuletisfunktsiooni) tdhis-
tatakse siimbolitega

af u / /
al’i’ 8%’ fxiv uzi’ fxia Ug, - (12)

35
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Tahistused (L.1) on tdhistustega (1.2)) histi kooskolas: (10plik) osatuletis antud punk-
tis on osatuletisfunktsiooni vadrtus selles punktis.

Maérkus 1.1. Markimaks funktsiooni v = f(P) = f(x1,...,x,,) esimest jirku osa-
tuletisfunktsiooni muutuja z; jirgi, kasutatakse tdhistuste (|1.2]) korval sageli ka té-
histusi

0 .
a u.
Markus 1.2. Vahetult osatuletise definitsioonist ndeme, et iihe muutuja funktsiooni
. C e . L . of df
y = f(x) osatuletis muutuja z jirgi on sama, mis selle funktsiooni tuletis: =~ = e
x x

(ehk, alternatiivsetes téhistustes, f. = f').

Mairkus 1.3. Vahetult osatuletise definitsioonist jareldub, et m muutuja funktsiooni
u= f(P)= f(x1,...,7,) osatuletis punktis Py = (2%, ..., 2% ) muutuja z; jirgi on
iithe muutuja funktsiooni

g(x) = f(2Y, ... ,x?_l,x,x?H, . ,:B?n)

tuletis punktis z9:
[2,(Po) = g (7).

See tdhelepanek on kasulik mitme muutuja funktsiooni osatuletiste arvutamisel:
leides funktsiooni uw = f(xy,...,z,) osatuletist muutuja x; jargi, loeme iilejidnud
muutujad x1,...,2; 1, Ty, - .., Ty fikseeritud konstantideks ning leiame osatuletise
u;, nagu iihe muutuja ; funktsiooni tuletise.

Néide 1.1. Leiame funktsiooni u = 2% sin® (27y + 5y'!) osatuletised.
Tolgendades muutujat y fikseeritud konstandina ja leides tuletise funktsioonist « kui ithe muu-
tuja x funktsioonist, saame

ul, = (.1‘4>; sin® (a:7y + 5y11) +at (sin3 (Jc7y + 5y11))/
T
= 4z® sin® (z7y + 5y*') + 2* - 3sin® (27y + 5y'*) cos(z7y + 5y't) - 72y
= 23 sin? (x7y + 5y11) . (4 Sin(x7y + 5y11) + 2127y cos(:n7y + 5y11)).

Tolegendades muutujat x fikseeritud konstandina ja leides tuletise funktsioonist « kui {the muutu-
ja y funktsioonist, saame

uy, = z* - 3sin®(z7y + 5y'!) cos(z7y + 5y't) - (27 + 55y™°)

= 32 (2" 4 55y'°) sin® (z"y + 5y'") cos(z7y + 5y'').

Mirkus 1.4. Uhe muutuja funktsiooni puhul jireldub I&pliku tuletise olemasolust
mingis punktis selle funktsiooni pidevus selles punktis. Mitme muutuja funktsiooni
puhul analoogiline véide ei kehti: m muutuja funktsiooni u = f(P) = f(x1,...,2m)
puhul ei jireldu esimest jirku osatuletiste f, (Fy), ..., [, (Py) olemasolust ja lop-
likkusest funktsiooni [ pidevus punktis Fy.
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Naiide 1.2. Niites I veendusime, et piirviirtus lim ei eksisteeri; seega funktsioon

z,y—0 2 + y2

Ty -2 2
———, Kk 0,
fla,y) =S @? +y? ety 2
0, kui 22 + 42 =0,

ei ole pidev punktis (0,0). Samas leiduvad sellel funktsiooni punktis (0, 0) 16plikud osatuletised:

hO
a0 = i, h =m0
ning, siimmeetriliselt, %(070) =0.
)

1.2. Mitme muutuja funktsiooni diferentseeruvus
Olgu funktsioon u = f(P) = f(z1,...,2,) midratud punkti Py = (29,...,2%) € R™

mingis limbruses U. Koneldes funktsiooni f argumentide zi,...,z, muutudest
Axq,...,Ax,, punktis Py, eeldame edaspidi alati, et

Pi= (2 +Axy,....2° + Az,,) €U.

Tahistame

p;:\/A:c%—i--ujLA:c%l:d(P,Po);
siis,
p—0 <— Azr;—0,i=1,....m, < dPP)—0 << P—->Dh
ja
p=0 <= Azr;=0,i=1,....m, < dP,R)=0 <— P=DFh,.

Definitsioon 1.2. Oeldakse, et funktsioon u = f(P) = f(x1,...,2,,) on diferent-

seeruv punktis Py = (29,...,22), kui leiduvad arvud Ay,..., A,, € R selliselt, et
selle funktsiooni muut punktis F,, mis vastab argumentide z,...,z,, muutudele
Axy, ..., Az,

Au:= f(P) — f(Py) = f(a) + Ay, ..., 2% + Axy,) — f(29,...,22), (1.3)
rahuldab tingimust
Au— (A Axy + - -+ A, Azy,) = 0o(p) protsessis p — 0, (1.4)
s.t.

. Au— (A Az + -+ A, Ay
lim

p—0 P

= 0.
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Allpool mérkuses veendume, et m muutuja funktsiooni diferentseeruvuse
definitsiooni juht m = 1 on kooskolas kursuses “Uhe muutuja matemaatiline
analiiiis” antud iihe muutuja funktsiooni diferentseeruvuse definitsiooniga. Eelnevalt
on aga otstarbekas m muutuja funktsiooni diferentseeruvuse moistet veidi uurida.

Jérgnev teoreem annab kaks funktsiooni diferentseeruvusega samavairset tingi-
must, mida sageli kasutatakse ka diferentseeruvuse definitsioonina.

Teoreem 1.1. Olgu funktsioon u = f(P) = f(x1,...,%y) mddratud punkti Py =
(29,...,29 ) € R™ mingis iimbruses. Jirgmised vdited on samavddrsed:

(i) funktsioon f on diferentseeruv punktis Py;

(ii) leiduvad arvud Ay,..., A, € R selliselt, et funktsiooni f muut (1.3)) esitub

kujul
Au=A1Azy + -+ ApAx, + (1.5)
kus funktsioon o = a(Awy, ..., Ax,,) rehuldab tingimust o = o(p) protsessis
p—0;
(iii) leiduvad arvud Ay, ..., A, € R selliselt, et funktsiooni f muut (1.3)) esitub
kujul
Au= A Axy+ -+ Ap Ay, + g Ay + -+ ayy Ay, (1.6)
kus funktsioonid o; = a;(Axy, ..., Ax,y,) rehuldavad tingimust — 0, 1=
p—
1,...,m.

Teoreem|l.1{on vahetu jareldus jargnevast lemmast, mida me kasutame ka allpool
teoreemide ja toestamisel. See lemma iitleb, et definitsiooni tingimusi
rahuldavad arvukomplektid Aq,..., A,,, teoreemi véite (ii) tingimusi rahulda-
vad arvukomplektid Ay, ..., A,, ning teoreemi véite (iii) tingimusi rahuldavad

arvukomplektid Aq,..., A,, on téipselt iihed ja samad. Veelgi enam, teoreemis [1.3
toestame, et kui funktsioon u = f(P) = f(xi,...,x,) on diferentseeruv punktis
Py € R™, siis tal eksisteerivad selles punktis loplikud esimest jarku osatuletised
koigi argumentide x1, ..., x,, jirgi, kusjuures ainus iilalloetletud tingimusi rahuldav
arvukomplekt Ay, ..., A, on
of of
A= —(Fy), ...... ;A= =—— ().
! (%1( b) ﬁxm( b)

Lemma 1.2. Olgu funktsioon u = f(P) = f(xy,...,xy) mddratud punkti Py =
(29,...,20) € R™ mingis iimbruses ning olgu Ay, ..., A,, € R. Jirgmised viited on
samavadrsed:

(i) funktsiooni f muut (1.3) rahuldab tingimust (1.4));

(ii) funktsiooni f muut (1.3)) esitub kujul (1.5), kus funktsioon « = a(Axy, ..., Ax,,)
rahuldab tingimust o = o(p) protsessis p — 0;
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(iii) funktsiooni f muut (1.3)) esitub kujul (1.6), kus funktsioonid a; = ca;(Axy, ..., Azy,)
rahuldavad tingimust o — 0,2=1,...,m.
p—

TOESTUS. (i)=(ii) on ilmne, kui defineerida a := Au — (A; Az + --- + A, Axy,).
(ii)=-(i) on samuti ilmne.

(ii)=(iii). Kehtigu (ii). Siis

Au — (Alel 4+ 4 AmAa:m) =«

2
a Az a Ax
=2 A 4 = 2 Ay,
pp P P
=1 Axry + - 4 Az,
T
kus a; = — ,i=1,...,m. Kuna
p
Q@
;| < |—| — 0, i=1,...,m,
pl p—0
siis a; — 0,7=1,...,m. Seega kehtib (iii).
p—
(iii)=-(ii). Kehtigu (iii). Siis kehtib valem (1.5]), kus
a=a3 Ary+ -+ Arpy;
seejuures a = o(p) protsessis p — 0, sest
« Az Ax Az Az
—|=lag— 4 ——| < ya1|| |—i—~-+\am|’ i
P P P
<o+ -+ |am| — 0.
p—0
Seega (ii) kehtib. O
Mirkus 1.5. Olgu funktsioon u = f(P) = f(z1, ...,z ) diferentseeruv punktis Py = (29,...,22) €
R™. Siis piisavalt viikeste argumentide muutude Axy, ..., Az, korral voime esituses (1.6]) eeldada,
et iga i € {1,...,m} korral mitte ainult «; — 0, vaid juba «; —0> 0
p— T;—

Toepoolest, teoreemi pohjal leiduvad Ay,..., A4, € R™ nii, et funktsiooni f muut (1.3)
esitub kujul (L.5), kus funktsion o = a(Az1,...,Az,,) rahuldab tingimust o = o(p) protsessis
p — 0. Lemma implikatsiooni (ii)=-(iii) tOestuse pohjal kehtib (1.6), kus iga i € {1,...,m}

korral
a Az,
Q; = — .
pop
Oma viite toestuseks peame leidma reaalarvu M > 0 selliselt, et kui max |Az;| < M, siis
M
mis tahes i € {1,...,m} korral o ~ 0, s.t. iga € > 0 korral leidub ¢ nii, et
€T —>
o| |Az;
|Az;| <6 o] |Azi <e. (1.7)

p
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Selleks mérgime esmalt, et kuna « = o(p) protsessis p — 0, siis iga ¢ > 0 korral leidub arv d. > 0
nii, et
o]

p<de = 7<€.

Olgu niitid ¢ € {1,...,n} ja e > 0 fikseeritud. Paneme téhele, et kui p < d., siis

PP p

le]

N

<k,

kui aga p > 6., siis

lof |Azi| _ o] |Az)

PP p O
Siit ndeme, et kui p < 01 (sel juhul % < 1), siis implikatsioon (1.7) kehtib, kui votta ¢ := & 4..
Seega piisab meil valida arv M > 0 selliselt, et tingimusest max |Az;| < M jéreldub vorratus

1<i<m

T ~. ~ 5
p < 07; niisiis, me voime votta niiteks M = \/;?

Jérgnev teoreem iitleb, et funktsiooni diferentseeruvusest antud punktis jareldub
selle funktsiooni koikvoimalike esimest jarku osatuletiste olemasolu ja loplikkus selles
punktis.

Teoreem 1.3. Olgu funktsioon v = f(P) = f(x1,...,zy) diferentseeruv punk-
tis Py = (29,...,2%) € R™. Siis funktsioonil [ eksisteerivad punktis Py lopli-

kud esimest jirku osatuletised koikide argumentide jirgi. Seejuures ainus reaalar-
vukomplekt Ay, ..., Am, mis rahuldab (m muutuja funktsiooni diferentseeruvuse) de-
finitsiooni tingimusi (ning lemma pohjal seeqa ka ainus reaalarvukomplekt
Aq, ..., A, mis rahuldab teoreemi vdite (ii) tingimusi, ning ainus reaalarvu-
komplekt Ay, ..., A,,, mis rahuldab teoreemi vdite (iil) tingimusi), on
of of
A = a_acl(PO)’ ...... , A, = %(PO).

TOEsTUS. Teoreemi [l.I]samavéérsuse (1)< (iii) pohjal leiduvad arvud As,..., A, €
R nii, et funktsiooni f muut Awu punktis F,, mis vastab argumentide z1,...,x,,
muutudele Az, ... Az, esitub kujul

Au=A Axy+ -+ Ap Ay, + g Ay + - + gy Ay, (1.8)
kus funktsioonid «; = «;(Axy, ..., Az,,) rahuldavad tingimust
ai(Axy, ..., Azy) ——— 0, i=1,...,m.

Axy,...,Axm—0
Fikseerime vabalt j € {1,...,m}. Tédhistades

Agu = f(x(l),...,x?,l,xg+ij,x2+1,...,x9n) — f(a¥, ... %),

piisab teoreemi toestuseks ndidata, et

ALu
i AL

i
Az;—0 Az, /
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(sest osatuletis a—f(Po) on defineeritud kui selles valemis esinev piirvadrtus ning
x.

lemma [1.2] pohjal rahuldavad definitsiooni tingimusi, teoreemi [1.1] véite (ii) tin-
gimusi ning teoreemi [1.1| viiite (iii) tingimusi tépselt iihed ja samad arvukomplektid
Al, R Am)

Kui Azy = -+ = Arjy = Az = -+ = Awy,, = 0, siis Ay ;u = Au, seega
valemi pohjal

Apu=Au=A; Ar; +a;(0,...,0,Az;,0,...,0) Az,
ning jarelikult

Au

Ax] —A ‘I—OZJ(O ,(Lij,O,...,O)m)Aj,

nagu soovitud. O]

Teoreem 1.4. Olgu funktsioon u = f(P) = f(x1,...,%,) mddratud punkti Py =
(29,...,2%) € R™ mingis iimbruses. Jirgmised vazted on samavddrsed:

(i) funktsioon f on diferentseeruv punktis Py,

(i) funktsioonil f eksisteerivad punktis Py koik loplikud esimest jarku osatuletised

gf (Ry), - ;f (Py), kusjuures selle funktsiooni muut (1.3 punktis Py ra-

huldab tingimust

Au — of (o) Awy 4+ + ﬁ(Po) Az, | =o(p) protsessis p— 0; (1.9)
8x1 8$m

(iii) funktsioonil f eksisteerivad punktis Py koik loplikud esimest jarku osatuletised

0 0
835 (F), . 8wf (Py), kusjuures selle funktsiooni muut (L.3)) esitub kujul
8 0
kus funktsioon o = a(Awy, ..., Ax,,) rehuldab tingimust o = o(p) protsessis
p — 0;
(iv) funktsioonil f eksisteerivad punktis Py koik loplikud esimest jirku osatuletised
0 0
83{ (Ry), - - 8:cf (Py), kusjuures selle funktsiooni muut (L.3) punktis Py esitub
kuyul
Ay = of ——(Py) Azy + -+ a—f(Po) Az, +oq Az + - - + oy Az, (1.11)
81‘1 8xm
kus funktsioonid o; = a;(Axy,. .., Ax,,) rahuldavad tingimust «; —0> 0,1=
p—

1,...,m.
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TOEsTUS. (i)=(ii) jareldub (m muutuja funktsiooni diferentseeruvuse) definitsioo-

nist [I.2] ja teoreemist [I.3]

(ii)=-(i) jéreldub definitsioonist [1.2]

(ii) < (iii) < (iv) jareldub lemmast [1.2] O
Miérkus 1.6. Kursuses “Uhe muutuja matemaatiline analiiiis” defineeriti ithe muu-
tuja funktsiooni y = f(x) diferentseeruvus punktis zo kui lopliku tuletise f’(xq)
olemasolu. See definitsioon on kooskolas m muutuja funktsiooni diferentseeruvuse

definitsiooniga [1.2] juhul m = 1.
Toepoolest, kui eksisteerib loplik tuletis

(o) = lim f(zo+ Az) — f(x0)

Az—0 Ax
fwo & &) = flwo) _ f'(x0), kehtib

tingimus « A—0> 0, kusjuures funktsiooni f muut punktis xq esitub kujul
T—

I

siis, defineerides funktsiooni a = «o(Az) =

f(xo + Ax) — f(x0) = f'(z0) Az + o Aw;

niisiis teoreemi [1.1] samavéérsuse (i)<(iii) pohjal funktsioon f on diferentseeruv
definitsiooni [1.2] (juhu m = 1) jirgi.

Teiselt poolt, kui funktsioon y = f(z) on diferentseeruv definitsiooni [L.2| mottes
(juhul m = 1), siis teoreemi pohjal eksisteerib tal punktis xy 10plik (osa)tuletis
(muutuja z jérgi) f1(vo) = f'(xo) (vt. mérkust[L.2), niisiis see funktsioon on diferent-
seeruv kursuses “Uhe muutuja matemaatiline analiiiis” antud definitsiooni méttes.

Niites veendusime, et m muutuja funktsiooni 16plike (esimest jirku) osatu-
letiste olemasolust (koigi muutujate jéargi) antud punktis ei jareldu tildjuhul selle
funktsiooni pidevust selles punktis. Jirgnev lause iitleb, et m muutuja funktsiooni
diferentseeruvus antud punktis (millest teoreemi pohjal jareldub koigi loplike
esimest jarku osatuletiste olemasolu selles punktis) toob endaga kaasa selle funkt-
siooni pidevuse selles punktis. Seega loplike esimest jirku osatuletiste olemasolust
antud punktis ei jareldu tldjuhul funktsioon: diferentseeruvust selles punktis. Veel-
gi enam: néiites vaadeldakse kahe muutuja funktsiooni, mis on pidev punktis
(0,0) ning millel eksisteerivad punktis (0, 0) loplikud esimest jarku osatuletised mo-
lema argumendi jargi, kuid mis pole diferentseeruv punktis (0,0). Seega ka antud
punktis pideva funktsiooni puhul ei jdreldu tldjuhul loplike esimest jarku osatuletiste
olemasolust selles punktis funktsiooni diferentseeruvust selles punktis.

Lause 1.5. Antud punktis diferentseeruv funktsioon on selles punktis pidev.

TOESTUS. Funktsioon u = f(P) = f(x1,...,z,) on pidev (oma médramispiirkonna
kuhjumis)punktis Py € R™ parajasti siis, kui

Au = f(P) = f(B) —> 0.

Kui eeldada, et funktsion f on diferentseeruv punktis Fp, siis see koonduvus jareldub
esitusest ((1.5)) (sest kui o = o(p) protsessis p — 0, siis ammugi « — 0). O
p—>
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Selle punkti lopetuseks toome moned néited konkreetsete funktsioonide diferent-
seeruvuse kindlakstegemisest antud punktis.

Niide 1.3. Veendume, et kahe muutuja funktsioon

(r +y)?sin kui 22 + 92 # 0,

1
fle,y) = Va2 +y?

0, kui 22 + 9% =0,

on diferentseeruv punktis (0, 0). Selleks leiame esmalt selle funktsiooni esimest jirku osatuletised
punktis (0, 0):

h?sin ——
) 0+ h,0) — £(0,0 N/ 1
91 0.0y = 1im LOEMO=FO0) 0 — V2 i sin L = 0
ox h—0 h h—0 h h—0 |h|

0
ning, stimmeetriliselt, a—f(O, 0) =0. Teoreemisamavéiérsuse (i)«<(ii) pohjal piisab funktsiooni f
Y

diferentseeruvuseks punktis (0,0) (ning on selleks iihtlasi ka tarvilik) niidata, et
f(O+ Az,04+ Ay) — £(0,0) —0Ax — 0Ay = o(p) protsessis p — 0
(siin p = \/Az2 4+ Ay?), s.t.
1
Az + Ay)?sin ——— =0 protsessis p — 0.
( y) ANEEWNT (p) p
Veendume selles. Minnes iile polaarkoordinaatidele: Ax = p cos ¢, Ay = p sin ¢, saame

1
(Az + Ay)?sin ——L1——  p?(cos ¢ + sin ¢)? sin —
VA2 4+Ay2 1
R p = p(cos ¢ + sin ¢)? sin — —— 0.

p p p p—0

Naiide 1.4. Veendume, et kahe muutuja funktsioon

0, kui 2% + 9% =0,

flx,y) =

on diferentseeruv punktis (0, 0). Selleks leiame esmalt selle funktsiooni esimest jirku osatuletised
punktis (0,0):

1
h?sin —
of _ f(0+h,0)— f(0,0) .. h2 _ g L
oz (00 = Jim, 2 M T iy hein gz =0
. . - of . e Ay s _—
ning, siimmeetriliselt, a—y(O7 0) = 0. Teoreemi |1.4{samavéirsuse (i)<(ii) pohjal piisab funktsiooni f

diferentseeruvuseks punktis (0,0) (ning on selleks iihtlasi ka tarvilik) niidata, et

f(O+ Ax,04+ Ay) — £(0,0) —0Ax — 0Ay = o(p) protsessis p — 0
(siin p = \/Az2 4+ Ay?), s.t.

(Az® 4 Ay?)sin protsessis p — 0.

1
Az? + Ay2 =o(p)
Veendume selles:

1
p?sin —

(Ax? + Ay?)sin 5

1
2 2 1
Ar® + Ay = =psin— —— 0.
P P p= p—0
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Niide 1.5. Veendume, et kahe muutuja funktsioon

.’E2y

flzy) = 22 +y?
0, kui 22 + 42 =0,

kui 22 + 4% #£0,

on pidev punktis (0,0) ning tal eksisteerivad selles punktis 10plikud osatuletised, kui ta ei ole
diferentseeruv selles punktis.
Funktsiooni f pidevuseks punktis (0,0) piisab nididata, et f(z,y) — £(0,0) = 0. Minnes
z,y—

iile polaarkoordinaatidele: Ax = p cos ¢, Ay = p sin ¢, saame

2 3 a2 b o

. . x . 1% cos® ¢ sin ) .

lim f(x,y) = lim ——— Y_ — lim ricos $sing = lim r cos® ¢ sin ¢ = 0.
z,y—0 z,y—0 x4 + y2 r—0 r2 r—0

Funktsioonil f eksisteerivad punktis (0,0) 1oplikud osatuletised

h20
of .. f(0+h,0)—f(0,0) . h2
gz (00) = Jim, h = =0
ja
0h
of .. f(0,04+h) - f(0,0) . 2,
2y "0 =i h R R

seega teoreemi |1.4] samaviirsuse (i)« (ii) pohjal on tema diferentseeruvuseks punktis (0, 0) tarvilik
(ning ka piisav), et

f(O+ Az,04+ Ay) — £(0,0) —0Ax — 0Ay = o(p) protsessis p — 0
siin p = y/Az? + Ay?), s.t.
(siin p =/ y?);
Az Ay

f(AJJ, Ay) = m = O(p) protsessis p— 0. (112)

Minnes iile polaarkoordinaatidele: Az = p cos ¢, Ay = p sin ¢, saame

p3 cos? gsin ¢

f(Az, Ay) _ p* = cos? ¢ sin .
p p
f(Az, Ay)

Siit néeme, et piirvédrtus lim ei eksisteeri (sest ta soltub lahenemisteest); seega ((1.12))

p—0
ei kehti ning jarelikult funktsioon f pole diferentseeruv punktis (0,0).

1.3. Piisav tingimus mitme muutuja funktsiooni
diferentseeruvuseks

Teoreem 1.6. Eksisteerigu funktsioonil w = f(P) = f(xy1,...,z,) punkti Py =
(29,...,29 ) € R™ mingis iimbruses loplikud (esimest jirku) osatuletised koigi argu-
mentide jdrgi, kusjuures vastavad osatuletisfunktsioonid on pidevad punktis Py. Siis
funktsioon f on diferentseeruv punktis Fy.

TOESTUS. Teoreemi toestuseks piisab néidata, et funktsiooni u = f(P) muut Au

punktis Py, mis vastab argumentide x4, ..., x,, muutudele Axy, ... Ax,,, esitub vale-

miga (|1.6]), kus funktsioonid «; = (A, ..., Az,,) rahuldavad tingimust «; — 0,
p—

1=1,...,m.
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Tahistame P := (xq,...,%,) = (2% + Axq, ..., 20 + Ax,,); siis

Au= f(P)— f(Py) = f(x1, 22,73, ..., Tin_1, Tpn) — f($(1),a:g,xg, . ,x?n_l,xgn)

:f(xla L2, T3y Tm—1, xm) - f(l'(l],l’Q,LU:;, <oy Tm—1, xm)
+ f(x(l)a L2y T35« Tm—1, xm) - f(x?7$87x37 ey Tm—1, xm)
+ f(x(l)v Iga T3, Tm-1, xm) - f(w(l)v‘r%xgv sy Tm—1, xm)
+ f@0, 25,25, 2 ay) — f(2, 2,2, 20 ad)

= gi(z1) — g1(2)) + g2(w2) — g2(23) + - + G (Tim) — Gm(2),),

kus funktsioonid g; on defineeritud vordustega

gi(x) = f(2%, ..., 20 | wwi, .. ), i=1,...,m.
Iga i€ { 1,...,m} korral funktsioon g; rahuldab 16igus [2?, z;] (voi 1oigus [x;, 2¥], kui
x; < 1Y) k01k1 Lagrange’i keskviidrtusteoreemi eeldusi; seega leidub arv 6; € (0, 1)
(mis soltub argumentide x1, ..., z,, muutudest Axy, ..., Ax,,) nii, et
gi(zi) — gi(x7) = gi(=} + 0; Aw;) Aw;
0
a:; (xh s ,33'?_1,33? + ez A-Ti;miJrla s 7$m> sz

(mirgime, et kui z; = 2%, s.t. Ax; = 0, siis sobib 6; rolli mis tahes arv vahemikust
(0,1)). Niisiis,

m

Au=Z<gz~<xi>— Z o2 2?0, Ay i, ) A

Z

kus iga ¢ € {1,...,m} korral

afL‘Z P()) AJ}Z + Zzl Oéi(AﬂL’l, c. ,Al‘m) Al’i7

ou , 0 ou , 4 0

0
ai(Axy, ..., Azy) = a—xi(:pl, ey Ty T F O AT X Ty) — oz, (], ..y 2,,).
_ u du . :
Kuna osatuletised (s.t. osatuletisfunktsioonid) — e B oL pidevad punktis P,
.1]1 Xz
siis funktsioonid ay, . . ., a,, rahuldavad tingimust «; —O> O:ni =1,...,m, ning seega
p—

funksioon f on diferentseeruv punktis Fj. O]

Markus 1.7. Mitme muutuja funktsiooni f diferentseeruvusest punktis F ei jireldu
tildjuhul tema osatuletiste (s.t. osatuletisfunktsioonide) pidevus punktis Fy.

Niide 1.6. Niites [I.4] veendusime, et kahe muutuja funktsioon

) 1 .
f(x y) _ (x2+y2) Ssin m7 kul Jj2—|—y2 # O,
0, kui 22 + 4% =0,
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on diferentseeruv punktis (0,0). Niitame, et kogu tasandil R? eksisteerivad 16plikud osatuletised

0
%(m,y) ja g(:c, y), kuid osatuletisfunktsioonid g—i ja a—z ei ole pidevad punktis (0,0).
Naites veendusime, et %(O’O) = g—ch(O, 0) = 0. Kaikjal hulgas R? \ {(0,0)}
of 5 oy . 1 ' . 1 5 a1 2z
%(x’y) = ((m +y )Smm ) =2z S e + (" +y )CObx2 2 a2
2z 1

= 2z sin

— cos .
22 £ g2 22 g2 22 1 42
e e . of S C . . of .
Siit ndeme, et piirvadrtus lim ——(x,y) ei eksisteeri (ning, lisaks, osatuletis —— on punkti (0,0)
z,y—0 Ox ox

of . . .
igas limbruses tokestamata); niisiis osatuletis 6—f ei ole punktis (0,0) pidev.
X

Téepoolest, valides iga n € N korral r,, > 0 nii, et — = 2n7 (s.t. r, = ), ning tdhistades

1
e V2nm

P, :=(r,,0) ja Qp := (—7ry,0), saame, arvestades, et r, —— 0,
n—oo

n—0o0
Samal ajal
0 1 2 1 2 2
—f(Pn) = 27y, sin — — % cos — = 2rp sin2nm — — cos2nw = —— —— —0
Ox Th Tn Tn Tn Tp N—00

0
ning, analoogiliselt, a—i(Qn) — 0.

n—oQ

0 . - . .0
Siimmeetriliselt saame, et piirvdartus limO a—f(:v,y) ei eksisteeri (ning, lisaks, osatuletis of
z,y—0 0y Yy

0
on punkti (0,0) igas timbruses tokestamata); niisiis osatuletis a—f ei ole punktis (0,0) pidev.
Y

Néide 1.7. Niites [1.3] veendusime, et kahe muutuja funktsioon

1
Zgin ———
flz,y) = LA Sn\/z2+y2’

0, kui 22 +y% =0,

kui 22 + ¢ #0,

on diferentseeruv punktis (0,0). Niitame, et kogu tasandil R? eksisteerivad 1oplikud osatuletised
0 0 0 0
a—i(m,y) ja a—f(x, y), kuid osatuletisfunktsioonid a—i ja a—zjj ei ole pidevad punktis (0,0).

Naites veendusime, et g—f(0,0) = ?(0, 0) = 0. Kaikjal hulgas R? \ {(0,0)}
€T Y
of _ 2 1 '
%(‘ra y) - ((:L' + y) S1 \/m)l
2(z + y) sin ! + (2 4+ y)?cos ! < 2@ )
=2z sin ——— - .
4 22 + 2 y /22 + 42 2(x2 +y2)g
1 2 1
=2(z+y) sin _zl@ty) cos

22 ¥ y2 (a2 4y2)2 /22 + 2

0 c . of . .
Siit ndeme, et piirvdartus lim —f (x,y) el eksisteeri; niisiis osatuletis —f ei ole punktis (0,0)
z,y—0 ox ox
pidev.
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Toepoolest, minnes iile polaarkoordinaatidele: x = r cos ¢, y = 7 sin ¢, saame

0 1 7 2(cos in ¢)?
i(x, y) = 2r(cos ¢ + sin ¢) sin — — reos¢ri(cos¢ + sing) cos —
oz T r3 T
1
= 0(1) — cos ¢ (cos ¢ + sin ¢)? cos — protsessis r — 0.
T
Valides iga n € N korral r, > 0 nii, et — = 2nw (s.t. r, = 2—), ning tahistades P, :=
T nm
(rn c0s 0,7y, 80 0) = (7, 0) ja Qp := (ry cos 5,y sin §) = (0, r,), saame, arvestades, et r,, —— 0,

n—roo

P, —— (0,0) ja @, —— (0,0).

n—oo n—oo
Samal ajal
of RS
a—(Pn) = 0(1) — cos0(cos0 +sin0)° cos — = o(1) — cos2nm = o(1) = 1 —— —1,
T Tn n— o0
0 2 1
a—i(Qn) =o(1) — cosg (cosg + sin g) Cos o= o(1)—0 — 0;

0
jarelikult funktsiooni piirvadrtuse Heine kriteeriumi pohjal piirviartus 1im0 6—f(1, y) el eksisteeri.
z,y—0 Ox

Siimmeetriliselt saame, et piirvidrtus lim a—f(:z:,y) ei eksisteeri; niisiis osatuletis a—f ei ole

z,y—0 0y Y
punktis (0,0) pidev.

1.4. Kahe muutuja funktsiooni diferentseeruvuse
geomeetriline tolgendus (kahe muutuja funktsiooni
graafiku puutujatasand)

Definitsioon 1.3. Olgu kahe muutuja funktsiooni z = f(z,y) méaaramispiirkond
D C R2% Hulka

{@y.f@y): (0,y) €D} R
nimetatakse funktsiooni f graafikuks.

Definitsioon 1.4. Olgu kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) pidev punkti (zo, yo) €
R? mingis iimbruses. Tahistame M, := (x07y0,f($0,y0)) (mérgime, et punkt M,
asub funktsiooni f graafikul).

Tasandit m nimetatakse funktsiooni f graafiku puutujatasandiks punktis My, kui
graafiku punkte M := (JE, y, f(z, y)) ja My iihendava sirge ning selle tasandi vaheline
nurk ldheneb protsessis (z,y) — (zo, yo) nullile.

Paneme téhele, et funktsiooni f pidevuse tottu punktis (xg, yo) on punkti (z,y)
ldhenemine punktile (xg, yo) (s.t. piirprotsess (x,y) — (zo,yo)) samavidrne graafiku
punkti M = (z,y, f(z,y)) lihenemisega punktile M, (médda seda graafikut). See-
tottu sonastatakse graafiku puutujatasandi definitsioon sageli ka jargmiselt: tasan-
dit m nimetatakse funktsiooni f graafiku puutujatasandiks punktis My, kui graafiku
punkti M lahenemisel punktile M, (m6oda seda graafikut) liheneb neid punkte
iithendava sirge ja selle tasandi vaheline nurk nullile.
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Jérgnev teoreem iitleb, et pideva kahe muutuja funktsioon: diferentseeruvus antud
punktis tihendab geomeetriliselt selle funktsiooni graafiku (z-teljega mitteparalleelse)
puutujatasandi olemasolu vastavas graafiku punktis.

Teoreem 1.7. Olgu funktsioon z = f(P) = f(z,y) pidev punkti Py := (x¢,Yyo)
mingis umbruses. Kui funktsioon f on diferentseeruv punktis Py, siis tema graa-
fikul eksisteerib puutujatasand punktis My = (xo,yo,f(Po)). Selle puutujatasandi
vorrand on

of

Z—f(Po):%(Po) (x—$0)+g—§(Po) (Y — vo)- (1.13)

Teiselt poolt, kui funktsiooni [ graafikul eksisteerib punktis My puutujatasand, kus-
Juures see puutujatasand pole paralleelne z-teljega, siis funktsioon f on diferentseeruv
punktis Fy.

TOEsTUS. Olgu funktsioon z = f(x,y) diferentseeruv punktis Fy. Veendumaks,
et tasand on tema graafiku puutujatasand punktis M, piisab ndidata, et
graafiku punkti M := (z,y, f(z,y)) lihenemisel punktile M, (mddda graafikut)
neid punkte ldbiva sirge ja selle tasandi vaheline nurk ldheneb nullile ehk, teisisonu,
téhistades P := (z,y), vektori

W: (x_$0>y_y07f(P)_f(P0>)

ja tasandi (1.13) normaalvektori

i (LS. —)

e
vaheline nurk A(MOM , ﬁ) léheneb tédisnurgale 7 protsessis P — Fy. Téhistame

pi=d(P,Py) =+/(x —x0)>+ (y — %)

Kuna piirprotsess P — P, tdhendab, et p — 0, ning

A(MOME,ﬁ)%g e cos Z(MpM, i) — 0,

—
siis jadb meil ndidata, et cos A(MOM, ﬁ) —0> 0. Selleks mérgime, et
p—

e
| MoM -1
COSL(MOM,n) = ——
| MoM]| |7

— — —
(siimbolid |MoM |, |7i] ning Mo M -7 téhistavad vastavalt vektorite MoM ja i pikkust
ning nende skalaarkorrutist). Kuna funktsiooni f diferentseeruvuse tottu punktis P,

5L (B0 (a0} + 5 (R (5=0) = (F(P) -1 () = ofp)  protsessis p =

MoM it = =
s
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siis
oy L olp) 1 p o)
Z M M, = T = 75
cos £(MoM. ) = 1 STSE T [od] p o
(sest

MM | =/l = 2o + ly = wol? + [£(P) — F(B)|” = \/o? + |1(P) = 1P| = 0

ning seega 0 < ﬁ} < 1), nagu soovitud.
MoM

Teiselt poolt, eksisteerigu funktsiooni z = f(z,y) graafikul z-teljega mitteparal-
leelne puutujatasand punktis My; olgu selle puutujatasandi vorrand

z— f(Py) =A(x —x0)+ B(y— ). (1.14)

Margime, et m := (A, B, —1) on selle puutujatasandi normaalvektor.

Mirkides, nagu eelnevaski P = (z,y), p := d(P,Py)) = \/(x — 20)>+ (y — %0)?
jaM = (z,y, f(z,y)) = (z,y, f(P)), piisab funktsiooni f diferentseeruvuseks punk-
tis Py naidata, et

A($—$0)+B(y—y0)—(f(P)—f(Po))

> 0
P p—0
N
ehk, teisisonu, M 5 0 Kuna
p—0
—_— — — T
MoM -, MyM-m |[MM| —— . |MM)|
— = |mi| = |m| cos Z(MoM,m) ———,
p |MoM]| || P p

e
kusjuures cos A(MOM, m) — 0 (sest tasand (|1.14) on funktsiooni f graafiku puu-
p—

t MoM-m

tujatasand), siis, veendumaks, e —O> 0, piisab néidata, et
p—

}mm:

O(1) protsessis p — 0.
p

Selleks, arvestades, et

2

?

M| e+ P = s \/1 . ‘f(P> — f(P)
P P p

piisab ndidata, et

f(P) - f(R)
p

= O(1) protsessis p — 0.
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Selleks méargime, et

|f(P) 0)‘
‘f (Fo) — A<5’7—$0)—B(Z/—yo)‘+‘A’|$—$0’+’B|‘y—yo|
= [ML| + |A\ 2 — ol + Bl Iy = o,

kus punkt L := (z,y, A (z — z9) + B (y — yo) + f(Fo)) on punkti M libiva z-teljega
paralleelse sirge ja puutujatasandi loikepunkt.

Tahistades tdhega N punkti M ristprojektsiooni puutujatasandile , pane-
me téhele, et koik (taisnurksed) kolmnurgad AM LN on sarnased (sest kdik hiipote-
nuusid M L on paralleelsed — nad on paralleelsed z-teljega — ning koik kaatetid M N
on paralleelsed — nad on 1is risti puutujatasandiga (1.14)), seega leidub konstant x > 0

nii, et alati |‘Z /<,|MN‘ Téahistades tdhega 1 punkte M ja M, libiva sirge ja
puutujatasandi (1.14) vahelise nurga, saame niiiid, et

ML|  |MN| oo
— p— = K sin
| MoM | | MoM | p=0

Siit jareldub, et “piisavalt viikeste” p vidrtuste korral

72 < 443 = 2+ 117) s < 2L I

seega

|f(P) = f(P)
2

1(P) = F(P0)| < 1Al | = 0] + 1By — ol + £ +

ning jarelikult

|f(P);f(P0)\ 1< 2/A|+2|B| + 1.

ZL‘
p o

1.5. Mitme muutuja funktsiooni esimest jarku
taisdiferentsiaal
Olgu funktsioon u = f(P) = f(z1,...,z,,) diferentseeruv punktis Py = (2¥,...,29) €
R™.
Definitsioon 1.5. Avaldist
ou ou

du(Po) = df(Po) = a,jL' (Po) Al’l + -+ %(Po) AZL’m

nimetatakse funktsiooni f (esimest jirku ehk lihtsalt esimeseks) tdisdiferentsiaaliks
punktis Fy, mis vastab argumentide x1, ..., x,, muutudele Az, ..., Az,,.
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Kui funktsioon u = f(P) = f(x1,...,2,) on diferentseeruv hulga D C R™ igas

punktis P, siis, fikseerides argumentide x4, . . ., z,, muutude vairtused Axy, ..., Ax,,
(s.t. lugedes need muudud fikseeritud konstantideks), voime selle funktsiooni esi-
mest jarku tédisdiferentsiaali tolgendada muutuja P (ehk siis m muutuja x4, ..., z,,)

funktsioonina du = du(P) (ehk, teisiti tdhistades, df = df (P)):

0 )
du = du(P) = O—Z(P) Ay + -+ %(P) Az,

ehk (jittes eelnevas esituses argumendi P kirjutamata)

ou ou
du = — Ax1+ -+ — Ax,,.
8x1 ! al‘m
Igai € {1,...,m} korral nimetame arqumendi x; diferentsiaaliks dx; tema muu-

tu Ax;, s.t.
deiI:Al’i, Z:L,m
See tdhistus on motiveeritud jargneva aruteluga: kui tolgendada argumendi x; diferentsiaali
dz; (m muutuja) funktsiooni v = z; diferentsiaalina, siis

1
Tit1

dei =dv=v, Axi+---+v, Az +v, Azi+v, Avigq+---+v, Azp

Vastavalt sellele tahistusele

ou ou
du=—d s+ ——dxy,.
U B, T, + +8xm €T

Mirkus 1.8. Vahetult on kontrollitav, et kui funktsioonid v = f(P) = f(x1,...,2m) ja v =

g(P) = g(x1,...,zy) on diferentseeruvad punktis Py € R™, siis mis tahes arvude «, 8 € R korral
ka funktsioon a f + g on diferentseeruv selles punktis, kusjuures

d(a f+B9)(P) = adf(Py) + Bdg(F).

1.6. Mitme muutuja liitfunktsioonide diferentseerimine

Olgu funktsioon
U:f(P) :f(xla"'axM)

miiratud hulgas D C R™ ning olgu hulgas A C R! méiratud funktsioonid

sellised, et
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Sel juhul saame vaadelda liitfunktsiooni

u=9(Q) =g(tr,....t1) == f(61(Q),- .., om(Q))
= f(1(tr,.. . t)s e (e, 1)), Q= (t1,..., ) € A. (1.15)

Teoreem 1.8. Olgu funktsioonid ¢1, ..., ¢, diferentseeruvad punktis
Qo= (1Y,.... 1) €A
ning olgu funktsioon f diferentseeruv punktis
Py=(a),....20) = (1(Qo), .., dm(Qo)) € D.

Siis ka listfunktsioon (1.15) on diferentseeruv punktis Qo. Seejuures iga j € {1,...,1}
korral
9oi

ot

maf

i=1 z;

ou
a_tj(QO) = (Po) =, (Qo)-

TOESTUS. Teoreemi toestuseks piisab veenduda, et funktsiooni u = ¢(@) muut
punktis )y, mis vastab argumentide 1, ..., muutudele Atq, ..., At

Au

gt + Aty )+ AY) — g8, 20
= f(o(B) + Aty, .. )+ AL, o) + Aty 8] + AY))
—f(on( 1) w8, 1))

esitub kujul
Au:ClAt1++ClAtl+fylAt1++’ylAtl,

kus iga j € {1,...,1} korral

0, =3 2im) %iqy)

1=

ning, tihistades r := /At? + - - + At?, funktsioon v; = v;(Aty, ..., At;) rahuldab
tingimust ; —0> 0.
rT—r

Funktsiooni f diferentseeruvuse tottu punktis Fp esitub argumentide x4, ..., x,,
muutudele Az, ..., Az, vastav funktsiooni f muut punktis F, valemiga
of of
F(P) = f(Po) = 5 =(Po) Axy o+ -+ 4 5 (Po) Ay + a1 Ay + -+ + g A,
1 m

kus P = (21 + Azy,...,2, + Azy,) ning iga @ € {1,...,m} korral funktsioon
a; = «a;(Axyq, ..., Ax,,) rahuldab tingimust o; — 0 (siin, nagu koikjal, p =
p—

VAz? + -+ Az2). Téhistame edaspidises

Ax; = ¢i(t? + Aty, ... 1)+ At) — (),..., 1)), i=1,...,m.
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Kuna funktsioonid ¢4, . .., ¢,, on diferentseeruvad punktis Qo, siisigai € {1,...,m}
korral

0
oty
kus iga j € {1,...,1} korral funktsioon 3; = Bi(Aty,...,At;) rahuldab tingimust
ok — 0 (siin, nagu ennegi, r = \/At? + - - + At?). Niisiis,

¢z

Az, = (QO) Aty + BEAL + -+ B A,

(Qo) Aty + -

7j=1
l m
of - 0o
Po) + i) B + i’ At
=C1 At + -+ CLAL + 71 Aty + -+ Aty
kus
i :
_Z« +ozz)ﬁ”+al gb(@@), j=1,...,1L
Teoreemi toestuseks jaab veenduda, et funktsioonid ~, ..., rahuldavad tingimust
S s 0,7 =1,...,1 Selleks piisab nédidata, et iga i € {1,..., m} korral o, — 0,
r—> r—
milleks arvestades, et « —O> 0, piisab ndidata, et p —0> 0. Kuna funktsioonide
p— r—
o1, ..., Oy diferentseeruvusest punktis Qg jareldub nende funktsioonide pidevus sel-
les punktis, siis iga ¢ € {1,...,m} korral Ax; ="y 0, jarelikult p — 0, nagu
r— r—
soovitud. O]

Konkreetsuse mottes sonastame teoreemi eraldi juhu jaoks, kus m = 3 ja
[ =2.
Olgu funktsioon
w=f(P)=f(z,y,2)
médratud hulgas D C R? ning olgu hulgas A C R? miiratud funktsioonid
v=2(Q) =z(u,v), y=y@Q)=yuv), z=2(Q)=z(uv) (1.16)
sellised, et

D> {(2(Q).4(Q).2(Q): Qe Al.

Sel juhul saame vaadelda liitfunktsiooni

w = g(Q) = g(“?”) = f(I(Q)ay(Q)’Z(Q)) - f(x(u,v),y(u,v),z(u,v)),
Q= (u,v) € A. (1.17)
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Teoreem 1.9. Olgu funktsioonid (1.16)) diferentseeruvad punktis Qo = (ug,vy) € A
ning olgu funktsioon f diferentseeruv punktis

Po = ($0;y0720> = <x<Q0)7y(QO>7Z(QO)) €D

Siis ka liitfunktsioon (1.17) on diferentseeruv punktis QQy. Seejuures

%(po) 8_1*(@0) + a_f(PO) @(Qo) + 8—f(Po) %(Qo%

o (P 92 (Qo) + af L3 % Qo) + L (P (o)

%@o) -
% (Qn) =

Jareldus 1.10 (Lagrange’i keskvidrtusteoreem mitme muutuja funktsioonide jaoks).
Olgu funktsioon u = f(P) = f(x1,...,T,) pidev punktides Py = (29,...,2%), P =
(2%+Axy, ..., 20 +Ax,,) € R™, kus P % Py, ja diferentseeruv neid punkte ihendava
sirgloigu igas punktis, vilja arvatud, voib-olla, punktides Py ja P endis. Stuis leidub
reaalarv 6 € (0,1) nii, et

(P - 1R =Y St

ehk, teisissonu, punkte Py ja P thendaval sirgloigul leidub punkt R nui, et

o2l +0Am,,) A,

TOESTUS. Vaatleme funktsiconi

O(t) = f(a) +tAxy, ..., 20 +tAx,,) :f(<b1(t),...,gz§m(t)), t €[0,1],

kus ¢;(t) = 2+t Az, i =1,...,m;siis f(P) — f(Py) = ®(1) — ®(0). Funktsioon ®
rahuldab 16igus [0, 1] koiki Lagrange’i keskvéddrtusteoreemi eeldusi — ta on selles
16igus pidev ning, vastavalt teoreemile [1.8] vahemikus (0,1) diferentseeruv, sest mis
tahes t € (0,1) korral funktsioonid ¢, ..., ¢, on diferentseeruvad punktis ¢ ning
funktsioon f on diferentseeruv punktis

= (qbl(t), .. ,gbm(t)) = (¥ +tAxy, ... ,:1721 +tAx,,);

seejuures

1) = 2RI A0 + e+ 2 (P00 = Y SR A

=1

Lagrange’i keskvédrtusteoreemi kohaselt leidub arv 6 € (0,1) nii, et &(1) — ®(0) =
®’(0) ning jéarelikult, tihistades R := Py = (29 + 0 Axy, ..., 2% + 0 Ax,,),

f(P) = f(Py) = ®(1) — ®(0 Z 31’1 (Py) Ax; = Zaxl ) Az;.



§ 2. Tuletis etteantud suunas. Gradient

2.1. Kolme muutuja funktsiooni juht

Olgu funktsioon v = f(P) = f(z,y,z) miiratud punkti Py = (z¢,¥0,20) € R3
mingis imbruses ning ldbigu punkti Py suunatud telg [, mille suund on méiratud
vektoriga 5= (a,b,c). Mérgime, et

a=|5 cosa, b=|[5cosp, c¢=]5]cosy,

kus |s] = Va?+ b+ ¢ on vektori § pikkus ning «, § ja 7 on nurgad telje [ ja
vastavalt z-, y- ja z-telje vahel.

—

Toepoolest, tdhistades siimbolitega Z, i
s.t. #:=(1,0,0), ¥ := (0,1,0) ja Z:= (0,0,1

ja Z vastavalt z-, y- ja z-telje suunalise iihikvektori,
), saame {iihelt poolt,

—

§5:Z=al4+b0+c¢0=a,

teiselt poolt aga
§-%=18]|Z| cosa =1§] cos

niisiis @ = |5] cosa. Vordused b = |5] cos 8 ja ¢ = |5] cosy tdestatakse analoogiliselt.

Siit ndeme, et vektori § suunaline {ihikvektor on §) := (cos «, cos (3, cos 7).

Definitsioon 2.1. Kui eksisteerib piirvaartus

f(zo + tcosa,yo + tcos B, zg + tcosy) — f(xo, Yo, 20)

lim
t—0 t
— lim f(xo + 7|8] cos av, yo + T|5] cos B, zo + T|5] cosy) — f(zo, Yo, 20)
T—0 7‘|§|
— lim f(zo + ta,yo + tb, 2o + tc) — f(o, Yo 20)
t—0 t|§1 ’

siis seda piirvaartust nimetatakse funktsiooni f tuletiseks punktis Py telje | suunas
(vOi vektori § suunas) ja tdhistatakse siimbolitega

of ou of ou
W(POX E(POL a_g(PO)’ 8_§<P0)
vOi
0 0 0 0
8—{(%,3/0,20), a—?(ﬁoyyoazo), a—£($07y0720)7 a—ls_b,(xmyo,zo)-

Mirkus 2.1. Vahetult definitsioonist jareldub, et funktsiooni y = f(x, vy, z) osatuletis punktis P,
vastavalt muutuja z, y ja z jargi on funktsiooni f tuletis punktis Py vastavalt x-, y- ja z-telje
suunas.

Definitsioon 2.2. Vektorit

grad f(Py) := V(Py) == (fo(Po), fu(Po), fL(P))

nimetatakse funktsiooni f gradiendiks punktis F.

25
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Siimbolit V loetakse: “nabla” voi “atled”. Nimetus “nabla” tuleb heebreakeelsest sonast vana-
aegse harfisarnase muusikariista kohta — elava fantaasiaga lugeja suudab kindlasti leida teatava
sarnasuse selle simboli ja harfi vahel; “atled” on “delta” loetuna tagant ettepoole, siimbol V on
tagurpidi siimbol Al

Teoreem 2.1. Olgu funktsioon v = f(P) = f(x,y, z) diferentseeruv punktis Py =
(w0, Yo, 20) € R3. Siis funktsioonil f eksisteerib punktis Py tuletis mis tahes vektori
§ # 0 suunas, kusjuures see tuletis on vordne gradiendi V f(FPy) ja vektori § suunalise
thikvektor: skalaarkorrutisega:

of s Vf(R)-s

a—g(Po):Vf(Po)' ElGI (2.1)

TOEsTUS. Olgu §7 = (ay,by,c¢1) vektori § # 0 suunaline iihikvektor, s.t. § =

S . . .
— Defineerime funktsiooni

5]
g(t) = f(xo + tar, yo + thy, 2o + te).

Kuna funktsioon f on maaratud punkti (zg, yo, 20) mingis timbruses, siis funktsioon g
on madratud punkti ¢ = 0 teatavas iimbruses. Kuna

0 t th ter) — t) —g(0
OF ) — i T20 0100t ) = floocz0) 000 = 000

o
05 150 t 10 =¢(0),

siis tuletis —{,(PO) eksisteerib parajasti siis, kui eksisteerib tuletis ¢'(0); seejuures

need tuletised on vordsed. Funktsioon g on tolgendatav liitfunktsioonina

g(t) = f(¢1(t)7¢2(t)7¢3(t)>7

kus
$1(t) = 2o +tar,  Pa(t) = yo +tb1,  P3(t) = 20 + tey.

Kuna

e funktsioonid ¢1, ¢ ja ¢3 on diferentseeruvad punktis 0, kusjuures ¢} (0) = a,
¢5(0) = b1 ja ¢5(0) = cy;

e funktsioon f on diferentseeruv punktis Py = (g, yo, 20) :(¢1(0), $2(0), gbg(O)),

siis liitfunktsiooni diferentseerimise reegli (teoreemi |1.8)) pohjal funktsioon g on di-
ferentseeruv punktis 0, kusjuures

9'(0) = f2(F) 1(0) + f;(Fo) #5(0) + fL(Fo) ¢5(0)
= fo(Bo) a1 + [ (Fo) b + fL(By) e1 = Vf(By) - 81 = Vf(R) -

|

I

il

—

niisiis %(PO) = ¢(0) = Vf(DR) - % nagu soovitud. O
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Mairkus 2.2. Kui teoreemis loobuda eeldusest funktsiooni f diferentseeruvuse
kohta punktis Py, siis valem (2.1 iildjuhul ei kehti.

Niide 2.1. Vaatleme funktsiooni
u= f(v,y,2) = Jzyz.

Sellel funktsioonil on punktis (0,0,0) olemas 16plik tuletis mis tahes suunas: kui § = (a,b,c) on
vektor pikkusega 1, siis

) 0+ ta,0+th,0+tc) — £(0,0,0 Vtatbt tvab
*{(07070) = lim f0+ta,0+ 1,0+ tc) = (0,0,0) = lim 22 iy YO Yabe,
0s t—0 t t—0 t t—0 t

Eelnevast néhtub ka, et funktsioonil f eksisteerivad punktis (0,0, 0) 16plikud osatuletised muutujate
x, y ja z jargi (sest need osatuletised on tuletised vastavalt z-, y- ja z-telje suunas), kusjuures

£2(0,0,0) = £(0,0,0) = f2(0,0,0) = 0;
niisiis V£(0,0,0) = (0,0,0). Seega mis tahes {ihikvektori § = (a, b, ¢) korral
V£(0,0,0) - §= 0a + 0b + Oc = 0,

kuid %(o, 0,0) = Vabc # 0, kui a,b, ¢ # 0.

Teoreem 2.2. Olgu funktsioon v = f(P) = f(x,y, z) diferentseeruv punktis Py, =
(w0, Yo, 20) € R3. Siis funktsiooni f tuletis punktis Py mis tahes suunas ei ileta le-
ma tuletist selles punktis gradiendi V f(Py) suunas (ehk, teisisonu, tuletis gradiendi
suunas on kotkvoimalikes suundades voetud tuletiste maksimaalne vddrtus). Funkt-
stooni f tuletis punktis Py gradiendi ¥V f(Py) suunas on vordne gradiendi V f(Pp)

pikkusega.

ToEsTUS. Funktsiooni f tuletis punktis Py vektori § # 0 suunas on teoreemi
pohjal, téhistades siimboliga 6 nurga selle vektori ja gradiendi V f(F,) vahel,

of V() -5 |V f(Po)]|5] cos
Zah N

(siin siimbol |V f(P)| téhistab gradiendi V f(Py) pikkust). Niieme, et sellel tuletisel
on suurim voimalik vaartus juhul, kui cos = 1, s.t. 8 = 0 ehk, teisisonu, vektori §
ja gradiendi V f(F) suunad iihtivad. Eelnevast vordusteahelast ndeme ka, et tuletis
punktis Py gradiendi V f(P,) suunas on

of
OV f(R)

(Fo)

= |V f(Py)| cosb

(Fo) = ‘Vf(POHCOSO = ‘Vf(Po)’-

2.2. Kahe muutuja funktsiooni juht

Kahe muutuja funktsiooni tuletis antud suunas ja gradient defineeritakse analoogi-
liselt kolme muutuja funktsiooni juhuga. Seejuures kehtivad teoreemide [2.1] ja
analoogid, kusjuures ka nende analoogide toestused jadvad peaaegu sona-sonalt sa-
maks.
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Olgu funktsioon u = f(P) = f(z,y) méiratud punkti Py = (z¢,yo) € R? mingis
timbruses ning labigu punkti Fy suunatud telg [, mille suund on méaratud vektoriga
§ = (a,b). Mérgime, et

a =15 cosa, b=15] cosp,
kus |5] = v/a? + b? on vektori § pikkus ning « ja § on nurgad telje [ ja vastavalt z-
ja y-telje vahel.

Téepoolest, tihistades siimbolitega & ja ¢ vastavalt x- ja y-telje suunalise iihikvektori, s.t.
Z:=(1,0) ja ¢ := (0,1), saame iihelt poolt,

§-Z=al+b0=a,

teiselt poolt aga
§-%=18]|Z| cosa =8| cos

niisiis a = |5] cos . Vordus b = |5] cos § tOestatakse analoogiliselt.

Siit ndeme, et vektori § suunaline iihikvektor on &) := (cos a, cos 3).

Definitsioon 2.3. Kui eksisteerib piirvadrtus

f(xo+tcosa,yo+tcosB) — f(zo, yo)

lim
t—0 t
o Flau+ 7l3]cos oo + 7l cos B)  f(an. )
70 7|5
— lim f(zo + ta,yo + tb) — f(x0,v0)
t—0 t|§| ’

siis seda piirvaartust nimetatakse funktsiooni f tuletiseks punktis Py telje | suunas
(voi vektori § suunas) ja tdhistatakse siimbolitega

of ou of ou
E(P‘])’ E(PO)’ a—g(Po), a_§<P0)
vol of ) of )
u u
E(ﬂﬂo,yo), E(-%'an(])? 8_§($0’y0)’ a—g(l‘o,yo)-

Mirkus 2.3. Vahetult definitsioonist jareldub, et funktsiooni y = f(x,y) osatuletis punktis P,
vastavalt muutuja x ja y jirgi on funktsiooni f tuletis punktis P, vastavalt z- ja y-telje suunas.

Definitsioon 2.4. Vektorit

gradf(Po) = Vf(P()) = (f;(P()), f;(Po))
nimetatakse funktsiooni f gradiendiks punktis F,.

Teoreem 2.3. Olgu funktsioon u = f(P) = f(x,y) diferentseeruv punktis Py =
(o,y0) € R Siis funktsioonil f eksisteerib punktis Py tuletis mis tahes vektori
§ # 0 suunas, kusjuures see tuletis on vordne gradiendi V f (Py) ja vektori § suunalise
thikvektor: skalaarkorrutisega:

of s Vf(R)-s§

a_g(PO) = Vf(R) - ElG (2.2)
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|t

TOESTUS. Olgu §; = (a1, by) vektori § # 0 suunaline iihikvektor, s.t. § =

il

Defineerime funktsiooni

g(t) = f(xo + tay, yo + thy).

Kuna funktsioon f on méératud punkti (zo,yo) mingis iimbruses, siis funktsioon ¢
on midratud punkti ¢ = 0 teatavas timbruses. Paneme tihele, et tuletis

aji(PO) ~ lim fxo + tay, yo + thy) — f(zo, yo) . M
05 t—0 t t—0

=¢'(0)

eksisteerib parajasti siis, kui eksisteerib tuletis ¢’(0); seejuures need tuletised on
vordsed. Funktsioon g on tolgendatav liitfunktsioonina

g(t) = f(o(t), ¥(1)),

kus
¢(t) = 29 + tal, w(t> =X -+ tbl.

Kuna

e funktsioonid ¢ ja ¢ on diferentseeruvad punktis 0, kusjuures ¢'(0) = a; ja

¥'(0) = by
e funktsioon f on diferentseeruv punktis Py = (zo,y0) =(4(0),%(0)),

siis liitfunktsiooni diferentseerimise reegli (teoreemi |1.8)) pohjal funktsioon g on di-
ferentseeruv punktis 0, kusjuures

g'(0) = fo.(Fo) ¢(0) + f,(Fo) ¢'(0)
= fe(Po) ay + f(Po) by = Vf(Fy) - §1 = V() -

B

&L

niisiis Z—Ji(Po) =¢'(0) = Vf(P) - —, nagu soovitud. O
B

[H] 7

Mairkus 2.4. Kui teoreemis [2.3] loobuda eeldusest funktsiooni f diferentseeruvuse
kohta punktis Py, siis valem (£2.2)) iildjuhul ei kehti.

Naiide 2.2. Vaatleme funktsiooni
= f(xay) =9 :L,Zy.

Sellel funktsioonil on punktis (0,0) olemas 16plik tuletis mis tahes suunas: kui §= (a,b) on vektor
pikkusega 1, siis

—=(0,0) = lim : = lim

t%O t t—0

f(0+ta,0+tb) — f(0,0) Vﬁﬁ%:hm\ci Va2b.

t—0

Eelnevast ndhtub ka, et funktsioonil f eksisteerivad punktis (0,0) 1oplikud esimest jarku osatule-
tised muutujate x ja y jirgi (sest need osatuletised on tuletised vastavalt vektorite (1,0) ja (0,1)
suunas), kusjuures

£:(0,0) = £,(0,0) = 0;
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niisiis V f(0,0) = (0,0). Seega mis tahes tihikvektori § = (a,b) korral
V£(0,0)- 5= 0a+0b=0,

kuid %(0,0) = Va2 # 0, kui a,b # 0.

Teoreem 2.4. Olgu funktsioon w = f(P) = f(x,y) diferentseeruv punktis Py =
(0,v0) € R% Siis funktsiooni [ tuletis punktis Py mis tahes suunas ei fileta te-
ma tuletist selles punktis gradiendi V f(Py) suunas (ehk, teisisonu, tuletis gradiendi
suunas on koikvoimalikes suundades voetud tuletiste maksimaalne vddrtus). Funkt-
stooni f tuletis punktis Py gradiendi ¥V f(Py) suunas on vordne gradiendi V f(Pp)

pikkusega.

TEOREEMI TOESTUS kordab sona-sonalt teoreemi [2.2] toestust (villja arvatud,
et teoreemi [2.1] asemel toetutakse teoreemile [2.3)). O



§ 3. Korgemat jarku osatuletised ja diferentsiaalid

3.1. Korgemat jarku osatuletised

Olgu funktsioon u = f(P) = f(z1,...,2,) midratud punkti Py = (29,...,2%) € R™
mingis imbruses ning olgu i € {1,...,m}. Kui funktsioonil f eksisteerib igas punk-
tis P punkti Fy mingist iimbrusest ¢/ loplik osatuletis f; (P), siis selles iimbruses on
madratud osatuletisfunktsioon

fo s UD Pr— [ (P)€R.

Definitsioon 3.1. Olgu j € {1,...,m}. Kui osatuletisfunktsioonil f; eksisteerib
punktis % (I6plik voi 1opmatu) osatuletis muutuja x; jirgi (f3,);,(Fo), siis seda
osatuletist nimetatakse funktsiooni f teist jarku (ehk lihtsalt teiseks) osatuletiseks

punktis Py (muutujate z; ja x; jargi) ja tdhistatakse siimbolitega

O’ f 0*u ; ,
O O, (P0)7 O O (PO)a fmixj (PO)a u:ﬂix]-(PO)v ffﬂj (.LDO)7 (1 (PO) (3]_)
J 1 J 7
voi
0% f 0 0 0%u 0 0 " 0 0 I 0 0
8xa$(x177xm)7 axax(ajl7;xm)7 fg;L%(lj,,l’m)? uxlxy(x17,:vm)7
J 7 j 3
fa:ig;j (x(l)’ .. 737?71), uxixj ({E[I), e 71,'971)

Seejuures, kui j # 1, siis seda teist jirku osatuletist nimetatakse segaosatuletiseks.

Kui mingi hulga D C R™ igas punktis P eksisteerib 1oplik teist jarku osatuletis
vz, (P), siis hulgas D on médratud (teist jirku) osatuletisfunktsioon (argumentide
z; ja x; jirgi)
[l D3P [l (P)ER
mida nimetatakse ka lihtsalt (funktsiooni f) teist jarku (ehk lihtsalt teiseks) osa-
tuletiseks (argumentide x; ja x; jirgi). Seda osatuletist (s.t. osatuletisfunktsiooni)
tahistatakse siimbolitega

0*f D%u " "
Ox; 0x;”  Ox;0x;’ fowyr Unwyr Joy Uiy (3.2)

Tahistused (3.1)) on téhistustega (3.2]) hasti kooskolas: (1oplik) teist jarku osatuletis
antud punktis on vastava osatuletisfunktsiooni viirtus selles punktis.

Uldiselt,

2 f a((%) 0 a(;;)

8xj 8@ - an ’ (%j E)xz B c%j ’

ff;'/i-'l‘j - (f;:2>jr]7 ugixj = (u/ml);],
fffﬂj = <fxz')$w Uiy = (uwz)xj

61
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Me kasutame téahistusi (juhu j =i jaoks)

2 2 2 2
o°f  0f Ou O Fom =g
—- —- L. T 2 L. T 2
Ozr;0x; Oz} Ox;0r; ~ Ox? T w K (3.3)
Jaizi = 22y Ugizm; =0 Ug2.

Naiide 3.1. Leiame funktsiooni

2?2 —y?

TY——>3,
u= f(x,y) = 2 +y?
0, kui 2% + 9% =0,

kui 2% + 9% #£ 0,

teist jirku osatuletised. Kui (z,y) # (0,0), saame vahetult diferentseerides

6f( )= 23y — a3 ! :x4y+4m2y3—y5
Oz 21y ), (22 + 12)2

)

millest siimmeetria pohjal
of
a*y(% y) =

seega, jillegi vahetult diferentseerides,

82f< - <x4y + 4x?y3 — ys)l =4zt 4+ 120

x5 — 4x3y2 — xy4.
(22 + y2)2 )

922 Y (22 +y?)? (z2 +y?)3
ja
9 f o.1) = oty + da2y® — B\’ B 26 + 9zty? — 9x2yt — F
ayoz Y = (22 +12)? , (z2 +y2)3 ’
millest siimmeetria pohjal vastavalt
0% f —1225y + 4x3y3
72(337 y) = 2 2\3
dy (=% +y?)
ja
2 f o.4) = 26 + 9zty? — 9g2yt — F
dray YT (22 +y2)3
Leiame funktsiooni f esimest jarku osatuletised punktis (0, 0):
af .. f(0+h,0)—f(0,00 .. 0-0
or "0 =T, “im =
8f( 0) = lim £(0,0+h) — f(0,0)_hmO 0 _0
dy h—0 h h—0 ’

Niiiid saame leida funktsiooni f teist jéirku osatuletised punktis (0, 0):

of
927 0 = h ST o
0 0 —hd
%f f(O 0+h)—i(0 0) — 0 X
(0,0) = lim Oz Oz = lim -2 = lim =-1
Oy Ox h—0 h h—0 h h—0 hb ’
of of
327f(0 0) = lim 3y(0 e 8y(070) = lim 0-0_ =0
oy2 h—0 h h=0 h ’
of of ho
2 7(0 + h70) 7(070) - 0 5
o*f (0,0) = lim Oy Oy i B _ R )
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Uldiselt, (m muutuja) funktsiooni kérgemat jirku osatuletised defineeritakse re-
kurrentselt, sarnaselt teist jarku osatuletistega. Haarame jirgnevas kaasa ka (eelne-
vas juba defineeritud) teist jarku osatuletiste juhu.

Olgu n > 2, kusjuures eeldame, et meil on defineeritud m muutuja funktsiooni
n — 1 jarku osatuletisfunktsioonid.

Olgu funktsioon u = f(P) = f(x1,...,,,) midratud punkti Py = (20,...,29) €
R™ mingis timbruses ning olgu iy, ...,4, € {1,...,m}. Eksisteerigu funktsioonil f
igas punktis P punkti Py mingist umbrusest U lophk n—1 jarku osatuletis fxn 1% L (P)
(muutujate x;,,...,z;, , jargi). Siis selles iimbruses on médratud n — 1 Jarku osa-

tuletisfunktsioon

foh U3 P fI

Tijq Ty _ Ty - a:l 1

(P) e R.

Definitsioon 3.2. Kui n—1 jarku osatuletisfunktsioonil fé?‘lgz _, eksisteerib punk-

tis Py (1oplik voi 1opmatu) osatuletis muutuja x;, jargi (fgcz1 2 1), (Py), siis seda
osatuletist nimetatakse funktsiooni f n-ndat jarku (ehk lihtsalt n- ndaks) osatuleti-

seks punktis Py (muutujate x;,, ..., z; jdrgi) ja tihistatakse siimbolitega
n n
ﬁ@o)a ﬁ(f’o)a £ (Po), W) L (Ro), (3.4)
farq;l...min (Fo), Uy, ..xiy (Po)
VOl
n n
ﬁ(m?, oY), ﬁ(m?, oY),
1 @al), ) L (@l al),
foiy.ou, (29,...,22), Uy, i, (29,...,22).

Seejuures, kui moned indeksitest i1, . . . , 7, pole omavahel vordsed (s.t. tegemist pole
olukorraga, kus x;,,...,z;, on iiks ja sama muutuja), siis seda n-ndat jarku osa-

tuletist nimetatakse segaosatuletiseks.

Kui mingi hulga D C R™ igas punktis P eksisteerib loplik n-ndat jarku osa-
tuletis féz)xm(P), siis hulgas D on médratud (n-ndat jarku) osatuletisfunktsioon
(argumentide x;,, ..., x;, jdrgi)

f i D3 P— [ (P)ER,

xil vy

mida nimetatakse ka lihtsalt (funktsiooni f) n-ndat jdrku (ehk lihtsalt n-ndaks)

osatuletiseks (argumentide x;,, ..., x;, jdrgi). Seda osatuletist (s.t. osatuletisfunkt-
siooni) tdhistatakse siimbolitega
o f o f
f:rll ugjl)mzna fril..winv Uy, iy, - (3~5)

&rin s E)xil ’ 8xin e (%il ’

Tahistused (3.4) on téhistustega (3.5) hésti kooskolas: (l6plik) n-ndat jarku osa-
tuletis antud punktis on vastava osatuletisfunktsiooni vadrtus selles punktis.
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Uldiselt,

an—lf on—1y
anf a(faxin—lmaﬁil ) 8"u 8(azin—lmaxil )
- ) - )

-1 -1
P ey = (P00 Ve Wl = (0, )l

1

fil?il < Lip - (f(EZl ‘..:Din71 )xzn I u(Eil Ly, - (uiﬂil ""’Einfl )xm .

Maérkus 3.1. Méarkimaks funktsiooni u = f(P) = f(x1,...,x,) n-ndat jirku osa-
tuletist muutujate x;,,...,2; jirgi, kasutatakse tihistuste korval sageli ka
tahistusi
o | o
0$in s a[Eil f 1 0:17“1 cee 81’2'1 w

niisiis (kooskolas mérkuses [1.1] kirjeldatud tihistustega)

o 0 ot
8:1;2-” e 8377;1 f - 6:1;2-” <8$in_1 cee 8% f) '

Mitme muutuja funktsioonide korgemat jarku osatuletiste markimisel kasutatak-
se teist jarku osatuletiste puhul kasutatavate lihtsustavate tihistuste (3.3) analooge:
néiteks kolme muutuja funktsiooni u = f(z,y, x) korral

agf . a3f f/// e
Ox Oz Ox Qg3 ree e
Of =: of f(5) . f(5)
0r02020xdy  Oxdz20xdy’ v et

Ff 0
Oy Oy Oy dx 020z  Oy30x 022’

6  _. (6
fzzxyyy — fz21y3‘

Definitsioon 3.3. Olgu n > 2. Oeldakse, et m muutuja funktsioon f on n korda
diferentseeruv punktis P € R™, kui funktsioonil f eksisteerivad selle punkti mingis
timbruses koikvoimalikud n — 1 jirku osatuletised, kusjuures need osatuletised (s.t.
osatuletisfunktsioonid) on punktis P diferentseeruvad.

3.2. Piisavaid tingimusi segaosatuletiste soltumatuseks
diferentseerimise jirjekorrast

Eelneva punkti niite [3.1] funktsiooni v = f(x, y) puhul kehtis véljaspool punkti (0,0)

vordus fj, = fi., s.t. samade muutujate jirgi voetud segaosatuletis ei soltunud

diferentseerimise jarjekorrast. Samas pole see mitte alati nii: selles samas niites
2y(0,0) # f7:(0,0).

Selles punktis anname moned piisavad tingimused segaosatuletiste soltumatuseks
diferentseerimise jéarjekorrast.
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Teoreem 3.1. Olgu funktsioonu = f(P) = f(x,y) kaks korda diferentseeruv punktis
P = (z,y) € R%. Suis

foy(P) = fa(P).
TOESTUS. Teoreemi eeldustel leidub reaalarv d > 0, mille korral funktsioonil f

eksisteerivad (esimest jérku) osatuletised (s.t. osatuletisfunktsioonid) f; ja f, punkti
P = (z,y) imbruses (xr —d,z + d) X (y — d,y + d). Defineerime funktsiooni

Teoreemi toestuseks piisab néidata, et, iihelt poolt,

_ 2 2 :
®(h) = f,,(x,y) h* + o(h”) protsessis h — 0 (3.7)
ning, teiselt poolt,
®(h) = f (z,y) h* + o(h*) protsessis h — 0, (3.8)
sest nende esituste kehtides f; (z,y) + o(:;) = fo(T,y) + O(hh;) protsessis h — 0,

"

millest jireldub, et f7 (z,y) = f,.(z,y).
Esituse (3.7) saamiseks fikseerime vabalt h € (—d, d) \ {0} ja defineerime funkt-

siooni
o) =f(&y+h)—f(&y), €(@—dz+d); (3.9)
siis
®(h) = ¢(z + h) — p(x).
Kuna funktsioon ¢ rahuldab 16igus [z, z + h] (voi 16igus [z + h, 2], kui h < 0) koiki
Lagrange’i keskvairtusteoreemi eeldusi, kusjuures

siis leidub arv 6 € (0, 1) nii, et

®(h) = ¢p(z+h)—d(z) = ¢ (x+0h) h = (fi(x+60h,y+h)— fi(x+6h,y)) h. (3.10)

Kuna osatuletis(funktsioon) f. on diferentseeruv punktis P = (z,y), siis tema muut
punktis P esitub kujul

fi(z + Az,y + Ay) — fi(z,y)
= fi(z,y) Az + fI (z,y) Ay + o1 (Az, Ay) Az + ax(Az, Ay) Ay,

kus funktsioonid oy ja s rahuldavad tingimust o;(Ax, Ay) T 0,7 =1,2.
ZT, y_)

Seega
fi(x+6hy+h)— fl(x+0h,y)
folw 40,y + h) — fi(z,y) — (folz +0h,y) — fr(z,y))
fo(z,y) Oh + f;’y(x, y) h + aq(0h, h) Oh + az(0h,h) h
— (f;’z(:m y) Oh + a1 (0h,0) 0h)
= f" (z,y) h + ay(6h, h) Oh + as(6h, h) h — a1 (6h, 0) 6h.

zy
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Niisiis, arvestades, et «ay(6h,h)60h + as(6h,h)h — a1(6h,0)0h = o(h) protsessis
h — 0,
®(h) = (fi,(z.y) b+ o) h = f7,(x,y) B* + o(h) h = f7,(x,y) h* + o(h)
protsessis h — 0.

Esitus (3.8) saadakse stimmeetriliselt (defineerides funktsiooni ¥ (n) = f(z +
h,n) — f(,n) ja pannes téhele, et ®(h) = (y + h) — P(y)). 0

Jérgnev teoreem iitleb, et teoreemi 2.1 vidide jadb kehtima ka veidi teistsuguste
eelduste korral.

Teoreem 3.2. Eksisteerigu funktsioonil u = f(P) = f(z,y) punkti P = (z,y) € R?
mingis imbruses segaosatuletised f, ja f,,, kusjuures need osatuletised (s.t. osa-
tuletisfunktsioonid) on pidevad punktis P. Siis

fry(P) = [u(P).

TOESTUS. Teoreemi toestus on oma iildideelt sarnane teoreemi [3.1] toestusega. Teh-
tud eeldustel leidub reaalarv d > 0, mille korral funktsioonil f eksisteerivad punkti
P = (z,y) iimbruses D := (z — d,z + d) X (y — d,y + d) teist jérku osatuletised
(s.t. osatuletisfunktsioonid) f;, ja f,, (ning seega iihtlasi ka esimest jérku osatu-

letised (s.t. osatuletisfunktsioonid) f ja f;). Defineerides funktsiooni (3.6), piisab

(analoogiliselt teoreemi [3.1] toestusele) saada esitused (3.7) ja (3.8]).
Téapselt nagu ka teoreemi [3.1] toestuses defineeritakse esituse (3.7 saamiseks koi-

gepealt funktsioon (3.9) ning seejérel saadakse (ithe muutuja funktsiooni) Lagran-
ge’i keskvédrtusteoreemile toetudes esitus (3.10). Kuna funktsioonil f eksisteerib
ristkiilikus D 16plik segaosatuletis f , siis funktsioon

rahuldab 16igus [y, y + h] (voi 16igus [y + h, y|, kui b < 0) koiki Lagrange’i keskvédr-
tusteoreemi eeldusi, kusjuures

v'(n) = fr,(x +0h,n),
jarelikult leidub arv 8 € (0,1) nii, et

folx + 0h,y + h) — fu(x + 0h,y) = v(y +h) —v(y) = v'(y + Oh) h
= f (x+ 0h,y + 0h) h.

Osatuletise f; pidevuse tottu punktis (v,y)

foy( +0h,y + On) = f” (z,y) +o(1) protsessis h — 0,

zy

seega

®(h) = (fr,(z,y) +o(1)) B* = fi,(x,y) h* + o(h®) protsessis h — 0.

xy
Esitus (3.8) saadakse siimmeetriliselt (defineerides funktsiooni ¢ (n) = f(x +
h,n) — f(x,n) ja pannes tihele, et ®(h) = 1 (y + h) — (y)). O
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Selle punkti I6petuseks toestame {ihe olulise jarelduse teoreemist

Jareldus 3.3. Olgu funktsioon u = f(P) = f(x1,...,x,) n korda diferentseeruv
punktis P = (z1,...,2z,) € R™. Siis funktsiooni f n-ndat jirku osatuletised punk-
tis P ei soltu diferentseerimise jdirjekorrast.

TOEsTUS. Toestame jarelduse induktsiooni abil funktsiooni f diferentseeruvuse jér-
gu n jargi. Juhul n = 2 kehtib jéreldus teoreemi [3.1] pohjal. Eeldame niitid, et n > 2
ning et jareldus kehtib, kui seal arv n asendada arvuga n — 1. Naitame, et niisugusel
eeldusel kehtib jareldus ka iilaltriikitud kujul.

Niisiis, eeldame, et funktsioon u = f(P) = f(x1,...,2,) on n korda diferentsee-
ruv punktis P = (xy,...,z,) € R™ Olguiy,..., i, € {1,...,m} ning olgu ji, ..., j,
indeksite 1,...,n mingi imberjirjestus (s.t. hulkadena {j;,...,7,} = {1,...,n}).
Jarelduse toestuseks peame niitama, et

1) (PY = 0 L, (P). (3.11)

n

Selleks mérgime, et

£ (PY=(F0 ) (P da £ L (P)=(f07D, )L (P) (3.12)
i1 Lip [ 7oy | xln le--- Z]n 7 eellg xljn

J1 In—1
Kui j, = n, siis j1,...,Jn_1 on indeksite 1,...,n — 1 timberjirjestus, seega tehtud
eelduse pohjal n — 1 korda diferentseeruva funktsiooni n — 1 jéirku segaosatuletiste

soltumatusest diferentseerimise jarjekorrast kehtib punkti P teatavas iimbruseses
n—1 n—1 . . .
vordus f( ). = féih,_?xijnfl ning jérelikult kehtib ka (3.11]).

Eeldame nuﬁd7 et jo #n, st. j, € {1,...,n—1} jan € {j1,...,jn_1}, ning
mérgime {1,...,n — 1} \ {jn} = {ki,.. . kna}; siis ka {j1,...,Jn1} \ {n} =
{k1,...,kn—2}. Tehtud eelduse pohjal n — 1 korda diferentseeruva funktsiooni n — 1
jarku segaosatuletiste soltumatusest diferentseerimise jarjekorrast kehtivad punkti

P teatavas timbruses vordused

f(n—l) _ r(n-1) _ (f(n—2) )’
xil "'Iinfl xikl ...wikn_z xijn xikl ...wikn_z xijn
ja /
f(n—l) — r(n-1) _ (f(n—2) )
Tigy w4 Liggy = Fig,,_5Tin Tigy - Thip, o/ Tiy?

millest vorduste (3.12)) pohjal saame, et

£ P = (P2, V) (P) = (2, ) (D)

i1 iy ik, iy kp_o’ Tij, Tin
Ja

1 P = (2 ) (P = (2, )L (P,

'k kp_go’ Tin T; . ky kp—2 Jin
n
millest, arvestades, et teoreemi [3.1] pohjal antud punktis kaks korda diferentseeru-
va funktsiooni teist jarku segaosatuletised selles punktis ei soltu diferentseeruvuse
jirjekorrast,

i (P)y= (2, )

1 Yy k2

"

Xy .
Yin

s.t kehtib vordus (3.11), nagu soovitud. ]

(P) = (f 2, Vo (P) =10 L (P),

"kq k" o/ TipTi;

o
n Jin
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3.3. Korgemat jirku diferentsiaalid
Olgu funktsioon v = f(P) = f(z1,...,z,) diferentseeruv hulga D C R™ igas punk-

tis P. Fikseerides argumentide x1,...,x,, diferentsiaalide vaartused dxi,...,dz,,
(s.t. lugedes need diferentsiaalid fikseeritud konstantideks), voime selle funktsiooni
esimest jarku téisdiferentsiaali tolgendada muutuja P (ehk siis m muutuja xq, ..., )

funktsioonina du = du(P):

du = du(P) = g—xfl(P) dey + -+ ;x_{n(P) dx,.
Eeldame niiiid, et funktsioon f on fikseeritud punktis P € D kaks korda diferent-
seeruv (s.t. osatuletisfunktsioonid gﬂi % on diferentseeruvad punktis P). Siis
(vt. mérkust ka selle funktsiooni esimest jarku téisdiferentsiaal du (tolgendatu-

na eespool kirjeldatud viisil m muutuja funktsioonina) on diferentseeruv punktis P,
kusjuures tema taisdiferentsiaal selles punktis avaldub kujul

d(du)(P) = d af)(P)d:v1+ o d(- of )(P)dmm:id@f)(mdmi.

833'1 axm _ axz
of
Téahistades selles vorduses osatuletisfunktsioonide —— 8_ taisdiferentsiaali-
x
de avaldistes argumentide x4, ..., x,, diferentsiaalid ( elguse huv1des) siimbolitega
dxq,...,0x, (eristamaks neid fikseeritud vaartustest dzq, ..., dx,,), s.t.
of 0 f o0 f _
P) = P)o P)ox,,, =1,...,m,
(8:(:1)( For oz L) o0T et e () 0m, "
saame
d(du)(P Z i P)ox; |dzx; = ii O (P) dz; dx;.
GQ:J 8:0 3 Oz Ox; J

=1 j=1

Selle diferentsiaali vadrtust (s.t. funktsiooni f esimest jarku téisdiferentsiaali du
taisdiferentsiaali d(du) vadrtust punktis P), kui dx; = dz;, 1 = 1, ..., m, nimetatak-
se funktsiooni f teist jarku (ehk lihtsalt teiseks) tdisdiferentsiaaliks punktis P ja
tihistatakse siimboliga d*u(P) voi d*f(P):

2

dPu(P) = ZUZI 8% axz P) dx; dz;. (3.13)
Kui funktsioon u = f(P) = f(x1,...,2,) on hulga D C R™ igas punktis kaks
korda diferentseeruv, siis analoogiliselt esimest jarku téisdiferentsiaali juhuga voi-
me argumentide xq, ..., z,, diferentsiaalide dx1, ..., dx,, fikseeritud viartuste korral
funktsiooni f teist jarku tédisdiferentsiaali tolgendada muutuja P (ehk siis m muu-
tuja z1,...,x,) funktsioonina d?u = d*u(P); seejuures esitusest (jittes seal

argumendi P kirjutamata) saame, et
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Juhime tdhelepanu, et funktsiooni f kaks korda diferentseeruvuse tottu hulgas D
(jarelduse pohjal)
o*f of
8:1:]- 8:131 N 8:62 81']'

koikide 4,5 € {1,...,m} korral.

Nii néiteks kahe muutuja funktsiooni z = f(z,y) teist jarku téisdiferentsiaal esitub

kujul

32f >’f *f
dx d

ayoz TV 52

kolme muutuja funktsiooni u = f(x, Yy, z) teist jarku taisdiferentsiaal esitub kujul

dz = df = 22 da® + 2

dy®,

0% f 0% f 0 f
d —df—axQd —|—Wd +a2d2
0 f 0 f 0 f
+20y8:vdxdy+2820ydydz+28za$ dx dz
jne.

Funktsiooni kolmandat ja korgemat jarku tdisdiferentsiaalid defineeritakse ana-
loogiliselt. Uldiselt, kui n > 2, siis n korda diferentseeruva funktsiooni u = f(P) =
f(x1, ..., xy) n-ndat jarku tdisdiferentsiaal d"u defineeritakse rekurrentselt vordu-
sega d"u = d(d"'u), kus n — 1 jirku téisdiferentsiaali d"~'u avaldises argumenti-
de z1,...,x,, diferentsiaalid dz1, ..., dz,, loetakse fikseeritud konstantideks ja seda
taisdiferentsiaali tolgendatakse m muutuja x4, . . ., x,, funktsioonina ning selle funkt-
siooni téisdiferentsiaalis d(d" 'u) voetakse argumentide z1,...,,, diferentsiaalid
0xy,...,0x, vordseks vastavalt diferentsiaalidega dx1, ..., dz,,.

Nii néiteks funktsiooni v = f(P) = f(z1,...,x,) kolmandat jarku téisdiferent-
siaal on

m

d*u = d(d*u) ‘5;;:1 =day,....0Tm=dTm d(z Z D1, 0, dx; dmj)

i=1 j=1
m m 82f
B ZZ (d(ax] Ox; )

dr1=dx1,....,0Cm=dTm

=1 j=1
m m m 3
= Z Z L 0Ty, dx; dz;
i=1 j=1 k=1 a 8x] 8xl dx1=dx1,....,0tm=dTm
pu— e d 7 d d
Z Z Z 8$k a$]~ &E, L1 Qg ATk
i=1 j=1 k=1

ja, analoogiliselt, neljandat jarku taisdiferentsiaal on

m m m m 84f
du=>"33Y"> 51 Oy 07, O, dr; dz; dzy, dx

i=1 j=1 k=1 I=1
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ning, iildiselt, n-ndat jarku tédisdiferentsiaal on

m

"u= Z > &%8 f dzi, - -~ di,.

11=1 in=1 z

———

n summamarki
Arvestades, et n korda diferentseeruva funktsiooni n-ndat jarku segaosatuletised ei
soltu diferentseerimise jirjekorrast, saame siit naiteks valemid kahe muutuja funkt-
siooni z = f(z,y) korgemat jarku téisdiferentsiaalide jaoks:

>’ f o f >’f o f
3 2
d’z = 8$3d +3882dx dy+38y28 dx dy? +a3dy,
o f rf . o f o f s  O0Uf
4 4 3 2 2 4 3
d*z = 8x4d + 883d dy—i-GayanQda: dy* + 8y38xdxdy +a4dy

jne. Sarnasuse tottu binoomvalemiga esitatakse {ildine valem kahe muutuja funkt-
siooni z = f(z,y) n-ndat jirku téisdiferentsiaali jaoks kujul

N e 0 "
dz(%dx—i-a—ydy) f



§ 4. Taylori valem mitme muutuja funktsiooni jaoks

Teoreem 4.1 (Taylori valem jaikliitkmega Peano kujul). Olgu funktsioon

u= f(P)= f(z1,...,%m)

n korda diferentseeruv punktis Py = (z9,...,2%) € R™. Siis mis tahes punkti P =
(T1, ..., Tm) jaoks punkti Py teatavast imbrusest U kehtib valem
~ d* f(Ry)

k=1
f(Py)  d’f(P) d" f(Fo)
2!0 3!0+"'+ n!0

kus diferentsiaalide df (Py),...,d" f(Py) avaldistes

= f(Py) +df(Py) +

+

_ o 0 P
dv, = Az, =z, —x;, 1=1,...,m,

ning, tahistades

p= /At + -+ AcZ = d(P, Ry,
funktsioon a,, = o, (Axq, ..., Axy,) rehuldab tingimust o, = o(p™) protsessis p — 0.

TOESTUS. Tdestame teoreemi induktsiooni abil funktsiooni f diferentseeruvuse jargu n jirgi. Kui
n = 1, siis teoreem kehtib teoreemi samavéirsuse (i)<(iii) pohjal. Eeldame niitid, et n > 2
ning et teoreem kehtib, kui seal arv n asendada arvuga n — 1. Néitame, et niisugusel eeldusel
kehtib teoreem ka iilaltriikitud kujul. Uleskirjutuste lihtsustamiseks kasutame jéargmisi tihistusi:
etteantud arvude Azq,..., Az, hi, ..., Wy € R korral tdhistame AP := (Axq,...,Az,,) € R™
jah:=(hy,...,hy) € R™ ning

Py+ AP := (29 + Azy,..., 2% + Az,,) € R™,
Py+ AP+ h:= (294 Az + hy,...,2° + Az, + hyy) € R™,
AP+ h:=(Azy + hy,...,Azy + hy) € R™.

Niisiis, eeldame, et funktsioon v = f(P) = f(z1,...,2Zm,) on n korda diferentseeruv punktis
Py = (29,...,20) € R™. Teoreemi toestuseks tuleb niiidata, et funktsioon a,, = a,(AP) =

an(Azy, ..., Ax,y,), kus

n_ ok
an(AP) := f(Po+ AP) — f(FP) — Z : fk(!PO)

k=1

1

:f(PoJrAP)*f(PO)*ZEZ"' Z ﬁ(PO)AIh'“A%M
k=1" tk

i1=1 ip=1

rahuldab tingimust ., (AP) = o(p™) protsessis p — 0, kus p = \/Ax? +--- + Ax2,.

Olgu & > O selline, et funktsioon f on diferentseeruv punkti P, e-imbruses U := {P €
R™: d(P, Py) < ¢}. Néitame, et funktsioon a,, on diferentseeruv punkti (0, ...,0) € R™ e-iimbruses
Uy := {(Azq,. .., Azp): /AT + - + Ax2, < ¢}. Selleks mirgime kdigepealt, et

AP = (Azy,...,Ax,) €Uy = Py+AP= (2} + Axy,...,20 + Az,,) €U.

71
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Olgu AP = (Axy,...,Axy,) € Up. Kui h:= (hy,...,hy) € R™ on selline, et AP + h € Uy, siis
an (AP + h) — a,(AP)

m

:f(P0+AP+h)—f(P0+AP)—Zg§(

) hi

- Z %l Z Z o, faz (Po) ((Azi, +hiy) -+ - (Aziy, + ki) — Ay, -+ - Awy, ).
k=2 " i1=1 = tk 1

Kuna Py + AP € U, siis funktsioon f on diferentseeruv punktis Py + AP, seega

f(Po+ AP +h) — f(Py+ AP) = Z (Po + AP) hi + B(h),

-1 l
kus funktsioon 8 = 3(h) = B(ha, ..., h,,) rahuldab tingimust 3(h) = o(r) protsessis r := \/h? -+ hZ =
0, jarelikult
F(Py+ AP +h) — f(Py+ AP)
[ Of of
= Py+ AP) — Py) ) hs h).
2_)(8%( vt ap) = 2Ly )+ 500
. . . : of .
Iga i € {1,...,m} korral esimest jarku osatuletisfunktsioon —— on n — 1 korda diferentseeruv

0x;
punktis Py, seega tehtud eelduse pohjal teoreemi kehtivusest ju}iul, kui seal arv n on asendatud
arvuga n — 1, saame, et

of
81’1‘

n—1 jk¢ O0f
o (py = 32 Do B apy

13 &, oRE
= EZ"'ZW(PO)A% Az, 4+ vi(AP),

(Py+AP) —

kus funktsioon 7; = ;(AP) rahuldab tingimust +;(AP) = o(p"~!) protsessis p — 0, seega

n—1 m m
1 T
< o Z . Z ﬁ(ﬂ)) Az, - Axy, + %‘(AP)) hi + B(h)

_ Z( % Z . Z ﬁ(%)mu Azik> h; +Z%(AP) hi + B(h).

=1 “k=1 i1=1 =1 =1
Teiselt poolt, iga k& € N korral on funktsioon w: R¥ > (21,...,2;) + 2z1---2, € R dife-
ow . s
rentseeruv, kusjuures 7 —— (21, 26) = 21 - zj_12j41 - 2z iga j € {1,..., k} korral, seega, téhis-

tades Az := (Az,. .. ,Azk),

k ow

3 — (21, .., 26) Azj + Y (Az)

(2'1—|—Az1)-~-(zk+Azk)—z1-~-zk—

= Zzl Tt Zi—1 AZj 241 Rk + wk(AZ),
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kus, mirkides o := \/Az? + - + AzZ, funktsioon ¢ = 1bx(Az) rahuldab tingimust vy (Az) =
o(o) protsessis o — 0. Seega mis tahes k € {2,...,n} jaiy,...,i € {1,...,m} korral

(Azy, + hiy) - (Azy, + hyy ) — Ay, - - Axy,,

k
= ZA.’E“ S AZ‘Z‘J;l hij Al‘ij+1 Ay, + Bih...,ik (h),
j=1

kus funktsioon B;,, i, = Bi,,...., (R) rahuldab tingimust 5;, . ;, (k) = o(r) protsessis r — 0.Mis
tahes k € {2,...,n} jaj € {1,...,k} korral, tdhistades summeerimisindeksi i; iimber indeksiks i
ja summeerimisindeksid ¢1,...,%j_1,%j41,..., i, vastavalt indeksiteks i1,...,95_1,

m  m m akfl(aaf)
- Z Z N Z: al‘ik71 - 781771 (PO) Amil : 'Axik—l hi,

Zf Z Z 7(P0)((A;(;1—|—h1)--~(Al'1+h1)—A«Ti1~-~A-73ik)

k=2 i1=1 zk:1a " 9 Lk

n 1 m m akf k
B k! Z Oz, ---0x; (Fo) <Z Az, - Ay hig Awi gy - Awy + Biy 'Llc(h’)>
k=2 """ i1=1 dp=1 " Lk j=1
n 1 m m m akfl(aaj)
SRR S G B (R) Ay Aol
k=2 i=lii=1 dp_q=1  ‘k=1 “
m n—1 m m k(Of
1 9 (Tm)
S (A Y G (R Ay B, Y o)
=1 “k=1 i1=1 1e=1
protsessis r — 0.
Eelnevast jareldub, et
an(AP + h) — a,(AP) = Z%-(AP) h; + o(r) protsessis r — 0. (4.1)
i=1
Sellega oleme toestanud, et funktsioon a,, on punkti (0,...,0) € R™ iimbruses U, diferentseeruv;
seejuures esitusest (4.1) jareldub, et selles imbruses iga i € {1,...,m} korral
da, .
82 (AP) = v;(AP) = o(p" ') protsessis p — 0.

Lagrange’i keskvaartusteoreemi pohjal mitme muutuja funktsioonide jaoks (s.t. jarelduse pOh-
jal) leidub iga punkti AP = (Axy,...,Ax,,) € Uy jaoks arv 6 € (0,1), mille korral, t&histades
OAP = (0Axy,...,0Ax,,) € R™,

on(AP) = an(AP) — ap(0,...,0) = Em:%-(HAP) Ax;
i=1

(rohutame, et selline arv 6 soltub ildjuhul punktist AP). Rogers—Holderi vorratusest juhul p =
g = 2 (vt. teoreemi I1.2) jéreldub niiiid, et

o (AP)] < (| D 7i(0AP)2 | > A2 = | %i(0AP)? p.
i=1 =1 =1
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Kuna /Y." 7 (0AP)? = o(p™~!) protsessis p — 0, siis
loan (AP)| = o(p" 1) p = o(p™) protsessis p — 0,

mida oligi tarvis toestada. O
Teoreem 4.2 (Taylori valem jadkliikmega Lagrange’i kujul). Olgu funktsioon

u=f(P)= f(z1,...,%m)

0

n + 1 korda diferentseeruv punkti Py = (z9,..., 2%

punkti P = (z1,...,T,) € U jaoks kehtib valem

) mingis e-timbruses U. Siis iga

Py = i) + 32 LI d@ f (1];)

k=1
2 3 n n-+1
= f(Po) + df (Po) + d fz(!P“> 1 fS(!PO) foqd J;(!PO) d(n J{g];),

kus diferentsiaalide df (Py),...,d"f(Py) ja d"*' f(R) avaldistes
do;=Ar;=x; — 29, i=1,...,m, (4.2)
ja
R= (24 0Axy,...,2° +0Ax,)

mingi 0 € (0,1) korral (mis soltub punktist P).
TOESTUS. Olgu P = (21,...,2,) € U. Defineerime iga ¢t € R korral punkti

P = (2 +tAxy, ..., 20 +tAx,) € R, (4.3)
kus arvud Axy,...,Ax,, € R on defineeritud vordustega . Paneme tihele, et
punkt P, eeskirja jargi arvutatuna (s.t. punkt P;, kus ¢ = 0) on meie esialgne

punkt P, ja P; = P ning et leidub reaalarv 6 > 0 nii, et P, € U iga t € (—§,1+ 9)
korral. Defineerime funktsiooni

O(t) == f(P) = fal + tAzq, ... 2y, + tAzy,) = f(1(L) ..., dnl(t)),
te(—0,1459),

kus

Funktsioon ® on liitfunktsiooni diferentseerimise reegli pohjal n + 1 korda diferent-
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seeruv vahemikus (=6, 1+ §), kusjuures iga t € (=9, 1 + ) korral

/ of 0
<1><t>=;ax (61(0) .. 6(0) 2200
) )
=3 2L 010 omlt) v = 3 2Py A
i=1 i=1 !
m a /
¥ (1) =Y (5L (o). 0n(0) ) A
i=1 t
m m o9 af D)
>(x ;;7><¢1< ) %( n)an
i=1 \j=1
—ii 82f s O ( Am Ax; ii (P) Az; Az,
N i=1 j=1 8x]6$1 . Z T =1 j=1 8%8% t z ’
ning, ildiselt, iga k € {1,...,n + 1} korral
Y Y man A, = )

11=1 =1

kus diferentsiaali d*f(P;) avaldises kehtivad vordused (4.2)). Niiiid {ihe muutuja
funktsiooni Taylori valemi pohjal jaikliikmega Lagrange’i kujul leidub 6 € (0,1)
nii, et, tihistades R := P,

" pk) (n+1)
F(P)=®(1) =2(0) + Y ki k!(()) (1—0)* + —qzni 1(;9!>(1 — o)+
n dlcf Py dn—i—lf R
=R+ k(! ) (n+(1)!)’

k=1

nagu soovitud. ]
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III peatiikk.
Ilmutamata funktsioonide teooria

§ 1. Jacobi maatriksid ja determinandid

Olgu funktsioonid

Up, = Up(P) = up(1,. .., 20)

madratud hulgas D C R™. Siis siisteem (|1.1)) méadrab kujutuse ®: D — R",
®(P) = (ui(P),...,u,(P)) R, PeD. (1.2)

Teiselt poolt, mis tahes kujutus ®: D — R"™ médrab tihesel viisil funktsioonid (1.1,
mis rahuldavad tingimust (1.2)): sellise omadusega funktsioonid (1.1)) on defineeritud
vordustega

uw;(P)=wu;, PeD, j=1,...,n, kus ®(P) = (ug,...,uy).

Niisiis, hulgas D C R™ mddratud funktsioonide sisteemid (1.1) ja kujutused
D — R"™ on tksiiheses vastavuses.

Eeldame niiiid, et funktsioonid ([1.1)) on diferentseeruvad hulgas D C R™.

Definitsioon 1.1. Maatriksit

aul 8u1 8u1
8u2 8U2 8U2
dry Oxy  Orp (1.3)
ou, Ou, ouy,
oxry 0xy o 0T,

nimetatakse siisteemi ([1.1)) (voi ka selle siisteemiga méédratud kujutuse D — R™)
Jacobl] maatriksiks.

!Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) — saksa matemaatik.

7
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Rohutame, et Jacobi maatriks pole arvmaatriks — tema elemendid on funktsioo-
nid. Jacobi maatriksi (|1.3)) vidrtus konkreetses punktis P € D on arvmaatriks (mille
elemendid on Jacobi maatriksi (1.3 elementide vaartused punktis P € D)

8’&1 (9u1 aul
?(P ) %(P ) %C—m(P )
(%) U9 U9
8_:1:1(P) 8_352(]3) %(P)
(?un' aun' . 8un'
6_:151(]3) O Py - 8xm(P)

Vaatleme niiiid juhtu, kus n = m, s.t. siisteem (|1.1) omandab kuju

.............................. (1.4)

Definitsioon 1.2. Siisteemi (|1.4]) Jacobi maatriksi

ui uy Jur

0r, Oz 0T

O0r, Oz 0T,

O Owm  Ounm

O0r,  Oxo 0T,

determinanti

Ow 0w 0w
oxr1  0xo 0%,
D Ouz - Ouz Ou,
M = | 0z;  Oxy 0%,
D(zy,...,zp) : . .
Ou,y,  Ouyy, Ou,,
ox1 0x9 0%,

nimetatakse stisteemi (|1.4]) (voi ka selle siisteemiga méidratud kujutuse D — R™)
Jacobi determinandiks ehk jakobiaaniks.

Rohutame jillegi, et Jacobi determinant pole mitte arv, vaid funktsioon (Jacobi
determinandi vddrtus konkreetses punktis on arv).

Toestame iihe Jacobi maatriksite olulise omaduse: kujutuste korrutise Jacobi
maatriks on nende kujutuste Jacobi maatriksite korrutis.
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Teoreem 1.1. Olgu funktsioonid

up = uy(P) = uy (w1, .., 7)),
.............................. (1.5)

Up = un(P) = un(xh 7xm)

diferentseeruvad hulgas D C R™ ning olgu funktsioonid

11 =21(Q) = 21t -, ),
........................... (1.6)

diferentseeruvad hulgas A C R, kusjuures siisteemiga (1.6) méadratud kujutuse A — R™
vadrtuste hulk sisaldub funktsioonide (1.5) madramispiirkonnas:

{(x1<@), (@) Qe A} cD.

Siis lutfunktsioonid

on diferentseeruvad hulgas A, kusjuures stisteemsi (L.7) Jacobi maatriks on ststeemi-

de (1.5)) ja (L.6) Jacobi maatriksite korrutis:

OF OF | OF\ (0w Ow  Ow\ (On dn  On
ot ot ot Jxry Oz 0% ot ot ot
0F, 0F, Ok | | 0w Ow o Ou||0n On 0n
8751 8752 6751 = 61’1 8.2?2 8.177” 8t1 atg 81?[
OF, OF, OF, Ot Ouy ou, | | 0z O, O,
8751 8752 6tl 8:761 8932 8277” atl 8t2 81?[

(1.8)

(siin osatuletised L ja % arvutatakse punktides QQ € A ning osatuletised Ou;

Oty Ot Oz,

vastavates punktides (21(Q), ..., zn(Q)) ).

ToOEsTUS. Liitfunktsioonide (|1.7)) diferentseeruvus jéreldub vahetult liitfunktsioo-
nide diferentseerimise reeglist (teoreemist H.; seejuures koikide j € {1,...,n} ja
ke{l,...,1} korral

or,
Oty

@ =2 T (@(Q) (@)

aiL’i
Oty

(Q) iga @ € A korral;

niisiis vordus (L.8)) kehtib. O
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Kuna (ruut)maatriksite korrutise determinant on nende maatriksite determinan-
tide korrutis, siis jareldub teoreemist [I.1] juhul n =m =1

Jareldus 1.2. Olgu teoreemis n = m = l. Siis sisteemi (1.7) jakobiaan on
ststeemide (1.5)) ja (1.6) jakobiaanide korrutis:

D(Fy, ..., F,)  D(uy,...,u,) D(zy,...,7,)

D(ty,...,t,)  D(x1,...,7,) D(ts,..., t,)

D(Fy,....F,) . D(xy,...,x, . OF; . Ox;
(siin determinantides D((ti — :tn)) ja D(({jfi, — ,txn)) osatuletised le ja a—fk arvu-
D cey Uy . j
tatakse punktides Q € A ning determinandis (ul,—,u) osatuletised o vasta-
D(zy,...,x,) Ox;
vates punktides (z1(Q), ..., zm(Q))).
Jéreldus 1.3. Olgu funktsioonid
up = uy (P) = uy (21, s Tm),
.............................. (1.9)
Um = um(P) = um(mh 7xm)
diferentseeruvad hulgas D C R™ ning olgu funktsioonid
Ty = xl(@) = 1 (uy, . .. 7Um)7
.............................. (1.10)
Ty = mm(Q) - xm(ula 7um)

diferentseeruvad hulgas A C R™, kusjuures stisteemiga (L.10) mddratud kujutuse
A — R™ wvadrtuste hulk sisaldub funktsioonide (L.9) mdadramispiirkonnas:

{(:1;1(@), Q) Q€ A} cD (1.11)
ning
(u1 (xl(Q), o ,xm(Q)), o ,um(xl(Q), . ,xm(Q))> =Q iga Q € A korral.
(1.12)

Siis nende stisteemide jakobiaanide korrutis on samaselt vordne arvuga 1:

D(uy, ... ,upm) D(x1,...,2m)

=1 1.1
D(x1,...,xm) D(uy, ..., uy) ’ (1.13)
s.t.
% % Oouy | | Ox1 Oz 0xy
ox, O0xo 0% | | Ouy  Ous Uy,
% % Ouy | | Oxy  Oxo 0o
0x1 0xo 0% | | Ouy  Ous Oup, | =1
S Oum | |0 Oz O
0r; 0xs 0T, | | Oup  Ous O,
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ox; . . . '
(siin osatuletised a—x arvutatakse punktides QQ € A ja osatuletised ' vastavates
Uj €T;
punktides (a:l(Q), o ,[L’m(Q)) €D).
TOESTUS. Defineerime iga j € {1,...,m} korral funktsiooni F;: A — R,
F(Q) = uj(21(Q), .., 2m(Q)), Q€A
siis jérelduse [I.2] pohjal
D(uy, ..., up) D@1, ..., 20) D, ..., Fy)
D(xy,... %) D(ur, ... up)  D(ug, ..., uy)"
Tingimuse (|1.12)) pohjal iga j € {1,...,m} korral
Fi(uy, ..., up) =u; iga (ui,...,uy,) € A korral;
seega
OR OR  OR
ou ou ou )
3F§ an (9152’721 1 0 0
D(Fl,. 7Fm) - —= ... —= 01 --- 0
= 8u1 8u2 8um — — 1’
D(uq,. .., upy) : : ) : T
oF,, OF, oF,| 00 -1
oup  Ouy ou,y,
niisiis samasus ([1.13]) kehtib. O

Vahetult eelnevast jéreldusest jareldub, et kujutuse ja tema poordkujutuse
jakobiaanide korrutis on samaselt vordne arvuga 1.

Jareldus 1.4. Olgu sisteemid (1.9) ja (1.10) poolt madratud kujutused teineteise
poordkujutused, s.t. lisaks tingimustele (1.11) ja (1.12)) kehtivad ka

{(ul(P),...,xm(P)): Pe D} cA
ja
<a:1(u1(P), tm(P)), o (un (P, ,um(P))> — P iga P €D korral.
0x;

Siis kehtib samasus (1.13)) (siin vaadeldavates jakobiaanides osatuletised e arvuta-
uj

O

au] vastavates punktides (z1(Q), ..., 2,(Q)) €

4

U

(9xi

ox; 4
% vastavates punktides (ui(P),..., un(P)) € A).
J

takse punktides QQ € A ja osatuletised

D vou, stimmeetriliselt, osatuletised

arvutatakse punktides P € D ja osatuletised



§ 2. Uhe vorrandiga antud ilmutamata funktsioonid

2.1. Uhe muutuja ilmutamata funktsiooni mdiste

Sisaldagu kahe muutuja funktsiooni © = F'(x,y) médramispiirkond ristkiilikut
I x I, = {(:p,y): rel,ye IQ},
kus I;, I5 C R on mingid intervallid. Vaatleme vorrandit
F(z,y)=0. (2.1)

Definitsioon 2.1. Oeldakse, et vorrand (2.1) méirab ristkiilikus [; x I, muutuja y
muutuja x (ithese) funktsioonina:

kui mis tahes fikseeritud = € I; korral vorrandil (2.1)) eksisteerib parajasti iiks lahend
Yy e .[2.
Konealune funktsioon ((2.2)

Lox—y(x) €l

on méidratud vordusega
F(z,y(z)) = 0;
see funktsioon seab punktile € I; vastavusse vorrandi (2.1)) ainsa lahendi y € Is.
Seejuures eldakse, et funktsioon (2.2) on antud vorrandiga (2.1) ilmutamata
kujul.
Néide 2.1. Vaatleme vorrandit
w2yt =1 (2.3)
Mérgime, et
e vorrand (2.3) maarab ristkiilikus [—1, 1] x [0, 1] muutuja y muutuja x ({ihese) funktsioonina
y = y(z), sest iga fikseeritud védrtuse x € [—1,1] korral leidub vorrandil (2.3) tépselt iiks
lahend y 16igust [0, 1] (see lahend on y = v/1 — x2; niisiis y(z) = V1 — z2);
e vorrand ([2.3)) ei mé&ra ristkiilikus [—1, 1] x[0, 1] muutujat  muutuja y (iithese) funktsioonina,
sest mis tahes fikseeritud vdédrtuse y € [0, 1) korral leidub vorrandil (2.3)) kaks lahendit 16igust
[—1,1] (need lahendid on z = /1 —y? ja x = —y/1 — y3);
e vorrand (2.3) méérab ristkiilikus [—1, 1] X [—1, 0] muutuja y muutuja z (ithese) funktsioonina
y = y(z), sest iga fikseeritud vddrtuse x € [—1, 1] korral leidub vorrandil (2.3) tépselt iiks
lahend y 16igust [—1,0] (see lahend esitub kujul y = —v/1 — 2?; niisiis y(z) = —V1 — 22);
o vorrand ([2.3) ei médra ristkiilikus [—1,1] x [—1,1] muutujat y muutuja z (ihese) funkt-
sioonina, sest mis tahes fikseeritud viartuse = € (—1,1) korral leidub vorrandil ([2.3)) kaks
lahendit y 16igust [—1, 1] (need lahendid on y = V1 — 2?2 jay = —v1 — 22);
e vorrand (2.3)) ei mééra ristkiilikus (—1,1) x [0, ?] muutujat y muutuja x funktsioonina, sest
mis tahes fikseeritud viértuse x € (f%, %) puudub vorrandil (2.3) lahend y 16igus [0, @],

e vorrand (2.3) ei médra ristkiilikus [1,2] X (—o0, c0) muutujat y muutuja z funktsioonina,
sest mis tahes fikseeritud véidrtuse x € (1, 2] korral vorrandil (2.3) puudub lahend;

e vorrand (2.3) madrab ristkiilikus [0, 1] x [-1, 1] muutuja z muutuja y (ihese) funktsioonina
x = x(y), sest mis tahes fikseeritud vddrtuse y € [—1, 1] korral leidub vorrandil (2.3) tépselt

iiks lahend x 16igust [0, 1] (see lahend on z = /1 — y?; niisiis z(y) = /1 — y?).

82
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2.2. Uhe muutuja ilmutamata funktsiooni olemasolu ja
pidevus

Jérgnev teoreem annab piisavad tingimused iihe muutuja ilmutamata funktsiooni
olemasoluks ja pidevuseks.

Teoreem 2.1. FEeldame, et

(1) funktsioon uw = F(x,y) on mddratud ja pidev mingis ristkilikus D keskpunktiga
(70, Y0):

D:=zg—a,zo+0a] X [yo—By0+ 8  (a,f>0);

(2) F(xo,90) =0;

(3) iga fikseeritud x € [xg — a, xo + & korral on funktsioon u(y) := F(x,y) ran-
gelt monotoonne (s.t. see (argumendi y) funktsioon on kas rangelt kasvav voi
rangelt kahanev).

(a) punkti (xo,yo) teatavas ristkilikukujulises imbruses mddrab vorrand F(x,y) = 0
muutuja y muutuja x (ihese) funktsioonina y = y(x);

(b) y(zo) = vo;
(c) funktsioon y = y(x) on punkti xy teatavas imbruses pidev.

TOESTUS. Viidete (a) ja (b) toestuseks piisab veenduda, et muutuja x iga viértuse
korral teatavast 16igust [xg— g, zo+ o] C [xo—a, xo+a] on vidrtused F(z,yo—f) ja
F(z,y0+ ) erimérgilised. Niisugusel juhul mis tahes fikseeritud = € [zq— ap, £o+ o)
korral jéreldub vorrandi
h(y) = F(z,y) =0

lahendi (muutuja y suhtes) olemasolu Bolzano—Cauchy esimesest teoreemist (mér-
gime, et funktsioon h on pidev 16igus [yo — 3, yo + 5]); selle lahendi iihesus jareldub
funktsiooni h monotoonsusest.

Oletame konkreetsuse mottes, et funktsioon u(y) = F(zo,y) on rangelt kasvav.
(Selle funktsiooni range kahenemise juhtu késitletakse analoogiliselt.) Siis

F(zo,y0 — B) < F(0,0) < F(x0,y0 + B),

s.t.
F($07y0 _B) <0< F(x07y0+ﬁ)

Kuna funktsioon F' on pidev ristkiilikus D, siis on ta pidev ka punktides (z, yo—/f) ja
(20, Yo+ ) ning jérelikult (teoreemi I[4.1]pohjal pideva funktsiooni mérgi siilimisest)
leidub reaalarv o > 0 nii, et

r € [xg— g, o+ ) =  F(z,y0— ) <0< F(z,y0+ f).

Viited (a) ja (b) on toestatud.
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Niitame, et funktsioon y = y(x) on pidev vahemikus (zo—ag, xo+ap). Fikseerime
vabalt T € (zg — ag,xo + ap) ja € > 0 ning tdhistame y = y(z). Me peame leidma
reaalarvu 0 > 0 nii, et

T—0<zr<T4+d = y—ec<ylr)<y+e.

Selleks piisab leida reaalarv § > 0 nii, et mis tahes z € (z — 6,7 + ¢) korral on
vaartused F'(z,y — ¢) ja F(z,y + ¢) nullist erinevad ja eriméargilised, sest niisugusel
juhul (muutuja y) funktsiooni u(y) := F(x,y) range monotoonsuse ja pidevuse tottu
16igus [y — €,y + ¢] (Bolzano—Cauchy esimese teoreemi pohjal) vorrandi F(z,y) =0
lahend y — s.t. vidrtus y(x) — paikneb y — ¢ ja y + ¢ vahel.

Kuna funktsioon u(y) = F(Z,y) on kasvav, siis

F(%,g—&f) < F(fvm < F(E7{J+€)7

s.t.,
F<EE7§/V_5> <0< F(Eag+€)7

Kuna funktsioon F' on pidev punktides (Z,y — ¢) ja (Z,y + ¢), siis (teoreemi T1[4.1]
pohjal pideva funktsioon mérgi siilimisest) leidub reaalarv ¢ > 0 nii, et

T—0<r<i4+d = F(r,y—¢e)<0<F(x,y+e).

Teoreem on toestatud. O

2.3. Uhe muutuja ilmutamata funktsiooni diferentseeruvus

Tugevdades teoreemi eeldusi, anname piisavad tingimused ilmutamata funkt-
siooni tuletise olemasoluks.

Teoreem 2.2. Feldame, et

(1) funktsioon u = F(x,y) on mddratud mingis ristkilikus D keskpunktiga (xq,yo):
D:=(xo— 20+ ) X (Yo —B,yo+B8)  (a,8>0);

(2) F(xo,10) =0;

(3) osatuletised F. ja F, eksisteerivad ja on pidevad ristkilikus D;

() Fl 0, 40) #0.
Siis kehtivad teoreemi vdited (a)—(c). Veelgi enam,

(d) funktsioonil y = y(x) eksisteerib punkti xo teatavas umbruses pidev tuletis,
kusjuures selles uimbruses
/
y'(x) = ——Ff (. () : (2.4)
Fy (2, y(x))
niSsILS
() = _Fa/:(xoy?/(%)) _  Fi(zo, ) _ _Fé(Po).
F! (o, y(x0)) F) (o, Y0) F/(R)

Y
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TOEsTUS. Konkreetsuse mottes eeldame, et F) (o, y0) > 0 (juhtu, kus F (o, yo) <
0, késitletakse analoogiliselt).

Kuna osatuletis F; eksisteerib ristkiilikus D ning on pidev punktis (xo,yo), siis
iga punkti (x,y) korral teatavast ristkiilikust

DO = [I‘O — O, Lo + Oéo] X {y(] - ﬁ(]?yo + 50] - D’

kehtib F)(z,y) > 0. Seega muutuja z iga fikseeritud viértuse korral 16igust [ro —
ap, Tg + ap] funktsioon h(y) := F(x,y) on kasvav 16igus [yo — Po, yo + Fo]. Niisiis,
funktsioon F' rahuldab ristkiilikus Dy teoreemi eeldusi (1)—(3) ning jarelikult
kehtivad selle teoreemi viited (a)—(c).

Toestuse 16petuseks niitame, et funktsioonil y = y(x) eksisteerib 16plik tuletis
vahemikus (zg — ag, zo + ag) =: I.

Fikseerime vabalt punkti x € I ning vaatleme funktsiooni y argumendi muutusid
Az, mille korral x + Ax € I. Tahistame

y=ylx) Jja Ay=y(r+Ar)—y();
siis y + Ay = y(x + Az) ning jarelikult
F(z+ Ax,y + Ay) — F(x,y) =0—-0=0.

Funktsioon F' on diferentseeruv ristkiiliku D igas punktis (sest sellel funktsioonil
eksisteerivad selles ristkiilikus pidevad osatuletised), seega

0= F(z+Az,y+Ay) — F(z,y) = F,(z,y) Av+ F,(z,y) Ay + o Az + Ay, (2.5)
kus funktsioonid oo = a(Ax, Ay) ja f = f(Ax, Ay) rahuldavad tingimusi

a——0 ja B ——0.
Az, Ay—0 Az, Ay—0

Funktsiooni y = y(x) pidevuse tottu Ay ~ 0 ning jérelikult ka «, 8 ~ 0.
T T—
Vordusest (2.5) jareldub niiiid, et

Ay  Fi(z,y) +a . Fi(z,y)
Az Fi(z,y)+ 8 se0  Fi(z,y)

Siit jareldub, et
/ /
RS R i)
y\ " y o
Tuletisfunktsiooni ' pidevus jéreldub funktsioonide F, F; ja y pidevusest. Teoreem
on toestatud. O]

Miérkus 2.1. Kui lisaks teoreemi eelduste téidetusele funktsioon F on kaks
korda diferentseeruv ristkiilikus D, siis liitfunktsiooni diferentseerimise reegli (teo-
reemi I1[]T.8) pohjal funktsioon y = y(x) on kaks korda diferentseeruv punkti g
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teatavas timbruses, kusjuures selles iimbruses valemi (2.4) pohjal, mérkides iiles-
kirjutuste lihtsustamiseks

Fi=F(ry(@), F=Fyw) F=F@yw),

Fl = Fp(z,y(x), Fp=Fh(zy(x)),
Fl =F = Fo (v,y(x) = F),(2,y(x))

ning y = y(z) ja y' = y'(x),
, oy — _Fe(@y(@)
/i) - () = ()
(Fi (e w@)) ) (s 9t@) = Fo,y(@) (Fy (@ 92)) )

Fy(x,y(x))”
C(Fe A FLY)E - B(F 4 FRy)

(£)°
FLFl, — FyFly+ (FLFs — FLFL) Y/
) (F)°
/
FLE! — FUFY + (FLEY, — F R <_%>
= Y
(Fy)°
R F = () FL = ()" B+ FLE) R,
(F)’
_ (B R -2E R R+ (F) FL
(£,)°

Néaeme, et kui funktsiooni F' teist jarku osatuletised on pidevad punkti F, mingis
timbruses, siis ka teine tuletis(funktsioon) y” on pidev punkti z, teatavas iimbruses.

Funktsiooni y = y(z) korgemat jarku tuletised saab leida analoogiliselt (eeldusel,
et funktsioon F' on punkti Py mingis imbruses vastav arv kordi diferentseeruv).

Naiide 2.2. Leiame vorrandiga
3 —62%y + ¢y =31 (2.6)

punkti (2, —1) imbruses madratud funktsiooni y = y(z) esimest ja teist jarku tuletised punktis
x=2.

Selleks mérgime, et vorrand (2.6) on samavddrne vorrandiga F(z,y) = 0, kus
F(z,y) = 23 — 622y +¢* — 31.
Leiame funktsiooni F' osatuletised:

Fi(z,y) = 32" — 122y, F,(z,y) = —62” + 3y°.
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N#eme, et funktsiooni F' osatuletised on kogu tasandil R? pidevad, kusjuures
/ _
F(2,-1) = -21 #0,

jarelikult (arvestades, et F(2,—1) = 0) teoreemi pohjal punkti (2,—1) teatavas {imbruses
vorrand (2.6) m#irab muutuja y muutuja z diferentseeruva funktsioonina y = y(z); seejuures,
miérkides edasises lihtsuse mottes y := y(x), valemi (2.4) pohjal

,_ Fylzy) 32 — 122y a? —day

y = = = 5 (2.7)
F/(z,y) 622 — 3y? 2x2 — g2
millest, arvestades, et y(2) = —1, saame
448 12
Q)= -2 = =
Y@ =g—7=~

Kuna punkti z = 2 teatavas iimbruses kehtiva samasuse (2.7) parem pool on diferentseeruv (sest
funktsioon y = y(x) on selles iimbruses diferentseeruv), siis selle samasuse mélemat poolt diferent-
seerides saame

S = <x2 — 4xy>’ (2 —dxy) (222 — y?) — (2 — day) (227 — y?)

22 — 42 (222 — y2)2
_ 2z — 4y — day')(22° — y?) — (a? — day) (4o — 2yy)
(222 — y2)2 ’
. _ . _ 12
millest, arvestades, et y(2) = —1 ja y'(2) = =,

4+4-2)7-12(8 - &) _ 56 — 96 — 96 — 288 _ 1240

1" 2 — (
y'(2) 19 49 343

2.4. Mitme muutuja ilmutamata funktsiooni olemasolu ja
diferentseeruvus

Mitme muutuja ilmutamata funktsioonid defineeritakse analoogiliselt iihe muutuja
ilmutamata funktsioonide juhuga.

Sisaldagu m + 1 muutuja funktsiooni u = F(z1,..., %y, y) midramispiirkond
risttahukat

D::_fl><---XImX]:{(xl,...,xm,y): € 1y,..., 0, € I, ye]},

kus I1,..., 1,1 C R on mingid intervallid. Vaatleme vorrandit
F(zy,...,2m,y) =0. (2.8)
Definitsioon 2.2. Oecldakse, et vorrand madrab risttahukas D muutuja y
muutujate 1, ..., x,, (ihese) funktsioonina:
y=y(x1,...,Tm), (2.9)

kui mis tahes fikseeritud z; € Iy,...,2, € I, korral vorrandil (2.8) eksisteerib
parajasti iiks lahend y € I.
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Konealune funktsioon (2.9)
L - xX1L,3(x1,....¢00) —y(z1,...,2p) €1
on maaratud vordusega
F(xl,...,xm,y(:cl,...,$m)) =0:

see funktsioon seab punktile (x1,...,x,,) € I; X -+ X I, vastavusse vorrandi ([2.8))
ainsa lahendi y € I.

Seejuures Geldakse, et funktsioon (2.9) on antud vorrandiga (2.8) ilmutamata
kujul.

Teoreem 2.3. FEeldame, et

(1) (m + 1 muutuja) funktsioon u = F(xy,...,Tmn,y) on mddratud mingis rist-
tahukas D keskpunktiga Py = (29,..., 2% wo):

o

D= (20 —ay, 2y +ay) x - x (22 — ap, 20 4 am) X (Yo — B,y + B)
(siin oy, ..., Qm, 3 >0);
(2) F(F)=0;
(3) osatuletised F, ,...,F, ja I, eksisteerivad ja on pidevad risttahukas D;

(4) Fy(F) # 0.

(a) punkti Py teatavas risttahukakujulises imbruses madrab vorrand
F(z1,...,2m,y) =0
muutuja y muutujate T, ..., T, (these) funktsioonina y = y(x1,...,2m);

(b) y('xtl); cee al‘[rjn) = Yo,

(c) funktsioon y = y(z1,...,2Tm) on punkti (29,...,2°) teatavas iimbruses pidev;
(d) funktsioonil y = y(x1, ..., z,) eksisteerivad punkti (z9,...,2°) teatavas imb-
ruses pidevad osatuletised v, ,...,y, , kusjuures selles iimbruses

Fl(x1, . T, y(@1, . )

/
Yo (L1, T) = — : (2.10)
Fé(a:l, e Ty Yy, ,xm))
NniLsIS P (P
20
y;i(x?,...,xgn) = )

Fy(P

~—
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Teoreemi toestus on téiesti analoogiline teoreemi toestusega (seejuures
viidete (a)—(c) toestus kasutab teoreemi analoogi mitme muutuja ilmutamata
funktsioonide jaoks — mille toestus on jillegi tiiesti analoogiline teoreemi toes-
tusega), seepérast jitame ta siin dra toomata.

Mirkus 2.2. Kui lisaks teoreemi 2.3l eelduste tiidetusele funktsioon F on kaks kor-
da diferentseeruv ristkiilikus D, siis liitfunktsiooni diferentseerimise reegli (teoree-
mi H. pohjal funktsioon y = y(z1, ..., x,) on kaks korda diferentseeruv punkti
(29,...,29 ) teatavas iimbruses; seejuures tema teist jirku osatuletised saab lei-
da vottes osatuletised (punkti (29, ...,2Y% ) teatavas iimbruses kehtivate) samasuste

(2.10) molemast poolest.

Niide 2.3. Leiame vorrandiga

232~y —x =2 (2.11)
punkti (1,2, —1) timbruses méadratud funktsiooni z = z(x,y) esimest ja teist jirku osatuletised
punktis (z,y) = (1,2).

Selleks mirgime, et vorrand (2.11)) on samavéérne vorrandiga F(x,y, z) = 0, kus

32—y —x—2.

F(x,y.z)=x
Leiame funktsiooni F' osatuletised:

F;(a:,y,z):3x222—1, ng(xvyvz):_zzsa F;(l‘,y,Z)ZQJ)SZ—?)yZQ.

N#eme, et funktsiooni F osatuletised on kogu ruumis R? pidevad, kusjuures
F/(1,2,—-1) = -8 # 0,

jérelikult (arvestades, et F(1,2,—1) = 0) teoreemi pohjal punkti (1,2, —1) teatavas iimbruses
vorrand (2.11) madrab muutuja z muutujate x ja y diferentseeruva funktsioonina z = z(z,y);
seejuures, mirkides edasises lihtsuse méttes z := z(z,y), valemi (2.10) pShjal

. _Fé(a:,y,z) B —3z%222 +1
v Fl(z,y,2) 23z — 3yz2’
Ff( y:2) Y ) (2.12)
g o 9,2) z oz
Y Fl(x,y,2) 223z —3yz2 223 — 3yz’
millest, arvestades, et z(1,2) = —1, saame

—-3+1 1 1 1
'(1,2) = — - J(1,2)= —— ==
w2 =55 =p Al =35573

Kuna punkti (z,y) = (1,2) teatavas imbruses kehtivate samasuste (2.12) paremad pooled on
diferentseeruvad (sest funktsioon z = z(x,y) on selles imbruses diferentseeruv), siis neid samasusi
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diferentseerides saame

- ( —32%22 +1 )/ _ (=32222 + 1), (2232 — 3y2?) — (=32222% + 1) (2232 — 3y2?)’,
” - (2232 — 3yz2?)?
(—622% — 62222, (2232 — 3yz?) — (—32%22% + 1)(62%2 + 2232, — 6yz2))
(2232 — 3y22)? ’
no o —3x22 41 )/ _ (=3222% + 1), (22%2 — 3yz?) — (—32%2* + 1)(22°2 — 3y2?);,
y (2232 — 3yz?)?
(—62222)(20%2 — 3yz?) — (—3222% + 1)(22°2, — 32* — 6yzz,)
(2x32 — 3y2?)? ’
"o ( 22 )l _ (22)0(223 — 3yz) — 2%(223 — 3yz)/,

2132 — 3yz2

2232 — 3y22

Yz 223 — 3yz (223 — 3yz)?2
2225 (22% — 3yz) — 2°(62% — 3y2))
= (21}03 — 3yz)2 )
o (2 Y (@)% — 3yz) — 22(22° — 3yz),
Y2 273 — 3yz Y (223 — 3yz)2
3 2
_ 222(20° — 3yz) — 2%(=3z — 3yz))
(223 — 3yz)? ’

millest, arvestades, et z(1,2) = —1, 2,(1,2) = 1, 2}, (1,2) =

(-6+$)(=8) —(3+1)(-6+3F+) 31

R 2P ~ o
S (1 2) o g(*S) - (73+ 1)(% -3+ 1§2) _ _177
AR (-2 —6)2 o128’

" 7%(2+6)*(672) 17

(b2 = =6 g T s

" 7%(2+6)*(3*g) 17

Y = = g T o

Eelnevas voinuksime iihe osatuletistest 27/, ja z;, rehkendamata jitta — samasustest (2.12)) néieme,

et funktsiooni z osatuletised on punkti (x,y) = (1,2) teatavas iimbruses diferentseeruvad, s.t.
funktsioon z on kaks korda diferentseeruv selles {imbruses ning jirelikult on funktsiooni z teist
jirku segaosatuletised ei soltu selles iimbruses diferentseerimise jarjekorrast.



§ 3. Vorrandite siisteemiga maaratud ilmutamata
funktsioonid

3.1. Vorrandite siisteemiga mairatud ilmutamata
funktsioonid

Sisaldagu m 4 n muutuja funktsioonide
uj=Fi(z1, ., Ty Y15 -, Yn), J=1,....m, (3.1)
méadramispiirkond risttahukat
D=1 x--- X1, xJ X X J,
kus I1,..., L, J1,...,J, C R on mingid intervallid. Vaatleme vorrandisiisteemi

F1<x17-"7$may17"'7yn):07

Fo2, o oy Y s ) = O,

Fo(xy, .. Tm, 1, yn) = 0.

Definitsioon 3.1. Oecldakse, et siisteem (3.2) miirab risttahukas D muutujad
Y1, ..., Y muutujate 1, ..., x,, (iiheste) funktsioonidena:
U1 = (T1, o Tm)y e s Yn = Yn(T1, . T), (3.3)

kui mis tahes fikseeritud x; € Iy,...,x, € I, korral siisteemil (3.2 eksisteerib
parajasti iiks lahend (yy,...,ym) € J1 X -+ X Jy.
Konealused funktsioonid ({3.3))

I <o X Ly 3 (21, oy ) Y21, .y em) €5, J=1,...,n,
on méidratud vordustega

F(:Ul,...,mm,yl(:vl,...,mm),...,yn(xl,...,xm)) =0, j=1,...,n,

s.t.iga j € {1,...,n} korral funktsioon y; = y;(z1, ..., x,,) seab punktile (z1,...,z,,)
€ I} x --- x I, vastavusse muutuja y; vidrtuse siisteemi (3.2) ainsast lahendist

(Y13 Ym) € T X oo X .
Seejuures 6eldakse, et funktsioonid (3.3) on antud siisteemiga (3.2)) ilmutamata

kujul.
Teoreem 3.1. Eeldame, et

(1) (m + n muutuja) funktsioonid (3.1) on mddratud mingis risttahukas D kesk-
punktiga Py = (29,...,2° 4% ... y2):

D= (J:(l)—ozl,x(l)—i—ozl) X oo X (:z:gl—am,xgl—i-am)
X (y) — Br,yi 4 B1) X - X (Y = By v + Bn)

(stin o,y ...y, B, .. By >0);

91
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(2) Fj(Py)=0,j=1,...,n;
0F, . O0F

(3) osatuletised ja —, i = 1,...,m, j,k = 1,...,n eksisteerivad ja on
Oxi 0yj
pidevad risttahukas D;
8F1 8F1 8F1
PRy SR P
3%1(0) 32(0) 3%"(0)
2 2 2
D(Fy,...,F,) —(R) +—(F) (Fo)
4 AR PRy) = | 90 Y2 OYn 0.
OF, OF, OF,
SR(R) SR e SRy

Siis

(a) punkti Py teatavas risttahukakujulises imbruses mdadrab sisteem (3.2) muutu-
jad yi, ..., y, muutujate xy, ..., x,, (Gheste) funktsioonidena (3.3));

(b) y;(xY,...,2%) = y?, j=1,...,n;
(c) funktsioonid (3.3)) on punkti (z9,...,20) teatavas iimbruses pidevad;

UNKiLstoontae . ersisieerivaa, punskit (ry,...,T earavas umoruses pi-
d ktsioonidel (3.3)) eksisteerivad kti (9 0) teat imb '

devad osatuletised koigi argumentide jarg:, kusjuures selles imbruses koikide
j=1,...,njai=1,....,m korral
D(Fy,...,F,)
ayj D(yh'"ayj—lul‘iayj-i-la"'ﬂy’rL)
Tlyeeey L) = — 3.4
90, 1 ) DR, Fy) (3:4)
D(yla s 7yn)
(siin vordusmdrgist paremal olevates determinantides arvutatakse osatuletised
0F, . OF} .
a — punktis (1, ..., To, Y1(T1, ..., Tm), -, Yn(T1, .o s T)) ).
o, J ou p (7 y1(7 ) Yn (11 )))

TOESTUS. Viime toestuse lébi induktsioonina vorrandite arvu n jargi siisteemis
(3-2). Juhul n = 1 on meil teoreem toestatud — see on teoreem [2.3] Eeldame niiiid,
et kehtib teoreemi analoog n—1 vorrandist koosnevate siistemide jaoks ning nditame,
et sel juhul kehtib teoreem ka n vorrandist koosnevate siisteemide jaoks.

Eelduse (4) pohjal erineb vihemalt iiks korrutistest

D(Fy,..., F,_ oF, .
(B Foo) (Py) =2(Ry), j=1,...,n,
D(y1, -3 Yj—1, Yjr1s - - Yn) Y,
nullist. Konkreetsuse mottes oletame, et
D(Fy,...,F, 1) oF,
P P 0
D(y17'-'7yn—1) ( 0) ayn( O)?é
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Siis stisteemi ([3.2)) viimane vorrand rahuldab teoreemi [2.3] eeldusi (m + n muutuja
funktsiooni jaoks), seega teoreemi pohjal punkti P teatavas ristkiilikukujulises
iimbruses

DO = (x(l)_a(l)ax?—i_a?) XX (mgn_agwmgn—i_a?n)

X (g = BY g+ BY) X - X (g — By v + )

maédrab siisteemi (3.2)) viimane vorrand muutuja y, muutujate 1, ..., Ty, Y1, - -« Yn_1
(iihese) funktsioonina

Un = O(T1, o, Ty Y1y e -y Yne1)s (3.5)
mis on pidev ja diferentseeruv punkti Ay := (29,...,2% o{,... 9% ) € Rl
timbruses

AO = (ZL’? - Of?,[L‘?*FOé?) X X ($971 —O./?n,l‘?n‘FOégl)
X (y) = B0+ B0) X - X (Yn_y = By 1+ Ba)
kusjuures ¢(Ag) = o(z9,...,2%, 4%, ..., 9 ;) = y°; seejuures punkti A, iimbruses

kehtib samasus

Fn(ajl, e Ty Yy ey Y1, O(T1y e oy Ty Yy - - ,yn,l)) =0. (3.6)

Defineerime iga j € {1,...,n — 1} korral funktsiooni

(I)j(-rla'"ax’mvyl?"'vyn—l) = Fj(xla"'7$m7y17"'ayn—l7¢(xl7"'7xm7y1a"'7yn—l));

siis siisteem (3.2]) on risttahukas Dy samavéirne siisteemiga

q)l(l’l, ey Iy Y1,y - - ’yn—l) = 0,
Do(x1, o Ty Y1y -+ Yn1) = 0, (3.7)

millele on lisatud vorrand (3.5). Paneme tdhele, et siisteem (3.7) rahuldab punk-
ti Ag risttahukakujulises timbruses Ay teoreemi analoogi eeldusi n — 1 vorrandist
koosnevate siisteemide jaoks. Toepoolest,

(1) funktsioonid @4, ..., ®,_1 on pidevad risttahukas Ag;
(2) iga j € {1,...,n— 1} korral

(I)j<A0) - FJ(ZE?, cee 7I?n7y(1)7 s 7y2—17¢(A0))>
= F}(l'(l)v"wx?my?ﬂ"'7y2717y2) = FJ'(P0> =0;

0P, 0®; 09, 0P,
(3) iga j € {1,...,n — 1} korral osatuletised Bxi ey 8%17 ayf R aynjl

sisteerivad ja on pidevad risttahukas Ag; seejuures koikide i € {1,...,m}, k €

ek-
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{1,...,n—=1}jaA=(21,. .., T, Y1, - - - Yn_1) € Ag korral
0P; OF; oF; 0¢
A) = —L(P)+ —L(P A
or, A =5 (D) + ayn( ) 5, )
0P; oF; oF; 0¢
—1(A) = =L(P)+ —L(P) ==(A),
3yk( 3yk( ) 3yn( ) 3yk( )
kus P := (ml, e Ty YLy e s Y1, gb(A)) € D,.
(4) Veendume, et
oF, n oF, 0¢ oF, oFy 0¢
0 Oy, O 0wy OYn Oy
0) — : .
Dl 4n) OF, 1  0Fs 00 OFy 0Fi. 06
am1 8% axl axn—l 8% axn—l
- T - . F; . OF; . A .
(siin ja edaspidi voetakse koik osatuletised 5 ja T punktis Py ja koik osatuletised
T Yk
83? punktis Ap). Selleks tdahistame
oy OYn—1  OYn
D F ) ) FTL s s s
sy =20t ipy Jop T on, ok,
D(yh ) yn)
8y1 0 n—1 ayn
oF, E, oF,
oy OYn—1  OYn
Liites viimases determinandis iga j € {1,...,n — 2} korral j-ndale veerule _y -
kordse viimase veeru, saame ’
@ n oF, % oF, oF, 0¢ oF,
dy1 Oy, Oy OYn1  OYn OYyn1  OYn
J(PO) = |0F,1 éFn—l 3_(,25 OF,_1 aFn—l d¢ 5F;1—1 .
9 OYn Oy Wp-1  Oyp OYp—1  Oyn
oF, LOR09o 0ROk, 95 OF,
9y1  Oyn Oy OYn—1  OYyn OYyp—1  Oyn

Paneme tihele, et viimase determinandi viimase rea n—1 esimest elementi on nullid:
toepoolest, need elemendid on saadud (punkti A imbruses kehtiva) samasuse (3.6)
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diferentseerimisel vastavalt muutujate x1, ..., Ty, Y1, ..., yp_1 jirgi. Seega
@ N oF, % oF, N oF, 0¢ oF,
dy1  Oyn Oy Y1 OYn OYyn1  OYn
J(P) = |0y OF, 1 09 OF, , OF,, 06 OF, ,
oy Oyn Oy OWn-1  Oyn OYn— g%n
0 o 0 n
OYn,
D(®y,..., P, 1) oF,
= A P .
D(y17"'7yn—1) ( O) ayn( 0)
D(®y,..., P, 1)

Kuna eelduse pohjal J(Fp) # 0, siis ka

(Ap) # 0, nagu soovitud.
. o D) .
Tehtud eelduse pohjal teoreemi analoogi kehtivuse kohta n — 1 vorrandist koos-

nevate siisteemide jaoks

(a) punkti A, teatavas ristkiilikukujulises iimbruses méairab siisteem (3.7) muutu-
jad y1,. .., yp—1 muutujate 1, ..., x,, (iheste) funktsioonidena

U1 = (T, )y e v Yne1 = Yn-1(T1,. ., Tm); (3.8)

(b) y;(2y,...,2%) :y?, j=1,...,n—1;
(¢) funktsioonid ([3.8) on punkti (z9,...,22) teatavas imbruses pidevad;

unktsioonide . eKsisteerivad punkti (ry,...,7T eatavas umpruses pil-
d) funktsioonidel (3.8)) eksisteerivad kti (29 0) teat timb i

»Ym

devad osatuletised koigi argumentide jargi, kusjuures selles iimbruses koikide
j=1,...,n—1jatr=1,...,m korral
D(®q,..., P, 1)

D(y17 oy Yi—15 Ty Yjgay - - - Jyn*1>
D(®r, .., &0 1) '

D(yh s 7yn—1)

Y )e, (1, ) = —

Defineerides taiendavalt funktsiooni

Yn(T1, .. ) = gb(xl, s T Y1 (T, )y ey Y1 (T, - ,xm)),

ndeme, et teoreemi viited (a)—(c) ilmselt kehtivad; lisaks eksisteerivad funktsiooni-
del y1,...,y, punkti P teatavas iimbruses pidevad osatuletised koigi argumentide

T1, ..., Ty jirgl. Jidb veenduda vaid valemi(te) (3.4 kehtivuses. Selleks mérgime,

et punkti (z9,...,29) teatavas imbruses kehtib iga j € {1,...,n} korral samasus

F}(‘rla"'7xmayl($17"'7xm)a"'7yn<x1a'"7$m)) = Oa
mida mis tahes i € {1,...,m} korral muutuja z; jargi diferentseerides saame

8Fj_|_%8y1+... %ayn—
Ox; Oy Ox; oyn Or;
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0 OF; . OF;
(siin osatuletised Ik arvutatakse punktis (xy, ..., r,,) ning osatuletised — ja a—j
€T T Yk
punktis (1, ..., T, y1(T1, -, Tim)y -+ Yn (21, - - ,xm))). Osatuletise ayj saame see-
L
ga leida siisteemist
@%_‘_ +8F1 8yn__8F1
Oy, Ox; Oy Ox;  Ox;
0F,, Oy 0F,, Oy, _8Fn
Oy, Ox; oy, 0x; Ox;’
millest Crameri reegli jargi saamegi valemi ({3.4)). O
3.2. Kujutuse R™ D A — R lokaalne pooratavus
Teoreem 3.2. Eksisteerigu funktsioonidel
Ty = Il(Q) = fL’l(Ul, 7Um)7
........................... (3.9)
Ty = xm(Q) = mm(ula 7um)
pidevad osatuletised punkti Qo := (u?,...,ul) € R™ mingis iimbruses.
Kui stisteemi (3.9) jakobiaan
81'1 81'1
D<'T17 wrm) aUI aum
D = e : (3.10)
(- tm) 0T 0T,
8u1 o 8um

erineb nullist punktis Qq, siis leiduvad punkti Qg lahtine iimbrus Ag C R™ ja punkti
Py = (2f,...,2%) :== (21(Qo), ..., xm(Qo)) € R™ lahtine imbrus Dy C R™ nii, et

’Ym

ststeem (3.9) mddrab pidratava kujutuse

Ao 3 (u1, .. um) =Q — (21(Q), ..., zm(Q)) € D, (3.11)

kusjuures selle kujutuse poordkujutust Dy — Ag mddravatel funktsioonidel
..................... (3.12)

eksisteerivad hulgas Dy pidevad osatuletised.

Mairkus 3.1. Funktsioonide (3.12)) osatuletised voib leida jargmise mottekédigu abil.
Siisteemi (3.12)) poolt méadratud kujutus Dy — Ay on siisteemi (3.9) poolt méira-
tud kujutuse Ay — Dy podrdkujutus, seega nende kujutuste Ag — Dy ja Dy — Ay
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korrutis on hulga A iihikteisendus; jirelikult teoreemi[1.1] pohjal nende siisteemide
Jacobi maatriksite korrutis on hulga A, iihikteisenduse Jacobi maatriks, s.t. iihik-
maatriks:

O Our\ (O %29 10 0
oxy Oz, ouy  Ouy, 0 1 0
O O | | 02 O, S
oxy Oz, ouy  Ouy, e

Siin siisteemi (3.9) Jacobi maatriks arvutatakse punktides @ = (ui,...,um) € Ag ja siisteemi
(3-12) Jacobi maatriks vastavates punktides P = (21(Q),...,zm(Q)) € D.

Niisiis stisteemi (3.12)) Jacobi maatriks on siisteemi (3.9) Jacobi maatriksi poord-

maatriks:
1

O Ous 0z oy
oxry Oz, ouy,  Ouy,
oxry Oz ouy, — Ouy,
s.t. mis tahes i, j € {1,...,m} korral
% 81’1 81’1 axl
8u1 o 8u,~_1 8UZ‘+1 o 8um
8@_1 5’@_1 6’@_1 an_l
8u1 o 8ui,1 aui+1 o 8um
8xj+1 8xj+1 8xj+1 (3xj+1
8U1 o 0ui_1 8ui+1 o 8um
O Y O,
% _ (_1)j+i Oy,  Oujmy Ouy  Oupy,
O Oz1 Oy
8U1 o (9um
8U1 o (9um
ou;

‘ punktis P = (xl(Q), .. ,mm(Q)) € Dy, kus Q € Ay, tuleb osatu-

K2

Siin, arvutades osatuletisi

8’&]'

letised —~ arvutada punktis @ ehk, siimmeetriliselt, arvutades osatuletisi punktis P € Dy,

Uy T
tuleb osatuletised % arvutada punktis vastavas punktis Q) = (ul(P), e ,um(P)) € Ay.
uy
Markus 3.2. On selge, et teoreemis (ning seega ka tema erijuhus teoreemis [3.4))
saame me iimbruse A, valida sidusa. Sel juhul on ka iimbrus Dy sidus.
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Ulesanne 3.1. Olgu funktsioonid
.............................. (3.13)

pidevad sidusas hulgas D C R™. Tdestada, et siisteemi (3.13]) poolt madratud kujutuse D — R”
kujutishulk

{(ul(P),...,un(P)): Pe D} cR"

on sidus.

Teoreemi toestus kasutab jargnevat lemmat (mille loomulik kodu (nagu ka
teoreemil on vektorfunktsioonide — kujutuste R™ D A — R™ teoorias).

Lemma 3.3. Olgu punkti Py := (29,...,2%) € R™ mingis imbruses mddiratud
funktsioonid
uy = u(P) = ui(x1,. .., Tm),
.............................. (3.14)
Up = Up(P) = up(T1,. .., Tpm)

pidevad punktis Py. Siis punkti Qo := (u), ..., u0) := (u1(Fy), ..., u.(P)) € R™ iga

n

imbruse ¥V C R™ korral leidub punkti Py dmbrus U C R™, mille sisteemi (3.14)
poolt mddratud kujutus kujutab imbrusesse V:

{(ul(P), o un(P)): Pe u} c .

TOEsTUS. Olgu V C R"™ punkti @)y {imbrus. Siis iimbrus V' sisaldab mingi rist-
tahukakujulise iimbruse

Vo i= (U —ag,ud + ay) x -+ X (U — g, u, + o).

Funktsioonide ({3.14) pidevuse tottu punktis Fy iga j € {1,...,n} korral leidub
punkti P timbrus U/ nii, et

Pely = |u(P)—uj(R)| = |u;(P) —uo| <ay.
Niisiis, kui P € (U; =: U, siis
(wr(P),...,um(P)) €Vo C V,
nagu soovitud. O]

Uleskirjutuste lihtsuse méttes esitame teoreemi toestuse ainult erijuhu m = 2
jaoks (teoreemi toestus tildjuhul on téiesti analoogiline). Kuna me kasutame
edaspidises (ka?) just seda konkreetset erijuhtu, siis parema viidatavuse huvides
sOonastame ta.
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Teoreem 3.4. Eksisteerigu funktsioonidel

r =0(Q) = a(u,v), 51s)
y=y(Q) = ylu,v)
pidevad osatuletised punkti Qo := (ug,vo) € R? mingis imbruses.
Kui stisteemi (3.15]) jakobiaan
D(z,y) _ |z, =
=3 7 3.16
D(u,v) uy ( )

erineb nullist punktis Qo, siis leiduvad punkti Qg lahtine imbrus Ay C R? ja punkti
Py == (20, 90) := (2(Q0),y(Qo)) € R? lahtine imbrus Dy C R? nii, et sisteem (3.15)

mddrab péoratava kujutuse
A0 2 (uav> = Q — (l’(Q),y(QD € D07

kusjuures selle kujutuse poéordkujutust Dy — Ao mdadravatel funktsioonidel

u=u(z,y
( ) )7 (3.17)
v=uv(x,y
eksisteerivad hulgas Dy pidevad osatuletised; seejuures
/ / / /
/ Yo / — Ly / Yy / Ly
Uy = / /|0 Uy = 75 K Yo = 75 r|’ Uy =773 /
Ty, Ty Ty Ty, Ty, Ty T, X
/ / / / / / / /
yu y’l) yu y'U yu y’l} yu yU

(siin osatuletised ., !, y.,y. arvutatakse punktidele P € Dy vastavates punktides

Q= (u(P),v(P)) € Ay).

TOEsTUS. Olgu jakobiaan (3.16]) nullist erinev punktis Qy. Vaatleme siisteemi
(3.18)

= —y+y(u,v) =0.

Fi(z,y,u,v) = —x + z(u,v) =0,
Fy(x,y,u,v) :

Funktsioonidel (3.18)) eksisteerivad punkti Ry := (zq, yo, uo, vo) € R? teatavas iimb-
ruses pidevad osatuletised, kusjuures selle siisteemi Jacobi maatriks on

(%

((Fl)’m (1), (£, (Fl)’v):(—ol 01 T w:)
1 v, w

(siin osatuletised z!, !, v, ja vy, arvutatakse punktides (u,v)). Kuna punktis Ry

D(Fy, Fy) N EL 20
D(u,v)  |Y Y,
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(siin osatuletised !, ), y, ja vy, arvutatakse punktis (ug,v9) = @o), kusjuures
Fi(Ry) = F3(Ry) = 0, siis teoreemi pohjal leidub punkti R, risttahukakujuline
iimbrus D; x Ay, kus D; ja A; on vastavalt punktide Py ja Oy ristkiilikukujulised
timbrused, milles siisteem (3.18) médrab muutujad u ja v muutujate x ja y iiheste
funktsioonidena (3.17)), millel eksisteerivad ristkiilikus D; pidevad osatuletised

D(Fy, Fy) -1 z

oy~ Dy _‘ 0 vl w

’ D(F1, F3) zl, o 2|
D(u,v) Yu yi)‘ Yu Yo
D(F\, F) 0

U = — D(y,v) :_‘_1 y;‘: —

Y D(F, Fy) x, x x|
D(u,v) Yu yi,‘ Yu yL’
D(Fy, Fy) -1

oo Dz 0 ' —Yu

N D(Fy, Fy) x xh o x|
D(u,v) Yu Yo Y. ’yi,'
D(Fy, Fy) 0

Dl :_y;—J: 2,

Y D(F1, Fy) xl, x xl, x
D(u,v) Yo Yol | yé'

.. e, : : ;o
(siin, arvutades osatuletisi u},, v/, u; ja v, punktis (z,y), tuleb osatuletised =, 7,

Y. ja y. arvutada punktis (u,v) = (u(@y),u(m,y))).
Margime, et mis tahes P = (x,y) € D; korral

T = x(u(a:,y), v(z, y)),

y =y(u(z,y),v(z,9)),

seega kui ®: A} — R? ja U: D; — A, on vastavalt siisteemidega (3.15)) ja ([3.17)
méadratud kujutused, s.t.

Q) = (#(Q),9(Q)), Q€A ja  U(P)= (u(P),v(P)), PeD,
siis
P =®V(P) iga P € D korral. (3.19)
Niiiid vaatleme siisteemi
{Gﬂ%%quZ—U+UWw%=Q 5.20)
G2<$,y, u, U) =-v+ U(l‘, y) = 0.

Funktsioonidel (3.20]) eksisteerivad punkti Ry teatavas iimbruses pidevad osatule-
tised, kusjuures selle siisteemi Jacobi maatriks on

(x: @ G, @)= (2

-1 0

0 —1>;
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(siin osatuletised u, u;, v/, ja v}, arvutatakse punktides (z,y)). Kuna jirelduse
pohjal punktis R,

D(W,Ws) |, w)| 1 20
D(z,y) v, v, xl, x
Yy Y

(siin osatuletised w/, uy, v, ja v, arvutatakse punktis (x0,Y0) = P ning osatuletised
x,, 2yl jay vastavas punktls (ug,v0) = Qo), kusjuures ¥ (Ry) = ¥o(Ry) = 0,

u?

siis leidub punkti Ry risttahukakujuline imbrus Dy x Ag, kus Dy C Dy ja Ay C Ay
on vastavalt punktide P ja @ ristkiilikukujulised iimbrused, milles siisteem ([3.20))
médrab muutujad x ja y muutujate u ja v iiheste funktsioonidena

z =2, v), (3.21)
y =y(u,v).
Seejuures mis tahes Q = (u,v) € Ay korral
u = u(Z(u,v), §(u,v)),
v =v(Z(u,v),y(u,v))
seega kui ®: Ay — D, on siisteemi (3.21) poolt méaratud kujutus, s.t. @(Q) =
(F(Q),5(Q)), Q € Ay, siis
Q=Ud(Q) iga Q€ A, korral. (3.22)
Paneme tihele, et mis tahes Q € A, korral ®(Q) = ®(Q), sest iihelt poolt (3.22)
pohjal R R
PUO(Q) = 2(TP(Q)) = 2(Q),
teiselt poolt (arvestades, et ®(Q) € Dy C Dy) tingimuse (B.19) pohjal
PUD(Q) = DU (D(Q)) = <T><@>.

Tahistame AO = Ag Ja DO = AO {CI) Q S Ao = AQ} C D27 siis
kujutuse ® ahend ®|r,: Ag — Dy on pealekujutus, kllSJllllI‘GS ®| 5, on ka iiksiihene,
sest kui 1, Q2 € Ag = A, on sellised, et (Q1) = P(Q2), siis

Q1= TP(Q)) = T(D(Q1)) = T(B(Q1)) = T(V(Q2)) = ¥(P(Q2)) = VO(Q2) = Qo

Teoreemi toestuseks jadb néidata, et Dy on lahtine hulk. Olgu P, € Dy, s.t. P, =
®(Q1) mingi Q1 € Ag korral. Hulga Aq lahtisuse tottu leidub punkti ()7 iimbrus
Y C Ag. Lemma pohjal leidub punkti P, iimbrus & C Dy C Dy nii, et

U(U)={¥(P): PeU}CV.
Niiiid mis tahes P € U korral (arvestades, et W(P) € V)
P =0U(P)=®(¥(P)) € ®(V) C ®(Ag) =Dy,

seega V C Dy, jarelikult P, on hulga Dy sisepunkt; niisiis hulk D on lahtine. O]
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Mairkus 3.3. Eelnevas toestuses voinuksime osatuletised u,, u;, v, ja v, vélja reh-
kendada ka mérkusele tuginedes, s.t. arvestades, et siisteemi (3.17)) Jacobi maat-
riks on siisteemi (3.15)) Jacobi maatriksi poordmaatriks. Siin, arvutades osatuletisi
u,, Uy, vy, ja v, punktis P = (z,y) € Dy, tuleb osatuletised 7, 7, y,, ja y,, siisteemi
(3.15) Jacobi maatriksis arvutada vastavas punktis @ = (u(P),v(P)) € Ay ehk,
siimmeetriliselt, arvutades osatuletisi u},, u;, v, ja v, punktis P = (:E(Q),y(Q)) €

Dy, kus Q € Ay, tuleb osatuletised x/, x/, v, ja y, siisteemi (3.15]) Jacobi maatriksis
arvutada vastavas punktis Q).

Jareldus 3.5. Eksisteerigu funktsioonidel (3.9) pidevad osatuletised lahtises hul-
gas A C R™, kusjuures hulga A igas punktis jakobiaan (3.10) erineb nullist. Siis
ststeemiga (3.9) madratud kujutuse A — R™ kujutishulk

D= {(21(Q),..7n(Q): Q€ A} R"
on lahtine.

TOEsTUS. Jérelduse toestuseks tuleb ndidata, et hulga D iga punkt on tema sise-
punkt. Olgu Py € D, s.t. mingi Qg € A korral Py, = (xl(Qo), e ,xm(Qo)). Teo-
reemi pohjal leiduvad punkti Qg lahtine iimbrus Ay C A ja punkti P, lahtine
iimbrus Dy C R™ nii, et siisteem médrab pooratava kujutuse , aga siit
jareldub, et punkti F, lahtine iimbrus Dy sisaldub kujutishulgas D; niiisis P on
hulga D sisepunkt, nagu soovitud. [



IV peatiikk.
Mitme muutuja funktsiooni
ekstreemumid

§ 1. Mitme muutuja funktsiooni lokaalsed
ekstreemumid

1.1. Lokaalse ekstreemumi moiste. Tarvilik tingimus lokaalse
ekstreemumi olemasoluks

Olgu funktsioon u = f(P) = f(x1,...,2,,) miiratud punkti Py = (29,...,20%) €
R™ mingis timbruses.

Definitsioon 1.1. Oeldakse, et funktsioonil f on punktis P,

e [okaalne maksimum, kui punktil Py leidub iimbrus U nii, et

f(P) < f(Fy) iga P €U korral;

e lokaalne munimum, kui punktil Fy leidub timbrus U nii, et

f(P) > f(Fy) iga P €U korral.
Seejuures punkti F) nimetatakse vastavalt funktsiooni f lokaalseks maksimumpunk-
tiks ja lokaalseks miinimumpunktiks.

Teisisonu, funktsioonil f on punktis Py lokaalne maksimum (voi, vastavalt, lokaalne
miinimum), kui sellel punktil leidub timbrus, milles funktsiooni vdartus f(P,) on
selle funktsiooni suurim vaértus (voi, vastavalt, vihim véértus) selles iimbruses.

Lokaalset maksimumi ja lokaalset miinimumi nimetatakse lokaalseteks ekstree-
mumiteks.

Definitsioon 1.2. Oeldakse, et funktsioonil f on punktis P,

e range lokaalne maksimum, kui punktil Py leidub {imbrus U nii, et

f(P) < f(PRy) iga PelU\{Py} korral;

103
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e range lokaalne miinimum, kui punktil Py leidub {imbrus ¢/ nii, et

f(P)> f(PR) iga PelU\{P} korral.

Ranget lokaalset maksimumi ja ranget lokaalset miinimumi nimetatakse range-
teks lokaalseteks ekstreemumiteks.

Teoreem 1.1. Eksisteerigu funktsioonil uw = f(P) = f(z1,...,Tn) punktis Py =
(2%, ..., 2% ) loplikud osatuletised koikide argumentide jirgi. Kui funktsioonil f on
punktis Py lokaalne ekstreemum, siis

f;Z(Po):O, 221,,771

TOESTUS. Konkreetsuse mottes eeldame, et funktsioonil f on punktis P lokaalne
miinimum (juhtu, kus funktsioonil f on punktis P, lokaalne maksimum, késitletakse
analoogiliselt), s.t. leidub & > 0 nii, et

f(P) = f(PR) iga P € U.(F) korral.
Olgu i € {1,...,m}. Vaatleme funktsiooni

g(t) = flal, .. 2y oy, o a).
Paneme tdhele, et
(1) funktsioon g on méiratud vahemikus t € (29 — ¢, 20 + ¢);
(2) funktsioonil g on punktis ¢ = 2 lokaalne miinimum;
(3) funktsioon g on diferentseeruv punktis ¢t = 9, kusjuures ¢'(z?) = f. (Pp).

Toepoolest, téhistame iga ¢t € R korral Q¢ := (2f,...,2) |, t, 29 ,,...,2%); siis iga t €

(29 —e, 29 +¢) korral d(Qy, Py) = |t—2V| < ¢, s.t. Q; € U.(Py), seega Q; kuulub funktsiooni f mii-

0_
ramispiirkonda ehk, teisisonu, funktsioon g on méiratud punktis t. Seejuures iga t € (29 —¢, 20 +¢)

korral
9(t) = F(Qi) = f(Po) = g(a?);
niisiis, funktsioonil g on punktis 2 lokaalne miinimum.
Viidetest (3) ja (2) jareldub Fermat’ teoreemi pohjal, et f, (Fy) = ¢'(z)) = 0, nagu

soovitud. O]
Definitsioon 1.3. Oeldakse, et punkt P, on funktsiooni f

e statstonaarne punkt, kui sellel funktsioonil eksisteerivad selles punktis osatu-
letised koikide muutujate jargi, kusjuures koik need osatuletised on vordsed
nulliga;

o kriitiline punkt, kui see punkt on kas funktsiooni f statsionaarne punkt voi selle
funktsiooni mingi osatuletis selles punktis kas ei eksisteeri voi on 16pmatu.

Teoreemist [1.1] jareldub niisiis, et
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e mis tahes funktsioonil saab lokaalne ekstreemum esineda vaid selle funktsiooni
kriitilises punktis;

o diferentseeruval funktsioonil saab lokaalne ekstreemum esineda vaid selle funkt-
stooni statsionaarses punktis.

Markus 1.1. Punkti statsionaarsus ei ole piisav tingimus funktsiooni lokaalse ekst-
reemumi olemasoluks selles punktis (isegi juhul, kui funktsioon on diferentseeruv
selles statsionaarses punktis).

Niide 1.1. Veendume, et funktsioonil z = f(z,y) := zy ei ole lokaalset ekstreemumit tema
statsionaarses punktis (0, 0).

Koigepealt mirgime, et punkt (0,0) on toepoolest funktsiooni f statsionaarne punkt, sest selle
funktsiooni osatuletised on

folzy) = (xy), =y ja fi(z,y) = (zy), =2

ning seega f;,(0,0) = 0 ja f;(0,0) = 0. Lisaks, funktsioon f on diferentseeruv kogu tasandil R?,
sest tema osatuletised on pidevad kogu tasandil.

Veendumaks, et funktsioonil f ei ole punktis (0,0) lokaalset ekstreemumit, mirgime, et punkti
(0,0) mis tahes timbrus sisaldab punkte (x,y), kus x ja y on nullist erinevad ja samamérgilised
ning seega f(x,y) = xzy > 0 = f(0,0), samuti punkte (z,y), kus = ja y on nullist erinevad ja
erimérgilised ning seega f(z,y) = zy < 0= £(0,0).

1.2. Piisavad tingimused lokaalse ekstreemumi olemasoluks

Definitsioon 1.4. Olgu a;; € R, a;; = aj;, 1,5 = 1,...,m. Summat
m
D(x1,...,Ty) = Z ;T (3.1)
ij=1
nimetatakse ruutvormiks muutujatest x1,...,z,, € R.
Maatriksit
a1 a2 ... QAim
921 A29 ... QA9m
A = (aij)ij—1 =
Am1 Am2 .. Amm

nimetatakse ruutvormi (3.1) maatriksiks.
Definitsioon 1.5. Oeldakse, et ruutvorm (3.1]) on

e positiwselt mddaratud, kui

®(zy,...,7,) >0 koikide z1,..., 2, €R, 27 +--- + 22 # 0, korral;

o negativselt mddratud, kui

®(x1,...,0,) <0 kdikide x1,...,7,, € R, 2] +---+ 22 # 0, korral.
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Positiivselt méiaratud ja negatiivselt midratud ruutvorme nimetatakse madratud
ruutvormideks.

Ruutvormi nimetatakse madramata ruutvormiks, kui tal esineb nii positiiv-
seid kui ka negatiivseid vadrtusi.

Definitsioon 1.6. Determinante

a1 192 P A1m
a1 Qa2 a21 Q22 ... Q2m
Al = a11, AQ - 5 ) Am -
21 Q22
Am1 Am2 ... Omm

nimetatakse ruutvormi (3.1) peamiinoriteks.
Algebra kursuses toestatakse

Teoreem 1.2 (Sylvesteri tunnus). (a) Ruutvorm (3.1) on positiivselt madratud
parajasti siis, kui koik tema peamiinorid on positiivsed, s.t.

A >0, Ay >0, ...... , A, >0.

(b) Ruutvorm (3.1) on negatiivselt madratud parajasti siis, kui tema peamiinorite
mdargid vahelduvad, kusjuures Ay < 0, s.t.

A <0, Ay >0, A3<0, A;>0,

Kui funktsioon v = f(P) = f(z1,...,2,) on kaks korda diferentseeruv punk-
tis Py, siis tema teist taisdiferentsiaali

m

2
d*u(Py) = Z fre (Po) daida;
ij=1
voib tolgendada kui ruutvormi muutujatest dzq,...,dzr,,. Seda ruutvormi nimeta-

takse funktsiooni f hessiaaniksl] punktis Py.

Jargnev teoreem annab piisavad tingimused lokaalse ekstreemumi olemasoluks
statsionaarses punktis.

Teoreem 1.3. Olgu funktsioon u = f(P) = f(x1,...,%y) kaks korda diferentseeruv
oma statsionaarses punktis Py = (29,...,29).

(a) Kui hessiaan d*u(Py) on positiivselt médratud ruutvorm, siis funktsioonil f on
punktis Py range lokaalne miinimum.

(b) Kui hessiaan d*u(Py) on negaliivselt médiratud ruutvorm, siis funktsioonil f
on punktis Py range lokaalne maksimum.

'Ludwig Otto Hesse (1811-1874) — saksa matemaatik.
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(¢) Kui hessiaan d*u(Py) on mddramata ruutvorm, siis funktsioonil f ei ole lo-
kaalset ekstreemumit punktis F,.

TOESTUS. Olgu P = (29 + Azy, ..., 2% + Ax,,) # P,. Taylori valemi pohjal

Au = f(P)— f(Py) = du(Py) + % d*u(Py) + o = %dZU(Po) + a,

(kuna P, on funktsiooni f statsionaarne punkt, siis du(P,) = 1:21 o, (Py)dx; = 0),
kus diferentsiaalide du(Py) ja d*u(P,) avaldistes

dr; = Aw; =2; — 29, i=1,...,m,
ning funktsioon a = «a(Azy,...,Ax,,) rahuldab tingimust o = o(p?) protsessis

p=+/Ax? + -+ Az2, — 0. Téhistame

_ o
N aZIZ'j 81’1

CL,‘]‘ (P())7 i,jzl,...,m,

Az; : N
ja h; = =0 (mérgime, et h3 4 - + hZ, = 1); siis
p

1 1 <~ O%*f
Au = = d*u(P, ==
u=3 u(Fy) +a 2”:18%8%

2
(Py) Az; Azj 4+ o = % (

= 2
> oty + 25

1,j=1

Eeldame niiiid, et teine tiisdiferentsiaal d?u(P,) on positiivselt madratud ruut-

vorm (diferentsiaalide dzy, ..., dz,, suhtes). Siis
O(hy,... b)) =Y ahih; >0, kui b4 4h2 #£0.
ij=1

Funktsioon ® = ®(hy,..., h,,) on pidev tokestatud kinnises hulgas
S = {(hl,...,hm): h$+---+h;:1},

seega Weierstrassi esimese teoreemi pohjal leidub punkt (A9, ... k%) € S milles see
funktsioon ® saavutab oma miinimumi hulgas S:

= i O(hy, ..., hy) =R, ... A )
H (h1,.I.I.,1ilzg)€S ( 1, ) ) ( 1 ’ m) >0
Niisiis, mis tahes Az, ..., Ax,, korral

= 2c p? 2|«
Zaijhihj—i—?) 25(”—%)

ij=1

F(P)— £(R) =2 (
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Siit ndeme, et valides € > 0 nii, et

o] _
p<le — ? < Z,
saame mis tahes P € U.(Fy) \ { Py} korral (sel juhul p = d(P, Py) < €)

2 2
p 20al\ _p [N Hp
OV Py (P 1) N ) BT
f(P) = f(Fo) 2(u p2) 5 15
jarelikult funktsioonil f on punktis F range lokaalne maksimum.

Juhtu, kus ruutvorm d*u(P) (muutujate dzy,...,dz,, suhtes) on negatiivselt
madratud, kisitletakse analoogiliselt.

Eeldame niiiid, et teine tiisdiferentsiaal d?u(Py) on méiramata ruutvorm. Nii-
tame, et funktsioonil f ei ole punktis P lokaalset ekstreemumit. Olgu argumentide

T1, ..., Ty muudud Azl ... Azl ja Axy, ... Ax! sellised, et
m m
E a; Ar;Ar; >0 ja g ag; Az Az < 0.
i,j=1 i,j=1

Téhistame p’ = \/Ax’lz + kAR = \/Ax’l’2 + -+ Az ? ning
1

Ax’

!/ j : " .
hi=—" ja hi=—*, i=1,...,m;
p
siis
m m
q = Z ag hil; >0 ja  ¢":= Z ag; hihj <O0.
ij=1 ij=1

Tahistame iga p > 0 korral

Pl = (af + phy, ... ap, + phy,) ja Pl = (a4 phY, ... 2, + phy);

p
siis
2 [ m 2 2
: P g 200\ _pt (o 20\ _p? (2o
f(Pp)_f(PO)_E<i;aijhihj+ﬁ)_3<q +F)>E<q_7 ;
2 [ m 2 2
1" P "n 2 P 2 " p 2|O‘| "
f(Pp)—f(Po)—E<i;aijhihj+ﬁ)—§<?—|q |)<3<7—|Q| :
Kui niiiid € < min{p’, p”} on selline, et
1
p<e — |i|<—min{\q’\,|q”\},

P4
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siis mis tahes p < ¢ korral

1) - g =5 (- 4) =L o

2 4
ja
2 1 20,
Pl rlq"]
P — f(P, — = - = ——
e = g < (=) = - <o
jarelikult funktsioonil f ei ole punktis P, lokaalset ekstreemumit. O]

1.3. Kahe muutuja funktsiooni juht

Teoreem 1.4. Olgu funktsioon v = f(P) = f(x,y) kaks korda diferentseeruv oma
statsionaarses punktis Py = (xo,yo). Tdhistame

ann = [2(Fo), axn = [2(R), a2=axn= [, (F) = f.(F)

ning

@11 a2

. 2
Ay =an Jja Ay = = a11 22 — A7,

Q21 A22

(a) Kui
A >0 ja Ay >0,

sus funktsioonil f on punktis Py range lokaalne miinimum.
(b) Kui
A1 <0 ja Ay >0,
sus funktsioonil f on punktis Py range lokaalne maksimum.
(¢) Kui
AQ < 0,

sus funktsioonil f ei ole punktis Py lokaalset ekstreemumit.

TOESTUS. Viited (a) ja (b) jirelduvad vahetult teoreemist Toestame viite (c¢).
Olgu Ay = ajias — aly < 0. Teoreemi pohjal piisab néidata, et teine téisdife-
rentsiaal

d?f(Py) = a1y Ax? + 2a10 Ax Ay + agy Ay?

on midramata ruutvorm oma argumentide z ja y muutude Ax ja Ay suhtes. Fik-
seeritud Ax ja Ay korral tdhistame

A A
p = Ax?+ Ay?, hlz—x, hgz—y.
P

p
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Vaatleme alguses juhtu, kus ay; # 0. Siis

de(Po) = p2 <CL11 h% + 2@12 h1 h2 + CLQQh%)

2

B Clp_n (ai h? + 2a11a15 hy hy + a3ohs + (anazs — afy) h%)
2

— 2 (e by + ) + (o — ) ).
11

Niisiis, kui hy = 1 ja hy = 0, siis sgn d?f(Fy) = sgn a,; kui aga

hy = _ M2 ja hy = I
Vi, +afy Vi, +aty
siis sgn d? f(Py) = —sgn ay;. Niisiis, d?f(P,) on mdiramata ruutvorm.

Niiiid eeldame, et a;; = 0. Paneme tihele, et a;5 # 0 (sest vastasel juhul oleks
A2 = 110929 — (1%2 = 0) Kui hQ 7é 07 siis

h
de(PO) = p2 (2@12 hl h2 + a22h§) = p2 h% (20/12 h,_l + agg) .
2

Piisavalt viikeste ho véidrtuste korral on diferentsiaalil d?f(P,) sama méirk nagu

h
liidetaval 2a;9 h—l, jarelikult see diferentsiaal d?f(P,) omandab nii positiivseid kui
2
ka negatiivseid vaartusi. O

Niide 1.2. Leiame funktsiooni z = 2* + 23 — 32 — 222y + 32 lokaalsed ekstreemumid.

Teoreemi pohjal saab funktsioonil lokaalne ekstreemum esineda ainult tema kriitilistes
punktides. Leiame funktsiooni z osatuletised:

2l = (x* +2® = 32 — 227y + y?), = 4a® + 327 — 3 — 4y,
y = (' + 23 — 32 — 222y + y2); = —22% + 2y;

seega funktsiooni z statsionaarsed punktid on leitavad siisteemist

423 4+ 322 — 3 — 4oy = 0,
—222 + 2y = 0.
Asendades selle siisteemi teisest vorrandist y = x? esimesse vorrandisse, saame, et 3z? = 3 ehk
22 = 1, millest x = —1 voi 2 = 1. Selle siisteemi lahendid ja seega funktsiooni z statsionaarsed
punktid (ning funktsiooni z diferentseeruvuse tottu ka ainsad selle funktsiooni kriitilised punktid)
on (—1,1) ja (1,1).
Leiame funktsiooni z teist jirku osatuletised:
2y = (42 4 322 — 3 — day)! = 122% + 62 — 4y,

2y = 2y, = (42° + 30 — 3 — day)), = —4x,

Zy2 = (=222 + 2y)y = 2

ja téhistame

" "
g2 Fay| _
" "
Zyx  Zye

Av =2, =122° + 62 —dy, A=

1222 + 62 — 4y —4x
—4x 2 |
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Statsionaarses punktis (—1,1)

2 4

A1:2>0, A2=’4 9

):—u<m
seega (teoreemi (c), pohjal) funktsioonil z ei ole punktis (—1, 1) lokaalset ekstreemumit.
Statsionaarses punktis (1,1)

A1:14>07 A2:’14 —4

i 2‘:12>Q
seega (teoreemi (a), pohjal) funktsioonil z on punktis (1, 1) range lokaalne miinimum z(1,1) =
—2.



§ 2. Mitme muutuja funktsiooni globaalsed
ekstreemumid

Olgu funktsioon u = f(P) = f(x1,...,x,) midratud hulgas D C R™.
Definitsioon 2.1. Funktsiooni f

e suurimat viartust hulgas D nimetatakse funktsiooni f globaalseks maksimu-
miks (hulgas D);

e vihimat vadrtust hulgas D nimetatakse funktsiooni f globaalseks miinimumiks

(hulgas D).

Globaalset maksimumi ja globaalset miinimumi nimetatakse iihise nimetusega
globaalsed ekstreemumid.

Pole raske tuua néiteid (isegi pidevate iihe muutuja funktsioonide kohta), kus
funktsioonil puuduvad tema méadramispiirkonna mingis alamhulgas globaalsed ekst-
reemumid. Teiselt poolt, Weierstrassi teisest teoreemist 1[4.§| jareldub, et tokestatud
kinnises hulgas pideval funktsioonil eksisteerivad selles hulgas globaalsed ekstreemu-
mad.

Kui funktsioonil u = f(P) = f(x1,...,z,) eksisteerib tema médramispiirkonna
alamhulgas D C R™ mingi globaalne ekstreemum, siis see globaalne ekstreemum
voib olla hulga D sisepunktis voi hulga D rajapunktis; seejuures, kui see globaalne
ekstreemum saavutatakse hulga D sisepunktis, siis selles punktis on funktsioonil f
ka vastav lokaalne ekstreemum, jarelikult see punkt on funktsiooni f kriitiline punkt.
Seega, kui me teame, et funktsioonil f eksisteerivad tema méadramispiirkonna alam-
hulgas D globaalsed ekstreemumid, siis nende globaalsete ekstreemumite leidmiseks
voime kasutada jargmist eeskirja:

(1) leiame funktsiooni f véirtused tema kriitilistes punktides hulga D sisemuses;

(2) leiame funktsiooni f vidrtused tema voimalikes ekstreemumpunktides hulga
D rajal;
(3) neist leitud vaartustest suurim on funktsiooni f globaalne maksimum max f(P)
€

hulgas D ning vihim on funktsiooni f globaalne miinimum I}gﬂ% f(P) hulgas D.
€

Niide 2.1. Leiame funktsiooni z = 23 4+ 32 — 3zy suurima ja vihima viirtuse ristkiilikus
D:=10,2] x [-1,2] ;= {(z,9): 2 €[0,2], y € [-1,2]}.
Koigepealt margime, et kuna funktsioon z on pidev, siis Weierstrassi teise teoreemi 1[4.8 pohjal
tal eksisteerivad tokestatud kinnises hulgas D globaalsed ekstreemumid.

Leiame funktsiooni z kriitilised punktid hulga D sisemuses D°. Kuna funktsioon z on diferent-
seeruv kogu tasandil R?, siis tema ainsad kriitilised punktid on statsionaarsed punktid. Leiame
funktsiooni z osatuletised:

2 =32? — 3y, 2y = 3y? — 3u;

112
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seega funktsiooni z statsionaarsed punktid on leitavad siisteemist
322 -3y =0, 2_y=0,

v ehk {7 7Y
Jy* =3z =0, y* —zx =0.

Asendades selle siisteemi esimesest vorrandist y = x2 teise vorrandisse, saame, et 2* — z = 0 ehk
z(z3 — 1) = 0, millest z = 0 vdoi = 1. Selle siisteemi lahendid on seega (0,0) ja (1,1); kuna
(0,0) ¢ D°, siis funktsiooni z ainus statsionaarne (ning seega ka ainus kriitiline) punkt hulga D
sisemuses D° on (1,1); seejuures
2(1,1) = —
Hulga D rajajoon 0D esitub iithendina
oD = {(0,-1),(2,-1),(2,2),(0,2)} ULy U Ly U L3 U Ly,

kus

{(z,y): 2 €(0,2), y = -1}, Ly :=
={(z,y): 2 €(0,2), y =2}, L, =

Rajajoone osal L; omandab funktsioon z kuju
z=2° 143z = fi(z), z€(0,2).

Kui funktsioonil z oleks globaalne ekstreemum rajajoone osa L; punktis (x,y), siis funktsioonil f;
oleks punktis = lokaalne ekstreemum, seega funktsiooni f; diferentseeruvuse tottu peaks x olema
funktsiooni f; statsionaarne punkt, s.t. fi(x) = 0. Leiame funktsiooni f; tuletise:

fi(z) =322 +3=3(x2+1).

Nieme, et tuletisel f] nullkohti pole, seega rajajoone osal L; funktsiooni z globaalseid ekstreemu-
meid ei ole.
Rajajoone osal L3 omandab funktsioon z kuju

z=2°+8—6x=: f3(x), z€(0,2).
Leiame funktsiooni f3 tuletise:
fi(z) =322 — 6 = 3(2 — 2).

Nieme, et tuletise f; nullkohad on z = —/2 ja z = /2, kusjuures —v/2 ¢ (0,2); seega ainus
voimalik ekstreemumpunkt rajajoone osal Ls on (v/2,2); seejuures

2(V2,2) = 2V2 +8 — 6v2 = 8 — 4V/2.

(Siin jillegi, kui funktsioonil z oleks globaalne ekstreemum rajajoone osa Lz punktis (x,y), siis
funktsioonil f3 oleks punktis x lokaalne ekstreemum, seega funktsiooni f; diferentseeruvuse tottu
peaks x olema funktsiooni f3 statsionaarne punkt, s.t. f4(y) =0.)

Rajajoone osal Ly omandab funktsioon z kuju

z=8+4y>—6y=:foly), ye(-1,2).
Leiame funktsiooni f> tuletise:
f2(y) = 3y* — 6 = 3(y* — 2).

Nieme, et tuletise f nullkohad on y = —v/2 ja y = v/2, kusjuures —v/2 ¢ (—1,2); seega ainus
voimalik ekstreemumpunkt rajajoone osal Lo on (2,/2); seejuures

2(2,V2) =8 +2v2 - 6v2 =8 —4V2.
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(Siin jdllegi, kui funktsioonil z oleks globaalne ekstreemum rajajoone osa Lo punktis (x,y), siis
funktsioonil fs oleks punktis y lokaalne ekstreemum, seega funktsiooni fo diferentseeruvuse tottu
peaks y olema funktsiooni fy statsionaarne punkt, s.t. fi(y) = 0.)

Rajajoone osal Ly omandab funktsioon z kuju

2=y = fuly), ye(-12).

Funktsioon f4 on kasvav vahemikus (—1,2), seega rajajoone osal L, voimalikke ekstreemumpunkte
ei ole. (Siin jéllegi, kui funktsioonil z oleks globaalne ekstreemum rajajoone osa L4 punktis (z,y),
siis funktsioonil fy oleks punktis y € (—1, 2) lokaalne ekstreemum; kuna aga funktsioon f, on kasvav
vahemikus (—1, 2), siis tal selleks vahemikus lokaalseid ekstreemumeid ei ole, seega rajajoone osal
L, funktsiooni z globaalseid ekstreemumeid ei ole..)

Leiame funktsiooni z vadrtused rajajoone 0D iilejdinud voimalikes ekstreemumpunktides:

z2(0,-1)=-1, 2(2,-1)=8-1+6=13, 2(2,2)=8+8-12=4, 2(0,2)=38.
Valides eelnevas leitud voimalikest ekstreemumitest suurima ja vihima, saame

rlglg%(z(P) =2(2,-1)=13 ja min z(P)=2(1,1) = 2(0,-1) = —1.

Monikord voib globaalsete ekstreemumite leidmisel olla abi alljirgnevast teoree-
mist mille tarvis toome eelnevalt sisse kumera hulga moiste.

Definitsioon 2.2. Oeldakse, et hulk D C R™ on kumer, kui tema mis tahes kaht
punkti iihendav sirgloik sisaldub selles hulgas, s.t. mis tahes Py = (2%,...,29), P =
(1,...,2m,) € D korral neid punkte Py ja P tithendav sirgloik

PP = { (a2 + tAmy, ... 20 +tAx,): t €[0,1]} C D,

kus Az; i=a; — 2%, i=1,...,m.

779

Teoreem 2.1. Olgu funktsioon uw = f(P) = f(x1,...,2,) kaks korda diferentsee-
ruv lahtise kumera hulga D C R™ igas punktis ning olgu Py = (29,...,2%) € D
funktsiooni [ statsionaarne punkt, s.t.

fo(Po) =+~ = [ (Po) =0. (2.1)

(a) Kuiiga Q € D korral hessiaan d*f(Q) on positiivselt madratud ruutvorm, siis
funktsioonil f on punktis Py range globaalne miinimum (s.t. f(P) > f(P) iga
P e D\ {P} korral).

(b) Kuiiga Q € D korral hessiaan d*f(Q) on negatiivselt madratud ruutvorm, siis
funktsioonil f on punktis Py range globaalne maksimum (s.t. f(P) < f(R) iga
P e D\ {PR} korral).

Markus 2.1. Teoreem H. (mitme muutuja funktsiooni Taylori valem jadkliikme-
ga Lagrange’i kujul) jaab kehtima, kui temas vaadelda punkti Py e-timbruste asemel
selle punkti mis tahes kumeraid lahtisi imbrusi. Teoreem on vahetu jareldus
teoreemist H. (tapsemalt, selle teoreemi mainitud viisil tugevdatud variandist).
Toepoolest, kehtigu teoreemi eeldused ning olgu iga ) € D korral teist jarku
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tiisdiferentsiaal d? f(Q) positiivselt mairatud ruutvorm (argumentide diferentsiaali-
de dxy, ..., dx,, suhtes). Teoreemi IT[4.2] (kumerate iimbruste versiooni) pohjal mis
tahes punkti P = (21,...,2,,) € D\ {F} korral

f(Q)
2 )

f(P) = f(Ry) =df(Ry) +

kus diferentsiaalide df (Pp) ja d*f(Q) avaldistes dz; = Az; = x; — 2%, i=1,...,m,

ning () on mingi punkt punkte F ja P iihendavalt sirgloigult. Kuna F, on funktsiooni
f statsionaarne punkt, siis

df (Py) = fi,(Po) Awy + -+ + fi (Py) Azyy = 0Azy 4 -+ + 0 Az, = 0;

kuna tehtud eelduse pohjal on d? f(Q) positiivselt méiédratud ruutvorm, siis d? f(Q) >
0; seega f(P) — f(Py) = d*f(Q) > 0, jérelikult f(P) > f(P); niisiis funktsioonil f
on punktis Py range globaalne miinimum. Teoreemi [2.1] viiide (a) on toestatud.

Viide (b) (hessiaani d?f negatiivse miiratuse juht) toestatakse analoogiliselt.

Kuna me kiiesolevas kursuses teoreemi I1J4.2] ei toestanud, siis esitame jirgnevas
teoreemile [2.1] ihe toestuse, mis on tilaltoodust kiill ménevorra pikem, kuid ei kasuta
mitme muutuja funktsiooni Taylori valemit.

TEOREEMI [2.1| TOESTUS, MIS EI KASUTA TAYLORI VALEMIT. Toestame ainult véii-
te (a). (Viide (b) toestatakse analoogiliselt.)

Eeldame, et iga Q € D korral teist jirku tiisdiferentsiaal d?f(Q) on positiivselt
médratud ruutvorm (argumentide diferentsiaalide dxy, ..., dz,, suhtes). Fikseerime
vabalt P = (z1,...,2,) € D\ {Fy}. Veendumaks, et funktsioonil f on punktis
Py range globaalne miinimum, piisab néidata, et f(P) > f(Fp). Selleks téhistame

o 0 e O . . . .
Azy =z —af,..., Az, = x,, — 2, ja defineerime funktsiooni

g(t) == f(aY +tAzy, ..., 2% +tAx,).

Kuna hulk D on kumer ning (hulga D lahtisuse tottu) punktid Py ja P on funktsiooni
f méadramispiirkonna D sisepunktid (ning jérelikult funktsioon f on méiratud punk-
tide Py ja P teatavas iimbruses), siis mingi € > 0 korral funktsioon g on méératud
vahemikus (—¢,1 + ¢).

Toepoolest, tihistades iga t € R korral P, := (29 + t Azy,..., 2% + t Az,,), peame leidma
€ > 0 nii, et iga t € (—¢,1 + ¢) korral P, € D (sest sel juhul on funktsioon f mé#iratud punktis
P, ehk, teisisonu, funktsioon g on méidratud punktis t). Koigepealt, hulga D kumeruse tottu mis

tahes ¢ € [0, 1] korral P, € D.
Olgu niiiid € > 0 suvaline. Kui ¢ € (—¢,0), siis

d(P;, Py) = \/(tAzy)2 + -+ (tAz,,)2 = |t|\/Ax% +--+ Az <ed(P,P),

m

kui aga t € (1,1 +¢), siis (arvestades, et P = (29 + Azy,..., 2% + Azy,))

) m

AP P) = \/(t=1) A1)® + -+ ((t = 1) Azy)? = [t = 1y/Aa3 + - + Aa2, < =d(P, Py).

m
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Kuna hulga D lahtisuse tottu on Py ja P hulga D sisepunktid, siis leiduvad rg,r > 0 nii, et
B(Py,r9) C D ja B(P,r) C D, s.t.

dQ,P)<rg = Q€D ja dQ,P)<r = QeD.
Niisiis, valides € > 0 nii, et e d(P, Py) < min{rg,r}, kehtib iga t € (—e,1 + ¢) korral P, € D.

Kuna ¢(0) = f(FR) ja g(1) = f(P), siis jaab ndidata, et g(1) > ¢(0). Selleks piisab
niidata, et

(1) funktsioon g on diferentseeruv vahemikus (—e,1 + ¢);

(2) ¢'(t) > 0igat € (0,1) korral,

sest tingimuse (1) kehtides Lagrange’i keskvidrtusteoreemi pohjal leidub punkt £ €
(0,1) nii, et g(1) — ¢g(0) = ¢'(&) (1 — 0) = ¢'(£); tingimuse (2) kehtides ¢'(£) > 0,
seega ¢g(1) — g(0) > 0, s.t. g(1) > ¢(0), nagu soovitud.

Funktsiooni g diferentseeruvuseks mérgime, et g esitub liitfunktsioonina

9(t) = f(1(t),- .., om(t),

kus nii f kui ka ¢;(t) ;== 2¥ + ¢t Ax;, i = 1,...,m, on diferentseeruvad funktsioonid;
seega liitfunktsiooni diferentseerimise reegli (teoreemi 11J1.8)) pohjal funktsioon g on
diferentseeruv, kusjuures tema tuletis esitub valemiga

g'(t) = fr (01(), -, dm(t)) $1(t) + -+ fr, (D1(1), .., (L)) 01, (1)
= f1(1(®), ..., Om(t) Az + -+ [ (D1(2), ..., (D)) Az,

- Zf;i (1(8),- -, b (t)) Ay (2.2)

fr(a) +t Az, .. 2, +t Azy,) Az,

I
iM=I

Siit nédeme, et vorduste (2.1 tottu

= if;b(ilﬁ(l), Aﬂ?l Zf PO Ax; = 0.
=1

Niisiis piisab véite (2) toestuseks néidata, et tuletisfunktsioon ¢’ on rangelt kasvav,
milleks omakorda piisab veenduda, et funktsioon g on kaks korda diferentseeruv,
kusjuures ¢”(t) > 0 iga t € (—¢,1 + ¢) korral. Funktsiooni g kaks korda diferentsee-
ruvus jareldub liitfunktsiooni diferentseeruvuse reegli (teoreemi H. pohjal vordu-
sest (funktsiooni f kaks korda diferentseeruvuse ning funktsioonide ¢, ..., ¢,
diferentseeruvuse tottu); seejuures mis tahes ¢t € (—e, 1 + ) korral
7O =SS (G10),- ., bmlt)) Aai 6 (1)
1 j=1

D2 Fia(910), - 0m(D)) Axi A

D1(t), ..., dm(t)).

~
[y

Kﬁ}—‘
N .

2

I
Q.
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Kuna teist jérku téisdiferentsiaal d?f(¢1(t),...,¢m(t)) on positiivselt mairatud
ruutvorm, siis jireldub eelnevast vordusteahelast, et ¢”(t) > 0, nagu soovitud. [

Mairkus 2.2. Teoreemi [2.1] voib toestada ka toetudes iihe muutuja funktsiooni Taylori valemile
jaaklitkmega Lagrange’i kujul, millega lugeja tutvus (voi vihemalt oleks pidanud tutvuma) kursuses
“Uhe muutuja matemaatiline analiiiis”.

Teoreem 2.2 ((iihe muutuja funktsiooni) Taylori valem jaikliikmega Lagrange’i kujul). Eksisteeri-
gu (tihe muutuja) funktsioonil [ punkti a mingis imbruses U loplik (n + 1)-jarku tuletis (n € N).
Siis iga x € U korral kehtib Taylori valem

k) (g (n+1)
1@ =10+ S50 @t + R

kus punkt & paikneb punktide a ja x vahel.

Toepoolest, kehtigu teoreemi eeldused ning olgu iga @ € D korral teist jarku téisdiferent-
siaal d?f(Q) positiivselt médratud ruutvorm (argumentide diferentsiaalide dxy,...,dx,, suhtes).
Fikseerides vabalt punkti P = (z1,...,2m) € D\ {Fy} ja defineerides funktsiooni g (nagu tlal-
toodud toestuseski), piisab (jélle nagu ilaltoodud toestuseski) viite (a) toestuseks ndidata, et
g(1) > ¢(0). Selleks margime (jalle nagu {ilaltoodud toestuseski), et funktsioon g on kaks korda
diferentseeruv vahemikus (—¢, 1+ ¢), kusjuures ¢’(0) = 0 ning ¢’ (t) > 0 iga t € (—¢, 1+ ¢) korral.
Seega saame Taylori valemist (s.t. teoreemist vottes seal a = 0 jan = 1) mingi £ € (0,1) korral

g9"(&) 2_ 9"(&)
y 1-0="

g(1) — g(0) = ¢'(0) (1 - 0) + >0,

nagu soovitud. Viite (b) saab toestada analoogiliselt.
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V peatiikk.
Kordsed integraalid

§ 1. Kahekordse integraali moiste
1.1. Darboux’ summad. Darboux’ integraal
Olgu kahe muutuja funktsioon z = f(P) = f(x,y) tokestatud ristkiilikus
D := [a,b] X [c,d].
Jagame 16igud [a, b] ja [c, d] omakorda mingiteks m ja n osaldiguks
(o, z1], - [, zm]  Ja [yo, ], [Yne1, wnl (1.1)
punktidega
a=Tog<T1 < - <Typ:=b ja c=y <y <---<y,:=d. (1.2)
Siis ristkiilik D jaotub mn ristkiilikuks
Dij = [wic1, @] X [yj—1,y], i=1,....m,j=1... n (1.3)

Ristkiiliku D jaotusviisi ristkiilikuteks (1.3)) tdhistame tdhega T. Punktidele ([1.2))
viitame jargnevas kui jaotusviisi T mddravatele punktidele ning 16ikudele ((1.1)) kui
jaotusviist T mddravatele lotkudele.

Tahistame koikide i € {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral

Az =x; — vy, Ayji=y; —yj_1, M;; == sup f(P), m;; = inf f(P).

PeD;; PeDi;
Definitsioon 1.1. Summasid
S(T) := S¢(T) := Z Z M;; Az; Ay;  ja s(T) = s54(T) = Z Zmij Az; Ay;.
=1 j=1 i=1 j=1

nimetatakse funktsiooni f Darbouz’ tilemsummaks ja Darbouz’ alamsummaks, mis
vastavad ristkiiliku D jaotusviisile T'.

119



120 V. Kordsed integraalid

Koneldes jiargnevas Darboux’ iilem- ja alamsummadest, moistame me selle all
funktsiooni f Darboux’ summasid, mis vastavad ristkiiliku D jaotusviisidele.

Edasises kasutame me korduvalt jédrgnevat tidhelepanekut: kuna mis tahes i €
{1,...,m} jaje{l,...,n} korral

Ifé%)ij(_f(P)) =~ f(P)=—mj; ja Piengij(—f(P)) - f(P) = =M,
siis
Sen(T) = =s5(T) ja sp(T)=—5¢T). (1.4)

Toestame moned lihtsad Darboux’ summade omadused.

Lause 1.1. (a) Kui ristkiliku D jaotusviis T' on saadud loikude (L.1) edasisel
jaotamisel uuteks osalotkudeks, siis

ST <ST)  ja s(T') > s(T),

s.t. jaotusviist peenendamisel Darboux’ tlemsummad et kasva ning Darboux’

alamsummad ei kahane.
(b) Ristkiliku D mis tahes jaotusviiside T ja T' korral
S(T) = s(T"),

s.t. tikski Darboux’ iilemsumma pole vdiksem mitte ihestki Darboux’ alamsum-
mast.

(¢) Funktsiooni [ koikvoimalike Darbouzx’ dlemsummade hulk on alt tokestatud
ning Darboux’ alamsummade hulk on 4lalt tokestatud.

TOESTUS. (a). Viite toestuseks iildisel juhul piisab toestada viide juhu jaoks, kus
jaotusviis 1" on saadud jaotusviisi T méadravatele punktidele ithe uue punkti
T € la,b] voi y € [c,d] lisamise teel. Oletame konkreetsuse mottes, et jaotusviis 7"
on saadud jaotusviisi 7' méidravatele punktidele uue punkti 7 € [a, b lisamisel,
kusjuures see uus punkt kuulub 16igu [a, b] ig-ndasse osaloiku: Z € [z;,_1, 7], kus
ip € {1,...,m}, s.t. jaotusviis 7" on saadud jaotusviisist 7" ristkiilikute

Dig1t = [wig—1,Tip) X [Yo,n)s .- ) Dign = [Tig—1, Tig) X [Yn—1, Yn)
asendamisel uute ristkiilikutega

i

Dgol = [xioflui’\] X [Z/anl]a Diol = {57 xio] X [y07y1]7

D;On - [*’L’io—l?rﬂ X [yn—layN]a D;gn - [3;\7 xio] X [yn—hyn]‘

Jaotusviisile 7" vastav Darboux’ iilemsumma on

S(T') =Y D My Ay Ay + Y (Mj; Al Ay; + M Ay Ay).,

207
=1 j=1 =1
it J J
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kus
! e ~ . ! e ~
Az; =T —xj1 ja Awmy =y —T

ning iga j € {1,...,n} korral

M ;= sup f(P) ja M;;= sup f(P).

PeD; PeDy ;
Seega
S(T) Z g Azig Ayy — Y (M]; Azl Ay + MY Aall Ay;)
7j=1
Z i0j Axig — M Axy — M Al ) Ay;.
Kuna

Az, = Az + Axy)
ning iga j € {1,...,n} korral, arvestades, et D;,; O D; ; ja Dy; O D;

0]
M;,; = sup f(P) = sup f(P)= Mz/oj

PEDin PE'D;OJ

ja
M;,; = sup f(P) > sup f(P)= M,

P€ED;; PED{’O]
siis

1 1

M5 Az, — zog Am MZOJ A‘/E
Mloj Az, + MZO] Axy — M Az — M Axj
= (Mioj zo]) A‘T + (Mi()] Mz,(/)j) A i 2 O’

seega S(T) — S(T") > 0 ehk S(T') > S(1”), nagu soovitud.
Vordustest (L1.4) jareldub niiiid, et

S(T) = S (T") > —S(—p)(T) = 5(T).

(b). Téhistame stimboliga T" ristkiiliku D jaotusviisi, mis on saadud jaotusviisi 7'
médravate osaldikude (1.1) edasisel jaotamisel uuteks osaloikudeks jaotusviisi 7"
médravate punktidega; siis véite (a) pohjal

S(T) = S(1T").

Jaotusviis 7" on tolgendatav jaotusviisina, mis on saadud jaotusviisi 7" méaravate
osaloikude edasisel jaotamisel uuteks osaldikudeks jaotusviisi 7" méaidravate punkti-
dega (1.2)); jarelikult viite (a) pohjal

s(T") = s(T").
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Seega
S(T) 2 S(T") = s(1") = s(T"),

nagu soovitud.
(c). Viite (b) pohjal

e funktsiooni f mis tahes Darboux’ alamsumma on selle funktsiooni Darboux’
iilemsummade hulga alumine toke;

e funktsiooni f mis tahes Darboux’ iilemsumma on selle funktsiooni Darboux’
alamsummade hulga iilemine toke.

O

Definitsioon 1.2. Funktsiooni f (ristkiiliku D jaotusviisidele vastavate) Darboux’
iilemsummade alumist raja nimetatakse funkts_iooni f Darbouz’ iilemiseks integraa-
liks (ristkiilikus D) ja téhistatakse siimboliga Ip f:

Ipf :=inf{S(T): T on ristkiiliku D jaotusviis}.

Funktsiooni f (ristkiiliku D jaotusviisidele vastavate) Darboux’ alamsummade iile-
mist raja nimetatakse funktsiooni f Darbouz’ alumiseks integraaliks (ristkiilikus D)
ja tahistatakse stimboliga I f:

Inf :=sup{s(T): T on ristkiiliku D jaotusviis}.

Darboux’ integraalide olemasolu jireldub lausest (c), pidevuse aksioomi poh-
jal; seejuures lausest (b), jareldub, et

Inf > Ipf.
Vahetult vordustest jareldub, et
Inf = igf Sy(T) = igf(—s()(T)) = =swpsp(T) = ~Lp(=f)  (15)
ja _
Lpf = sup sy(T) = SI%P(—S(ff)(T)) = —f S p(T) = —In(=f),

kus koik infiimumid ja supreemumid voetakse iile ristkiiliku D koikvoimalike jaotus-
viiside 7.

Definitsioon 1.3. Kui funktsiooni f Darboux’ iilemine ja alumine integraal rist-
kiilikus D on vordsed, siis 6eldakse, et funktsioon f on ristkiilikus D Darboux’ mottes
integreeruv ehk lihtsalt integreeruv. Funktsiooni f Darboux’ iilemise ja alumise in-

tegraali {ihist viartust nimetatakse sel juhul funktsiooni f Darboux’ integraaliks voi
lihtsalt (kahekordseks) integraaliks funktsioonist f iile ristkiiliku D ja tidhistatakse

siimboliga
Ipf voi // [, y) dx dy,
D

//Df(x,y)dxdy =Ipf =Ipf=1Ipf.
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1.2. Darboux’ summade piirviaartus. Darboux’ lemma

Eeldame endiselt, et kahe muutuja funktsioon z = f(P) = f(x,y) on tokestatud
ristkiilikus D := [a, b] X [c, d].
Ristkiiliku D jaotusviisi 7' puhul osaristkiilikuteks, mis on méaaratud punktidega

a=20<T1 < - <Tpyp:=b ja c=yg<y <- - <y,:=d, (1.6)
tahistame

A(T) = max{xl — X0y T — T 1, Y1 — YOy - -+ 5 Yn — yn,l},
s.t. A(T') on selle jaotusviisi osaristkiilikute maksimaalne kiiljepikkus.
Definitsioon 1.4. Arvu [ € R nimetatakse funktsiooni f

e Darbouz’ ilemsummade piirvidartuseks (ristkiilikus D) ja kirjutatakse

I'= lim S(T) wvoilihtsalt [ =1limS(7T),

A(T)—0
kui iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv 6 > 0 nii, et
A(T)<é = |S(I)-1I|<e

(s.t. ristkiiliku D mis tahes jaotusviisi 7" korral, mille osaristkiilikute maksi-
maalne kiiljepikkus on viiksem kui ¢, erineb vastav Darboux’ iilemsumma
arvust [ vihem kui ¢);

e Darbouz’ alamsummade piirvidrtuseks (ristkiilikus D) ja kirjutatakse

I'= lim s(T) voilihtsalt [ =lims(7),
A(T)—0

kui iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv 0 > 0 nii, et
AT)<d = |[s(T)—1|<e

(s.t. ristkiiliku D mis tahes jaotusviisi 7" korral, mille osaristkiilikute maksi-
maalne kiiljepikkus on viiksem kui §, erineb vastav Darboux’ iilemsumma
arvust / vihem kui ¢).

Jargnevast teoreemist jareldub, et Darboux’ summadel eksisteerib alati piir-
vaartus.

Teoreem 1.2 (Darboux’ lemma). (a) Funktsiooni f Darbouz’ dlemine integraal
ristkilikus D on funktsiooni f Darbouz’ ilemsummade piirvadrtus (ristkili-
kus D):

Ipf = A}%I)ILOS<T)'
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(b) Funktsiooni f Darbouz’ alumine integraal ristkilikus D on funktsiooni f Dar-
bouz’ alamsummade piirvddrtus (ristkilikus D):

I~f= 1l ).
Inf A(ZI“I)ILOS( )

Darboux’ lemma toestus toetub jargmisele abitulemusele.

Lemma 1.3. Olgu ristkiliku D jaotusviis T saadud selle ristkiliku jaotusviisi T
mdadravatele punktidele (1.6) p uue punkti lisamise teel (p € N). Tdhistame

M := }s}ggf(P), m:= Iyelgf(P) ja L := maX{b— a,d—c}.
Stis
0<S(T)—=S(T") <p(M—m)LA(T).

TOESTUS. Lemma toestuseks piisab naidata, et

(o) kui ristkiiliku D jaotusviis 7" on saadud jaotusviisi 7' madravatele punktidele
(1.6) ithe uue punkti lisamise teel, siis

0< S(T)—S(T") < (M—m)LA(T) ja 0 < s(T")—s(T) < (M—m) LA(T).

Toepoolest, kehtigu véide (o) ning olgu jaotusviis 7" saadud jaotusviisi T’ médra-
vatele punktidele (1.6 uute punktide uy, ..., u, lisamise teel (siin iga k € {1,...,p}
korral punkt uy lisatakse punktidele xy, ..., z,, voi punktidele yq,...,y,). Tahista-
me Ty := T ning, edasi, iga r € {1,...,p} korral tdhistame siimboliga T} jaotusviisi,
mis on saadud jaotusviisi T,_; méadravatele punktidele punkti u, lisamise teel. Siis
jaotusviis 7}, langeb kokku jaotusviisiga 7" ning seega viite (o) pohjal

0< S(T) = S(T") = S(Ty) — S(T,) = > _(S(T,—1) — S(T;))

r=1

<Y (M =m)LA(T,—1) <> (M —m) LA(T) = p(M —m) LA(T).

r=1

S|
hS]

Jadab veel toestada viide (o). Olgu ristkiiliku D jaotusviis 7" saadud jaotus-
viisi 7' méiravatele punktidele iihe uue punkti v lisamise teel, kusjuures oletame
konkreetsuse mottes, et see uus punkt on lisatud 16igu [a, b] ip-ndasse osaldiku: u €
[Tiy—1, Ti,]. Téhistame

! : "o
Az =u—zi1 ja Ary =x —u

ning iga j € {1,...,n} korral

,Dioj : [xi(hhu] X [yjfbyj] ja Dig] = [uaxio] X [yjflayj]
ja
M; ;= sup f(P) ja Mj;= sup f(P).

/ /!
PeD ; PeD}! ;
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Siis

S(T) = S(T) = 33" My As, Ay,

i=1 j=1
- Z Z i Az Ay — Z 10i Az Ay; — Z M Axy Ay,
=1 j=1
1#£ig
= Z M’LOJ Axlo Ay] Z Z()j ij Z MZ/(/)j AIN ij
7j=1
Z i0j Axiy — M Aay — M Azl ) Ay;.
Iga 7 € {1,...,n} korral
Miy; Axiy — My ; Azl — M Az = M;y; (A + Axj ) — M ; Awy, — M Ay,
= MiO] Mlloj) Ax’io (MiOJ MZ/(I)]> Amilo

< M—m)Ax —|—(M—m)A:L‘Z-O

seega

TEOREEMI TOESTUS. (a). Tdhistame I := Ipf. Viite toestuseks peame nita-
ma, et iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv 6 > 0 nii, et

AT)<d = T-e<ST)<I+e.

Fikseerime Xabalt reaalarvu € > 0. Kuna ristkiiliku D iga jaotusviisi 7' korral 1<
S(T) (sest I on ristkiiliku D jaotusviisidele T vastavate Darboux’ iilemsummade
S(T') alumine raja), siis piisab viite toestuseks leida reaalarv § > 0 nii, et

AT)<§ = S(T)<I+e. (1.7)

Valime ristkiiliku D jaotusviisi 7" selliselt, et

S(T") < T+

[\DI(“)
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Olgu niitid T ristkiiliku D suvaline jaotusviis. Olgu 7" ristkiiliku D jaotusviis, mis on
saadud jaotusviisi 7" méaaravatele punktidele jaotusviisi 7" méadravate punktide
juurdelisamise teel; seejuures nende juurdelisatavate punktide arv on {ilimalt p :=
p1+ p2 — 2, kus p; ja py vastavalt jaotusviisi 7" méiravate 16igu [a, b] osaldikude ja
16igu [c, d] osaldikude arv; niisiis lemma [1.3] pohjal

S(T) < S(T") + p (M —m) LA(T).

Jaotusviis 7" on tolgendatav jaotusviisina, mis on saadud jaotusviisi 7" médravatele
punktidele teatavate uute (jaotusviisi 7' méairavate) punktide juurdelisamise teel (voi
darmisel juhul jaotusviisid 7" ja T iihtivad), seega S(T") < S(T") ning jérelikult

S(T) < S(T")+p(M = m) LA(T) < T+ +p(M —m) LA(T),

Niisiis, kui ristkiiliku D jaotusviis 7" rahuldab tingimust p (M —m) LA(T) < g, siis

M’ kehtib (1.7), nagu soovitud.

(b). Kuna ristkiiliku D mis tahes tiikelduse T" korral vorduste (1.4) ja (1.5) pohjal
|55(T) = Lpf| = | =S p(T) + In(=f)| = |Sp(T) = In(=1)|,
siis piisab viiite tdestuseks veenduda, et Ip(—f) = lim S ;(T), mis kehtib juba

A(T)—0
toestatud véite (a) pohjal. O

S(T) < I+ ¢. Teisisonu, tihistades § :=

1.3. Tarvilikke ja piisavaid tingimusi funktsiooni
integreeruvuseks

Darboux’ lemma voimaldab anda mitu kasulikku tarvilikku ja piisavat tingimust
funktsiooni integreeruvuseks antud ristkiilikus.

Teoreem 1.4. Olgu funktsioon f tokestatud ristkilikus D := [a,b] X [, d]. Jdrgmised
vaited on samavddrsed:

(i) funktsioon f on integreeruv ristkilikus D;

(ii) funktsiooni f Darbouz’ tilemsummade piirvidrtus ja Darbouz’ alamsummade
purvddartus ristkilikus D on vordsed, s.t

lim S(T)= lim s(7);
A(T)—0 A(T)=0

(ili) iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv § > 0 selliselt, et
AT)<o = ST —-s(T)<e (1.8)
(s.t. et ristkiliku D mis tahes jaotusviisi T korral, mis rahuldab tingimust
A(T) < 0, erinevad sellele jaotusviisile vastavad Darbouz’ summad teineteisest
vihem kui €); teisisonu,

lim <S(T) - S(T)) = 0;

A(T)—0
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(iv) iga reaalarvu € > 0 korral leidub ristkiliku D jaotusviis T, mille korral
S(T) —s(T) <e; (1.9)
teisisonu,
inf{S(T) —s(T): T on ristkiliku D jaotusviis} = 0.

Seejuures

/f(x,y)dwdyzlpfzfpf:lpf: lim S¢(T)= lm s¢(T). (1.10)
D

A(T)—0 A(T)—=0

Mirkus 1.1. Kuna (punkti 1.1 t&histusi kasutades)

i=1 j=1 i=1 j=1
=Y ) (Mi; —mij) Aw; Ay,
i=1 j=1
= Z Z Wij Ax; ij,
i=1 j=1

kus koikide i € {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral

wij = M;; —my; = sup f(P)— inf f(P)= sup (f(P)_f(Q))

PEDij PGDij P,QGDij

(arvu w;; nimetatakse funktsiooni f vonkumiseks osaristkiilikus D;;), siis voib teo-
reemi [1.4] viited (iii) ja (iv) formuleerida ka jirgmisel (sagedasti kasutataval) kujul:

i’)  lim wii Ax; Ay: = 0;
(1il”) AT 50 121 £ J Yj
(iv") inf{z Zwij Ax; Ay, T on ristkiliku D jaotusviis} = 0.

i=1 j=1

TEOREEMI TOESTUS. (i)<(ii). Vastavalt definitsioonile tihendab funktsiooni
integreeruvus ristkiilikus D tema Darboux’ integraalide vordust selles ristkiilikus;
seega jareldub toestatav samavdédrsus vahetult Darboux’ lemmast.

(ii)=(iii). Kehtigu (ii) ning olgu € > 0. Tdhistame

I = A(III“I)ILO S(T) = A(I%ILOS(T). (1.11)

Ristkiiliku D mis tahes jaotusviisi 1" korral

S(T)=s(T)=S(T)—I+1—-s(T)=|S(T) = 1|+ |I —s(T)

I
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seega valides reaalarvud 07, o > 0 nii, et

AT) <8 = |S(T)—1|< g
ja

AT) <8, = |s(T)—1I|< g

(niisugused 0, ja dy eksisteerivad vorduste (1.11]) tottu), ja tdhistades § := min{dy, do },

kehtib (1.8]).
(iii)=(iv) on ilmne.

(iv)=-(i). Kehtigu (iv) ning olgu € > 0. Eelduse (iv) pohjal leidub ristkiiliku D
jaotusviis 7', mis rahuldab tingimust (1.9). Arvestades, et

jareldub tingimusest (1.9)), et
[Inf — Ipf| < S(T)—s(T) <e,

millest arvu & > 0 suvalisuse tottu jireldub, et Ipf = Ipf, s.t. funktsioon f on
integreeruv.

Vordused (1.10) jarelduvad vahetult integraali definitsioonist ja Darboux’ lem-
mast. [

Jareldus 1.5. Olgu funktsioon f tokestatud ristkilikus D ning olgu I € R. Jarg-
mised vdited on samavddrsed:

(i) funktsioon f on integreeruv ristkilikus D, kusjuures

//D flz,y)dedy = I; (1.12)

(ii) iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv 6 > 0 nii, et
AT)<d = T—-e<s(T)<S(T)<I+e¢; (1.13)
(iii) iga reaalarvu € > 0 korral leidub ristkiliku D jaotusviis T, mille korral
I—e<s(T)<S(T)<I+e.

TOESTUS. (i)=(ii). Kehtigu (i) ning olgu ¢ > 0. Teoreemi|[l.4] (samavéirsuse (1)< (iii))
pohjal leidub reaalarv § > 0 selliselt, et

AT)<o = S(T)—-s(T)<e
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millest, arvestades, et ristkiiliku D mis tahes jaotusviisi T" korral
S(T) < Inf =1 =Tnf < S(T),

jareldub (1.13).
(ii)=>(iii) on ilmne.
(iii) = (i). Kehtigu (iii). Siis

Iésups(T):ipfgfpf:ir%fS(T) <7
T

(siin supreemum ja infiimum voetakse iile ristkiiliku D koikvoimalike jaotusviiside T);
seega Ipf = Ipf = I, s.t. funktsioon f on integreeruv ristkiilikus D, kusjuures keh-

tib ([1.12). O

1.4. Riemanni integraal

Olgu kahe muutuja funktsioon z = f(P) = f(x,y) madratud ristkiilikus
D := [a,b] X [c,d].

Jargides punkti 1.1 tdhistusi, tdhistame tdhega T' ristkiiliku D jaotusviisi osarist-
kiilikuteks

Dij = [ric1, @] X [yj-1,95], ie€{l,...,m}, je{l,...,n}, (1.14)

kus

a=20<T1 < <Tpyp:=b ja c=yg<y <- <y, :=d. (1.15)
Koikide 7 € {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral tdhistame

Arj =z — 21 ja Ay; i=y; —yj-1,
s.t. Az; ja Ay; on osaristkiiliku D;; kiilgede pikkused, ning
A(T) = maX{Axl, o Ay, Ay, Ayn},
s.t. A(T) on selle jaotusviisi osaristkiilikute maksimaalne kiiljepikkus.
Valime mingid punktid
PL€Dy, ..., P,€Dyy, ...... s Poi €Dy ...y Pon € Do, (1.16)

(s.t. koikide 7 € {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral valime mingi punkti P;; € D;;).
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Definitsioon 1.5. Summat

o:=o0p:=0(T;Pu,...,Pwm,...., Pn1,..., Pup)
1= ) f(Py) Aw Ay;
i—1 j—1

nimetatakse funktsiooni f integraalsummaks ehk Riemanni summaks, mis vastab
ristkiiliku D jaotusviisile T’ ja punktide valikule ([1.16]).

Vahetult vastavatest definitsioonidest jareldub

Lause 1.6. Olgu funktsioon f tokestatud ristkilikus D. Siis ristkiliku D jaotusviisile
T wvastavad funktsiooni f Darbouz’ idlemsumma S(T) ja alamsumma s(T') on sellele
jaotusviisile vastavate funktsiooni f integraalsummade tilemine ja alumine raja:

S(T)=supo  ja s(T) =info

(siin supreemum ja infiimum voetakse dle kéikvoimalike jaotusviisile T vastavate
integraalsummade o, s.t. tle koikvoimalike punktide valikute (1.16]) ).

Definitsioon 1.6. Arvu I € R nimetatakse funktsiooni f integraalsummade piir-
vddrtuseks (ristkiilikus D) ja kirjutatakse

lim of=1 voi lim o =1 wailihtsalt limo;=1 voi limo =1,
A(T)—0 A(T)—0

kui iga reaalarvu € > 0 korral leidub reaalarv 6 > 0 nii, et
A(T) <0 = |o—1I|<e,

s.t. ristkiiliku D mis tahes jaotusviisi 7" korral, mille osaristkiilikute maksimaalne
kiiljepikkus on viiksem kui ¢, erinevad koik sellele jaotusviisile vastavad funktsiooni
f intgraalsummad arvust I vihem kui ¢ (soltumata punktide valikust selle
jaotusviisi osaristkiilikutest).

Definitsioon 1.7. Kui funktsiooni f integraalsummadel on olemas piirviartus rist-
kiilikus D, siis oeldakse, et funktsioon f on Riemanni mottes integreeruv ristkiili-
kus D, kusjuures tema integraalsummade piirvaartust

- = i
R //Df(fc,y)dxdy A o

nimetatakse Riemanni integraaliks funktsioonist f iile ristkiiliku D.

Osutub, et funktsiooni f Riemanni mottes integreeruvus on sama, mis tema in-
tegreeruvus (s.t. Darbouz’ mottes integreeruvus), kusjuures tema Riemanni integraal
ja integraal (s.t. Darbouz’ integraal) langevad kokku (vt. teoreemi[l.8 allpool). Veen-
dumaks selles, toestame koigepealt, et Riemanni mottes integreeruv funktsioon on
tokestatud.
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Teoreem 1.7. Ristkiilikus D tokestamata funktsioon ei ole Riemanni mottes integ-
reeruv selles ristkilikus.

TOEsTUS. Olgu funktsioon f tOkestamata ristkiilikus D ning olgu selle ristkiiliku
jaotusviis 7" maaratud punktidega . Téhistame koikide i € {1,...,m} ja j €
{1,...,n} korral

Ay = Axi Ay; = (2 — 2i-1) (Y5 — Yj-1)-

Veendumaks, et funktsioon f pole integreeruv ristkiilikus D, piisab néidata, et

(o) iga reaalarvu M > 0 korral leiduvad punktid (1.16) selliselt, et

Z f(Py) Ay

ij=1

> M.

Toepoolest, kehtigu véide (o). Oletame vastuvditeliselt, et funktsioon f on Riemanni mot-
tes integreeruv ristkiilikus D. Téhistame I := R- [[, f(x,y)dz dy. Siis funktsiooni f mis tahes
integraalsumma o korral, mis vastab ristkiiliku D mingile piisavalt “peenele” jaotusviisile,

o —I| <1 ehk, teisisonu, [—1<o<I+1

ning seega
lo| < max{|I — 1|, I +1|}.

Oleme saanud vastuolu viitega (o).

Jadb veel toestada viide (o). Fikseerime vabalt reaalarvu M > 0. Kuna funkt-
sioon f on tokestamata ristkiilikus D, siis ta on tokestamata mingis osaristkiilikus

Diyjo- Valime iga (i, ) € ({1, cooomy x {1, ... ,n}) \ {(40,j0)} korral mingi punkti
P;; € D;; ja tahistame

Q= Zf(Pij)Aij .
=1
(:9)%Gorjo)

Siis mis tahes P € D, korral

‘f(P)AiojoJer(Pij)Aij > 11(P) Dugsol — |3 F(Pg) g | = [1(P)] Ay — o

i,j=1 i,j=1
(4,3)#(i0,J0) (4,3)#(i0,50)
Jarelikult, kui valida punkt P, ;, € D;j, nii, et
M+ «

| f(Pigjo)| > N

i0Jo
(niisugune valik on voimalik, sest funktsioon f on tokestamata osaristkiilikus D; ),
siis

<= M+«
D F(Py) A = 1 (Pagi)| Aigjo — > A Diojo —a=M.
17]:1 20J0
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Teoreem 1.8. Olgu funktsioon f mddaratud ristkilikus D. Jdrgmised vdited on sama-
vadrsed:

(i) funktsioon f on Riemanni mottes integreeruv ristkilikus D;

(ii) funktsioon f on integreeruv (s.t. Darbouzr’ méttes integreeruv) ristkilikus D.

Seejuures funktsiooni f Riemanni integraal ja integraal (s.t. Darbouz’ integraal) lan-

gevad kokku:

R-//Df(gw)dxdy://Df(x,y)dxdyzfpf. (1.17)

TOESTUS. (i)=-(ii). Olgu funktsioon f Riemanni mottes integreeruv ristkiilikus D,

kusjuures
R—// flz,y)dxdy =: 1.
D

ning olgu € > 0. Siis leidub ristkiiliku D jaotusviis 7', millele vastavate integraal-
summade o korral

E g
[——-—<o< I+ -.
1594ty

Lause pohjal (mérgime, et teoreemi pohjal on funktsioon f tokestatud rist-
kiilikus D) jéreldub siit, et

millest

S(T) = (1) <5 <=

Teoreemi [I.4] (samavéirsuse (1)<>(iv)) pohjal on funktsioon f integreeruv (s.t. Dar-
boux’ mottes integreeruv) ristkiilikus D.

(ii)=-(i). Olgu funktsioon f integreeruv (s.t. Darboux’ méttes integreeruv) rist-

kiilikus D, kusjuures
// flz,y)dxdy =: 1.
D

Jarelduse [I.5] pohjal iga reaalarvu € > 0 korra leidub reaalarv . > 0 nii, et
AT)<o. = I—-e<s(T)<S(T)<I+e.

Arvestades, et jaotusviisile T vastavate funktsiooni f integraalsummade o korral
s(T) < o < S(T), jareldub siit, et

AT)<d. = [I—-e<o<I+e,

aga see tahendab, et A(lir)n o = 1, s.t. funktsioon f on Riemanni mottes integreeruv,
T)—0

kusjuures kehtib (|1.17]). O
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1.5. Integraal iile mis tahes tokestatud hulga
Olgu A C R x R tokestatud hulk. Tahistame

a:= inf x, b:= sup x, c:= inf y, d:= sup y
(zy)eA (z,y)€A (z,y)€eA (z,y)€A

(need infiimumid ja supreemumid on 16plikud hulga A tokestatuse tottu, vt. lauset

I{1.10)); siis
A Cla,b] x [¢,d] =: Ds =:D.

Definitsioon 1.8. Olgu kahe muutuja funktsioon z = f(P) = f(z,y) tokestatud
hulgas A, Oeldakse, et funktsioon f on integreeruv hulgas A, kui funktsioon z =

o~

f(P) = f(z.y),
~ f(P),  kui P€ A,
0, kui P € Dy \ A,

on integreeruv ristkiilikus D 4. Seejuures integraali

/ /A flay)dady = | [ Fapydray

nimetatakse integraaliks funktsioonist f ile hulga A.

Definitsioon 1.9. Funktsiooni y4: R x R — R,

1 kui Pe A
a(py=4-  WEEA bRy R,
0, kui P € A,

nimetatakse hulga A karakteristlikuks funktsiooniks voi ka (eriti tdendosusteoorias)
hulga A indikaatorfunktsiooniks.

Definitsioon 1.10. Kui hulga A karakteristlik funktsioon y 4 on integreeruv rist-
kiilikus Dy, siis deldakse, et hulk A on maootuv; seejuures integraali

Sy = // xa(z,y) dxdy
Da

nimetatakse hulga A pindalaks.
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Olgu kahe muutuja funktsioon v = f(P) = f(z,y) madratud ristkiilikus
D = [a,b] X [c,d].

Jéargides eelmise paragrahvi téhistusi, tahistame tdhega T ristkiiliku D jaotusviisi
osaristkiilikuteks

ng = [mi—hxi] X [yj—lvyj]v L= 1a S, M .] - 1a s Ny

kus
a=T0<T1 < - <xTp:=0b jJa c=yy <y <---<y,:=d.

Koikide i € {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral tihistame
Ari =z — w1 ja Ay =y; —yj-1,
s.t. Az; ja Ay; on osaristkiiliku D;; kiilgede pikkused, ning
A(T) = maX{Aajl, o Ay, Ay, Ayn},
s.t. A(T) on selle jaotusviisi osaristkiilikute maksimaalne kiiljepikkus.
Valime mingid punktid

P, €Dy, ..., Py €Dy, ... .. . Po1 € Dyay ooy P € Doy (2.1)

(s.t. koikide ¢ € {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral valime mingi punkti P;; € D;;).

Me tahistame

m n

O':ZO'f = Uf(T;P11>'"7P1n7"'7Pm17--'7Pmn> :ZZ]C(P”)A]}ZAQJ,

i=1 j=1

s.t. 0 = oy on funktsiooni f integraalsumma (ehk Riemanni summa), mis vastab
ristkiiliku D jaotusviisile T' ja punktide valikule (2.1)).

Eeldame niiiid, et funktsioon u = f(P) = f(z,y) on tokestatud ristkiilikus D.
Téhistame koikide ¢ € {1,...,m} ja 7 € {1,...,n} korral

M;j = M;¢(f) == sup f(P), my;:=m(f):= inf f(P)

PED;; PeDi;
ja
wij = wij(f) = Mij —my; = PSGUDPJ f(P) = Piengij f(P)= P’Zlél%ij (f(P)— f(Q))
ning
S(T) = S(T) := Z Z M;; Az; Ay ja s(T) :=s¢(T) = Z Zmij Ax; Ay;,
i=1 j=1 i=1 j=1

134
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s.t. S(T') = S¢(T') ja s(T') = s¢(T") on vastavalt funktsiooni f Darboux’ iilemsumma
ja Darboux’ alamsumma, mis vastavad ristkiiliku D jaotusviisile 7.

Tokestatud hulga A C R x R korral tdhistame
Dy :=D :=|a,b] X [c,d],

kus

a:= inf z, b:= sup z, c:= inf y, d:= sup y
(z,y)eA (z,y)€A (z,y)eA (z,y)eA

(need infiimumid ja supreemumid on 16plikud hulga A tokestatuse tottu, vt. lauset
[J1.10). Ilmselt A C D 4.
Hulgas A méératud kahe muutuja funktsiooni z = f(P) = f(x,y) korral defi-

neerime funktsiooni f: Dy — R,

~ f(P), kui Pe A,
0, kui P € Dy \ A

2.1. Eelnevast paragrahvist vilja ununenud kasulikke teadmisi

Lause 2.1. Ristkilikus D mdadratud konstantne kahe muutuja funktsioon f(zx,y) = «
(o € R) on integreeruv selles ristkilikus, kusjuures

/Dadxdy:&(b—a)(d—c):&sp (2.2)

(siimbol Sp téhistab ristkiliku D pindala).

TOESsTUS. Konstantse funktsiooni f(z,y) = « mis tahes integraalsumma

m n

U:ZZJC(P@)A%A% —ZZQA@A% —aZAxZZAyJ
i=1 j=1 i= 1] 1

—QZAZBZ —c)=of —cZAzl—a(d—c)(b—a):aSp,

=1

seega ka nende integraalsummade piirvddrtus on a Sp, s.t. kehtib (22.2)). O

Teoreem 2.2. Kinnises mootuvas hulgas A C R? pidev kahe muutuja funktsioon on
integreeruv selles hulgas.

TOESTUS. 0

Lause 2.3. Hulgas A C R? integreeruv kahe muuluja funktsioon z = f(x,y) on
tokestatud selles hulgas.

TOESTUS. Funktsiooni f integreeruvus hulgas A tihendab funktsiooni fintegree—
ruvust ristkiilikus D 4. Funktsiooni f integreeruvusest ristkiilikus D4 jareldub teo-
reemi pohjal tema tokestatus selles ristkiilikus, millest omakorda jareldub funkt-
siooni f tokestatus hulgas A. ]
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2.2. Kahekordse integraali omadused, mis on seotud
aritmeetiliste tehetega

Teoreem 2.4. Olgu kahe muutuja funktsioonid uw = f(P) = f(z,y) ja v = g(P) =
g(x,y) integreeruvad hulgas A C R x R ning olgu «, 5 € R. Siis

(a) korrutis af on integreeruv hulgas A, kusjuures

/ /,4 af () dedy=a | /A [z, y) do dy;

(b) funktsioonide f ja g summa f 4+ g ja vahe f — g on integreeruvad hulgas A,
kusjuures

//A(f(x,y)ig(x,y))dxdyz//Af(x,y)d:vdyi//Ag(m,y)dxdy;

(¢) funktsioon aof + Bf on integreeruv hulgas A, kusjuures

/A(af(x,y)+ﬁg(x7y))d:rdy=oa//Af(:r,y)dxdy+5/[49(x,y)dxdy;

(d) funktsioonide f ja g korrutis fg on integreeruv hulgas A.

Omadustele (a), (b) (summa kohta) ja (c) teoreemist [2.§| viidatakse vastavalt kui
kahekordse integraali homogeensusele, adititvsusele ja lineaarsusele.

Enne teoreemi [2.4] toestamist toome &ra iihe olulise jirelduse tema viitest (a).

Jareldus 2.5. Mootuvas hulgas A C R x R madadratud konstantne kahe muutuja
funktsioon f(x,y) = a (o € R) on integreeruv selles hulgas, kusjuures

// adrdy =aSy
A

(siimbol S 4 tihistab hulga A pindala).

TOEsTUS. Antud juhul f: a x4 ristkiilikus D 4. Hulga A moo6tuvuse tottu tema
karakteristlik funktsioon x4 on integreeruv ristkiilikus Dy, seega teoreemi viite
(a) pohjal ka funktsioon a x4 = f on integreeruv selles ristkiilikus, s.t. funktsioon
f on integreeruv hulgas A; seejuures

//Aadxdyz//Af(ﬂc,y)dxdyz/DAf(x,y)dxdy

:// aXA(x,y)dxdyza// xa(z,y)drdy = aSa.
Da Da
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TEOREEMI R.4] TOESTUS. Téahistame

I:=1 —//fxy dx dy ja I, :://g(x,y)da:dy.
A

(a). Vaatleme alguses juhtu, kus A = D = [a,b] X [¢,d] (s.t. A = D on ristkiilik).
Sel juhul, fikseerides vabalt reaalarvu € > 0, piisab viite toestuseks leida reaalarv
0 > 0 nii, et

A(T) <6 = |oap—al|<e.

Selleks méargime koigepealt, et

Z Z Oéf(PU> AIEZ ij —al

i=1 j=1

i=1 j=1

‘aaf—a[| = = |o]

:‘CKHO'f—[‘.

Juhul, kui @ = 0, on jarelduse viite kehtivus ilmne. Eeldame jargnevas, et a # 0.
Siis funktsiooni f integreeruvuse tottu leidub reaalarv ¢ > 0 nii, et

AT) <6 — \af—f|<®,

aga niiiid vorratuse A(T) < § kehtides |oay — al| < |a| ﬁ = ¢, nagu soovitud.
«

Vaatleme niiiid iildist juhtu (s.t. me ei eelda enam, et A on ristkiilik). Sel ju-
hul (arvestades, et funktsiooni f integreeruvus (hulgas A) tdhendab funktsiooni f

integreeruvust (hulgas D)) iilaltoestatu pohjal funktsioon af = af on integreeruv,
seega ka funktsioon af on integreeruv; seejuures

//Aaf(m,y)dxdyz//Daj?(x,y)dxdy:a/Df(x,y)d:vdy
~a [[ sy deay

nagu soovitud.

(b). Vaatleme alguses juhtu, kus A =D = [a,b] X [¢, d] (s.t. A = D on ristkiilik).
Sel juhul, fikseerides vabalt reaalarvu € > 0, piisab viite toestuseks leida reaalarv
0 > 0 nii, et

AT)<é = opg—UrE1)|<e

Selleks méargime koigepealt, et

|Ufig — [y £ [g)| = ZZ Py) £ g(P, )) Az; Ay; — (Iy £ 1)
i=1 j5=1
i=1 j=1 i=1 j=1
<D0 Py Awy Ay; - If‘ + 10> 9(Py) Aw; Ay; — I,
i=1 j=1 i=1 j=1

= ‘Uf_lf‘ +“79_Ig‘-



138 V. Kordsed integraalid

Funktsioonide f ja g integreeruvuse tottu leiduvad reaalarvud 4y, 0o > 0 nii, et

AT <8 = lo=Lf<5 Ja  AD) <& = |o,— I <:

niisiis vorratuse A(T) < min{dy, 05} =: § kehtides |0y — ([y £ I;)| < §+ 5 = ¢,
nagu soovitud.

Vaatleme niiiid iildist juhtu (s.t. me ei eelda enam, et A on ristkiilik). Sel juhul
(arvestades, et funktsiooni f integreeruvus (hulgas A) tdhendab funktsiooni f integ-

reeruvust (hulgas D)) iilaltoestatu pohjal funktsioon f+3=f+ g on integreeruv,
seega funktsioon f + g on integreeruv; seejuures

J[ G = ste) dray = [[ (Fe.) =5t0) de
=/Dﬂx,y)dxdyi//Da@,y)dxdy
:/Af(x,y)d:z;dyi/Ag(m,y)dxdy,

(c). Viite (a) pohjal on funktsioonid af ja B¢ integreeruvad hulgas A, seega
véite (b) pohjal on ka summa af + B¢ integreeruv hulgas A; seejures

//A(ozf(x,y)JrBQ(x,y)) dxdy://Aozf(x,y)dxdy+/Aﬁg(x,y)dxdy

=a/Lf(w,y)dmdy+B//Ag(af,y)dﬂsdy-

(d). Vaatleme alguses juhtu, kus A =D = [a,b] X [¢,d] (s.t. A = D on ristkiilik).
Sel juhul, fikseerides vabalt reaalarvu € > 0, piisab teoreemi pohjal (vt markust
1.1]) véite toestuseks leida reaalarv § > 0 nii, et

nagu soovitud.

AT)<d = zm:i:wij(fg)Amiij<€.

i=1 j=1

Selleks mérgime, et mis tahes ¢ € {1,...,m} ja j € {1,...,n} ning mis tahes
P, Q S Dij korral

f(P)g(P)—f(Q)g(Q)Zf(P)(g Q)) +
<|f I\g (Q)
< Lf“’w( )+L Wz](f

9(Q) (f(P) = f(Q))
| +19(Q)] | F(P) - F(Q)]
),
kus
Ly=sup|f(P)| ja Lq:=suplg(P)|

pPeD
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(mirgime, et funktsioonid f ja g on teoreemi [1.7] pohjal tokestatud), seega

Z Zwij(fg) Ax; Ay; < Ly Zzwij(g) Ar; Ay; + Ly ZZ%’;’(f) Ax; Ay;.

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Eeldades iildisust kitsendamata, et Ls, L, # 0 (vastasel korral oleks f voi g null-
funktsioon ning seega ka nende korrutis oleks nullfunktsioon), leiduvad funktsioonide
f ja g integreeruvuse tottu teoreemipéhjal (vt méirkust reaalarvud 01,69 > 0
nii, et

AT) <o = Zm:iwij(f) Az Ay; < 5

i=1 j=1 2Ly
ja
m n c
Niisiis, kui A(T") < min{dy,do} =: 6, siis
iiw(fg) AwiAy; < Ly —— + Ly ——.
! ! 2Ly 72L,

i=1 j=1

Vaatleme niiiid iildist juhtu (s.t. me ei eelda enam, et A on ristkiilik). Sel ju-
hul (arvestades, et funktsiooni f integreeruvus (hulgas A) tdhendab funktsiooni f

integreeruvust (hulgas D)) iilaltdestatu pohjal funktsioon fg = fg on integreeruv
(hulgas D), seega funktsioon fg on integreeruv (hulgas A). O

2.3. Kahekordse integraali omadused, mis on seotud
jarjestusega

Teoreem 2.6. Olgu kahe muutuja funktsioonid uw = f(P) = f(z,y) ja v = g(P) =
g(z,y) integreeruvad hulgas A C R x R.

(a) Kui
f(P)>=0 iga P € A korral, (2.3)

EE

// f(z,y) dxdy > 0.
A

(b) Kui
f(P)>=g(P) iga P € A korral, (2.4)

e

//Af(l’,y) dx dy > //Ag(:c,y) dx dy. (2.5)
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(¢) Funktsiooni [ absoluutvidrtus |f| (s.t. funktsioon w = |f(P)| = |f(z,y)|) on
integreeruv hulgas A, kusjuures

] J[ e dy‘ < [[ 11l dsdy 26)

(d) (Kahekordse integraali keskviirtusteoreem) Olgu hulk A maootuv. Tahistame

M = P ] = inf f(P);:
Is;elgf( ) ja m ]grelAf( );

siis letdub arv p € R nai, et
m< <M (2.7)
ja
J[ ey = s, 2.9

(siin S on hulga A pindala); kui hulk A on kinnine ja sidus ning funktsioon
f on pidev hulgas A, siis leidub punkt C € A nii, et

/ /A f(,y) dady = F(C) Sa. (2.9)

Enne teoreemi [2.6] toestamist toome #ra iihe olulise vahetu jérelduse tema véi-
test (d) (s.t. kahekordse integraali keskvidrtusteoreemist).

Jareldus 2.7. Olgu kahe muutuja funktsioon u = f(P) = f(x,y) integreeruv mao-
tuvas hulgas A C R x R, mille pindala S4 = 0. Siis

//Af(x,y) d dy — 0.

Teisisonu, kahekordne integraal iile nullpindalalga hulga on null.

TEOREEMI 2.6] TOESTUS. (a). Kehtigu (2.3)). Vaatleme alguses juhtu, kus A =D =
[a,b]x[c,d] (s.t. A = D on ristkiilik). Eelduse (2.3)) tottu funktsiooni f koik Darboux’
summad on mittenegatiivsed, jarelikult

//Af(l"y)dﬂfdy://Df(w,y)dmdy:irTlfS(T)20’

kus infiimum on voetud {ile ristkiiliku D koikvoimalike jaotusviiside T osaristkiiliku-
teks ja S(T) tdhistab jaotusviisile T vastavat funktsiooni f Darboux’ iilemsummat.

Vaatleme niiiid iildist juhtu (s.t. me ei eelda enam, et A on ristkiilik). Sel juhul
f(P) > 01iga P € D korral, seega iilaltoestatu pohjal

//Af(x’wdxdy = //DJ?(%y)dxdy > 0.
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(b). Kui kehtib ([2.4)), siis
f(P)—g(P)>0 iga P e A korral,

seega teoreemi [2.4] (b), ja viite (a) pohjal

//Af(x,y)d:pdy—//Ag(x,y)dxdy://A(f(x,y)—g(x,y))dxdy}(),

millest jareldub (2.5), nagu soovitud.

(c). Vaatleme alguses juhtu, kus A = D = [a,b] X [¢,d] (s.t. A = D on rist-
kiilik). Sel juhul, fikseerides vabalt reaalarvu € > 0, piisab teoreemi pohjal (vt
méarkust viite toestuseks leida ristkiiliku D jaotusviis 7' nii, et

ZZ%(UI) Ax; Ay; <e.
i=1 j=1

Selleks mérgime, et ristkiiliku D mis tahes jaotusviisi 7', mis tahes i € {1,...,m}
jaje{l,...,n} ning mis tahes P, € D;; korral |f(P)| - !f(Q)‘ < ‘f(P) — f(Q)!
ning seega

wy(171) = swp (|7(P)] - 7))

PQED
< sup |[f(P) = f(@Q)| = sup (f(P)— f(Q)) =uwi(f)
P,QEDy P,QED))

Funktsiooni f integreeruvuse tottu saame teoreemi[1.4] pohjal (vt mirkust[1.1)) leida
ristkiiliku D jaotusviisi 7' nii, et

Em: zn:wij(f) Ax; Ay; <,

i=1 j=1

aga sel juhul

n m n

Z ww(|f|) AZI}% Ay] < Zwa(f) Al’z ij <eg,
=1

=1 j=1 i=1 j=1

nagu soovitud.
Vorratus (2.6) on samavéidrne vorratusteahelaga

—//A\f(x,y)\dwdyé//Af(x,y)dwdyé/A!f(x,y)!dfﬁdy- (2.10)

Selle ahela esimene vorratus on samavifrne vorratusega

//f:cydxdy—// f(z,y) dxdy //‘fxy‘d:rdy,
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mis, samuti nagu ka vorratusteahela (2.10)) teine vorratus, jareldub viitest (b), sest

—f(z,y), f(z,y) < |f(x,y)| iga (x,y) € A korral.

Vaatleme niiiid iildist juhtu (s.t. me ei eelda enam, et A on ristkiilik). Sel ju-
hul (arvestades, et funktsiooni f integreeruvus (hulgas A) tdhendab funktsiooni f

integreeruvust (hulgas D)) iilaltdestatu pohjal funktsioon |ﬂ = | f| on integreeruv
(hulgas D), seega funktsioon |f| on integreeruv (hulgas A); seejuures

/f(l’,y)dxdy‘z /f(w,y)dxdy‘

A D
< A:U, dx dy = x,y)| dx dy.
</D\f( )| dz dy /A\f( )| dz dy

(d). Viite toestus sarnaneb iithe muutuja funktsiooni Riemanni integraali kesk-
viiiirtusteoreemi toestusega. Jirelduse [2.5] ja viite (b) pohjal

mSA://md:cdyg/f(x,y)d:cdyg/dedy:MSA.
A A A

Siit ndeme, et kui Sy = 0, siis ka [, f(z,y) dz dy = 0 ning seega sobib p rolli mis
tahes arv arvude m ja M vahelt; kui aga Sy # 0, siis tdhistades

o f@y) de, dy
/’l’ L S 9
A

kehtivad (2.7) ja (2.8).

Eeldame niiiid lisaks, et hulk .4 on kinnine ja sidus ning funktsioon f on pidev
hulgas A. Rahuldagu arv p € R tingimusi (2.7)) ja (2.8)) (sellise arvu p olemasolu
oleme juba toestanud). Kuna hulk A on kinnine, siis Weierstrassi teise teoreeemi 1[4.§]

pohjal leiduvad punktid A, B € A nii, et

f(A) = mf =m ja f(B)= sup = M.

Kuna hulk A on sidus, siis Bolzano-Cauchy teoreemi I1[4.6| pohjal, arvestades, et
f(A) < u < f(B), leidub punkt C' € A nii, et f(C) = p, aga niitid kehtib (2.9). O
2.4. Kahekordse integraali aditiivsus piirkonna jargi

Teoreem 2.8. Olgu kahe muutuja funktsioon uw = f(P) = f(x,y) integreeruv mao-
tuvas hulgas A C R x R. Siis

(a) funktsioon f on integreeruv igas mootuvas hulgas Ay C A;

(b) kui Ay, Ay C A on mdotuvad hulgad mille ihisosa pindala S(A; N Ay) =0 ja
mille ihend Ay U Ay = A, siis

//Af(x,y)dxdy:/Alf(x,y)dxdy—l—/A2f(:p,y)dxdy.
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Omadusele (b) teoreemist viidatakse kui kahekordse integraali aditiivsusele

puirkonna jdarga.

TEOREEMI [2.8] TOESTUS. (a).

(b).



§ 3. Kahekordse integraali arvutamine

Koikjal selles paragrahvis kasutame eelmiste paragrahvidega sarnaseid téhistusi.
Muuhulgas, punktide

a=20<x1 < <Ty=D> (3.1)
ja

c=yo<yy <--<y,=d (3.2)
korral tdhistame koikide ¢ € {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral

Az; =z —xi1 Ja Ay =y; —yj1.

3.1. Kahekordse integraali arvutamine iile ristkiiliku

Teoreem 3.1. Olgu kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) integreeruv ristkilikus
D := [a,b] X [¢,d] C R%

(a) FEksisteerigu iga x € [a,b] korral integraal

- [ sy
//Df(x,y)dxdyZ/ab (/Cdf(x,y)dy)dx:/abg(@dx_

(b) Fksisteerigu iga y € [c, d] korral integraal

z/abf(fv,y)dfc

Siis

Siis ; , .
L/fmwmwzf(/fmwM)mzfmw@
D c a c
TOEsTUS. Toestame ainult viite (a). Véide (b) toestatakse analoogiliselt.
Tahistame

I —/ f(z,y)dx dy (3.3)

ja fikseerime vabalt ¢ > 0. Teoreemi toestuseks piisab leida ¢ > 0 nii, et kui punktid
(3.1) rahuldavad tingimust

max Ax; < 0, (3.4)
1<i<m
siis mis tahes punktide &; € [x;_1,x;], 7 = 1,...,m, korral

<E.

I—ff(léﬂ&www)Am

i=1

144
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Selleks paneme téhele, et mis tahes punktide (3.1) ja (3.2) ning & € [z;_1, 2],
i=1,...,m,jan; €yj—1,y], j =1,...,n, korral

m d
f—}:(/‘ﬂ&wﬁw>Am
=1 ¢
m n m n d
< I—ZZf(ﬁi,nj)Axiij +Z Zf(fi,nj)ij—/ f(&,y) dy| Aw;.
i=1 j=1 i=1 | j=1 c

Funktsiooni f integreeruvuse tottu ristkiilikus D leidub reaalarv 6 > 0 nii, et

I — Z Z f(&.mj) Az; Ay;

i=1 j=1

max{Azy, ..., Az, Ay, ..., Ay} <6 =

<€
5

Rahuldagu niitid punktid (3.1) tingimust (3.4) ning olgu punktid & € [z;_1, ;]
i = 1,...,m, suvalised. Kuna funktsioonid h;(y) := f(&,y), ¢ = 1,...,m, on in-

tegreeruvad 16igus [c, d], siis iga ¢ € {1,...,m} korral leidub reaalarv ¢; > 0 nii, et
kui punktid (3.2)) rahuldavad tingimust max Ay, < 6;, siis mis tahes n; € [y;_1, y;],
N
j=1,...,n, korral
;) Ay; — ) dy| < .
> st S | e < 55—

Niisiis, kui valida punktid (3.2)) nii, et max Ay; < max{di,...,0,,d}, ning valida
EYA UL
vabalt n; € [y;_1,y;], j =1,...,m, siis

I- i (/cdf@i,y) dy) Ax,

£ € £ £
= Az == b—a)=e.
<2+;2(b—a) zi=5+ (b—a)=c¢

3.2. Kahekordse integraali arvutamine iile kovertrapetsi

Teoreem 3.2. (a) Olgu funktsioonid
a=ax) jo B=PB(), x€lal]
pidevad loigus |a, b], kusjuures
a(z) < B(x) iga x € [a,b] korral.
Kui kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) on integreeruv kovertrapetsis

A={(r,y) €R* a<z <b a(r) <y < fla)),
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kusjuures iga x € [a,b] korral eksisteerib integraal

B(x)
g(z) = / f(x,y)dy, (3.5)

/Af(x,y)da:dyz/ab (ijf(a:,y)dy) da::/abg(x)da:.

(b) Olgu funktsioonid
v=20) ja 6=95(y), yeled,

pidevad loigus [c, d], kusjuures

8118

v(y) < (y) igay € [c,d] korral.

Kui kahe muutuja funktsioon z = f(x y) on integreeruv kovertrapetsis

B = {(z,y) € R*: <d y(y) <z <o(y) ),
kusjuures iga y € [c,d] korral eksisteerib integraal
6(y)
hz) = f(z,y)dr
v(y)

8118

//Bf(x,y)dxdy:/cd< 7j:/)f(ﬂc’,y)clx) dy:/th(y)dy_

TOESTUS. Toestame ainult viiite (a) (vdide (b) toestatakse analoogiliselt).
Olgu funktsioon f integreeruv kovertrapetsis A, kusjuures iga « € [a, b] korral
eksisteerib integraal (3.5)). Siis funktsioon f on integreeruv ristkiilikus

D :=Dy :=|a,b] X [c,d],
kus

c:= inf a(z) ja d:= sup p(x);
z€la.b] velat]

seejuures iga x € [a, b] korral eksisteerib integraal

d __ B(x)
/ f(:v,y)dyz/ [z, y)dy
c o)

Seega teoreemi [3.2] viiite (a) pohjal

//fxydxdy_//fxydxdy:/ab</ fg;ydy)d
[ ([ ) a

nagu soovitud. O]
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