§ 3. Kahekordse integraali arvutamine

Koikjal selles paragrahvis kasutame eelmiste paragrahvidega sarnaseid tahistusi.

Muuhulgas, punktide
a=20<T, < <Xy=>= (3.1)

ja
c=Yg <y <---<yp=d (3.2)
korral t&histame koikide ¢ € {1,...,m} ja j € {1,...,n} korral
Az =1 — w1 Ja Ayji=y; — yj1.
3.1. Kahekordse integraali arvutamine iile ristkiiliku

Teoreem 3.1. Olgu kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) integreeruv ristkilikus
D := [a,b] x [c,d] = R%,

(a) Eksisteerigu iga x € |a,b] korral integraal

>=fﬂ@w@
| ﬂ%wdww=Jj<ff®wﬁw>wﬁifﬂwdm

(b) Fksisteerigu iga y € [c, d] korral integraal

= [ s
Jf@wM@—£%fﬂ%wM)M—wa@

TOESTUS. Toestame ainult viite (a). Viide (b) toestatakse analoogiliselt.
Téahistame

Siis

Siis

I —f f(z,y)dx dy (3.3)

ja fikseerime vabalt ¢ > 0. Teoreemi toestuseks piisab leida > 0 nii, et kui punktid

(3.1) rahuldavad tingimust
max Azx; <, (3.4)

1<i<m
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1002 V. Kordsed integraalid

siis mis tahes punktide &; € [x;_1,25], i = 1,..., m, korral

—f] ( f " rey) dy) Ar,

Selleks paneme téhele, et mis tahes punktide (3.1) ja (3.2) ning & € [x;—1, zi],
i=1,...,m,jan; €lyj-1,y], j =1,...,n, korral

-y (ff(&,y) dy) Az,

i=1

< E.

< ]—ZZf(fZ,nj Ax; Ay;| + Az;.

i=1j=1

2

Funktsiooni f integreeruvuse tottu ristkiilikus D leidub reaalarv 6 > 0 nii, et

n d
> Hgwn) | F&wdy
j=1 c

£
< —.

max{Azxi, ..., Az, Ay, ..., Ay} <§ = 5

||M3

Z (&i,m5) Az; Ay

Rahuldagu niiiid punktid . tingimust - ning olgu punktid & € [x;_1, 2],

i = 1,...,m, suvalised. Kuna funktsioonid h;(y) := f(&,y), ¢ = 1,...,m, on in-

tegreeruvad 16igus [c, d], siis iga ¢ € {1,...,m} korral leidub reaalarv (5 > 0 nii, et

kui punktid (3.2) rahuldavad tingimust 1mau<x Ay; < 0;, siis mis tahes n; € [y;_1, y;],
<j<n

j=1,...,n, korral

m d
Z (&i,m5) Ay — f F(&,y) dy| <

2(b—a)

Niisiis, kui valida punktid (3.2)) nii, et max Ay; < max{di,...,d,,0}, ning valida
<j<m
vabalt n; € [y;_1,y;], 7 = 1,...,m, siis

—i ( f "rey) dy) Ac,

9 Ui g g 19
ANy A=t b—a)=e.
<2+;2(b—a) S R T AU

3.2. Kahekordse integraali arvutamine iile kovertrapetsi

Teoreem 3.2. (a) Olgu funktsioonid
a=a(@) jo B=p@), zelab)
pidevad loigus [a,b], kusjuures

a(x) < f(x) iga x € [a,b] korral.
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Kui kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) on integreeruv kévertrapetsis
A= {(z,y) eR* a<z<b alz) <y<B@)}

kusjuures iga x € [a,b| korral eksisteerib integraal

B(x)
o(z) = j L @y (3.5)

fjf(x,y) drdy = Lb (Li:) flz,y) dy) dr = ng(x) dx.
A

(b) Olgu funktsioonid

8118

v=) ja 0=95(y), yeled],
pidevad loigus [c, d], kusjuures
v(y) < 8(y) iga y € [c,d] korral.
Kui kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) on integreeruv kovertrapetsis
B:={(z,y) e R*: c<y<d, (y) <z <y},

kusjuures iga y € [c, d] korral eksisteerib integraal

3(y)
h(z) := f(z,y)dz,

7(y)

[ e azas = | d ( | i(y)) F,) dx) dy = fdh@) ay.
. " :

TOESTUS. Toestame ainult viite (a) (vdide (b) toestatakse analoogiliselt).

8118

Olgu funktsioon f integreeruv kovertrapetsis A, kusjuures iga = € [a, b] korral
eksisteerib integraal (3.5)). Siis funktsioon f on integreeruv ristkiilikus

D :=Dy :=|a,b] x [c,d],

kus
c:= inf a(zr) ja d:= sup p(x);
z€(a,b] z€(a,b]

seejuures iga x € [a, b] korral eksisteerib integraal

B(z)

d/\
f frdy=| sy

a(z
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Seega teoreemi [3.2] viiite (a) pohjal

Hf(zv,y)da:dy=ﬂf<x,y>dxdy=Lb (ff(a:,wdy) da
A D
_ f b ( f B((; f(.y) dy> dr,

nagu soovitud. ]

3.3. Muutuja vahetus kahekordses integraalis

3.3.1. Regulaarsed teisendused ruumis R"™

Kujutusi R™ > U — R™ nimetatame teisendusteks| ruumis R™.

Paragrahvis IV.1 veendusime, et teisendused ®: U4 — R™, kus U < R™, ja
hulgas & méaaratud funktsioonide siisteemid

Ty = xl(Q) - xl(ul) 7um)7
.............................. (3.6)
Tm = xm(Q) = xm(“la 7um)7
on iiksiiheses vastvavuses: siisteem (3.6) médrab kujutuse ®: U — R™, kus
Q) = (21(Q), ..., 2n(Q)) eR™, Qel; (3.7)

teiselt poolt, mis tahes kujutus ®: U — R™ méérab iihesel viisil funktsioonid (3.6)),
mis rahuldavad tingimust (3.7)): sellise omadusega funktsioonid (3.6) on defineeritud
vordustega

r(Q)=w;, QeR™ i=1,...,m, kus ®(Q) = (z1,...,Tm).

Edasises, viidates vorrandite siisteemile (3.6) kui teisendusele (3.6), moistame
me selle teisenduse all selle siisteemiga médratud teisendust & — R™.

Definitsioon 3.1. Olgu & = R™ lahtine hulk. Oeldakse, et siisteemiga (3.6) méi-
ratud teisendus ®: U — V < R™ on regulaarne, kui

(1) teisendus ® on pooratav;

(2) teisendust ¢ méadravatel funktsioonidel (3.6) eksisteerivad hulgas U pidevad
esimest jarku osatuletised;

! Tavaliselt mdistetakse mingi hulga teisenduste all kujutusi sellest hulgast sellesse samasse hulka.
Meie nimetame teisendusteks ruumis R™ kujutusi ruumi R™ alamhulkadest ruumi R™.
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(3) selle teisenduse jakobiaan

on Jn
aul 8u
D m
(@1, -, Tm) = : : |+ 0 hulgasU.
D(ula ,Um) 0T, 0%y

Seejuures Oeldakse ka, et teisendus (3.6) teisendab hulga U regulaarselt hulgaks V.

Mairgime ilma toestuseta, et regulaarse teisenduse ®: U — V poordteisendus
d~1: YV — U on samuti regulaarne.

3.3.2. Uldine muutuja vahetuse valem kahekordses integraalis

Vaatleme teisendust ruumis R?, mis on méiratud siisteemiga,

{x = x(u,v), (3.)

y=1y(u,v).
Tahistame
D(z,y) |2, (u,v) 2! (u,v)
J(u,v) = =58 |\ Tuluv) 2,
()= D) ~ | (we) g

s.t. J(u,v) on selle siisteemi jakobiaan punktis (u,v).
Teoreem 3.3. Kui

(1) kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) on pidev zy-tasandi kinnises mootuvas
prirkonnas D;

(2) worrandid (3.8)) madravad requlaarse teisenduse, mis kujutab uv-tasandi kin-
nise mootuva piirkonna A piirkonnaks D,

8118
|[ s wdedy = [| e utw0) 0.0)| dud. (3.9)
D A
SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]
Mairkus 3.1. Valem ({3.9) jaéb kehtima, kui teisendus (3.8) rahuldab regulaarsuse

tingimusi mitte kogu hulgas A, vaid véljaspool hulga A mingit nullpindalaga alam-
hulka, mille see teisendus kujutab hulga D nullpindalaga alamhulgaks.



1006 V. Kordsed integraalid

3.3.3. Uleminek polaarkoordinaatidele kahekordses integraalis
Vaatleme teisendust ruumis R?, mis on m#iratud vorranditega
T = 1TCOosQ,
{ os ¢ (3.10)
y = rsin ¢.

Mérgime, et see teisendus seab r¢-tasandi punktile (r, @), kus r > 0 ja ¢ € [0, 27),
vastavusse ry-tasandi punkti, mille polaarraadius on r ja polaarnurk on ¢, s.t. punk-
ti, mille polaarkoordinaadid on r ja ¢. Selle teisenduse puhul

Xl = cos ¢, Ty = —rsing,
/ : / L.
Y = Sl ¢7 yd) = T Cos ¢7
seega tema jakobiaan

D(z,y) _
D(r,¢)

Néeme, et teisendus (3.10)) teisendab r¢-tasandi hulga

cos¢ —rsing

sing 7 cos =rcos’ ¢+ rsin® ¢ = T(COSng + gin2 ) =r.

J(Tv ¢) =

{(r,$): r=0,¢€l0,2n]} (3.11)
{(r,¢): >0, ¢ e (0,2m)}

regulaarselt zy-tasandiks, millest on vélja 16igatud z-telje positiivne osa (koos punk-
tiga (0,0); hulga (3.11) raja (s.t. selle hulga osa, kus r = 0 voi ¢ € {0, 27}) kujutab
see teisendus x-telje positiivseks osaks (koos punktiga (0,0). Seega jéreldub teoree-

mist [3.3] ja mérkusest

Teoreem 3.4. Kuz

(1) kahe muutuja funktsioon z = f(x,y) on pidev zy-tasandi kinnises mootuvas
purkonnas D;

(2) teisendus (3.10) kujutab hulgas (3.11) sisalduva kinnise moéotuva piirkonna A
puirkonnaks D,

8118

Lff(iﬂ,y) drdy = JAJf(rcosqb,rsin(b) rdrde.



§ 4. Kahekordse integraali rakendusi

4.1. Tasandilise kujundi pindala arvutamine

Paragrahvis 1 defineerisime tasandilise hulga (ehk, suupérasemalt, tasandilise ku-
jundi) moéotuvuse ja pindala vastavalt kui selle hulga karakteristliku funktsiooni in-
tegreeruvuse ja integraali sellest karakteristlikust funktsioonist. Sellel definitsioonil
— erinevalt traditsioonilisest pindala definitsioonist (mis kéesoleva kursuse raames-
se ei mahu) — on iiks oluline puudus: tema seos meie eelmatemaatilise arusaamaga
pindalast on viga raskesti tajutav. Rohutame vaid, et traditsiooniline mootuvuse ja
pindala definitsioon on kiesolevas kursuses toodud definitsiooniga samaviarne: need
definitsioonid méédravad ithed ja samad mootuvad hulgad (s.t. niisugused hulgad,
millel on olemas pindala — mérgime, et mitte igal tasandi alamhulgal pole pindala);
seejuures mis tahes mootuva hulga pindala nende erinevate definitsioonide jargi on
iiks ja sama.

Teoreem 4.1. Olgu D mootuv kujund xy-tasandil. Siis tema pindala Sp avaldub

valemiga
Sp = ff dx dy.
D

4.2. Koversilindri ruumala arvutamine

Selles punktis anname arvutusvalemi koversilinderi ruumala arvutamiseks. Kehaf’
ruumala moistet me kiiesolevas kursuses ei defineeri; rohutame vaid, et ruumala
matemaatiliselt range definitsioon on kooskolas meie eelmatemaatilise arusaamaga
ruumalast, nii et edasises voime rahulikult toetuda nimetatud eelmatemaatilisele
arusaamale. Keha, millel on olemas ruumala (mitte igal ruumi R?® alamhulgal pole
ruumalal) nimetatakse maootuvaks.

Teoreem 4.2. Olgu A  R? maootuv kinnine piirkond ning olgu funktsioonid

a=oazy) jo B=py), (r.y)eA
pidevad hulgas A, kusjuures
a(z,y) < B(z,y) iga (z,y) € A korral.
Sits koversilinder
C:={(z,y,2) eR’: (z,y) € A, a(z,y) <z < B(z,y)},

on mootuv, kusjuures tema ruumala Ve avaldub valemiga
Ve = || (8.~ ae.)) dody.
A

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

?Keha ehk ruumilise kujundi all m&istame me ruumi R? alamhulki.

1007



1008 V. Kordsed integraalid

4.3. Ruumilise pinnatiiki pindala arvutamine

Selles punktis anname moned arvutusvalemid ruumilise pinnatiiki pindala arvuta-
miseks. Ruumilise pinnatiiki pindalal moistet me kiesolevas kursuses ei defineeri —
see matemaatiselt range definitsioon on iisna keeruline — rohutame vaid, et see de-
finitsioon on kooskolas meie eelmatemaatilise arusaamaga pindalast, nii et edasises
voime rahulikult toetuda nimetatud eelmatemaatilisele arusaamale.

Teoreem 4.3. FEksisteerigu funktsioonidel
r=ux(u,v), y=yuv), z==z(u,v)
pidevad osatuletised uv-tasandi kinnises mootuvas piirkonnas A, kusjuures
A2+ B2+ C?+0 piirkonnas A,

kus

Siis pinnatiki
Y= {(a:(u, v),y(u,v),2(u,v)): (u,v) € A}

pindala Sy, avaldub valemiga

Sy, = Jf\/AQ + B2 + C?dudv.
A

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

Jareldus 4.4. Eksisteerigu funktsioonil z = f(x,y) pidevad osatuletised kinnises
mootuvas hulgas D < R?. Siis selle funktsiooni graafiku osa

2= {(s0. f2.0)): (5.0) £}

pindala Sy, avaldub valemiga

Sei= | [ G2+ @ vdndy = ([ y[filo + e+ 1 dody

TOEsTUS. Graafiku osa (pinnatiikk) X esitub parameetriliselt vorranditega
r=u, y=v, z=f(uv), (u,v) € D. (4.1)

Seda pinnatiikki esitavatel funktsioonidel (4.1]) eksisteerivad hulgas D pidevad osa-
tuletised, kusjuures

=1, zl =0,

Z;:f;7 Z;:fglp
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seega teoreemi [4.3] tdhistusi kasutades

0 1
fe Ty
jarelikult teoreemi [4.3] pohjal

oy op_ | f
= BEIT

T

A=

1009

10

==/ C:‘o 1

Y ‘:]—7

Sy = Jf \/fg’c(u, v)2 + fi(u,v)?* + 1dudo,

nagu soovitud.



§ 5. Kolmekordne integraal

5.1. Kolmekordse integraali moiste

LJJ flz,y,2)dedydz

kolme muutuja funktsioonist u = f(z,y, 2) iile hulga & < R?® defineeritakse ana-
loogiliselt kahekordse integraaliga (kahe muutuja funktsioonist). Kui kahekordse in-
tegraali defineerimisel lahtututi ristkiiliku jaotusviisist osaristkiilikuteks, siis kolme-
kordse integraali puhul ldhtutakse risttahuka jaotusviisist osaristtahukateks; koik
teooriaarenduseks vajalikud moisted — Darboux’ summad, Darboux’ integraalid, in-
tegreeruvus, Darboux’ summade piirviadrtus, Riemanni summad, Riemanni integraal
— defineeritakse analoogiliselt kahekordse integraali juhuga; seejuures kolmekordse
integraali olemasoluks tarvilikud ja piisavad tingimused ning kolmekordse integraali
omadused on kahekordse integraali vastavate tingimuste ja omaduste ilmsed ana-
loogid. Seepirast piirdume kéesolevas konspektis kolmekordse integraali osas vaid
olulisemate arvutusvalemite dratoomisega.

Kolmekordne integraal

5.2. Kolmekordse integraali arvutamine

Teoreem 5.1. Olgu kolme muutuja funktsioon w = f(x,y, z) integreeruv risttahukas

E = [a,b] x [c,d] x [e,l]. Tahistame D := [a,b] x [e,d].
(a) Kui iga (x,y) € D korral eksisteerib integraal
I
g(x,y) = f f(x,y,2)dz,

8118

l
Lﬂf(x,y, z2)drdydz = g (f flz,y,2) dz) dx dy = Hg(x,y) dz dy.

D

(b) Kui iga z € |e,l] korral eksisteerib integraal
) = || #ov 2 dod,
D

8118

! l
Lfff(x,y,z) drdydz = L Lff(x,y,z) drdy | dz = L h(z) dz.

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]

1010
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Teoreem 5.2. Olgu A = R? mootuv kinnine piirkond ning olgu funktsioonid
a=a(ry) jo f=pBxy), (z,y)eA
pidevad hulgas A, kusjuures
a(z,y) < B(z,y) iga (z,y) € A korral.
Kui kolme muutuja funktsioon uw = f(x,y,z) on integreeruv koversilindris
C:={(z,y,2) eR’: (z,y) € A, a(z,y) <z < B(z,y)},

kusjuures iga (v,y) € A korral eksisteerib integraal

B(z,y)

g(z,y) = f f(y) dz,

a(z,y)

8718

ijf(x,y,z) dx dy dz = fj (Lifi) F(9,2) dz) dz dy = Jjg(x,y) dz dy.
c ) Y

A

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. L]

Teoreem 5.3. Olgu kolme muutuja funktsioon u = f(z,y, z) integreeruv hulgas
Ci={(r,y,2) eR’: z€[el], (z,y) € A=)},

kus iga z € |e,l] korral A(z) on mootuv kinnine piirkond xy-tasandil. Kui iga z €
le, ] korral eksisteerib integraal

h(z) := H flz,y,2) dx dy,
A(2)
$118
gf(x,y,z) drdydz = Ll /Lf) f(z,y,2)dedy |dz = f: h(z)dz.

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. ]
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5.3. Muutuja vahetus kolmekordses integraalis

5.3.1. Uldine muutuja vahetuse valem kolmekordse integraali jaoks

Vaatleme teisendust ruumis R3, mis on méiratud siisteemiga

xr = z(u,v,w),
Yy = y(u,v, U)), (51)
z = z(u,v,w).

Tahistame

o (u,v,w) ) (u,v,w) x (u,v,w)
= y;(uvvvw) yi}(”?U?w) ij(u,v,w) )
!/

2l (u,v,w) 2l (w,v,w) 2l (u, v, w)

D(z,y,2)

J(u,v,w) = D(u.v.w0)

s.t. J(u,v,w) on selle siisteemi jakobiaan punktis (u, v, w).
Teoreem 5.4. Kui

(1) kolme muutuja funktsioont = f(x,y, z) on pidev ryz-ruumi kinnises mootuvas
prirkonnas &;

(2) wvorrandid (5.1) mddravad regulaarse teisenduse, mis kujutab vow-ruumi kin-
nise mootuva piirkonna A piirkonnaks &,

S11S
fjff(x,y, z) dx dy dz
¢ (5.2)
= ffjf@(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) ‘J(u,v,w)‘ du dv dw.
A
SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA. Il

Mairkus 5.1. Valem ({5.2) jadb kehtima, kui teisendus (5.1)) rahuldab regulaarsuse
tingimusi mitte kogu hulgas A, vaid védljaspool hulga A mingit nullruumalaga alam-
hulka, mille see teisendus kujutab hulga £ nullruumalaga alamhulgaks.

5.3.2. Uleminek silindrilistele koordinaatidele kolmekordses integraalis
Vaatleme teisendust ruumis R3, mis on m#iratud vorranditega
T = TCoSQ,

y = rsin@, (5.3)
z=h.
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Margime, et see teisendus seab r¢h-ruumi punktile (r, ¢, h), kus r > 0 ja ¢ € [0, 27),
vastavusse xyz-ruumi punkti, mille silindrilised koordinaadid on 7, ¢ ja h. Selle
teisenduse puhul

x!. = cos ¢, Ty = —rsin ¢, x
. / /

Y = sin g, yl, = 1 COS @, yn =0,
/ / /
z. =0, Zy = 0, Zp

r

seega tema jakobiaan

cos¢p —rsing 0
= |sin¢p rcos¢p O
0 0 1

=rcos’ ¢ +rsino = fr(cosQ ¢ + sin® o) =r.
Néeme, et teisendus (5.3)) teisendab r@h-ruumi hulga
{(r,,h): =0, p€0,2r], h e R} (5.4)

sisemuse

{(r,¢,h): >0, € (0,2m), he R}
regulaarselt zyz-ruumiks, millest on vilja loigatud pooltasand
{(,y,2): y =0,z >0} (5.5)

(s.t. zz-tasandi osa, kus = > 0); hulga (5.4) raja (s.t. selle hulga osa, kus r = 0 voi
¢ € {0, 27}) kujutab see teisendus pooltasandiks (5.5)). Seega jiareldub teoreemist

ja mérkusest

Teoreem 5.5. Kui

(1) kolme muutuja funktsioont = f(x,y, z) on pidev ryz-ruumi kinnises mootuvas
piirkonnas &;

(2) teisendus (5.3) kujutab hulgas (5.4) sisalduva kinnise mootuva piirkonna A
piirkonnaks &,

f!ff(l’, y,2)dedydz = fljf(r cos ¢, r sin @, h) rdrdodh.

5.3.3. Uleminek sfiirilistele koordinaatidele kolmekordses integraalis

Vaatleme teisendust ruumis R3, mis on méiratud vorranditega

x = rsinf cos ¢,
y = rsinfsin @, (5.6)

z =1rcosf.
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Mérgime, et see teisendus seab rf¢-ruumi punktile (r, 0, ¢), kus r = 0, 6 € [0, 7] ja
¢ € [0, 27), vastavusse zyz-ruumi punkti, mille sfiérilised koordinaadid on r, 0 ja ¢.
Selle teisenduse puhul

x, =sinfcosp, xp=rcosfcosp, x, = —rsinfsinag,
y, =sinfsing, yp =rcosfsing, yu = rsinfcosg,
2! = cosb, zp = —rsinb, 25 =0,

seega tema jakobiaan

D(z,y,7) si.necgsgb TCOSHCQSQS —r§in98in¢
J(r,0,¢): = m = [sin#sin ¢ rcosH'sm(b rsin @ cos ¢
T cosf —rsinf 0
= r?sin f cos® § cos® ¢ + r?sin® O sin® ¢
2 sin 6 cos® A sin? ¢ + 12 sin® @ cos? ¢
= 72 8in 0 cos® f(cos® ¢ + sin” @) + r? sin® O(sin” ¢ + cos® @)
= r%sin  cos® § + r?sin® = 7% sin f(cos® § + sin” 0)

= r2siné.

Néeme, et teisendus (5.6)) teisendab rf¢-ruumi hulga
{(r,¢,0): r=0,0€e[0,7], ¢ €[0,2n]} (5.7)

sisemuse

{(7’, $,0): r>0,0€e(0,m), ¢ € (0, 27r)}

regulaarselt zyz-ruumiks, millest on vilja loigatud pooltasand (s.t. zz-tasandi
osa, kus z > 0); hulga raja (s.t. selle hulga osa, kus r = 0 voi 6 € {0, 7} voi
¢ € {0, 27}) kujutab see teisendus pooltasandiks (5.5). Seega jéreldub teoreemist
ja méarkusest

Teoreem 5.6. Kus

(1) kolme muutuja funktsioont = f(x,y, z) on pidev vyz-ruumi kinnises mootuvas
piirkonnas &;

(2) teisendus (5.6) kujutab hulgas (5.7) sisalduva kinnise mootuva piirkonna A
puirkonnaks £,

f!ff(x, y,2z)drdydz

= JJJ f (7’ cos ¢sinf, rsin ¢sin 6, r cos 8) 2 sin 6 dr df do.
A
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§ 5. KOLMEKORDNE INTEGRAAL

5.4. Kolmekordse integraali rakendusi

5.4.1. Keha ruumala arvutamine

Teoreem 5.7. Mootuva hulga € < R3 ruumala Ve avaldub valemiga

Ve = Jff dxdydz.
£

SEDA TEOREEMI ME KAESOLEVAS KURSUSES EI TOESTA.
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