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2.6. Kahekordse integraali aditiivsus piirkonna jargi

Selles punktis toestame jirgneva teoreemi.

Teoreem 2.10. Olgu A, B < R? Jordani mottes mootuvad hulgad, kusjuures nende
thisosa A B Jordani moot on null, ning olgu funktsioon f: Au B — R integreeruv
hulkades A ja B. Siis funktsioon f on integreeruv ka tihendis A U B, kusjuures

foy dxdy_ﬂfxy dxdy+f f(x,y) dz dy.

AuB

Teoreemi toestus kasutab jargnevaid kahte tulemust, mille toestused toome
dra selle punkti lopus pérast teoreemi toestamist.

Lause 2.11. Olgu A, B < R? Jordani mottes mootuvad hulgad. Siis ka nende hul-
kade ihend A L B, ihisosa AN B ja hulgateoreetiline vahe A\B on Jordani mottes
mootuvad.

Teoreem 2.12. Olgu A = R? Jordani mottes nullmooduga hulk ning olgu f: A — R
tokestatud funktsioon. Siis funktsioon f on integreeruv hulgas A, kusjuures

JJf(x,y) dx dy = 0. (2.16)
A

TEOREEMI TOESTUS. Kuna hulgad A ja B on Jordani mottes mootuvad, siis
lause pohjal ka ithend A U B on Jordani méttes mootuv. Kuna Jordani méttes
mootuv hulk on tokestatud, siis leidub ristkiilik D < R? nii, et D > A. Koikjal
toestuses kasutame jargnevat tdhistust: kui C = A U B on Jordani mottes mootuv
hulk, siis funktsioon f¢: D — R on defineeritud vordusega

N f(x7y>7 kui (I,y)EC7
0, kui (z,y) € D\C.

Funktsiooni f integreeruvus iihendis A U B téhendab selle tidhistuse kohaselt funkt-
siooni f4.p integreeruvust (ristkiilikus D).

Paneme téhele, et fAuB = ]?A~|—f3—ﬁ4m3. Kuna funktsioonid fA, fB ning fAmB on
integreeruvad (Sest funktsiooni f integreeruvus hulkades .A ja B tdhendab vastavalt
funktswonlde f 4 ja fB integreeruvust ning funktsioon f A~B On integreeruv teoree-
mi [2.12| pohjal), siis funktsioon fAug on integreeruv (sest teoreemi (b), pohjal
on 1ntegreeruvate funktsioonide summa ja vahe integreeruvad), s.t. funktsioon fon
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integreeruv hulgas A U B. Seejuures (jéllegi teoreemi (b), pohjal)
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sest teoreemi pohjal §, . f(z,y) dzdy = 0. O

LAvuse 2.11] TOESTUS. Olgu ristkiilik D < R? selline, et AuB < D (POHJENDADA,
MIKS SELLINE RISTKULIK LEIDUB!). Kuna x4~5 = X4 X35, siis funktsioon x4-5
on integreeruv ristkiilikus D (sest hulkade A ja B mootuvus tdhendab vastavalt
karakteristlike funktsioonide x 4 ja xp integreeruvust ning teoreemi (d), pohjal
on integreeruvate funktsioonide korrutis integreeruv); see aga téhendab, et hulk
A n B on Jordani mottes mootuv.

Edasi, kuna xp\a4 = 1—x.4, siis funktsioon xp\ 4 on integreeruv (sest teoreemi
(b), pohjal on integreeruvate funktsioonide vahe integreeruv), see aga tdhendab, et
hulk D\ A on mootuv. Siit jareldub, et ka hulk D\B on mdstuv.

Kuna A\B = An (D\B), siis eelneva pohjal on hulk A\B mootuv (sest vahe D\B
on mootuv ning mootuvate hulkade A ja D\B iihisosa on mootuv).

Lopuks, De Morgani valemite pohjal

Au B = (D\(D\A)) u (D\(D\A)) = D\((D\A) n (D\B)),
seega eelneva pohjal on hulk A U B mootuv O

TEOREEMI TOESTUS. Kuna hulk A on Jordani mottes mootuv, siis hulk A on
tokestatud; seega leidub ristkiilik D < R? nii, et A < D. Defineerime funktsiooni
f: D — R vordustega

N {f@aw, kui (z,y) € A;

f@y) =10, kui (z,y) € D\A. (2.17)

Funktsiooni f integreeruvuseks hulgas A ja vorduseks (2.16]) piisab niidata, et funkt-
sioon f on integreeruv ristkiilikus D, kusjuures SSD f(z,y) dxdy = 0. Selleks piisab
néidata, et

Sl%p sp(I)=0= iITlf SHT), (2.18)

kus supreemum ja infiimum véetakse iile ristkiiliku D koigi jaotusviiside T' (osarist-
kiilikuteks) ning s 5(T') ja S7(T) téhistavad vastavalt jaotusviisile T' vastavaid funkt-

siooni f Darboux’ alam- ja {ilemsummat.
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Funktsiooni f tokestatuse leidub reaalarv M > 0 nii, et
|f(x,y)| < M iga (z,y) € A korral,

seega ~
_MXA(:U>Z/) < f(x,y) < MXA(.’L‘,Z/) lga (xay) € D korral.

Sellest vorratusteahelast jareldub, et ristkiiliku D mis tahes jaotusviisi 1" korral

—MS, (T) = =Suxa(T) = s-arxu(T) < Sf(T) < Sf(T) < Suxa(T) = M S, ,(T)

(POHJENDADA!). Siit jarelduvad niiiid soovitud vordused ({2.18)), sest kuna hulga A
nullmoodulisuse tottu

iyt S,(7) = | xalew) dedy = () =

(siin p(A) tdhistab hulga A Jordani mootu), siis, iihelt poolt,

sup s (1) = Sl%p(—MSXA<T)> = —ir%f MS, (T) = —Mil%f Sy (T)=0

T

ning, teiselt poolt,

inf SH(T) < inf MS,,(T) = Minf S,,(T) = 0.
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