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EESSONA

Kiesolev raasitat annah iilevaaie ridade teogria ning mitme
muutuja funktsiooni diferentsfaal« ja integraalarvutuse meetodi-
test. Raamat sisaldab niiteid nende meetodite kasutamise kohta
ja illesandeid. Vdljaanne on mdeldud matemaatilise analiiiisi
praktikumi lahiviimiseks G. Kangre Opiku «Matemaatiline ana-
litits. 1I» (Tallinm, Valgus, 1968Y jdrgi Eesti NSV korgkoolides,
eeskitt TRU matemaatikateaduskonnas ja fiilisikaesakonnas. Aine
teoreetilise osa ulatusliku esituse téttu sobib raamat ka kidsiraa-
matuks paljude erialade spetsizlistidele, kesy puutuvad kokhu
mitme muutuja funktsiooni diferentsiaal- ja integraalarvutusega.

Praktikumi materjal on jaotatud kaheksasse peatiikki ja katab
filikooli matemaatika ja rakendusmatemaatika criala dliGpilastsle
- ettendhtud programmi. Vaatluse all on 38 teemat; mis on esitafud
paragrahvidena. _

Iga paragrahv jaotub kolmeks osaks: teoréetiline osa, néited
ja iilesanded. Teoreetilises osas defineeritakse kik vajalikud pohi-
maisted, antakse iilesannete lahendusmeetodid ning tuuakse pohi-
lisad teoreemid ja tunnused, miy on vajalikud lahenduste pohjen-
damiscks. Koigi pohiliste lahendusvdtete kohta on toodud naited,
mis on titiipilised antud iilesaunete lahendamisel. Ulesanded on
varustatud vastusiega ja suurele osale neist on lisatud ka juhised
lahendamiseks; 7 '

Uldiselt on raamatu iilesehitus analoogiline raamatu I osa
iilesehitusega. Seepirast tuleb raamatu kasutamisel juhinduda
raamatu I osa eessdnas antud soovitustest. - 7

Viited raamatu I osale on margitud lihendiga MAP 1.

Tartu, 1986. a.
Autor



Liihendid

D — definitsioon PT — piisav tunnus
T — teoreem M — meetod

KT — koonduvustunnus N — naide

TT — tarvilik tunnus Mott — toestuse loppr

Matemaatilised siimbolid

vV — iga, mis tahes
3 — on olemas, eksisteerib, eksisteerivad
<> - siis ja ainult siis, parajasti siis |
= (<=) — jdreldub (noole suunas)
SN —dan |
©\/ — voi

. Arvu- ja punkti hulkade tahistused

N — naturaalarvude hulk
Z — tdisarvude hulk

Q — ratsionaalarvude hulk
% — reaalarvude hulk

f — tithihulk | B |
[a, b] X [c, d] — ristkiilik (punktide (x,y) hulk, kus a<<x<b,
3 L e<y<d) | |
[a,b]X[c, dlX[e [} — risttahukas (punktide (x,y,2) hulk, kus
a<<x<<b, c<<y<<d, e<<z<{) | |



I. READ

~ *§ 1.1. ARVREA KOONDUVUS

Lopmatu ;irvrea all moeldakse -avaldist

S up=uotts+ ... Fttat ..., (1)
= ’
kus wuo, ty, ... on -arvud,  mida nimefatakse rea liikmeteks.

Suvalise indeksiga rea liiget u, nimetatakse rea (1) ildliik-
meks. -

Allpool kirjutame méni kord valemi (1) asemel lihemalt > uy
ja koneleme lihtsalt reast (1). - |

D 1.1.1. Jada (Sy), kus '
S’nzhzuh, . ’ (2)
=0
nimetatakse rea (1) osasummade jadaks.

Igale reale (1) voib koostada tema osasummade jada (2) ja,
vastupidi, kui on antud rea osasummade jada '(2), siis vorduste

Ll():S{), un=Sn%Sn_1 (n=l, 2, ) (3)

abil voime saada rea (1). Seega voime realt alati iile minna tema
osasummade jadale ja vastupidi.

D 1.1.2. Kui eksisteerib (I6plik v6i lopmatu) piirvadrtus
S=1im S, (4)

siis seda piirvddrtust S nimetalakse rea (1) summaks ja Rirju-
tatakse

S u,=S. (5)

n=0

D 1.1.3. Kui rea (1) summa S on l0oplik, s.0. kui tema osasum-
made jada (2) koondub summaks S, siis Geldakse, et ridg (1)
koondub summaks S. Kui piirvddrtus (4) ei eksisteeri vGi on
I6pmatu, s.o. kui osasummade jada (2) ei koondu, siis deldakse,
et rida (1) hajub.

Jargmine tunnus annab tarviliku tingimuse rea (1) koondu-
vuseks.

TT 1.1.1. Kui rida (1) koondub, siis
lim up, =0, (6)

N—00
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s.t, koonduva rea iildliige Idheneb nullile, s.o. jada (un) on
nulljada.

Rea koonduvuse uurimisel tulebk1 koigepealt kontrolhda kas
selle rea korral, tarvilik tunnus TT 1.1.1 on taidetud. Sellega saame
lihtsal viisil eraldada read, mis ilmselt hajuvad. Kuid tunnus
TT 1.1.1 ei ole: piisav, s.t. tingimust (6) tditvate ridade seas on
peale koonduvate ridade ka hajuvaid ridu.

Jiargmine, tunnus annaly tarvilikis ja piisava tingimuse rea
koonduvuseks..

KT 1.1.} (Cauchy kritéerfam}. Rida (1) koondub siis ja ainuit
Siis, Rui. iga =20 korral leidul aru N==N (g}, et

| Unsark-tin ot .. ditnyn| <o, kui n>N, (7)
iga p=1, 2, ... korral, s.o. sdltumata p valikust.

Naitena: koonduvast reash voib vatta tuntud geomeetrili
rea

- o0
29,

mis; kocndub (‘:31‘8]33“‘ siisy kuf {g] <2 . Tema summa avaltdob sel
korrat val emig
1
1 —q °
Jargmine, nn. b al‘m'()ff};’lnfﬂ'e rida

E_...
n=1 -
aga hajub (vt. ndide N 1.1.3), kuigi rea iildliige up==1/n tdidab
koonduvuse tarwibkku fingimust b)
Rea (1) korral voime krrjutada'

Euk—*zuﬂ- Z' Up. (8)
H==m 1
Viimiases vaorduses rida
> U (9)
k=n+1

nimetatakse rea (1) jadktiikmeks.  Kui rida (1) koondub
summaks S, siis véime vorduse (8) kirjutada (v3rduse (5) pch-

jaly kujul
S=S‘ﬂ.+Rns

kus- R, on rea (9) summa. Viimasest vordusest nideme, et koon-
duva rea (1) korral
lim R'n :'0,

Fi—-00

s.t. koonduva rea (1) jadkliige on koonduv rida ja tema summa
R, on l6pmata vidike suurus piirprotsessis n-—oo.
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.;1(00;16 ivate! ridadel on qargmlsed»omcﬂused
i dKul reas Wi Bra jatts vow juurde Ssada €optik arv tikmeid,
fiis isee of _*nop‘-;*r ica fkoomatvust, 450, __mund_u\ irica jhab koon-
duveks ja frajuy rida hajuvaks. '
P Kui riga §» «, koontluh, wiis dge wrvu o korral kodndiab ka
etda N cu, ia -\,U“?”r”d{’ vahel k(,htlh yordus

E{c un_mz, Eun
n=0 n N
3. Kui read Kn, ja Z,L, koonfluvad, #is koonduvad kasread
VI fun-Hun) fa & (un —y) fja summade vahel tkehtib vordus

00 :oo_ ‘Q(x)
(u“iuﬂ)'mzﬂwi.z Un.
n 0 ne=0 —0

4. Koonduva rea X @y, giikmed s, moodustayad tokestatud
gada, s. 1. leidﬁtb arv M, et {un|<<M dga n=0, 1, ... korral.

Naited

N 1.1.1. Lejda rea
- 2
Zjl n(n+2)
osasiimmade fada ja summa,
Lahentdus. Msirame kordajad A §a B nii, et l\ehtl’ks vordus
2 A B

n('v‘z-i—Q») T n 0 ate
K‘asutame miiramata kordajate aieelodit. ¥Selleks wiime vviimase vorduse 'jarg-
misele kujule:

2+=A(n+2)— Bn.

Vottes nditeks m=1 ja n= 2, wgame kaks stingimust, *mis ‘annavad A=sB=1.
Seega vorduse (2) pohjal

» 2 1 1

RS T E ('—'—hk:é"‘) N

f .1) (1 1) (1 -_1&9+ (1 1 )

Pirast koondamist saame

1 I 1
+_H n-+1 o n+2 "’

kiist (4) pohjal rea summa on s
§= &11‘1’1}8,,: l+_2'o=—-—" .

n = o 2

iSeega (5) pohjal ¥oime kirjutada



N 1.1.2. Uurida rea
o n
nz' n-+5

=0

koonduvust.
Lahendus. Kontrollime kdigepealt tingimust (6). Saame

n
lim =1.
1 — oo n 5

Seega koonduvuseks tarvilik tingimus (6) pole tdidetud. Tunnuse TT 1.1.1
pohjal vaadeldav rida hajub.
N 1.1.3. Néidata, et harmooniline rida
© |
2
n==1 -
hajub.
Lahendus. Harmoonilise rea iildliige un==1/n tdidab koonduvuseks
farvilikku tingimust (6). Seega tunnuse TT 1.1.1 pohjal rea hajuvuse iile otsus-

tada ei saa. Kasutame Cauchy kriteeriumi KT 1.1.1. Igan ja p korral vdime
kirjutada

1 1 1
En=—(Un un ... un == ! 'J“... :-;;
[Uni1Flniot .. Flnip| il age T +n-]—p
- 1
n+p

Vottes nditeks p==n, saame e£,>>1/2. Seega tingimus (7) ei saa olla tiidetud
iga p korral. Cauchy kriteeriumi KT 1.1.1 pohjal harmooniline rida hajub.

Et harmoonilise rea 3 1/n liikkmed on posmlvsed siijs tema osasummade
jada rangelt kasvab ja rea hajyvuse tottu on siis ainuke vdimalus, et gea
summa S=oc, s.t.

& T ;

n=1

Ulesanded

Leida jargmiste ridade osasummade jadad S, ja summad S
(vt. nédide N IL.1.1).

t Sy 5. Sy

2 Sy & A

3. émlﬁﬂ 7. éinz

4. ﬁ (2n+1)2(2n+3) 8. 3 (jn+2—2nt1+7n)



9. Z"": n—7ynz—1 n ﬁ'( (1 . 2n+1 )

ne—1 Vn(n"l‘l) 2 n n—l—’l) 'nz(n—l—l)z
10. 2,’ gat 12. Z
Lelda read, mille osasummad on ]argmlsed (n=0,1,2,...)
, . n-|_3 . ‘ n2
14; Sn-= 17. Sn=‘-—-—‘
n—+1 | n?+-2
D L ” ;[nm+n]z
15. Sp= P 18. S,= — 5

 Niidata jargmiste ridade hajuvust tarviliku tunnuse TT 1.1.1
ja Cauchy kriteeriumi KT 1.1.1 abil (vt. ndited N 1.1.2 ja N 1.1.3).

o0 o0 :n;
19. —1)7 23. t
go( ) nzz;o an n-1
oo 1 oo
20. >/ —— - 24. > n_l_
=t Y10 n=t Yn
. oo S 17} n : .00 ; =
21, 3 (-2 ) 25. 3 (2n)-10
© 1
22. >
_ Inn

§ 1.2. POSITIIVSED ARVREAD

Positiivse rea all moeldakse 16pmatut rida
2 Un, (10)
n={

kus u,>=0 iga n=0, 1, ... korral.
T 1.2.1. Positiivne rida (10) koondub siis ja ainult siis, kui
tema osasummade jada on tokestatud, s.t. kui leidub arv M>0, et

Sn= Slus<<M iga n—0, 1, ... korral. (11)
h=0
Teoreemi T 1.2.1 tottu voib p051t11vsete rldade korral kirjutada
E.un<oo voi Zun—-oo
n=40 ’

vastavalt sellele, kas rida (10) koondub vdi hajub.



Olgu antud kaks positiivsetl rida

S : (12)
ja |
ﬁ*u,, (13)

Jirgmiste vordluslauseto abil saabi iilfe rea pohfal ofsustada feise
rea koonduvuse: véi hajuvuse ile.

KT 1.2.1 (I verdlustausel K wi mirigisd indeksisti n alates: keftib
vorratus

siis rea (13): koonduvusest fdreldub, rea (12} koonduuus ja rea
(12} hajuvusest jaretdub req (13) hajuvus.
KT 1.2.2 (II vordlustause). Kui protsessis n—co on

Up ~ CUp ' (15)

mingé konstangi >0 korral, siis read (12) je (13) kas koandy-
vad véi hajuvad hieaegu.

Nende vordluslausete kasutamisel koige sagedamini varrel-
dakse uuritavat rida geomeetrilise reaga /¢ (vi. § 11) ja
iildise harmoonilise reaga

EE_EO n+1)a ’

mis koondub, kui a>1, ja hajub, kui ¢<C1 (vt. ndide N 1.2. 5)
Positiivsete ridade jaoks on olemas palju mitmesuguseid koon-
duvustunnusetd. Neist enam rakendamist on leidnud jargmised.

KT 1.2.3 (D’Alembert’i tunnus). Kui
; J< 1, siis rida (10) koondub
3lim—* ) = 1, siis rida (10) hajub
n—roo n .. .
l= 1, siis ei saa otsustada.

KT 1.2.4 (Cauchy tunnus). Kui

]< 1, siis rida (10} koondub
> 1, siis rida (10) hajub
l: 1, siis ei saa otsusiada.

KT 1.2.5 (Raabe turnus). Kui

§>1 siis rida (103 keondub
3lim h(}' - --~I~3ﬂ~, <7 1, siis rida iy swajub

'?s-DJC

n P—
3lim YVua

T—=20

i ! Ny
== b, 8LE £ SQo s ndn,

i i 4 A



KT 1.2.6 (Logaritmiline tunnus). Kui

ln-zl—- J> 1, siis rida (10) koondub
3 lim 1 * ) < 1, siis rida (10) hajub
e l — 1, siis ei saa otsustada.

KT 1.2.7 (Integraaltunnus). Olgu funktsioon f(x) monotoonselt
kahanev piirkonnas [a, o) ja olgu

Un=F(n).
Rida (10) koondub siis ja ainult siis, kui

ff(x)dx<oo,

s.t. kui see pdratu integraal koondub.
Kui rida (10) koondub integraaltunnuse KT 1.2.7 pdohjal, siis
tema jdidklitkme R, jaoks kehtib hinnang

Rw< F(x)dx. | (16)

Cauchy tunnus on voimsam kui D’Alembert’i tunnus, s.t. kui
D’Alembert’i tunnus vdimaldab otsustada rea koonduvust voi haju-
vust, siis voimaldab seda ka Cauchy tunnus, kuid mitte vastupidi.
Raabe tunnus on vdimsam kui D’Alembert’i tunnus. Logaritmiline
tunnus omakorda on vdimsam Cauchy ja Raabe tunnusest.

Rea koonduvuse uurimist alustatakse tavaliselt norgemate
koonduvustunnuste rakendamisega, sest nad om lihtsamad. Vo6im-
samaid tunnuseid kasutatakse, kui norgemad ei anna vastust.

Jirgnevates niidetes ja iilesannete lahendamisel ldheb vaja
valemeid

_—_ n
n!~'|/231:n(h-z-—)‘ (Stirlingi valem) (17)
ja
im0 =1 (18)
x>0 X
Niited
N 1.2.1. Uurida rea 9
= 14-3n

koonduvust vordluslausete abil. _ .
Lahendus. Rea aldlitkme kohta kehtib jédrgmine hinnang:

211 2'n 2 )n
<< ={—1 .
1437 3n ( 3
Paremale tekkis geomeetrilise rea Y g™ iildliige, kus g=2/3. Et geomeetriline

rida selle g korral koondub, siis 1 vordlusiause KT 1.2.1 pohjal antud rida
koondub. y

11



N 1.2.2, Uurida rea
o 1

koonduvust vordluslause KT 1.2.2 abil
Lahendus. Rea iildlikme kohta kehtib jargmine hinnang, kui n—-oo:

1 1 1 1 1

— —=— 3 ot . —

¥3ni+1 V( 1) ny34+o0(1) 13 n

Paremale tekkis harmoonilise rea ildliige 1/n, Et harmooniline rida Y 1/n
hajub, siis 11 vordluslause KT 1.2.2 pohjal antud rida samuti hajub.
N 1.2.3. Milliste parameetri a>0 vdértuste korral koondub ja milliste

2 n ] ] ‘

n=0

Lahendus. Rea iildlilkkmest on nédha, et lihtne on kasutada Cauchy
tunnust KT 1.2.4, saame '
L an a
lim Jun= lim == lim

n—s>=0o0 = n 17— 00

=a.
14+—- ' /
n
Seega Cauchy tunnuse KT 1.2.4 pohjal antud rida koondub, kui a<<1, ja hajub,
kui a>1. Kui a=1, siis Cauchy tunnus KT 1.24 vastust ei anna. Kuid sel

korral rida hajub, sest rea iildliige ei rahulda koonduvuse tarvilikku tingimust
TT 1.1.1, kuna n—oo korral

n \" 1 1
n
14—
| (1)

Kui a=1, siis rea hajuvust on lihtne niidata ka logaritmilise tunnuse

KT 1.2.6 abil:
1 1 A"
In— In{ 14—
Un . n
lim = [im =0,
naoo DN n—roo Inn

N 1.2.4, Uurida rea
T ane (p>0)

n=1\

koonduvust Raabe tunnuse KT 1.2.5 abil.
Lahendus. Valemi (18) pohjal saame

n ; 1_1111)

n-—roo un n—ro0 nlnp

1—(141/n)ln?
= lim =—Inp.
. 17— 00 l/n
Raabe tunnuse jargi vaadeldav rida koondub, kui —Inp>1, s.t. kui
p<<l/e, ja hajub, kui —Inp<l, s. t. kui p>1/e. Kui —Inp=1, s. t. kui p=
=1/e, siis vahetu kontroll niitab, et rida hajub.

12




N 1.2.5. Niidata, et harmooniline rida
« ]

na
' n=1
Xkoondub, kui e>1, ja hajub, kui a<<l.
Lahendus. Kui <0, siis rea iildliige ei ldhene nullile ja tunnuse
TT 1.1.1 pdhjal rida hajub. Seepirast eeldame, et a>>0.
] »K_afutame integraaltunnust KT 1.2.7. Vaadeldava rea lilkmed saame funkt-
.sioonis

f(x)=;;,

kui x=I1, 2, ..., kusjuures funktsioon on monotoonselt kahanev. Integraal-
tunnuse KT 1.2.7 pohjal vaadeldav rida koondub siis ja ainult siis kui koon-
.dub integraal

[+~
A dx

[ xa-.
1

Integraalialusel funktsioonil 1/x* on olemas algfunktsioon

xl—a
F(x)=

l—a

“Tunnuse KT 7.4.3 (MAP I) pdhjal see paratu integraal koondub siis ja ainult
-siis, kui , o
1—a
3 lim —— =%,

E———

X —r o0

;8. 0. kui a>1. . .
Seega koondub vaadeldav rida siis ja ainult siis, kul e>1. Jarelikult ile-

jadnud a-de korral, s.o. kui e<cl, rida on hajuv. _ .
Kui e>1, s.t. kui vaadeldav rida koomdub, siis saame hinnata ka selle

rea, jaakliiget Ra. Selleks arvutame integraali

dx xl-e  |= a—1
PR B

p—=1

X 1 — n na—l
‘ja valemi (16) pohjal saame, et )
Rasm—— .
na—l
Ulesanded

Vardluslausete KT 1.2.1 ja KT 1.2.2 abil teha kindlaks, millised
jargmistest ridadest koonduvad ja millised hajuvad (vt. naited
N 1.2.1 ja N 1.2.2). |

1 st 1

'26. P 29. > —
Zwor = Jranes

| S d |

27 Ei —om 30. Ei i1

; °°_(2n—1)(n—lL °°l‘1.‘_|_nz 2

28, 2= 31. g( = )

13



- 32.

- 33.

- 34.

35.

36.

37.

38.

3 (Yat1—1yn)

n=1

227 sin—?’i}-

n=0

2 2n tan-;?

n=0
o0 . n
n

=

adly & a
>3 ( 1 — cos _—)
n=1 n

hnd n
>/ arcsin ——
n=—1 -Vn

a0
> arctan

n
n=1 2 :

39.

40.

41.

42.

43.

44.

At———

$u(+ 1)

e}

S1o(+7E)

n=1

2'n cos —
n=3 n
X Inn
23

n=1

o 1

52 In®n

% 1
2

n=2 Yinn

D’Alembert’i tunnuse KT 1.2.3 véi Cauchy tunnuse KT 1.2.4

abil otsustada, millised jargmistest ridadest koonduvad ja milli-

sed hajuvad (vt. ndide N 1.2.3).
45,

46.
47.
48.
49.
30.
ol.

52,

14

]
2.—-
n:=1nl

o 1
- (n+1)*

53.

54.

55.

a6.

o7.

58.

59.

60.

S5,

So ()
512?1 ( n—t:—l )ﬂ2
;gzva“ arcsin% (a>0)
;Lz:; (anzinl )2



Raabe tunnuse. KB 1.2.5 abil uugida jargmiste ridade koondu=
wvust (vt ndide N 1.2.4). |
oo ) ](;{[—

6l F—
= CHYD (@YD) .. (2+n)

nl

62 3o
51 b(b+1). % (PFn)

63. i — _- 1/5!- e, 1 —
n—s (JB—2)(¥6—2) ... (Yn+3—2) | )

3 nln?

64. "
20D, )

Uurida integsaattunnuse KR 1.27 abil jargmisté ridade koon-
%uv_ust. Koonduvuse korral hinnata ka jidklilget (vi. ndide
N 1.2.5). ' |

(b=>0),

2 bad 1

65. > - 69. 3 — .
=, @n+1)? =, (nt1) in (n+1)
.66. § — _ 70. ‘E’, nln®n
n=1 n==2 .
67. 3 n S
nmo 2n-+1 e 1-4-en B
o ]
68 £2 nin2n

Mitu liiget N tuleb votta jargmistes ridades, et saada rea
sumima veaga alla 0,001.

x ] L& 1 R
72. Eii-’-ﬁ 74. ;El ln’*(n—l—l)‘sm‘n
73, 3— o S —ln(l—l-l—)
A © < Ind (nt-1) n/

Rea koonduvuse tarviliku tunnuse TT 1.1.1 ahil niidata, et
jdrgmised piirvdartused on vordsed nulliga.

) . n? ’ . nn»
76. lim— 78. lim——
TL—> 00 nl g (ﬁ‘ E-)‘"
. ..ar . fit-111
77. lim — 79. hm--- ,( - —
h e OO n! PPN e Lee { J:q}

R



Uurida jargmiste ridade koonduvust.
'80. nﬁ?; (—*13:_'—1 86. giﬂin sin-%
81. 12.0 3,—{—;1—1)” 87. ﬁqucos._

n=1 n=0
82. ;ﬁ:,‘on tan—% 88, éi&;
83. gonzsin% -89. Té‘zln“ cos™ (m/n)
84. 2: e | 9. 3 nler

n=0 RN iy TR

o0 | g o ol
f'_85"£0b(b_+1’)1;:"f. (b+n) 'f-('b>0) o El-en: |
S AESLTHY g

n=1
'§ 1.3. SUVALISED ARVREAD

o0

Vahelduvate markidega reaks nimetatakse rida
3 (—1)™an, kus ax>0. - (19)
n=0 .
Rea (19) koonduvuse uurimiseks kasutatakse jargmist tunnust.
KT 1.3.1 (Leibnizi tunnus). Kui
a) m=m>=... =0n== -,

siis rida (19) koondub ja tema jaaklitkme

(—1)kax

Rn: Z’

h=n+H

jaoks kehtib hinnang |

, |Rn| <<an+1. (20)
Vaatleme suvalist rida

Stn @)

D 1.3.1. Rida (21) nimetatakse absoluutselt koon du-
vaks, kuirea litkmete ab_soluutvc‘iﬁirtustest moodustatud rida

5 | un] (22)
ﬂ=0

on koonduv.

16



T 1.3.1. Kui rida (22) koondub, siis ka rida (21) koondub, s.t.
iga absoluulselt koonduv rida on koonduv. :

Kui rea (21) summa on S ja rida ise koondub absoluutselt, siis:
deldakse, et rida (21) koondub absoluutselt summaks S.

D 1.3.2. Kui rida (21) koondub, aga rida (22) hajub, siis rida
(21) nimetatakse tingimisi koonduva ks, s.t. koonduvat
ridlg, mis ei koondu absoluutselt, nimetatakse tingimisi koondu-
vaks.

" Absoluutselt koonduva rea liikmed véib reas éimber paigutada
mis tahes jdrjekorda — see ei mojusta rea koonduvust ega sum-
mat. Kuid tingimisi koonduva rea korral pole see nii — rea lifk-
meid iimber tostes voib rea summa vordsustada mis tahes arvuga
ja muuta rida hajuvaks. |

Rea (21) absoluutse koonduvuse nditamiseks voime kasutada

ositiivsete ridade koonduvustunnuseid, sest neid tuleb raken-

dada reale (22), mis on positiivne rida. Kui rida (22) osutub koon-
duvaks, siis sellest jareldub teoreefni T.1.3.1 .pohjal, et ka rida
(21) koondub ja seejuures koguni absoluutselt. Kui aga rida (22)
osutub hajuvaks, siis sellest el saa veel jireldada, et ka rida (21}
hajub, sest ta vo6ib olla tingimisi koonduv. Seepérast rea (21)
hajuvuse nditamiseks ei saa kasutada positiivsete ridade koondu-
vustunnuseid. Kiill aga kehtivad suvalistele ridadele D’Alembert’i
ja Cauchy tunnused jargmisel kujul.

KT 1.3.2 (D’Alembert’i tunnus suvalistele ridadele). Kui -
J< 1, siis rida (21) koondub ja koguni absoluutselt

~ 1, siis rida (21) hajub
— 1, siis el saa otsustada.

KT 1.3.3 (Cauchy tunnus suvalistele ridadele). Kui
J< 1, siis rida (21) koondub ja koguni absoluutselt

> 1, siis rida (21) hajub
= 1, siis ei saa otsustada.

Vaatleme koonduvustunnuseid ridade korral, millele saab anda
kuju

. Unit
g 11m ‘ __ni.
n—>00 Un

1n

3lim V| un|

n—oo -

S enln. (23)
n=_

Vahelduvate mirkidega rida (19) on rea (23) erijuhtum, kui
en=(—1)" ja a,>0.

KT 1.3.4 (Abeli tunnus). Rida (23) koondub, kui

1° rida 3 ap koondub,

2° arvud e, moodustavad monotoonse tokestatud jada.

KT 1.3.5 (Dirichlet’ tunnus). Rida (23) koondub, kui

1° rea > an osasummade jada on tokestatud,

9° arvud e, moodusiavad monotoonse nulljada.

Olgu antud read :

S, o (24)

n==0

2 Matem. anal. prdktikam II ' | 17



ja Lo
Soa. (25)
n=0

D 1.3.3. Ridade (24) ja (25) Cauchy korrutiseks nime-
talakse rida : - | |

y o
So., (26)
n=4 .
Rus,
Wy EE Un—nUn=~— E UrUn—p, (27)
h=0 h=0
ja kirjutatakse |
2 Un 2 U= 2 Wn.
n=0 n=l n=>40

Kui read (24) ja (25) on absoluutselt koonduvad vastavalt
summadeks U ja V, siis nende korrutisrida (26) on ahsoluutselt
kaonduv summaks f

W=UV. (28)
Kui ridadest (24) ja (25) iiks koondub tingimisi ja teine absoluut-
selt, siis korrutisrida (26) on koonduv ja samuti summaks (28).
Kui aga modlemad read (24) ja (25) koonduvad tingimisi, siis
korrutisrida (26) voib osutuda hajuvaks (vt. iilesanne 116).

Naiited
N 1.3.1. Uurida rea
2, (=D)"

nlnn
n=

koonduvust
Lahendus. Vaadeldav rida on vahelduvate markidega rida (19), kus
1

ap=-——m

ninn

.on monotoonselt kahanev ja lim g»==0. Seega Leibnizi tunnuse KT 1.3.1 pdhjal
rida koondub. '

Valemi (20) abil saame rea jaakliikme jaoks hinnangu

Ral=| 3
e k=2n+; Elnk | (n41)In(n+1)

Vaadeldav rida aga ei koondu absoluutselt integraaltunnuse KT 1.2.7 poh-
jal, sest rea

1
E nlnn
jaoks saame
ox o
: dx dlnx =
= =lnlnx sz 00
o xlny nx I
% 2
Caklonolles w505 Jelds, o vaadeidav rida o dagimis) e Tuv

I8



N 1.3.2. Uurida rea
oo =21 1
>N =
n==} n

koonduvust, - :
Lahendus. Kirjutame vilja selle rea esimesed litkmed

1 1 1 1 1 1

Vottes

ndeme, et rida on kujul (23), mis tdidab Dirichlet’ tunnuse KT 1.3.5 tingimusi.
Jarelikult vaadeldav rida on koonduv selle tunnuse KT 1.3.5 pohjal.

Ulesanded

Millised jargmistest ridadest on absoluutselt koonduvad, mil-

lised on tingimisi koonduvad ja millised on hajuvad (vt. niide
N 1.3.1)? |

00 (__])’n-i-l o n
93. > Y — 102. 3 (—1)» Py
n=4 * =
o0 _1 n+1 . o0
91, 3L n) 103. 3 (—1yn—1
n=4 n=1
> (—1)nH i 1+cos nn
95. (n—,'-)l)'n 104. X (—1)» -
=) n—1
o© —]1)r1 ' 00 n2
n=i =1
o0 (_._])n—i oo 1+an
7. X5 106. X —-
n=t =1
98 _g’—' (=" - 107. Zm,'(-—-—l)" !
= =t
< cosna 0 (_l)n
99. '_Zi-n—v_; 108. nz_,'in_]nn
n= o .
100, 3—20% | 109. 3 a arcsin——
n=1 Yn n=1 4n
101. Esin(nn-+Ln)
n=2

2* 19



Niidata jargmiste ridade koonduvust Abeli tunnuse KT 1.3.4
-voi Dirichlet’ tunnuse KT 1.3.5 abil (vt. ndide N 1.3.2).

110, 3 (—1yms L 12, 3 (—1) a2
n—=—1 n n=1 -'/n
® {—I1)"cos (1/n) ® n ., -,
111, - ) . 2| b2
7.5,'2 T 113 nz=1 P sin (wyn24-k% )

Niidata, et kehtivad jargmised vordused.

00

14 (Ze) = @+er (lgl<n)

n=0
B N e O ki
n=0 n=0
116. Naidata, et rida
. o (__1)11+1
> —
n=1 -Vn

.on tingimisi koonduv ja tema Cauchy ruut, s.o. Cauchy korrutis
iseendaga, on hajuv rida.
117. Ndaidata, et read

2 (=1 2 (=)

(>0)

nb _

> (@>0), X

n=1 n=1"

‘koonduvad ja et nende Cauchy korrutis on koonduv rida, kui
.a-+p>1, ja hajuv rida, kui e+g<<lI.

118. Veenduda, et read
-on hajuvad, ja ndidata, et nende Caﬁchy korrutis on absoluutselt

ooi)n oo(i')n——i(n 1
=2(5) =+ 3(5) (s
koonduv rida.

n=i

§ 1.4. FUNKTSIONAALREAD

Funktsionaaljada all moeldakse jada

{f(x)}, (29)
‘mille liikmed on mingil hulgal miiratud funktsioonid fn(x). Fik-
‘seeritud x korral funktsionaaljada (29) kujutab endast arvjada.
D 1.4.1. Kui punktis x eksisteerib Ioplik piirvddrtus |
lim [, (x) =f(x),
siis oeldakse, et funktsionaaljada (29) koondub selles punktis

x summaks f(x). Muudel juhtudel deldakse, et ta hajub punk-
tis x.

20



Punktide x hulka X, milles funktsionaaljada (29) koondub,
nimetatakse  funktsionaaljada koonduvuspiirkonmnaks.
Funktsiooni y=f(x), x = X, nimetatakse jada (29) piirfunkt-
siooniks.

D 1.4.2. Oeldakse, et funktsionaaljada (29) koondub iht-
laselt piirkonnas X funkisiooniks f(x), kui iga arvu ¢>0 korral
leidub arv N=N (&), et kehtib vorratus '

|fn(x)—[(x)| <& iga n>N korral (30)

soltumata punkti x = X valikust.

Funktsionaaljada iihtlase koonduvuse uurimiseks kasutatakse
definitsiooni D 1.4.2, kuid sageli viib kiiremini sihile jdrgmine
koonduvustunnus.

KT 1.4.1. Funktsionaaljada (29) koondub iihtlaselt piirkonnas
X funktsiooniks [(x) siis ja ainult siis, kui

lim sup |fn(x) —F(x)|=0. (31)

n-»00 xeX

Funktsionaalrea all moeldakse rida
3t (6) =t (9) e (0) ot (D (32)

kus rea liikmed un(x) on mingil hulgal X méiratud funktsioonid.
Suvalise indeksiga rea liiget un(x) nimetatakse rea (32) fild-
liikmeks. Jirgnevas monikord (32) asemel kirjutame lihtsalt

2 unlX). _
Funktsionaaljada {S»(x)}, kus

Sal6)= 3 un (). (33)

nimetatakse funktsionaalrea (32) osasummade jadaks.
Igale funktsionaalreale (32) vdime koostada tema osasummade
jada (33) ja, vastupidi, kui rea osasummade jada (33) on antud,
siis vorduste
uy=So(%), Un(x)=S8n(X)—Snu(x) (n=1, 2,...) (34)
abil voime saada rea (32). Seega nagu arvridade korralgi voime
ka funktsionaalrealt alati iile minna tema osasummade jadale ja
vastupidi.
Iga x =X korral funktsionaalrida (32) kujutab arvrida.
D 1.4.3. Kui punktis x rea (32) osasummade jadal (33) on
olemas (Ioplik v6i lopmatu) piirvddrtus
lim S, (x) =S (x), (35)
siis seda piirvddrtust S(x) nimetatakse funk;sionaalrea (32)
summaks punktis x ja kirjutatakse

3ty (1) =S (%). (36)
n=0
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D 1.4.4. Kui punktis x funkisionaalrea (32) summa S(x) or
I6plik, s.o. kui tema osasummade jada (33) koondub summaks
S(x), siis deldakse, et funktsionaalrida (32) koondub punktis
x summaks S(x). Muudel juhtudel (s.o. kui piirvddrtus (35) el
eksisteeri vdi on Iopmatu) deldakse, et funktsionaalrida (32)
hajub punktis x.

Punktide x hulka X, milles funktsionaalrida (32) koondub.,.
nimetatakse selle rea koonduvuspiirkonnaks ja loetakse
rea summa S(x) middramispiirkonnaks.

D 1.4.5. Oeldakse, et funktsionaalrida (32) koondub iiht-
laselt piirkonnas X summaks S (x), kui tema osasummade jada

(33) koondub iihilaseit summaks S(x) piirkonnas X, s.o0. kui iga
>0 korral leidub arv N=N(¢), et kehtib vorratus

oo

3w <o (37)

h=n-H+1
iga n>N korral séltumata punkti x = X valikust.
Funktsionaalrea (32) iihtlase koonduvuse uurimiseks sageli
saab kasutada jargmist tunnust.
KT 1.4.2 (Weierstrassi tunnus). Kui leiduvad arvud c,, et
1° lun (x) | <cn iga x = X korral,
2° rida 3 ¢, koondub,

siis funktsionaalrida (32) hkoondub iihtlaselt (ja absoluutselty
piirkonnas X.

Praktikas osutub sageli sobivaks votta

xeX

1S (x)—Sn(x)|=

Funktsionaalrea (32) summa S(x) ei tarvitse olla pidev funkt-
sioon isegi siis, kui rea litkmed on pidevad funktsioonid (vt. niide
N 1.4.1). Kuid kehtib jirgmine teoreem. '

T 1.4.1. Kui piirkonnas X funktsioonid u,(x) on pidevad ja
funktsionaalrida (32) koondub iihtlaselt selles piirkonnas X, siis
tema summa S(x) on pidev funktsioon piirkonnas X.

T 1.4.2. Kui vahemikus (a,p) funktsionaalrida (32) koondub
lihtlaselt ja on olemas 16plikud piirvidrtused

limuy (x) =un, a=(a,p),
X—>

siis arvrida 3] u, koondub ja kehtib vérdus

lim 3 un (x)= 3 lim un (%), (38)

n=0 n=0 n—+oco
s.t. teoreemi eeldustel véib funkitsionaalreas (32) piirile minna
summa mdérgi all.

T 1.4.3. Kui un(x) on integreeruvad funktsioonid l6igus {a, b]
ja funktsionaalrida (32) koondub iihtlaselt selles loigus |a, b]
summaks S(x), siis kehtib vordus
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&rb S(x)dr—=3 [ n(x)dx (39)

n=0 a

ehk
b oo L x b
[ 3 un(xdvm 3 [ un ()

a n=l n=0a
s. b deoréemi eeldustel viib funktsionaalrida liskmeti integreerida.
T 1.4.4. Kui [unktsionaalrida (32) koondub loigus [a, bl@ Sum-
maps S(x) jo tema litkmetel un(x} on olemas pidevad tuletised
U (] Rusjuuresi buletiste: ridg _Ewn (x) koondub iihtlasels loigus
[a,B), sits sellesi igus kehtiB vdrdus
o9

S'(x)= 24 (%) (40)
[Suw] =2 m,
n=>0 =0}

s.t, teoreemi eeldustel vaib funki‘sionaatrida litkmeti diferentsee-
rida.

Funktsionaalrea (32) kaonduvuse uurimiseks voime iga x € X
korral kasutada arvridade koonduvustunnuseid (vt. ndide N 1.4.2).

Niited
N.l.4.i. Leida funkisionaalrea

s+ 3 (zn — 27
n=2
koonduvuspiirkond X ja summa S(x).
Lahendus. Leiame rea osasummade jada, saame Sa(x)=x". Vorduse
(35) pohjal on siis _

JO; kui |x| <1
S(x)=limx»=J 1, kni x=1

e ei eksisteeri filejddnud punktides.
Seega vaadeldava rea koonduvuspiirkond on poolldik X=(—1, 1]. Nédeme ka, et
selles piirkonnas X summa S(x) ei ole pidev funktsioon (tal on katkevus punktis
x=1), kuigi rea lilkmed on pidevad funktsioonid piirkonnas X. Teoreemi T 1.4.1
pohjal voib Gelda, et vaadeldav rida piirkonnas X ei koondu iihtlaselt.
N 14.2. Leida funktsionaalrea
> (2"

= (I4)n

koonduvuspiirkond X, absoluutse koonduvuse piirkond A ja rea summa S(x).
Lahendus Vaadeldav rida on geomeetriline rida teguriga
2x

= Ld
1422
Seega on ta koonduv ja koguni absoluutselt sie - sipult siis, kui

h2|xl —

q

by



(vi. § 1.1). Viimane vorratus annab, et
X=A=(—o0, —1) U (=1, 1) U (1, o0).

Vastavait geomeetrilise rea summa valemile saame rea summaks (arvestades,
et reas puudub liige indeksiga n=0)

| 2
l—g l1—gqg (1 —x)2

N 1.4.3. Leida rea

'2 nxr
. _
koonduvuspiirkond X ja absoluutse koonduvtse piirkond A.
Lahendus. Rakendame D’Alembertt tunnust KT 1.3.2. Saame
Un+)(X) 1 n 1

= lim = .
un(x) le n-—>o0 n+1 ]JCl

nxn
(n41)xn+!

- Seega, kui |x|>>1, siis rida koondub ja koguni absoluutselt, ja kui |x]|<1,
siis rida hajub. Vaatame eraldi juhtu |x|=1. Kui x=1, siis saame harmooni-
lise rea X 1/n, mis hajub. Kui x=—1, siis saame vahelduvate mirkidega rea,
mis koondub Leijbnizi tunnuse KT 1.3.1 pohjal. Seega

Xe=(—o0, —1J U (1, o0}, A= (—o0, —1) U (1, o).
N 1.4.4. Leida piirkond U, kus funkisionaaljada

lim

—>Cco

n —> o0

fn.(x) =Yx?4n-2 (n=1,2, ...)
koondub {ihtlaselt.
Lahendus. Antud jada piirfunktsioon on

f(x)=lim VYx24n—2=|x].

n—c0

Kontrollime tingimuse (31) kehtivust. Viies irratsionaalsuse lugejast nimeta-
jasse, saame .

|Fn (£)— [(x) | =Vx"+n—2 — | x| = n _
Vo 4n—2 +1x|
1 1 1
= <,_’

n ]/_11"2x2+1‘+ nlx] =n
mis kehtib iga x & R korral. Seega

. 1
sup [fn (x)—f(2) <—.
xR n

Jarelikult tingimus (31) on tdidetud. Tunnuse KT 1.4.1 pdhjal U= (—oo, o).
N 1.4.5. Kas funktsionaaljada
fa (1) 2nx
X) =———
g 14-n?x?
koondub iihtlaselt 16igus X=1[0, 1]?
Lahendus. Antud jada piirfunktsioon on
2nx
f(x)=lim —————=0.
n - oo l+n2x2



iga £>0 korral leiduma arv N=N(g), et kehiiks abrratus
2nx
alX)— (X)) | =—7<
()= [00) | =<

iga n>N korral sdltumata punkti x = X valikust.
Viimane vorratus kujuiab endast n suhtes ruutvorratust

ex?n? — 2xn4-e>0,
mille lahendamine =1 korral annab
14§11 —¢? . 1 — )1 — ¢
——— Vi n<-
ex EX.

Et antud jada koonduks iihtlaselt 1digus X, peab definitsiooni D 1.4.2 pohjal

n>=

Seega scbivaks arvuks N on esimene arv

Ve 14Y1 — &

£X

Saadud arv N ei ole aga tokestatud punkii x=0 fimbruses, sest

lim N ==o00,
) :;;-—>0+
Seega arv N soltub punkti x valikust ja kbikidele x = X iithesugust arvu N el
leidw. Jarelikult vaadeldav jada ei koondu ihtlaselt 16igus X. ;

Sama tulemuse saame holpsasti ka tunnuse KT 1.4.1 pohjal. Selleks leiame
meetodi M 4.1.1 (MAP I) abil avaldise fn(x)—f(x)=fn(x) globaalsed ekst-
reemumid ldigus X, millised on tal olemas teoreemi T 2.5.8 (MAP I) pohjal
Vordsustades tuletise nulliga, saame \

2n(l — n’x?)
' .f, (JC)—‘: =O’
" (42
kust nieme, et funktsioonil f.(x) on ldigu X sisepunktides {iks kriitiline (stat-
sionaarne) punkt x==1/n, kus fa(l/n)=1 (mis on funktsiooni fa(x) suurim
vaartus loigus X tunnuse PT 4.1.5 (MAP 1) pohjal).

Seega iga n korral leidub 1digus X selline punkt x, kus fa(x)—[(x)=1.
Jérelikult tingimus (31) kehtida ei saa.

N 14.6. Leida funktsionaalrea

0 sin nx

‘Z; n3+t+mn-tarcsin(x/n)

.‘ n=

absoluutse koonduvuse piirkond A ja iihtlase koonduvuse piirkond U.
Lahendus. Iga x korral, kus on maaratud arcsin (x/n), voime kirjutada
sin nx 1 1
— = < .
nd34-nt-arcsin(x/n) nd4mn/2  nt
Et rida S 1/n% koondub (ndide N 1.25), siis Weierstrassi iunnuse KT 14.2
pohjal antud rida koondub f{ihtlaselt piirkonnas, kus arcsin (x/n) on madratud,

s.0. piirkonnas, kus |x/n|<Cl. Et antud reas on n>=3, siis saame, et peab
olema |x|=<3. Seega A=U=[-3, 3]. ,

N 1.4.7. Leida funktsionaalrea
= pnx24sin2x

n =1

absoluutse koonduvuse piirkond A ja iihtlase koonduvuse piirkond U.
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Lo tenti s Parkonns 1 Teidmiséks h{ﬁdzrne rea ﬁﬂﬁTﬁianc Iabzoliautviar-
fost #Seeme jga & horral '
A iy A
i f:,{“‘"'::i gt i _ | |
i - 3= - ~

o

! . i I . y T . B ~ Y. !- . N e » i‘:i!i I’L - @.
Pt D | [ W Einkx n |
e

Lt harmooriiline rida B71/n hejub, iis 11 vordiustause KT (.22
pohjal mntud rida ¢ koondu abseluntselt tihegi x korral, =. 1.
- Tulemusest nfleme, ¢t piirkonna U dcidmiseks ¥i saa sells rea
Korral «kasutada 'Welerstrassi-4unnugt KT 1.4.2. ¥Vaadeldav ride on
aga vahelduvate smirkidega rida ja fga x.= X=={—oc, ) korral
koondub Leibnizi tunnuse KT 1.3.4 pbhjal, seepérast kehtib vorra-
tus (20), imis annab

D oot — | = (—1)* y 1
|R”’(.x) 1= l hfﬂ &+ x2-sin 2x , S it egeny S

. 1 S
’g.. Ln+x2“‘;<-... .<£:

kui n>N=1/¢. Bt N ¢i soltu mumtajast x = X, siis vaadeldav
rida koondub ithtlaselt definitsiooni D 1.4.5 pohjal kogu arvteljel X.

_Ulesan_ﬂed

Lqe;id-a jargmiste funktsionaalridade koonduyuspiirkonnad X,

absoluutse koonduvuse piirkonnad A jja summad S(x), lugedes

00=T {vt. ndide N 14.2).
00 X a ) o) 1 }
9. —— 123. %
n—o (11+2%)7 n=p X"
120. 3 x2» 124, Sinnx
n==g n=1
121, Zo,o* (—2x)n 125. ﬁcosnx
n=>0 n=0
S (x—3)

122, %,’0 T
., Lé&ida jargmiste funktsionaalrifiatle koonduvyspiirkonnad X ja
L/absa;iuut-s,e koonduvuse pliirkonnad 4 (vt. nélde N 1.4.3).

: ©0 xn . _ 0o 1

126. 128. 2

126 & 2 2
0 wm o 1
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180. 3T '35'_§1”n:1 ( 2;;-1 )n
132. é*;n_ T lei;i'ri 187, éﬁﬁlﬂf

133, él%sm% 138. é—%

134. %%

Kas jéirgmi’s,éd% funktsienaaljadad koorniduvad iihtlaselt antud
pitrkonnas X {vt, ndide N 1.4.4)7 '

4}
139, u(x)— v, X=}0, 3’“] |
140. [, (x)=x7, X=]0, 1]
141 fotx) =x= — g7+t X=[0, 1]
i 1 .
142. n A} ==~ — X == 0, .
() = (0, )

143, fo(x) =t X¥=19, 1]

T+nfx
1_4;4.:- f-n.(szrt( Vx—{—%-—“y’;), X== (0, o)

siry X

145. [, (x)= e X={—o0, o0)

146. f. (x):sm—:-f-, X = (—o0, 00)

Leida jargmiste funktsionaalridade absoluuise koonduvise piir-
konnad A ja iihtlase koonduvuse piirkonnad U (vt. ndited N 1.4.6
ja N 1.4.7)..

©  sinnx o0 |
147. >/ — ' 150. > ~
—, n =, 2"tarccosx
©  COSHX b 1
148. ———— 151.
| ,,Ei n? = nitgi(x)

149. g arctf;nn;c

n=l

[e o] e—-n"’x2

152. 3

n=4 N 'V;
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©  (—])n—t >, 2" sin™ x
183, = 157. z
n—1 ' =1
S  (—D)» > sinnx
154. 158. Y —F—7-
E n--arccot x 51 3]/n4—1—xi2
o0 i T 00 _ 7
155, 35— (1) 159. X .___( 1) p
n=2 n—l—larcsm——l n=1 'Vn‘—l—ar.ccos—n—
156, > — D" 160. > —
=, xtn—Inn C = (ntx) (n4-14-x)

Niidata, et jdrgmised funktsioonid on pidevad oma madramis-
piirkonnas.

X CcosSnx < arcsin(x/n)
161. = 163. = > '
I =2 B 1) = 2 )
© arctan nx ad X
162. f(x):EO- P 164. f(x)—z—arccos .
Leida jargmised piirvdartused.
: > sin(2nx) , © ] n
165. lim % 167. lim ~—————arctan —
=0y 27 x—>0+ Ei n(n‘l'l) X
o = 1 24Inn
166. lim 3 1 168. lim 3 — 2xmn
x—>04 ,;121 anx x=1+ n—0 2 1 — X

Arvutada jargmised integraalid.

In3 |
© 2-1ncosnx
169. _[Z,’ne—m dx f + dx
In2 m=1 0 n=0

170. fz' (14-n)xn dx 172. 'fz (2x o 0

0 n=0 1 n=0

Niidata, et ]argmlste funktsioonide tuletised on pidevad kogu
maédramispiirkonnas.
X (—1)»

173. >/ ———arccot— - 174,
=t SNEEEaE

Leida jargmiste funktsioonide tuletised punktis x=0.

175. 3 ”2 176. 3— 11
n= n=1

arccos arcsin —
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§ 1.5. ASTMEREAD

Funktsionaalrida

i An X" = Qo-}X~+axX?*} ... +anx"+ ... (41y

n=_()

ehk {ildisemalt

éha'n (x —a)r=apta(x —a)+ ... +an (x—a)r+.... . (42)?

kus a on mingi arv, nimetatakse astmereaks, Arve an nimeta-
takse” astmerea kordajaiks. N o

Muutujate vahetusega x —a==¢ voib alati realt (42) iile minna:
reale (41) ja vastupidi.

Iga astmerea korral leidub selline R, kus 0<C{R<C oo, et astme-
rida (41) (vdi (42)) koondub absoluutselt, kui |x|'<<R (vastavalt
|x—a|'<<R), ja hajub, kui |x| >R (vastavalt |[x—a|>R).

Vahemikke (—R, R) ja (a—R, a-++R) nimetatakse vastavalt
astmeridade (41) ja (42) koonduvusvahemikeks ja suu-
rust. R- koonduvusraadiuseks. Koonduvusvahemike ots-
punktides voib astmerida koonduda (tingimisi, absoluutselt) -voi
hajuda. ‘ |

Astmerea koonduvusraadiuse R leidmiseks kasutatakse jarg-
mist Cauchy-Hadamardi valemit:

n___.
%= limsup ¥laa]. © . (43)
Voib kasutada ka lihtsamaid valemeid

RT Ani1 Ly
R 711,.00 n (44)
ja | . -

1 n o _
== lim Y[aa| .. (45

kui an==0 ja need piirvdartused eksisteerivad.

Olgu astmerea (41) summa f(x) ja koonduvusvahemik
(—R, R). Kehtivad jargmised teoréemid.

T 1.5.1. Astmerida (41) koondub idhtlaselt igas loigus
[—r,r] = (—R, R) ja tema summa f(x) on pidev funktsioon
Eoonduvusvahemikus (—R, R).

T 1.5.2. Astmerida (41) vdib igas loigus [0, x], kus x&
e (—R, R), integreerida liikmeti, kusjuures

lx X an . |
Bf,f(t)(u:i;0 Ln s, (#6)
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T 1.5.3. Astmerida (41) véib igas punktis x= (—R, R) liik-
meti diferentseerida, kusjuures

F)= 3 napsn—t, (47)

n=1
dAstmeridade‘ (41), (46) ja (47) koonduvusraadiused on vord-
sed. _
Samasugused teoreemid kehtivad ka astmerea (42) korral.
Abeli lemma, Kui asimerida (41) koondub koonduvusvahemiku
(—R, R) parempgoalses otspunktis R, siis selle astmerea summa
[(x} on vasakult pidev punktis R, s.t. [(R—)=[(R) ehk teisiti
kirjutades . - | ,
lim 3 axnr= 3 a.R".
Xx—+R— 1nn=0 1i=0 _
Samasugune lemma kehtib ka koonduvusvahemiku vasakpoolse
otsptinkti —~ kohta,

Vaatame kiisimust, kuidas arendada antud funktsioon f(x) ast-
mereaks, s,o. kuidag leida niisugune astmerida, mille summa on
antud funktsioon f(x}.

D 1.5.1. Kui iga s e X=(a— R, a+R) kdrrab on

f(x) :.gaan (JC — a) n,

siis Qeldakse, et [funktsioon | on vahemikus X arendatud astme-
reaky ehk on esitatud astmereana,

Osutub, et kuj funktsioon [ on arendatav astmereaks (42}, siis
rea kordajad a, avalduvad kujul |

an_=—,-i!-f<m(m}, n=0,1,..., (48)

kug loetakse 0!=l. Valemist (48) on niha, et astmereaks saab
arendada ainult piiramata difereniseeruvald funkisioone.

D 1.5.2. Astmerida (42), milla kordajad avalduvad kujul (48),
S8.0. astmerida

S ¢ ayrpiay+ L )+

= 1l
AL gy (49)

nintetatakse funkisiooni f Tayleri reaks ja kordajaid (48)
Taylori kordadjateks.
Kui a==0, siis reast (49) saamie rea

S o T O (s0)

mid4d nimetatakse Maclaurint reaks.
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- T d:5.4. Vahamikus Ke={a~—R, 0-{R) pilramata diferéntsee~
vuy fankisioon f bn evenduiav Caylori neaks §49) selles vaheisikus
pargfusie siis, kut Junkisioont | Waylorf valem! §ifitliige vy ¥ohul-
dab vehemnikus X tingimust o o

limga=0.

00

Kokkuvoltes ybime belda, et -kui funktsioon f $n drendatay ast-
aiereaks (42) (voi f41)) vahpmikus X, eiis sce msimerifla on
funktsiooni [ Taylori rida (vastavalt Maclaurini rida).

Paljude funiktsiconide arendised w@stmerpaks saame tuptud
@stmeridadest iaritmieetiliste tehpte, rea bikmeti 'Iin‘-tegreerimise

ja litkmeti diferentseerimise teel, ¢uginedes teorgemidele T 1 5.1—
T 153 _ |
Tuntuimad astmefead on fdrgmised:
e %0 — =144 I -} T = »-x:s (—o0, @0}, .81
, ._ o0 yan+t x3  xd _
. e— \ . M o — b enenir: m y : »‘E - L r
Sinr= 2 ()" = T #S (oo )
_ (52).
% | xén ]- K2 Xt E( 06 00) {53}
Xi— . —_— N =— | e —— -—-'—..., x T A, ) &
COS X .Z_;O( ) @)1 T -+ a0

nl

(pspem 3 (=14 FHEL o @)

n=0
l._l.x.zﬁxn=a+,aq+x2+ ey xE (—1, 1), (55)
n=0 )
o0 xntt X2 X3
—_— — == X — ——— T ey A —19. > T
Jn(l»—{—x). 2='0( 1) e R e xe (—1,1]
| f (56)
.00 y2n+ x3 x5 [ { 1]
g VT — — =X —t—T ..., =\]|—1, .
arctan x zz'ﬂ( 1) ot x 3,—1— 5 x
(57)

Naited

N 1,5.1. Leida astmerea _ o
e (——i)”‘x“

o n+1

koondivusraadius R, keonduvuspiirkond X ja absoluutse koonduvuse piirkond A.
Lahendus. Koonduvusraadiuse R fleidmiseks &asutame valemil (44),

saaimne _
1 fim | 2241, —1im————-t=n+2 1
R ‘ ﬁ—»c.:o aﬂ- n—+oo N
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Seega R=1 ja‘-koonduvusvaherﬁik on (—1, 1). Selles vahemikus astmerida
koondub absoluutseit. - . , .
Uurime koonduvust vahemiku otspunktides. Kui- x=—1, siis saame rca
> (=H)r(=h" :“’; 1
“ n+1 = n+1
mis hajub ndite N 12,8 jargi. Kui x=1, siis saame rea '
oo (__,1)‘1’1
AT |
mis koondub Leibnizi tunnuse KT 1.3.1 péhjal, kuid ei koondu absoluutselt.
Kokkuvottes oleme saanud, et R=1, X=(—1,1] ja A=(—1, 1).
N 1.5.2. Leida astmerea

*

o x2n

2n

. n=1
summa S(x).

Lahendus. Tuleb leida selline funktsioon S(x), et astmerea koonduvus-
piirkonnas oleks .

) oo ;’5211,
S(x)=
=35
Anfud astmerea koonduvusraadius R=1 ja secga koonduvusvahemik on

(-1, 1).
Nieme, et kui difereniseerime funktsiooni S(x) koonduvusvahemikus, siis
saame teoreemi T 1.5.3 ja valemi (55) pohjal:
o x.2h Foo. : o0 . £
S’ — ! — 2n-1—x ="
=3 (5) = I T e =T

n=1

n=l1.

Jirelikult funkisiooni S(x) saame, kui integreerime‘saadud vordust 1digus
[0, x] =(—1, 1). Siis (arvestades, et S(0)=0)
x x x

S(x) ‘fS’ ] x dx 1 [ d(1—x%) 1 (1 ,
xX)= Ndt—= | —mm—=——| ———— =—735 " — X%).
( J *) J 1—a? 2J  1—x 2. )

y Koonduvusvahemiku otspunktides —1 ja 1 antud astmerida hajub, sest

1 =1
S(—1)=S(1) =7 F =

n=lI

Seega oleme saanud vastuseks

S(x)=—%ln(1 —x?), xe (-1, 1),

N 1.5.3. Leida funkisiooni f(x)=arcsinx Maclaurini rida kuni astmeni x*
‘kaasa arvatud.
" Lahendus. Tuleb leida rea (50) esimesed liikmed kuni astmeni X2
Selleks arvutame funkisiooni ja vajalike tuletiste véairtused punktis x=0, pai-
gutades arvutustulemused jargmisel viisil:

f(x) =arcsin x, F(0)=0
Fe)=(1—x""2 foy=1
7 (x) =x(1 — ) 32 (0) =0

L = (1 — -3l — ) S (0 =1
‘Seega valemi (50) pdhjal funktsiooni arcsin.x Maclaurini rea noutavad liik-
med on - -
oo
x+—3—‘-
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N 154. Arendada funkisicon 1/(1 —2x) Maclaurini reaks, kasutades
valemit (55), ja mairata rea koonduvusraadius R.

Lahendus. Asendame valemis (55) suuruse x suurusega 2x ja me
saamegi vajaliku rea:

1 oo o0
o S/ (2x)r= >/2nxn.

n=0 n=>0

Et rida (55) koondub parajasti siis, kui |x|<Cl, siis saadud rea korral see
tingimus omandab kuju |2x|<C1, kust |x} << 1/2. Seega saadud rea koonduvus-
raadius on R=1/2.

N 1.5.5. Arendada funkisioon f(x)==arshx Maclaurini reaks, integreerides
fema tuletise astmerida, ja mairata selle rea koonduvusraadius R.

Lahendus. Valemi (54) abil saame

= [—1/2
(arsh x)'== (14x?)~112= D7 ( . ) x2n,
n=0

Ja niiiid valemi (46) pohjal
x

x .

© (—1/2
arshx=f(arshx)’dx=z.( ;/ )fx“' dx=
¢

-~ 2n+1 _;E; (2n)11(2n+41)
kus (—1)ll=1, (21— 1)1=1-3-5-...-(2n—1) ja (2n)!1=2-4-6-...- (2n).

- (—1/2) gt = (2n— 1)l

n

Ulesanded

Leida jargmiste astmeridade kog,;l_d_u_vuksmadids-- R; koonduvus-

piirkond _ X_ja absoluutse koonduvuse piirkond A (vt ndide
N 1.5.1). *
177. 3—_ 184, 3 — (x—3)"
CE n42 | ©o= T n
=0 '~ n=0
178. 3 3nan 185. 3 (n+1)1xn
n=l n=>0
* n41 oS x
179. n 186.
7 ;EO n Ein(n—l—l)
[+ <} o xn
180. 3 187. 3 —
n={0 5" n=t n
0 oo xﬂ,
181. 3 (—20)" 188. Ej s
© n x\" * (nx)"
182, ( ) 189. -
750 n+1 \ 4 Ei nl
oo o0 n+1 n?
183. 391 (x42)" 190. ( ) xn
n=>0 - n=1 n
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00 (___l)ann |

191, | 193. S nn(x—3)»

=@ 198, Zm—3) |
© pnlxn o 1 \»*

192. 3= 194; (1- .__.) e 9)n
2w 2 \tbsr) 63

Leida jargmiste astmeridade summad S(x) (vt. ndide N 1.5.2).

195. 32 S (—1)n—
- —— n
',Eo — 199. ,Eo( ) o
196. 3/ nx"! 2060. > n(n—1)xn2
n=1{ . n=2
197. 3 (—1)"(n41)xm 201. 3 (—1)"a(n—1)x"
n=>0 n=2
oo (x__2)n oo x2ﬂ+1
198. S — 202. 3 (—1)"—
;EO n-+1 Eo( ) 2n+-1

Leida jérgmiste funktsioonide Maclaurini rida (50) kuni ast-
meni x* kaasa arvatud (vt. ndide N 1.5.3).

1
203. f(x)=In(1+e%) | 207. J(x)= Tfxte
204. f(x)=tanx 208. f(x)=arctan®x
. _ . In(1+4x)
205. f(x)=thx | 209. f(x)= 14-x
1
206. f(x)= l_x__xz

AEndada jargmised funktsioonid Taylori reaks antud punkti
fimbruses. , ’

2] =

210. f(x)=—, a=2 212. f(x)=e*sinx, a=0

211. f(x)=Inx, a=1 213. f(x)_—_sin—‘%x—, a=2

Arendada jargmised funktsioonid Maclaurini reaks, kasutades
valemeid (51)—(57), ja mdérata nende ridade koonduvusraadiu-
sed R (vt. ndide N 1.54).

214- f(x):ezx ) 217. f(
215. f(x)ze—x’ 218. f(

o x 219. [(x)=cos*x
216. f(x)=sin— 220. f(
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221. f(x)=(x—tanx)cosx 229. f(x)— 5—2x

222. f(x)=shx 6 — dx+x?
223. f(x)=chx 230. f(x)=xIn(1+x)
; i 231. f(x)=1In(84x)
224. f(x)=
(1—x) 232, f(x) =———
9 1—3
225. f(x)=— y1—3x
b= 233. [(x) =y1+*
I'+x x
226. f(x)m——Tt > _ 234, ex—1 .
(1— x)? . F(x) = I — kui x5=0
227. f(x)= 21_x. 1, kui x=0
| 235. Fe) — J[ ShX i 2920
228 [ =5— 1, kui x=0
Arendada jirgmised funktsioonid Maclaurini reaks, integree-

rides nende tuletiste astmeridu, ja midrata koonduvusraadiused R
(vt. ndide N 1.5.5).

236. [(x)==arthx
237. [(x)=xarctanx — In(14-42)
238. f(x)==arccosx

239. f(x)=xarccos x — 1 — x2

Arendada jirgmised funktsioonid Taylori reaks Taylori korda~
jaid arvutamata ja miirata koonduvusraadius R.

240. f(x):m‘n%"- T 244, f(x) =sin(l — x?)
241. f(x)=In(2 —x) 245, f(x)=x2__?;;+2
242. f(x)=cos(x—3) 246. f(x)zlf Si;]t df
243, f(x)=In iix+2 arctan x

x
247. [(x)=In |x| — [ COtSt dt

1

3 35



Leida jirgmiste astmeridade summad S (x).

o o0 xn
248. 3 nxn 251, 3 ———

112=,1 TEO (n+1)!

o0 o 27
249. n{n—1)x» 252, N2

2= ,EO( D" nr

o0 oo 2n+1
250, —1)n1(n— 1) " 253. _{yn*

2 =D 53 & (="

Kasutades Taylori rida, leida jargmised piirvdartused.

254. “m[x—*leﬂ(ld-e—}c-)] 256. lim In — =it X)— %

x> sin x

. o x—1In(l4+x ‘

255, lim (. +%) 257. lim(cotzx—_)
x>0 arcsin x 0 X2

Arvutada ligikaudu jargmised integraalid margitud tapsu-
sega Q. e el -
i

1 | o
258. [e~+dx, a=10" 261. -2 4y, a=10-0
0 vooox
1/4 1/2
259. fe~dx, a=10"7 262. [ esinxdx, a=10*%
0 0
4 14 —
260. [el*dx, a=10-3 263. [In(l14VYx)dx, a=10"3
2 0

§ 1.6. FOURIER’ READ

Funktsionaalrida

Qo < .
T—I- D) an cos nx—+by sin x=

n=1

=£23-—]—a1 cos x-by sin x4az cos 2x—+bssin 2x+4- . . . (58)

nimetatakse trigonomeetriliseks reaks.
Trigonomeetrilise rea summa S(x), kui ta eksisteerib, on pe-
rioodiline funktsioon perioodiga 2n piirkonnas {—oo, o0). )
Olgu funktsioon f(x) antud ldigus [—n, =] vdi olgu perioodi-
line perioodiga 2a piirkonnas (—oo, o).
D 1.6.1. Trigonomeetrilist rida (58) nimetatakse funktsiooni
f(x) trigonomeetriliseks Fourier reaks [oigus
[—=n, n] ja kirjutatakse

f(x) ~ r-g-?-—{— Zm] an €OS nX-+4by sin nx, (59)

n=1
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kui kordajad a, ja b, on mddratud valemitega

[ an.ﬁr‘;" .i/zf(x) cos nx dx (n=O; 1, ..) |
: - ~(60)
i bn—z—r-lt- ff(x) sinnxdx (n=1, 2, ...)

Kordajaid (60) nimetatakse Fourier kordajaiks.

Fourier’ ridu vaadeldakse ka loikudes [a, a+2=x], Siis korda-
jate a, ja b, jaoks kehtivad samad valemid (60), kuid integree-
rimisloik on [a, a+2n].

Kui funktsioon f ‘on paarisfunktsioon loigus [—=n, n], siis
b,=0 ja tema Fourier’ rida (59) avaldub kujul

f(x) ~ »—Z—ﬂ;—l—- Zm,’ an COS NX, an=—;2t—i[f(x) cosnx dx, (61)
n=1 0

mida nimetatakse funktsiooni f koosinusreaks.
Kui funktsioon f on paaritu funktsioon 16igus [—=m, n], siis
ar=0 ja tema Fourier’ rida (59) avaldub kujul

f(x) ~ f by sinnx, bnzl—%—!fj (x) sin nx dx, (62)
0 .

n=i1

mida nimetatakse funktsiooni f siinusreaks.

Kui funktsioon f on antud vaid loigul [0, n], siis alati voime
teda kujutada kas paaris- voi paaritu funktsioonina loigus
[—n, 1] ja seetottu valemite (61) ja (62) abil arendada selle
funktsiooni f kas koosinus- voi siinusreaks voi molemaks.

Valemites (59), (61) ja (62) kirjutatakse tilde (~) asemele
vordusmark (=) siis, kui on teada, et Fourier’ rida koondub ja
koondub just funktsiooniks f(x). Piisavad tingimused Fourier’ rea
koonduvuseks annab jargmine tunnus.

PT 1.6.1. Olgu funktsioon | absoluutselt integreeruv ja perioo-
diline perioodiga 2mn.

a. Kui punktis x eksisteerivad loplikud piirvddrtused

i JOAA)—f—) A0 =)

siis funktsiooni [ Fourier’ rida koondub punktis x summaks

Gt t) (63)
_b. Kui punktis x on olemas loplikud ihepoolsed tuletised
I'(x—) ja [/ (x+), siis funktsiooni | Fourier’ rida koondub punktis
X summaks S (x)=[(x).

S(x)=
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Mirkus 1.6.1. Tunnus PT 1.6.1 kehtib ka juhul, kui f pole
perioodiline, aga on mdiiratud loigul [—mn, n]. Sel korral 16igu
otspunktides x=—nm ja x==n on
_fm) H )

5 .

D 1.6.2. Funktsiooni [ nimetatakse integreeruva ruudu-
ga funktsiooniks [Gigus [a, b], kui korraga eksisteerivad
(harilikud v6i pdratud) integraalid '

[I@dr ja [Peds

Kui f on integreeruva ruuduga funktsioon 16igus [—=m, n], siis
Fourier’ kordajate ruutude rida on koonduv, s.t.

3 (a2 +b2 y<oo,

n=1

S{(—n)=S8(n)

(64)

ning kehtib Parsevali vordus
2 _ on
a > [
2+ 3@ +0)=— [ P(rdx
n=I1 -0

Jargmine tunnus annab tingimuse Fourier’ rea iihtlaseks koon-
duvuseks.

PT 1.6.2. Kui
S (Janl16al) <o,

siis Fourier’ rida (59) koondub absoluutselt ja iihtlaselt kogu arv-
teljel (—oo, 00). :

Jargmine tunnus voimaldab otsustada Fourier’ rea iihtlase
koonduvuse iile mitte Fourier’ kordajate pdhjal nagu tunnus
PT 1.6.2, vaid funktsiooni f omaduste pohjal.

PT 1.6.3. Kui [bigus [—m, n] pideval f[unktsioonil f on
[(—n)=f(n) ja eksisteerib integreeruva ruuduga tuletis {’(x), siis
funktsiooni [ Fourier’ rida (59) koondub 6igus [—n, n] absoluut-
selt ja ihtlaselt funktsiooniks [(x).

Funktsiooni [ Fourier’ rida (59) voib igas I6igus [0, x] <
< [—m, «t] liikmeti integreerida (soltumata sellest, kas ta koon-
dub voi hajub), kusjuures tulemus on iihtlaselt koonduv rida 16i-
gus [—n, x] ning kehtib vordus

X
1 G S an . bn )
E/‘f(x)dx 5 x—-gi( ——sinnx ——=cosnx|, (65)
kus vorduse paremal poolel on vasakul oleva funktsiooni Fourier’
rida.
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Kui funktsioon f on antud l6igus [—7, T] véi on perioodiline
perioodiga 27T, siis tema Fourier’ rida avaldub sellel 16igul kujul

f(x)~ + 3 an cos "

n=1

% +b,sin '”T”‘ (66)

kus

T
1 nax
—7— ff(x) COS _ T dx (n=0: .1’ et )’

ff(x) sin———dx (n=1,2,...).

Euleri valeml

elv—=cos@-ising (i=7—1)
abil voib Fourier’ reas (59) avaldada coskx ja sin kx eksponent-
funktsmom imaginaarsete astmete kaudu kujul

elkx | e—ikx e—thx elkhx
coS Rx=— 5 sin kx=i- 5
ja esitada Fourier’ rida (59) nn. komplekskujul
f(x) ~ 3 anel®s, . (67)
h——
kus
1
k=Tff(x)e—lhxdx (68)
Kordajad reas (59) ja. (67) on seotud valemitega
. ah—ibk L ah—l—ibk L
ay= 5 e Y (=0, 1, ...).
Niited

N 1.6.1. Arendada funktsioon
m, kui —a=<gx<<0
flx)= { :
x, kui 0yt
Fourier’ reaks loigus [—ax, n] ja uurida selle koonduvust.
Lahendus. On vaia leida Fourier’ rida (39). Selleks arvuiame kordajad

an ja bn valemite (60) jargi. Kordaja ap peame arvutama eraldi, sest cos 0x==

=1. Saame
N

] 0
| l 1. 3
ao=—ff(x)dx=——-fndx—}-—fxdx:—:n.
J’L_n* 7t —T T 0 2
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Kui n>0, siis valemite (60) pdhjal
[

F1d

1 1:
an-—-—fncosnx dx-}-—fxcos nx dx=
Ty T

g
cos ni — 1 (—"—1
o nn? - an? ’
0 F 3
1 1 1
bpn=— sin nx dx—}-—j xsinnx dr=——,
mY T n
Seega
F () 3n ® (=) —1 sin nx
X) ~ —— Cos Nx — ————
0~ I :

Uurime rea koonduvust. Funktsioon f on pidev piirkonnas (—u, 0) U (0, m)
ja on selles piirkonnas absoluutselt integreeruv tunnuse PT 7.1.3 (MAP 1)
pohjal. Leiame funktsiooni f tuletise, saame

, 0, kui —m<<x<<0
[ (%)== :
I, kui  O0<Cx<<m.

Miidramispiirkonna flejd4dnud punktides saame leida vaid iihepoolseid tuletisi.
Teoreemi T 3.1.2. (MAP I) pohjal f'(—na+)=0, f(m—)=1 ja }/(04)=1.
Vahetu arvutamise teel definitsiooni D 3.1.1 (MAP I) pohjal saame, et J/(0—) =
=—oo. Seega funktsioonil f on olemas Iplikud ithepoolsed tuletised igas punk-
tis peale punkti x=0. Tunnuse PT 1.6.lb) ja mirkuse 1.6.1 pchjal vdime
oelda, et rida koondub piirkonnas [—s, 0) U (0, ] funktsiooniks f(x}. Vahetu
kontroll niitab, et ka punktis x=0 rida koondub, kuid summaks n/2=<f(0).
N 1.6.2. Arendada funktsioon

0, kui 0<x<<h
f(x)= .
x—h kui h<<x<<n

koosinusreaks ja uurida selle koonduvust.
Lahendus. Kasutame valemit (61), mis annab vajaliku rea. Vdib ka nii
arutleda. Loeme antud funktsiooni f paarisfunktsiooniks 16igus [—m, «t], defi-

neerides méttes juurde puuduva osa. Siis xehtibki valem (61) ja me saame
n=0 korral

2 : (m—h)?
aozg;[(x—h)dxz—m—-

jan=1, 2, ... korral

[(—1)"» — cos nh].

b4
2 2
an'=—f(x—h) cos nx dx=
T nn?

Seega voime rea (61) vilja kirjutada, kuid uurime enne veel rea koonduvust.
Arvestades juurde defineeritud osa, vdime delda, et funktsioon f on pidev
Ioigus [—m, ] ja kehtib vordus f(—mn)=f(m). Leiame tuletise, saame [’ (x) =0,
kui 0<<x<Ch, ja F(x)=1, kui h<<x<<m. Voime Oelda, et 15igus [—m, n] on
funktsiconil f olemas integreeruva ruuduga tuletis. Tunnuse PT 1.6.3 pbdhjal
funktsiooni f Fourier’ rida koondub 16igus [—n, n] absoluutselt ja iihtlaselt
funkisiooniks f(x). Seega vastuseks vdime kirjutada
f (k—h)2 2 = (—1)»-—cosnh o8 nx
X)=—"—"}— 0 ,
(x) 2n +:n: 2

n

n=1



N 1.6.3. Arendada funktsioon
0, kui 0<x<<h
Hx)=

x—h, kui h<<x<gn

siinusreaks ja uurida selle koonduvust.

Lahendus. Kasutame valemit (62), mis annab vajaliku rea. Kuid arut-
leme nii nagu eelmises naites N 1.6.2. Nimelt lceme antud funktsiooni f paa-
rituks funktsiooniks 16igus [—mn, n], defineerides mdties juurde puuduva osa.
Siis kehtibki valem (62), mille pdhjal

E1 3

20f 2 . ®m——h  sinnh
bpn=— [ (x —h) sinnx dx=—]} (—1)»+ _
J'Ch ‘ g 8 n n2

];ia me voime vajaliku rea (62) vilja kirjutada, kuid uurime enne veel rea koon-
uvust.

Funktsioon f on pidev 16igus [—m, n}, kui arvestada juurde defineeritud
osa. Leiame funkisiooni tuletise, saame ['(x)=0, kui O0<x<Ch, ja f'(x)=1,
kut h<<x<Im, ning iihepoolsed tuletised f'(h—)==0, J'(h+)=1 ja f'(n—)=]1.

Nédeme, et funktsioonil f on vahemiku (—=, %) igas punktis olemas vihe-
malt I6plikud iihepoolsed tuletised. Tunnuse PT 1.6.1b) ja mirkuse 1.6.1 pohjal
funktsiooni f Fourier’ rida koondub funktsiooniks j{x) selles vahemikus
(—=, m). Seega vastuseks vdime kirjutada

f _2 < ’[ 1)n+l R—h _._S.l_r_l._n_h_] sin nx

(JC) _;E ('_“' n n2 1 *
kui x = [0, m). Punktides x=mn ja x==—rm on (64) pdhjal
() =S (1) — f(ﬂ)-l;f(—ﬂ) —0,

L]

mis ei ldhe kokku funktsiooni f viirtusega nendes punktides. _
Mirgime, et tunnust PT 1.6.3 ei saa selles néites kasutada, erinevalt eelmi-
sele niitele N 1.6.2, sest eeldus f(—mn)=f(n) ei ole siin tdidetud.
N 1.6.4. Leida rea

i 1
E (2n—1)2
summa S. . ..
Lahendus. Votame nidites N 1.6.1 saadud Fourier reas x=um, siis
saame vorduse
f 5% -+ s P Al cos NIt
) =—t _— )
(1) 4 ‘E nn?
Et f(n) =m ja cosnm==(—1)", siis viimasest vOrdusest saame omakorda vor-
duse
3n '2 o 1 3n 1 28
= E] ,
4 'Tn:g @en—1)2 4 =
kust S=mn?/8.
Ulesanded

Arendada jargmised funktsioonid Fourier’ reaks 16igus [—, n]
ja uurida rea koonduvust (vt. ndide N 1.6.1).
264. f(x)=sgnx 266. f(x)=x, kui —a<<x<r
265. {1, kui —a<<x<<0 267. [(x)=]|x], kui —n<<x<m
MO =13, kui  0<x<n
41



268. f(x)= n;x , kui —a<x<lm
269. [(x)=e*, kui —an<<x<<m
270. f(x)=sinnx, kui —n<<x<<=m
271. [(x) =42 kui —n<sx<cm
Arendada jargmised funktsioonid Fourier’ reaks maérgitud piir-
konnas. '
272. j(x)=vx, kul 0<<x<<2n

973, f(x)= “’2_" | kui 0<<x<<2m

274. [(x)=|x]|, kui —T<<x<<T
275. f(x)=x% kui 0<x<2n

Arendada jargmised funktsioonid koosinusreaks loigus [0, ]
ja uurida nende koonduvust (vi. ndide N 1.6.2).

276. f(x)=1 278. f(x)=x
277. f(x)=sinx 279. f(x)=n;x

Arendada jirgmised funktsioonid siinusreaks 156igus [0, ]
ja uurida nende koonduvust (vt. ndide N 1.6.3).

280. f(x)=1 282. f(x)=x(n— X)
281. f(x)=cosx | 283. f(x})=—xcosx
Leida jargmiste ridade summad (vt. ndide N 1.6.4).
had 1 o 1
3T (—1)nt— |
284. 51( 1) p 286. Ei yPR—
o 1 = (—=1)nt
285. | 287. !
85 Ei (2n—1)2 87 Ei (2n—1)3

988. Lihtudes funktsiooni f(x)=x, x &(—m,n) Fourier’ reaks
arendusest, s.o. vordusest
| sinnx

x=2 3 (—1)mH S (—a<e<n)

leida selle liikmeti integreerimise teel valemi (65) jargi
funktsioonide f(x) =12 ja f(x)=x3 Fourier’ reaks arendused
vahemikus (—m, ).

289. Koostada Parsevali vordus funktsiooni
Y, kui [x]<a
f(x)_{O, kui a<<|x|<<m
jaoks ning leida selle abil ridade

< gin2na . 22 cosina
‘Z n2 n
n=1 n—=F

summad.



" II. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONID
§ 2.1. KAHE MUUTUJA FUNKTSIOONID

Olgu D mingi arvupaaride (x,y) hulk. Geomeetriliselt kujutab
hulk D endast punktide P=(x,y) hulka xy-tasandil (joon. 2.1).
D 2.1.1. Kui igale arvupaarile (x, y) ehk punktile P=(x, Yy)
hulgast D on mingi eeskirja [ abil seatud vastavusse iiks reaalarv
z, siis Geldakse, et hulgal D on mddratud funktsioon z=[(X, y)

ja kirjutatakse
z=f(xy), (ny) D (1

2=f(P), PeD.

Muutujaid x ja y nimetatakse funktsiooni (1) argumenti-
deks ehk s6ltumatuteks muutujateks ja muutujat 2
tema soltuvaks muutujaks. Hulki D ja Z=={2} nimeta-
takse vastavalt funktsiooni (1) madramis- ja muu tumis-

iirkonnaks. Arvu ze Z, mille mazrab vordus (1), nimeta-
takse funktsiooni (1) vdartuseks punktis P={(x,y). -

Kui muutujate x, y ja z mérkimine ei ole oluline, siis (1) ase-
mel kaneldakse lihtsalt funktsioonist f. Millal x, y, 2 ja f(x,y)
tahendavad muutujaid ja millal nende vairtusi, selgub alati teks-
tist.

Funkisiooni (1) mirkimiseks kasutatakse ka tahistusi z=
=z(x,4), (X, y) =D ja z=z(P), P D.

ehk
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Kasutatakse ka mitmeseid kahe muutuja funktsioone, mis
defineeritakse analoogiliselt nagu iihe muutuja funktsioonide kor-
ral (vt. MAP [, § 1.8). N

Vastavalt definitsioonile D 2.1.1 on funktsioon f maératud, kui
on teada

a) funktsiooni méaadramispiirkond D,

b) vastavuse eeskiri f.

Kui madramispiirkond D ei ole antud, siis selle all moeldakse
11<<6igi punktide P= (x, y) hulka, mille korral vastavuse eeskiri f

ehtib.

D 2.1.2. Arvukolmikute (x,y, z) ehk punktide Q= (x, y, 2) hul-
ka, kus z=f(P) ja P=(x,y) €D, nimetatakse funktsiooni [
graafikuks.

Geomeetriliselt kujutab graafik endast pinda z=f(x,y) xyz-
ruumis (joon. 2.2).

Kaks funktsiooni z=[(x, y) ja z2=g (%, 4) osutuvad samadeks
funktsioonideks, kui neil molemal on tiks ja seesama maaramis-
piirkond D ning samad vastavuse eeskirjad, s.t. kui nende graa-
fikud langevad kokku.

Olgu >0 mingi arv. Punkti Po= (x, yo) e-limbruseks
nimetatakse koigi selliste punktide P= (x, y) hulka, mille kaugu-
sed punktist P, on viiksemad kui g, s.o. mille korral

d (P, Po) =7 (x — %0)*+(y — Yo)* << &
Geomeetriliselt punkti Py e-iimbrus kujutab endast ringi raadiu-
sega ¢, mille keskpunkt on Py

Punkti P, nimetatakse hulga D sisepunktiks, kui Po kuu-
lub hulka D koos oma mingi e-iimbrusega, ja raj apunktiks,
kui P, igas e-iimbruses leidub nii hulga D punkte kui ka punkte,

A Q=(xy.2)

Joon. 2.2
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mis ei kuulu hulka D. Koigi hulga D rajapunktide hulka nimeta-
takse hulga D rajajooneks ehk rajaks. Punkti Py nimeta-
takse hulga D suhtes vdlispunktiks, kui punktil P, on ole-
mas e-iimbrus, mis ei sisalda hulga D punkte. Hulka D nimeta-
takse lahtiseks, kui koik tema punktid on sisepunktid, ja
kinniseks, kui hulka D kuuluvad ka koik tema rajapunktid.

Naited
N 2.1.1. Leida ja joonistada funkisiooni

z=Y1 —x* — y*+In(y+0.,5)

madramispiirkond D.
Lahendus. Funktsiooni avaldisest nieme, et peavad kehtima tingimused

] —x2—y?=0 ja y4+05=>0
ehk

4+y?<<l  ja  y>—05.
Seega antud funktsiooni médramispiirkond on punktide P=(x, y) hulk
D={(x,y): 224+y’<1 A y>—0,5}.

Selle piirkonna D joonistamiseks leiame tema rajajooned, mille moodusta-
vad vdrduse juhtumid, s.o. ringjoon x?4y?==1 ja sirge y=-—0,5. Esimene neist
kuulub maidramispiirkonda ja joonisel kujutame ta pideva joonena, Teine, s.o.
sirge y=-—0,5 ei kuulu mdadramispiirkonda, seepdrast joonisel kujutame ta
punktiirina (joon. 2.3).

N 2.1.2. leida ja joonistada funkisiooni

y—1

X

Z==arcsin

madramispiirkond D. :
Lahendus. Funktsiooni avaldisest nieme, et peab kehtima tingimus

.‘ y_l

< 1.

Joon. 2.3
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Joon. 2.4

Jérelikult mddramispiirkond D on mairatud siisteemiga

ly — 1] <] 5|

Seega D={(x,y): |y —1|<|x| A £5=0}.

(joon. 2.4),

Leida jdrgmiste funktsiconide miiramispiirkonnad ja joonis-
tada need. Leida nende rajajooned. Miirata, millised madramis-
piirkondadest on kinnised ja millised on lahtised hulgad (vt. nai-

ted N 2.1.1 ja N 2.1.9).

290.

291.

292,
293.

294.

295.

46

z=x4vy

2=T4 — x2 — 2
z=In(4 — x2— 1)
z=In(x+y)

2——-1n(x—[—y)—'r~1/inx

2=3+)— (x—y)?

Ulesanded

296.
297.

298.
299.

300.

301.

Z

Méidramispiirkonna D joonistamiseks leiame piirkonna rajajooned, milleks
on vorduse juhtumid |y—1{=|x| ja x==0. Esimene neist annab jooned y=
=141}x| ja y=1— |x|, mis kuuluvad médramispiirkonda peale punkti (0, 1}).
Teine, s.o. sirge x==0 annab vaid iihe rajapunkti, mis ei kuulu piirkonda D

2=Xx--e+tarccos y
2=l — 21 — 12

2=Y1— (xi}y)?
z=In(x2+4-y)Fsinx

- I d
V%—ﬁ_
2=1In(14-x) /In (1+y)




302,

303. z=

304.
305.
308.

309.

p— ll‘ 5 _'_-I/3_x2myz

In (242

L
In(epp_g) TV

z2=YVysinx 306. z=7{In cos(x2}y?%)
z==cos (¥*+y*— 3) 307. z=Y¥sin(¥*+4?)

z=arcsir1-£-
X

z‘-——_]/sin axsinay+ ¥4 —|x — 4] +7¥16 — (y — 4)2

Millistes jairgmistes paarides on samad funktsioonid ja millis-
tes erinevad? -

310.
Sl1l.

312.
313.

314.

315.
316.

f(x,y)=|xy|, g(x,y) =xysgnxsgny
[(x,y)=Inx+Iny, g(x,y)=In(xy)

F(x,y)=Vx2y, g(x.y)=xVy
x

f(x y)= 2y2’g( , Y) = xy

f(x,y)=1In (x2|y]), g(x,y)=2In Ixy_l_

f(x, y)=1In (x2y), g(x,y)=21In (|x] Vy)

F(x, yy=|xy|, g(x, y)=emlxvl

Méaidrata midramispiirkonnad D nii, et jdrgmistes paarides
oleksid samad funktsioonid. |

317. f(x, )—lnx2 Iny, (x)—21nx—]—1r1y
318. f(x’y) vay’ g(x y) _'ny
319. f(x,y)=uxye ey, g(x,y)=xyey
Arvutada jargmiste funktsioonide vaadrtused antud punktides
A, B ja C.
x24-y? ‘
32 . ) =_——: = '
0. flrp)="3L, A=(21)
arctan (x — y)
2 N p— - ——
I 1% 9) arctan(y—x) '’ B_ 2 1)
322. f(x,y)=In (sinxcosy), C=(n/2, 0)
Joonistada jargmiste funktsioonide graafikud.
323. z=1—x—y, kus O0<<y<<x<l
324, z=x2+}42 kus z<C4
325. z=x2— 2, kus |x|<C1, |y| <1
326. z=1—Jx| —ly], kus 2==0.
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327. Leida f(y, x), f(—x, —y), [(1/x, 1/y) ja 1/f(x,y), kui

x2__y2
f(x’y)"—' 2xy

328. Leida f(1, 1/y) ja f(l/y, 1/x), kui
f(x,y)=x+1/y

§ 2.2. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONID

Siisteemi P= (%, y, 2z, ...), mis koosneb m reaalarvust x, Y, 2, ...
nimetatakse m-moétmeliseks ehk m-dimensionaal-
seks punktiks. Arve x, y, z... nimetatakse punkti P
koordinaatideks, seejuures arvu x punkti P esimeseks koor-
dinaadiks, arvu y teiseks jne. |

Punkte Py ja Py nimetatakse vordseiks ja kirjutatakse Py=
=P, kui nende vastavad koordinaadid on vordsed. Punkti 0=
= (0, 0, 0, ...) nimetatakse nullpunktiks.

Koigi punktide P hulka nimetatakse m-mootmeliseks (ehk
m-dimensionaalseks) Eukleidiliseks ruumiks
R™, kui selles hulgas iga kahe punkti Pi= (x1, 41, ...) ja Py=
== (X2, Y2, ...) vaheline kaugus d(Pi, P2) on defineeritud vordu-
sega '

d(Py, Po) =V (x2— x1) 2+ (2 — y1)>+ ... .

Viimasest vordusest jiareldub, et alati

| ¥e— x1| <d(Py, Po), |2 —ys| <<d(Py, Pa), ... .

Kaugus d tdidab identsuse, siimmeetria ja kolm-
nlllrga aksioome, s.o. ruumi R™ iga punkti Py, P, ja P; kor-
ral on

1. d(Pi, Pz) :0, kui P1-=P2.

2. d(Py, Py)=d(P,, Pi).

3. d(Pi, Py)<<d(Py, P3)+d(Ps, Py).

Mitmesuguseid jdreldusi neist aksioomidest on antud iilesan-
deis 346--348.

Olgu >0 suvaline arv. Punkti Poe R™ {imbruseks ehk
e-iimbruseks nimetatakse koigi punktide P & R™ hulka, mis
taidavad tingimust d(Po, P) <e.

Olgu Ec R™ mingi punktide hulk ruumis R™. Samal viisil
nagu tasandilisel juhul paragrahvis 2.1 defineeritakse mdisted:
hulga E sisepunkt, rajapunkt ja vdlispunkt, samuti
kinnine ja lahtine hulk Hulga E koigi rajapunktide
hulka nimetatakse hulga E rajapinnaks ehk rajaks.

Hulka E nimetatakse tokestatud hulgaks, kui leidub arv
M>=0, et iga punkti P = E korral on d(0, P} <M.

Tokestatud hulga E diameetriks nimetatakse arvu

diam E= sup d(P, Q).

P.QeFE
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Kinnise tokestatud hulga E diameetriks on suurim kaugus tema
kahe punkti vahel, s.o.

diam E= max d(P, Q).

PQsE
Ruumis R™ punktide P=(x, y, 2, ...) hulka, kus koordinaadid
X, Y,2,... on tithe muutuja ¢ funktsioonid, s.o.
x=x(t), y=y(t), z=2(), ..., t [a, 8], (2)

nimetatakse jooneks ehk koveraks,

Avaldisi (2) nimetatakse joone parameetrilisteks
vorranditeks ja muutujat f parameetriks.

Kui funktsioonid (2) on pidevad, siis joont (2) nimetatakse
pidevaks jooneks. Erijuhul, kui funktsioonid (2) on line-
aarsed, s.o. kui

x=at+b, y-ct—l—d , te[a, B,

siis nimetatakse joont (2) 51rg101guks
Joont (2) nimetatakse siledaks, kui ta on pidev ja funkt-
sioonidel (2) on olemas pidevad tuletlsed mis iiheaegselt ei saa
nulliks 16igus [a, 8].
Hulka E nimetatakse sidusaks, kui hulgas E iga kahte
punkti saab ithendada hulka E kuuluva pideva joonega.

D 2.2.1. Kui igale punktile P=(x,y, ...) hulgast E on mingi
eeskirja | abil seatud vastavusse ks reaalaro. w, siis éeldakse, et
hulgal E on médiratud funktsioon w=f(x,y, ...) ja klr]utatakse

w=f(xy ...}, (xy ..)skE (3)
ehk
w=f(P), Pe<eE.
Muutujaid x, y, ... nimetatakse funktsiooni argumenti-

deks ehk soltumatuteks muutujateks. Arvu w nime-
tatakse funktsiooni (3) vaddrtuseks punktis P=(x,y,...}).
Hulki £ ja W= {w} nimetatakse vastavalt funktsiooni (3) méaa-
ramis- ja muutumispiirkonnaks.

Kui muutujate x, y, ... markimine ei ole oluline, siis (3) ase-
mel koneldakse lihtsalt funktsioonist f.

Kasutatakse ka mitmeseid mitme muutuja funktsioone, mis
defineeritakse analoogiliselt nagu iithe muutuja funktsioonide kor-
ral (vt. MAP I, § 1.8).

Funkt51oom~arr méaratud, kui on teada fema maaramlspurkond
ja vastavuse eeskiri. Kui mddramispiirkond ei ole antud, siis selle
all moeldakse koigi punktide hulka, mille korral vastavuse eeskirt
omab motet.

D 2.2.2. Funktszoom f graafikuks nimetatakse punktide
Q=(x,y, ... w) hulka, kus P==(x, y, ..., t) E ja w=f(P).

Seega m muutUJa funktsiooni graafik on punktide hulk (m—l—l)
mootmelises ruumis.

4 Matem. anal. praktikum II 49



D 2.2.3. Kui m muutuja [unktsiooni w=f(u, v,...) korral
i, v, ... on k muuatuja funktsioonid : '

u=g(x,y, ...), v=h(x, y, ...), ...,
Siis kirjutatakse

w=flg(x, y,...), h(x, 4, ...), ]— xy,...)
ja oeldakse, et w on liitfunktsmon muutujate x, y, ... suh-
tes. Muutujaid u, v, ... nimetatakse vahepealseteks muu-
tujateks ja funkisioone .f, g, h, ... liitfunktsiooni F
koostisosadeks. . '
Jargnevas sageli kirjutame mitme muutuja liitfunktsiooni

ahela kujul, s.o. kujul
w=f(u, v,...), u=u(x, y,...), v=0v(x, 4, ...),

Mitme muutuja elementaarfunktsiooniks nimeta-
takse iga funktsiooni, mida voib saada pGhielementaarfunktsiooni-
dest aritmeetiliste tehete ja liitfunktsiooni moodustamise teel,
rakendades neid 16plik arv korda. Pohielementaarfunkt-
sioonideks nimetatakse neid samu funktsioone, mis iithe muu-
tuja funktsioonide korral, s.o. konstantset, eksponent-, logaritm-
ja astmefunktsiooni ning trigonomeetrilisi ja arkusfunktsioone,
kusjuures argumentideks voib olla iga muutuja x, y ...

Ulesanded

Leida jargmiste kolme muutuja funktsioonide mairamispiir-
konnad E.

329. w=14+yx—Yy—Vz

330. w=Yx(2+1)— Yye*
331. w=In (xy)+Inz
332, w==arcsin x — arccos (y=2)

333. w=}4— 22— 2 — 22
| 1
334. w=

34cos nx-4-cos ny-+cos nz |

Arvutada jargmiste funktsioonide védrtused antud punktides
A, B jaC.
_ arctan (x+y+2) __( 1473 1—793 )
335. [(xy,2)= arctan (x — y —z) A= 2 7 0, 2
336. f(x,y)=uvtwut, y=—xty, v=x—y, w=xy, B=(—1,2)

337. f(x,y,2)=sin(uv)-+cos(vw), wu=arcsinx, v=lny, w=
=arccosz, C=(Il, e, —1).

Veenduda, et jargmised funktsioonid on elementaariunktsioonid
‘ja leida nende graafikud.
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- | 0
338. w=z+YVxy 340. w= T2

X+
- _ X1y
339. w=ly:-’+ln(z+1) Ml w= zIn(x241241)

Leida funktsioon f(x, y, z), kui
342. f(x,yz,2)=Inx}y—=z :
343. f(x+y, x—y, z) =xy+y*+2?

Leida funktsioonid f ja w, kui

344. w(x,y,2)=F(1+Vx y)+V2z ja w(xy l)=x—y

345. w(x,y,2)=F(Vx, e¥)-+Vyz ja w(x,y,0)=2x+y
346. Toestada, et kauguse aksioomidest 1, 2 ja 3 jareldub kau-
guse mittenegatiivsus, s.0. d(P, Q) =0 iga kahe punkti P ja
@ korral.
347. Toestada, et kauguse aksioomidest 1, 2 ja 3 jireldub vor-

ratus
Id(Pi, P3) —_— d(Pz, P3) ] -.{d(Pi, Pz) ;
~ iga kolme punkti Py, Ps ja P3 korral.
348. Toestada, et kauguse kolm aksioomi 1, 2 ja 3 on samaviir-
sed kahe jirgmise aksioomiga '
1) identsuse aksioom 1°, ' :
2) d(Py, P2)<<d(Ps, P{)+d(Ps, P;) iga kolme punkti Pj, P,,
P; korral.

§ 2.3. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS
JA PIDEVUS

Olgu ruumis R™ antud punktide P, (n=1, 2, ...) jada (Pj).
D 2.3.1. Oeldakse, et punktide jada (P,) koondub punk-
tiks Py, kui ‘
lim d (Pn, Po) =0, (4)
TL—200

ja Rirjutatakse
limPpo=Py vO6i Pp— P, kui n— co. (5)

Kui tingimus (4) on tdidetud, siis deldakse ka, et punktid P,
lihenevad punktile Py. Punkti Py nimetatakse sel korral piir-
punktiks. Punktide jada (P,) nimetatakse ka ldhenemis-
teeks punktile Py.

Kui Pp=(Xn, yn, ...) ja Po= (xo, 4o, ...), siis tingimus (5)
on samavaarne tingimustega

| limxp,=xo, limyr=ye, ..., (6)

Fi—=00 n—-00
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s.t. ruumis R™ leiab aset koonduvus koordinaatide
jargi. _

Punktide jada (P,) nimetatakse tokestatud jadaks, kui
punktide hulk {P,} on tokestatud hulk.

Iga koonduv jada (Pn.) on tokestatud jada.

Bolzano—Weierstrassi lemma. Ruumis R™ iga tokestatud ja-
dast (P,) saab eraldada koonduva osajada (Pr,).

Olgu hulgal E antud m muutuja funktsioon f. Olgu P, hulga E
sise- vOi rajapunkt. 7

D 2.3.2. Arvu A nimetatakse funktsiooni | piirvddrtuseks
punktis Py, kui iga >0 korral leidub arv §=476(¢) >0, et

|F(P)— A| <<e, alati kui 0<<d (P, Py) <4 (7)
ja kirjutatakse
limf(P)=A ehk [(P)—>A, kui P— P, (8)
P—bPo

T 23.1. Arv A on funkisiooni | piirvddrtuseks punktis Py para-
jasti siis, kui piirkonnas E
iga jada P, -> Py korral limf(P,)=A. (9)
Kui A=0, siis deldakse, et funktsioon f on punkti P, iimbruses
lopmata vdike suurus.
Et tingimused (5) ja (6) on samaviirsed, siis (8) asemel vaib
kirjutada ka
limf(x, y,...)=A.

X=Xy
Y—>Yo
Teoreemi T 2.3.1 jargi arv A on funktsiooni f piirvaiartuseks
punktis P, siis ja ainult siis, kui piirkonnas E piirprotsess iga
lahenemisteed médda punktile Py annab arvu A. Seda asjaolu
saab holpsasti dra kasutada siis, kui on vaja niidata, et piirviir-
tus punktis P, ei eksisteeri. Selleks piisab leida piirkonnas E kaks
lédhenemisteed punktile Py, mida mooda piirprotsess annab erineva
tulemuse. Sellega oleks niidatud, et piirprotsess s6ltub ldhenemis-
teest piirpunktile.
D 2.3.3. Oeldakse, et funkisiooni | piirvddrtus punktis Py on
00, kui iga arvu M>0 korral leidub arv 6=06(M) >0, et [(P) >M,
alati kui 0<<d(P, Py) <4, ja kirjutatakse

limf(P)=o0 ehk f(P)— oo, kui P— P,,
PP,

t Analoogiliselt vorratusega f(P)<C—M defineeritakse piirvéar-
us

limf(P)=—o0 ehk f(P)-—>—o0, kui P— P,

P—>Pn

Mélemal juhul deldakse, et funktsioon f on punkti Py iimbruses
Iopmata suur suurus.

R
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Teoreem 2.3.1 kehtib ka definitsiooniga D 2.3.3 antud 16pmatute
piirvddrtuste oo ja —oo korral. '

D 2.3.4. Kui punkti Po== (X0, Yo) fimbruses on funktsioonil
f(x, y) olemas piirvddrtus -

limf(x,y)=g(y) (10)
ja piirvédrtus °
lim g (y) =A4,
U—+Yo

siis arou A nimetatakse funktsiooni f korduvaks p jirvaar-
tuseks punktis Py ja kirjutatakse '

lim limf(x, y)=A. - (1)
Y—=Yo 20>Xo

Analoogiliselt defineeritakse ka korduv piirvdartus
lim limf(x,y)=B (12)

X-»Xg Y+Yo

jka k01iduvad piirvddrtused enam kui kahe muutuja funktsiooni
orral.
Vaatleme piirvdiartuse ja korduva piirvddrtuse vahelist seost.

Korduv piirvddrtus punktis P, tdhendab piirvadrtust teatavat
lihenemisteed mddda. Seepirast korduvate piirvddrtuste olemas-
olust ei jareldu piirvdartuse olemasolu selles punktis P, (vt. ndide
N 2.3.8). ‘

Kui punkt P, on hulga E sisepunkt, siis saab talle ldheneda
iga teed mooda ja sel korral piirvddrtuse olemasolust punktis Po
jareldub kbigi korduvate piirvaartuste olemasolu selles punktis Py.
Kui aga punkt P, on hulga E rajapunkt, siis ei saa talle laheneda
iga teed modda ja sel korral piirvaartuse olemasolust ei saa jarel-
dada korduvate piirvairtuste olemasolu (vt. nidide N 2.3.9). Kuid
kehtib jargmine teoreem.

T 2.3.2. Kui funktsioonil f(x, y) on punktis Po=(Xo, o) olemas
piirvddrtus A ja punkti Py mingis iimbruses on olemas piirvdartus
(10), siis eksisteerib korduv piirvddrius (11).

Analoogiline teoreem kehtib ka korduva piirvddrtuse (12)

korral.
Mirgime, et piirpunkt Py ei saa olla hulga E suhtes vilispunkt,
sest siis ei saa talle liheneda piirprotsessis modda piirkonda E.

D 2.3.5. Funktsiooni [ nimetatakse p idevaks punktis P,
kui
lim f (P) =/ (Po), (13)

P—>Po
ja pidevaks hulgal E, kui ta on pidev hulga E igas punktis.
Pidevuse tingimuse (13) vdib kirjutada ka kujul
limAf=0 ehk limAf=0, (14)
p—0

Ax—D
Ay—0
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kus Af=F(P)—[(Po), Ax=x — x, Ay=y—uyo, ..., ja
0=d (P, Po) =VAx24-Ay2+ . ..

Suurust Af nimetatakse funktsiooni f muuduks punk-
tide Py ja P vahel ehk iileminekul punktist Py punkti P. Suurusi
Ax, Ay, ... nimetatakse argumentide x, Y, ... muutudeks
iileminekul punktist Py= (xo, yo, ...) punkti P— (x, y,...).

Aritmeetilised tehted siilitavad funktsiooni pidevuse.

Liitfunktsioon F(P)=f[g(P), h(P),...] on pidev oma méa-
ramispiirkonnas, kui tema koostisosad f, g, h, ... on pidevad
funktsioonid oma méddramispiirkonnas. Sel korral liitfunktsiooni F
mééaramispiirkonna igas punktis P, kehtib vordus

limf(P)=f[limg(P), limh(P), ...]. (15)
PP, .

P—*P() P'—)'Pu

T 2.3.3. Koik mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pide-
vad oma mddramispiirkonnas.

Piirvdédrtuse leidmisel vGib esineda kaks juhtumit.

a. PyeE, s.t. piirpunkt Py kuulub funktsiooni [ madramispiir-
konda. Sel korral, kui [ on elementaarfunktsioon, kehtib teoreemi
T 2.3.3 pohjal vordus (13), s.t. elementaarfunktsiooni [ piirvaar-
tus méiaramispiirkonna punktis Py, on vordne funktsiooni vdartu-
sega selles punktis P,. .

b. Py E, s.t. piirpunkt P, ei ole funktsiooni [ madramispiir-
konna E punkt. Sel korral kasutatakse funktsiooni piirviddrtuse
leidmiseks 16pmata viikeste ja lopmata suurte suuruste omadusi
ning méidramatuste korvaldamise votteid, mis on samasugused
nagu iihe muutuja funktsiooni piirviartuse korral. Tuleb vaid jat-
gida, et kasutatav vote ei piira lihenemisteid piirpunktile.

~ Seega piirvdartuste leidmisel tuleb koigepealt kindlaks teha,
kumb juhtumitest a voi b esineb.

D 2.3.6. Oeldakse, et funktsioon f on pidev punktis Py—
= (%o, Yo, 20, ...) muutuja x jirgi, kui _
limf(x, Yo, 2o, ...):f(xo, Yo, 2o, ) (16)‘
L XX .
Analoogiliselt definceritakse pidevus teiste muutujate y, z, ..
jargi. |
T 2.3.4. Kui funkisioon [ on pidev mdidramispiirkonna E sise-
punktis Py, siis on ta pidev selles punktis P, ka iga muutuja jdrgi.
Teoreemile T 2.3.4 vastupidine viide ei ole dige, s.t. pidevu-
sest iga muutvja jérgi ei jireldu funktsiooni pidevus vaadeldavas
punktis. Ka ei ole teoreem T 2.3.4 kehtiv, kui P, on maaramispiir-
konna E rajapunkt.
Kui funktsioon f ei ole pidev punktis Py, siis deldakse, et f on
katkev punktis Py. Sel korral punkti Py nimetatakse funktsiooni
[ katkevuspunktiks.

D 2.3.7. Funktsiooni | nimetatakse iihtlaselt pidevaks
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piirkonnas E, kui iga arvu ¢>0 korral leidub arv §=20(e) >0, et
|\F(P)—[(P) ] <e, alati kui d(P, P')<<d

soltumata punktide P ja P’ asukohast piirkonnas E.

Uhtlasest pidevusest antud piirkonnas jéreldub funktsiooni
pidevus selles piirkonnas. Vastupidine véide ei ole oige.

Pidevatel mitme muutuja funktsioonidel on jirgmised omadu-
sed.

T 2.3.5. Tokestatud kinnises piirkonnas pidev funkisioon on
tokestatud selles piirkonnas. -

T 2.3.6. Tokestatud kinnises piirkonnas pideval funkisioonil on
olemas ekstremaalsed vddrtused selles piirkonnas.

T 2.3.7. Tokestatud kinnises sidusas piirkonnas pidev funkt-
sioon omab iga vddrtust ekstremaalsete vadrtuste vahel.

T 2.3.8. Tokestatud kinnises piirkonnas pidev [unkisioon on
ihtlaselt pidev selles piirkonnas.

Mitmesuguseid tingimusi funktsiooni pidevuseks on antud veel
iilesandeis 408, 409 ja 410.

Niited

N 2.3.1. Leida piirvairtus
3x+4
A= lim T4y
xy—~02 14in(x+y)

Lahendus. Leida tuleb elementaarfunktsiooni piirvdirtus, kus piirpunkt
{0, 2) on madramispiirkonna punkt. Seega kehtib vordus (13), mis annab

3-044-2 8
14+in(0+2)  14In2°
N 2.3.2. Leida piirvdartus

. sin(xy
A= lim - (5) .
x,y~>03 X

Lahendus. Piirpunktis (0, 3) esineb mairamatus 0/0, s.t. punkt (0, 3)
ei kuulu funktsiooni maaramispiirkonda. Korrutame ja jagame antud avaldist
suurusega y ning teeme muutuja vahetuse a=xy, siis saame, arvestades, et
antid piirprotsessis on sinuz~u,

sinu
A= tim L2225 _ lim y=3.
u,y—~>0.3 u u,y—+0,3
N 2.3.3. Leida piirvéirtus
‘ Qe—x
A= lim 7

x,y-+1,2 2 ._"/6 _xy .

Lahendus. Piirpunktis (1,2) esineb madramatus 0/0. Viime irratsio-
naalsuse nimetajast lugejasse, saame
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2—xy)(24+V6 —x -
A= lim BTEEH6—xy) (2476 — 2y ) =—4.
x,y—>1,2 4 —64xy x,¥>1,2

Antud iilesande vdib lahendada ka muutuja vahetusega, vottes

u=y6 —xy.
Siis xy=6 — u? ning u— 2 ja me saame
u? —
A= lim ——=—lim (u+2) =—4.
u-r2 —Uu u—>2

N 2.3.4. Leida piirvairtus
x4y
A= lim ———,
X, 40 x2+y2
Lahendus. Piirpunktis esineb miidramatus 0/0. Teeme muutuja vahe-
tuse, minnes iile polaarkoordinaatidele x=r cos ¢, y=r sing, saame

3(cos® @a-sind
A= lim LEOTOHSINO) 001 =o0.

r-—+0 f2 =0

N 2.5.3. Leida piirvéirtus
A= 1im (14-xy2)1/(=*+v?),

x,y—>0

Lahendus. Olgu
U= (1+xy2)1/(x’+y2)_

Leiame algul In U piirviirtuse, saame

1 xy?  In(l4-xy?
limin U= lim ————In(1+4xy?) = lim I (LFxs)
%,¥~0 x,y—0 X2+ y? xy—0 X242 xy?

Kasutades valemit
. In(14w)
Hmoe— ~ —
uw =0 u

b

saame (minnes iile polaarkoordinaatidele)

xy? 3 cos @ sin?
lim In U= lim —2— — fim PO o
x,y—>0 x,y—=0 x2+y2 r=0Q r?
Valemi (15) pohjal '
limlnU
A= lim e"VU=exy>0 —a0—1

x,y—=0

N 2.3.6. Niidata, et piirvasrtus
x2 — 42

lim
x,y—>0 X2 + y*
ei eksisteeri.
Lahendus. Tahistame

2 ___ 1,2
f(x,y)=x Y

2yt
Liheneme piirpunktile (0,0) modda sirget y==x, siis
lim f(x, x) =0.
x—0

Aga lihenedes piirpunktile mésda sirget y=29x, saame
lim §(x, 2x) = —3/5.
x—=0
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Seega piirprotsess sdltub ldhenemisteest piirpunktile. Teoreemi T 2.3.1 pdhjal
vaadeldav piirvdartus ei eksisteeri.
Sama tulemuse saame ka minnes iile polaarkoordinaatidele, siis

lim f(r cos @, r sin @)= lim cos 2p =cos 2¢,

r—0 r—0

kust on niha, et piirprotsess séltub ¢ valikust, s.o. lahenemisteest piirpunktile,
N 2.3.7. Niidata, et piirvdartus

. 2x+43y
lim —————
x,y—»co OX4Y?

ei eksisteeri.
Lahendus. Olgu

2x+3y
) =——"771"
ox—+4y
Minnes 1opmatusse oo mddda suvalist sirget y==rkx, kus £>0, saame
: . 243k
lim f(x, kx) = lim —————=0.

Sama tulemuse saame, kui liheme piirile mddda sirgeid y=kx+b, kus k0.
Seega sirgeid mo6dda plirile minnes ei ole vbimalik ndidata piirprotsessi soltu-
vust ldhenemisteest. Jirelikult iilesande lahendamiseks tuleb otsida komplitsee-
ritumaid ldhenemisteid piirpunxtile.
Laheme piirile mooda parabooli ymed# ; siis -saame
— 25437 2 .
limf(x, ¥x )= lim ___j_*‘_v__:__
x - 00 x>0 OX+4X 9

Seega piirprotsess soltub liahenemisteest. Teoreemi T 2.3.1 pdhjal piirvadrtus
el eksisteeri.

N 2.3.8. Niidata, et funktsioonil
X, Y) =———
F(x, ) =3 y
piirvdirtust punktis (0,0) ei ole, kuid korduvad piirvdirtused eksisteerivad.
Lahendus. Minnes iile polaarkoordinaatidele, saame

lim f(rcos ¢, r sin @) =cos ¢ sing,

r—0

kust ndeme, et piirprotsess sdltub lihenemisteest piirpunktile. Teoreemi T 2.3.1
pohjal piirvdirtust funktsioonil punktis (0,0) ei ole.
Korduvad piirvdirtused saame vahetu arvutamisega:

A= 1lim limf(x, y) = Iina 0=0,
' adl

=0 x—0

B=1im lim f(x, y) = lirré 0=0.
x—

x—=0 y—=0

N 2.3.9. Niidata, et funktsioonil
1
f(x, )=y sin;—

piirvddrtus punktis (0.0) on olemas, kuid iiks korduv piirvairtus selles punktis
ei eksisteeri.
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‘Lahendus. Arvestades, et sin(1/x}=0(1), saame

1
A= lim ysin—= lim y0(1)=0.

x,y—0 X x,y-0

Leiame korduvad piirvairtused, saame

o1
lim lim y sin —= lim 0=0,
x>0 y—0 X x =0

1
lim lim y sin —=ei eksisteeri.

y—=>0 x—=0 X
N 2.3.10. Niidata, et funktsioon
xy?
~———— kui x24525£0
f(x, y)=J x4y?
l 0, kui x°+y2=0

on pidev oma miédramispiirkonnas D.

Lahendus, Funktsiooni [ médaramispiirkond D on kogu xy-tasand. Igas
piirkonnas, kus x?4y2=£(Q, on [ elementaariunktsioon ja seega teoreemi T 2.3.3
pohjal pidev. Jirelikult tuleb kontrollida {unktsiooni [ pidevust vaid punktis

(0,0). Et
Jim F(x, 5) =0=7(0,0),

siis f on pidev ka punktis (0, 0). Seega funktsioon [ on pidev oma mi4ramis-
piirkonnas D.
N 2.3.11. Niidata, et funktsioon
I4-exv
l4chx
on ihtlaselt pidev piirkonnas D= {(x, y): x24+y?<3}.
Lahendus. Funktsioon [ on elementaarfunktsioon ja teoreemi T 2.3.3

pchjal pidev oma maédramispiirkonnas D. Piirkond D on kinnine ja tokestatud.
Teoreemi T 2.3.8 péhjal f on iihtlaselt pidev piirkonnas D,

N 2.3.12. Niidata, et funkisioon
f(x, y) =

f(x,y)=

1

x—y

on iihtlaselt pidev piirkonnas D= {(x, ¥): x| =6, |yl<2).

Lahendus, Funktsioon [ on elementaarfunktsioon ja teoreemi T 2.3.3
pahjal pidev oma madramispiirkonnas D. Kasutada teoreemi T 2.3.8 ei saa, sest
%iirkond D on tokestamata. Seepirast kasutame iihtlase pidevuse definitsiooni

23.7.

Olgu P=(x,y) ja P'= (¥ y’') suvalised punktid piirkonnas D. Siis

, 1 1 x—x|+|ly—y
FP)—f(P) | = | ———— s | I ,l
x—y X —y [x—y| |+ —y|
Et alati on (§ 2.2) x — x| <<d(P, P)) ja ly —y'| <d (P, P’), siis
, 2d (P, P)
HPY—F(P)] < Y
| =yl |x"—y|
Aga piirkonnas D on [x—y|=|x] — |yl =6 — 2=4, siis
1 1

= .
lx—yl ¥ =y 16
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Seega .
d(P, P’)
5 .

Olgu £>0 suvaline arv. Ndeme, et vorratus |f(P)— f(P’)| <<e hakkab keh-
tima iga P, P’ = D korral, kui d(P, P’)/8<Ce ehk d(P, P’) < 8c. Seega vdime
votta d==8¢ Et & ei sdltu punktide P ja P’ asukohast piirkonnas D, siis defi-
nitsiooni D 2.3.7 pdhjal on funktsioon | iihtlaselt pidev piirkonnas D.

N 2.3.13. Niidata, et funktsioon

f(x, y) =sin(y — 2x)
on ihtlaselt pidev piirkonnas D=R?

Lahendus. Olgu P=(x,y) ja P'=(x,y’) suvalised punktid piirkon-
nas D, Siis

[HP)—F(P") | =sin(y — 2x)—sin(y' —2¢") | <

[F(P)y—(P)|<

: — 2 T —2x — 2x —(y — 2x’
<2 cos 2 -+ (y ) Hsm y (y ) <
2 i 2
—y —2(x—x '
=2 | sin y—v 2( ) ‘ély—y’—?(x—-x’)lé

<|y—y|+2|x— x| <3d(P, P).

Olgu &¢>0 suvaline arv. Nieme, et vorratus |[f(P)—[(P")|<Ce hakkab
kehtima, kui 3d(P, P’) <<e ehk d(P, P') <<e/3. Seega voime vdtta d=¢/3. Deli-
nitsiooni D 2.3.7 pohjal on funkisioon f§ iihtlaselt pidev piirkonnas D,

Ulesanded
Leida jdrgmised piirvddrtused (vt. ndited N 2.3.1 — N 2.3.5).
349. lim x%y 357. lim —— 1Y
x> —2,1 xy—0+ X+1Inx
350. lim (2x+3y) 358, lim ~2UY)
X, y—>2,4 x,y—+0+ XSIHy
. "
351. lim_~rSnax 359. lim — Y _
%, Y2 Y , xy>oo X°AYy?
1 2, 2
352. lim-4310% 360. lim — 1Y
xy>0 X xy—-0 XTY
1 2 2,
353. lim —*Y 361, lim ——1Y_
xy—>0 Y x,yro0 XY
354. lim i 362. 1im (X442 sin——
=10 1y — | w9 z
- _ y2_ q2
355, lim—— V16— ¥4 363, lim —Y —
x,y—0 X2+ y? x,y~2,0 tanxy
2 inb
356. lim —> ¥ 364. lim —— 2%
x,y—0 2+x2--4> - x,y—>0,10 XY
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i

. - XYy Fx2+y2 . 24 512
365. lim | 368. lim (1-4-x22) =+v
x,y->o0

x4y x>0
1 x2y2
366. lim (1 ) 360, lim (x2g?)r
am + PRy | MHO( '+ %)
X \v
367. lim ;(1+——)
x,—>3,00 Y

Niidata, et jargmised piirvddrtused ei eksisteeri (vt. ndited
N 236 ja N 2.3.7).

. X - x4y
370. lim : 372. lim
xy>0 XY xy->o0 XFY°
) x2-4-y2 . X2
371. lim 373. lim————

Leida korduvad piirvaartused (11) ja (12) jargmistest funkt-
sioonidest méirgitud punktis (vt. ndide N 2.3.8).

374, f(x, ) =9 p,—(0,0)

xX+y

In(1
375. f(x,4) =— :;f:;y) . Po=(0,0)
376. f(x, y) —=sin ij—y | Py= (0, o)

Niidata, et jairgmistel funktsioonidel piirvéartus punktis (0, 0)
on olemas, kuid korduvad piirvdartused selles punktis ei eksisteeri
(vt. ndide N 2.3.9).

1 1

e (p 1.1

377. [(x,y)=(x-+4y) sin . sin J
Cos Yy

2y
Néiidata, et jirgmised punktide jadad (P,) koonduvad mairgi-
tud punktiks P,.

1
378. f(x,y)=(x—y) cos—ux—sin

1 |
7 * Pn=( y T )y - )
379 =\ Py Py= (0, 0)
i tan n?
p =( sinn arc ) _
380. Pp=1{-- (o) 5> Po=1(0,0)
cot————
n—+1

Niidata, et jargmised punktide jadad (P,) on tokestatud ja
eraldada neist vdhemalt {iks koonduv osajada (P,) ning leida
selle osajada piirpunkt P,.

381. P,= (24 (—1)", (—1)7)
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382, Pp= (sm~(——-_ﬂ-—, cos (——l)fm)

. 7
383. Pn..—=g(arctan(—:rt)", arcsin e )
Niidata, et jargmised-funktsioonid on pidevad oma médramis-
piirkonnas (vt. naide N 2.3.10).

X X+y+2
384, f(x,y)= sinxy—l—ey 385. f(x,y,2) =
2y? P2
386. (1, 4)— J Rl kui x2+y20
| o kui x2-Hy2=0
xy sin (1/x), kui x50
387. f(x’ y)= { Oy ( / ) kui x=0

Millised jargmistest funktsioonidest on punktis Po= (0 0)
pidevad, pidevad muutuja x v0i muutuja y jargi.

X2y .
388. f(x,y)= 1 P42’ kui |x|+]y| #0
L 07 kUi x=y=0
2
389. f(x, y) =1 x2+ya kui x2+442=~0
| 0’ kui x2—|—y2=0
o[ B
390. f(x,g)=] g7 5 kul | x|+ |y| %0
L kui |x|4]y|=0
391. f(x,y)-:VQy_xz___yz“‘
' 1
———, kui xy5=0
392. [(x,4)=] In || y
0, kui xy=0

~ Leida jz’irgm{ste funktsioonide katkevuspunktid.

kui |x]-+|y| =0

I
393. f(x’y)=i x2+y2,

| 0, kui x=y=0
r xy ]
——, kui x+y%~0
394. [(x,y)= 1 x4y
—1, kui x+y=0
‘ 1
Xy 396. [(x, y)-sm»—

395. f(x, y):: x3+y3 Xy
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_ o ‘ 1
397. f(x, v, z)—_——x—y—z- 398. [(x,y)= n |l — 22— 2.

Jargmistel funktsioonidel kérvaldada katkevus mérgitud piir-
konnas D, s.t. lisada funktsioonile [ katkevuspunktides sellised
vadrtused, et f oleks pidev kogu piirkonnas D.

399. f(x, y)=8i“xx-”' , D=Re

400. F(x, 5)— Sil‘:l’jjf;jy - D=l 0): syl <)

401, f(x, y)— 3+cbfzx:—y) , D=R2

02, Joo ) =2V 2 I ) 7 toy<12)

(x+2y)2—64

Niidata, et jargmised funktsioonid on iihtlaselt pidevad mar-
gitud hulgal D (vt. ndited N 2.3.11, N 2.3.12 ja N 2.3.13).

403. f(x,y)=x—4y+In2, D=R2
404. f(x,9)=cos=-, D={(x,9): 1<|x|+]y|<T)
405. f(x,y)=sin (4x—8y+41), D=Re2
: 1
406. f(x,y)=“§x—_“?’ D={(x,y): |x| =1, |y|<1}

3 1

407. f(x,y)= PP cos (x —y+2),
D={(x,y): |x|>7, |y]<2}

408. Toestada, et funktsioon f(x, y) on pidev hulgal D, kui
1° g(x)=f(x, y) on pidev muutuja x funktsioon iga y korral,
2° h(y)=[(x,y) on iihtlaselt (x suhtes) pidev muutuja y
funktsioon.

409. Toestada, et funktsioon f(x, y) on pidev hulgal D, kui
1° g(x) =f(x,y) on pidev muutuja x funktsioon iga y korral,
2° h(y)=f(x,y) rahuldab Lipschitzi tingimust, s.o.
leidub konstant L>0, et

|h (1) —h () <L]y—y']
suvaliste punktide (x, y)= D ja (x, y')= D korral.

410. Toestada, et funktsioon f(x, y) on pidev hulgal D, kui ta on
pidev muutuja x ja muutuja y jirgi ning on monotoonne kas
muutuja x voi muutuja y jirgi.



1. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONIDE
DIFERENTSEERIMINE

§ 3.1. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONI OSATULETISED

Olgu antud mitme muutuja funktsioon :
u=f(x,y,2...), (xyz..)sD

ja olgu punkt Po= (xo, 4o, 20, ...) piirkonna D sisepunkt. Fiksee-
rime muutujad y, 2, ..., vottes y=yo, z=2,, ..., siis saame iihe
muutuja funktsiooni
g(x)=f(x, yo, 20, ...). |
D 3.1.1. Kui funktsioonil g(x) on punktis x, olemas tuletis
g’ (x0), siis seda tuletist nimetatakse funkisiooni f osatuleti-
seks muutuja x jargi punktis Py ja tdhistatakse siimbolitega
of (P d
fx (Po) ={x(x0, Yo, ---)=—fa(x0) =55 [ (Po).

Funktsiooni f osatuletis muutuja x jargi suvalises punktis P=
= (x, Y, ...) on seega piirvdartus (funktsioon)

fx(P)= lim f(x—]—Ax, Y, 2 ...) f(_"fs Y, 2, ...) (1)
Ax->0 Ax

Analoogiliselt defineeritakse funktsiooni f osatuletised muutu-
jate y, 2, ... jargi punktis Py, s.o. osatuletised fy(Po), f-(Po), ... .

Funktsiooni osatuletisi arvutatakse ithe muutuja funktsiooni
diferentseerimise reeglite jargi.

T 3.1.1. (Teoreem osatuletise piirviadrtusest). Kui funkisioon
[ on pidev muutuja x jargi punktis Py== (xo, Yo, ...), Siis

fx(Po) = lim [ (x, Yo, 2o, ...)
eeldusel, et viimane piirvddrtus eksisteerib (loplik voi lopmalu).

Samasugune teoreem osatuletise piirvdartusest kehtib ka muu-
tujate y, z, ... korral.

Kui funktsioonil f, on olemas osatuletis muutuja x jargi punk-
tis Py, siis seda osatuletist nimetatakse funktsiooni f teist jar-
ku (ehk teiseks) osatuletiseks muutuja x jargi punktis
Py, ja tahistatakse siimbolitega

fxx(P(}):]cxx(xO, Yo, .. )

_@f(p)
o ax2 _szf(

Py).
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Analoogiliselt defineeritakse teist jirku osatuletised muutujate
Y, 2, ... jargi punktis Py, s.o. osatuletised [,y (Po), [22(Po), .- . .

Kui funktsioonil f, on olemas osatuletis muutuja y jargi punk-
tis Py, siis seda osatuletist nimetatakse funktsiooni f segatule-
fiseks muutujate x ja y jargi punktis Py ning tdhistatakse siim-
bolitega

*f (Py) 02
fxy(PO) fxy(xO, y@:---)— axay “axay f(PO)

Analoogiliselt defineeritakse punktis P, segatuletised [yx(Po),

fxz(PO), fzf(PO): fyz_(PO)’ fly(PO)’ rer e . . .
Veel korgemat jarku osatuletised ja segatuletised defineeri-
takse analoogiliselt.

T 3.1.2. (Teoreem segatuletisest). Kui segatuletised [.y ja [yx
on pidevad mingis punklis, siis selles punktis kehtib vordus

Fay=fyx. (2)

Viimases teoreemis T 3.1.2 segatuletiste pidevuse eeldust ira
jatta ei saa (vt. lilesanne 448), kuid saab asendada avarama eel-
dusega (vt. § 3.2).

Jargmised teoreemid T 3.1.3 ja T 3.1.4 annavad liitfunktsiooni
tuletise ja osatuletise leidmise eeskirja.

T 3.1.3. Kui funktsiooni u==u(x, y, ...) osatuletised on pidevad
ja funktsioonide x=x(¢), y=y(f), ... tuletised on loplikud, siis
liitfunktsioonil

u=u(x, y, ...}, x=x(t), y=y(), ...
on olemas tuletis «), mis avaldub valemiga

W, =X+l + .. (3)

T 3.1.4. Kui funkisiooni w=w(u, v, ...) osatuletised on pide-
vad ja funktsioonide u=u(x, y, ...), v=v(X, 4, ...), ... osatuleti-
sed on loplikud, siis liitfunktsioonil

w=w(u, v, ...), d=u(xy,...), v=0(XY,...), ...
on olemas osatuletised wy, wy, ..., mis avalduvad valemilega

Jw:c:wuux—*‘wl;vx_l‘ PP

m)yzwltuy_!’”wt)vy_‘_ ... (4)

|

Teoreemid T 3.1.3 ja T 3.1.4 kehtivad ka avaramatel eeldustel
{vt. § 3.2).

Niited
N 3.1.1. Leida funktsiooni
z2=x%4sin(3x — y?)

osatuletised 2z, ja zy. _
Lahendus. Fikseerime muutuja y, siis 2 on ithe muutuja x funktsiooniks.
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‘Vottes niiiid tuletise muutuja x jirgi, saame
2x=2x+3cos(3x — y?).

Fikseerime muutuja x, siis z on iihe muutuja y funktsiooniks, Vottes tule-
lise muutuja y jirgi, saame

2y==008 (3x — y*) (—2y) =—2y cos (3x — y?).
N 3.1.2. Leida funktsiooni

f(x,y) = {xQSin(y/x), kui x50

0, kui x=90
«osatuletised.
Lahendus. Kui x+#0, siis

[ (x, y) =x%sin Ll
X
ja me saame
fx (%, 4) =2xsin£—|—x2 cos—y—(—-—y—) =2x sini—y cos-—"{-,
X X x? X x
1

Yy
fv (%, y) =x?cos ——=x cos —.
X x X

Kui x=0, siis on f(0,) =0, kust {,(0,4)==0 iga y korral. Osatuletise
- fx(0, y) leidmiseks kasutame teoreemi T 3.1.1. Et igas punktis (0, y) funkisioon
f on pidev muutuja x jdrgi, siis teoreemi T 3.1.1 pdhjal

f2(0,7)=lim f«(x, y) = lim ( 2x sini—ycos —‘li) =
X ' x

x=0 x-r
0, kui y=0
-~ {ei eksisteeri, kui y==0.
Viimasest - vordusest saame, et y=0 korral on
F (0, 0) =0,

-aga y=70 korral, kui piirvddrius ei eksisteeri, teoreem T 3.1.1 vastust ei anna.
Sel korral kasutame osatuletise f. saamiseks vahetult definitsioonavaldist (1),

mis annab
F(04-Ax, g} —F(0, y)
fx(0,y)= lim =
) Ax—0 Ax
Ax?sin(y/Ax)—0
-1 WAD=0 _ i Avo(1) =0,
Ax—0 Ax Ax—0

Sellega on funktsiooni f osatuletised igas punktis leitud.
N 3.1.3. Leida liitfunktsiooni
: z=e*~% x=sint, y=cos2{
tuletis z;.
Lahendus. Funkisioonil z==e*-5¢ on olemas pidevad osatuletised z. ja
-2y. Funktsioonidel x=sin{ ja y==cos 2¢ on olemas 16plikud tuletised x’t ja y’t.
‘Seega voime kasutada teoreemi T 3.1.3. Valemi (3) pohjal saame
z: ———-zxx; -l-zyy’t ==e*—% cos {}e*—5¥ (—5) (—sin 2{) 2=
=e*—5%% (cos t410-s8in 2/} =
=esInt—5c082l (cos {410 sin 2¢f).
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N 3.1.4. Leida liitfunktsiooni
ze=y?—vp? u==xsiny, UV=XCOSY
osatuletised 2= ja zy.

Lahendus. Funkisioonil z=u?—10? on olemas pidevad osatuletised Zu-
ja z,. Funktsioonidel u#=x siny ja v=xcosy eksisteerivad 1oplikud osatuleti-
sed ux ja Uy Ning vz ja Uy Seega voime kasutada teoreemi T 3.1.4, Valemite-
(4) pdhjal saame

2= Zylxt2oUx=2u 8in y+(—2v) cos y=
— 2x sin? y — 2x cos? y=—2% cos 24,
Zy=Zully+2oUy=2ux COS Y+ (—2v) (—x sin y) =
=92x2 sin y cos y+2x? cos ¥ sin y==2x% sin 2y.

Ulesanded

Leida jadrgmiste funktsioo.nide osatuletised (vt. ndide N 3.1.1)-
411, 2=3x— 4

412, z=x>4y* 421, z=xsiny
413, z=—=e2xt+3 422, z=tan—)-c—
414. z=x3y+2x | 423, =arctan—xl—y—-
415. u=x%yz>+7y 424, z=uxv

416, u=In (xz)+In (y2) 425. z==(x+y)¥
417. z==(x12y)* 426, z= (14-xy)™
418. ZZiyx-*—l—ﬁl 497. z=—xsiny

419. z=Y14x*y* 428, u=x*+ty*

420. z=-cos (4x—Y)
Leida jargmiste funktsioonide osatuletised (vt. ndide N 3.1.2).

.Y .
429, {(x, y)— l X sin plt kui x=~=0

l 0, kui x=0
2y ln (x2442), kui x*+y*#0
430. [(xy)= {0, kui x2442=0
ey

431. f(x,y):—_—.: xz_l_.yZ ’ kUI le+|yl#0
0. kui x|+ly]=0

y .
2 S
432, f(xy) = x2arctan pat kui x50

L 0, kui x=0
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-433.

-434.

435.

' Y x .

2 arctan == — g2 arctan —, kui x=%0 0
F(%y)=: x Y y NY
| 0, kui x==0V y=0

1
x33 sin ——, kui xy==0
fx )= ysiny Y
| 0, kui xy=0

[ 1
x242 sin —, kui xy=*0
f(x,y)=; Y xy

| o, kui xy=="0

Leida jargmiste funktsioonide teist jarku osatuletised.

436.
437.

 438.
439.

440, z

446.

447,

448,

449.

5.

z=x2+y 441. z=xY
2=x%y — yx 442. z=In (x+4?%)
x+y
1 —xy
z=xsin (x+y) 444. w=xyz-+1n (x+y-+42)
_*—Y 445. w==sin (14+xyz2)
Xty

Niidata, et funktsioonil _
| {0, kui x=0\ y=0

(59 = 11, kui x50 A y==0
punktis (0, 0) osatuletised on olemas, kuid ta on katkev sel-
les punktis.
Niidata, et funktsioonil
] _x_zx—%EZ_’ kui x2+442#%0
l 0, kui x2442=0
punktis (0, 0) osatuletised fx(0,0) ja f4 (0, 0) eksisteerivad,
kuid ta on katkev selles punktis.
Niidata, et funktsioonil

R—yr
f(x, y)= { AT kui 244270
0,

z=xyi|—:—§- 443. z=arctan

f(x, y)=

kui x=y=0
punktis (0,0) segatuletised fxy ja fyx eksisteerivad, kuid
fxy (0, 0) #fy= (0, 0).

Olgu funktsiooni f teist jarku osatuletised ja kolmandat
jarku segatuletised pidevad punktis P. Toestada teoreemi
T 3.1.2 abil, et punktis P kehtivad jirgmised vordused.

fxxy=fxyx=fyxx 450. fyyx=fyxy=fxyy
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Kui kasutada teoreemi T 3.1.2, siis milliste funktsiooni f osa-
ja segatuletiste pidevust tuleb eeldada, et vaadeldavas punktis
kehtiksid jargmised vordused.

451. fxxyxzfxxxy 453. fxxyyzfxyyx':fyyxxzfyxxy,
452. fyxxx=fxyxx
Leida jdrgmiste funktsioonide segatuletised zxy.
454, z=x*tysinx 456. z=—y cos y-}-e*tv
455. z=x"%cosxt}iPInx
Leida jirgmiste funktsioonide margitud osatuletised.
457. u=x+xIn (xy), Uxxy=7?
458, u=—e V4+ex¥  fyy,="?
459. u=2+x3siny+yPsinx, Ugxayyy="
Leida jargmiste liitfunktsioonide tuletised (vt. ndide N 3.1.3)-

460. z=e*%, x=sin{, y=-—;~ cos ¢

461, z=In (1 —xy), x="08, y="=r

462, u=xyz, x=sint, y=cost, z=21

463. z—PLxyp, x=1t2, y=Vt

464, z=tan({-+x2—y), x="08, y==1°

465. z==arctan (xy), y=—¢~*

466, u=ex(y—z), y=sinx, 2=cos8 X

467. u=u(x,y,2), x=2t, y=Int, z=1+1

468. z=f(x,y)x2Iny, x=1—1, y=e"
Leida jargmiste liitfunktsioonide osatuletised (vt. néide

N 3.1.4).

469. z—ulv, U=xcosy, v=xsiny

470. z=ulnv, u=1/(x4y), v=e"ty¥

471. z=ue?, u=2x2, v=xIiny

u .
472. z=—arccot—, u=xsiny, v=xcosy
v

473. w=ur, u=x>+422 v=yz
474. w==xyev?, u=1/(xyz), v=In (xy)

Leida jargmiste liitfunktsiconide osatuletised, kui funktsioonil’
f on olemas pidevad osatuletised.

- 475. z=[(x— xy, e *¥) 477. w=[(x/y, y/2)
476. z=xf(xy+y/x) 478. w=¢e*f(x2, ylnz)
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§ 3.2. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONI
TAISDIFERENTSIAAL

Olgu
Af=[(P)— [{(Po) (5)
funktsiooni f muut punktide Po= (%o, Yo, ...) ja P=(xo1Ax,
yo+Ay, ...) vahel.
D 3.2.1. Funktsiooni | nimetatakse diferentseeruvaks
punktiks Py, kui tema muut (5) punkti Py iimbruses avaldub kujul

Af=fx (Po) Ax+Ty (Po)Ay+- ... aldx+pAy+ ..., (6)
kus a, 8, ...—0, kui Ax, Ay, ...—0. Seejuures avaldist
df (Po) =[x (Po) Ax+fy (Po) Ay+-... (7)

nimetatakse funktsiooni f (esimest jarku ehk esimeseks)
tdisdiferentsiaaliks punktis P,.

Tahistades dx=Ax, dy=Ay, ..., voime funktsiooni [ téisdife-
rentsiaali (7) punktis P= (¥, y, ...) esitada kujul
df =fx dx+fydy+... . (8)

Avaldises (8) liidetavaid f.dx, f,dy, ... nimetatakse funkt-
siooni f osadiferentsiaalideks punktis P vastavalt
muutujate x, y, ... jirgi ning suurusi dx, dy, ... vastavalt argu-
mentide x,4,... diferentsiaalideks.

Kahe muutuja funktsiooni z=f(x,y) tdisdiferentsiaal dz=
—f. dx+f, dy tdhendab geomeetriliselt funktsiooni | graafiku puu-
tujatasandi aplikaadi muutu iileminekul punktist P= (x, y) punkti

Pi= (x+Ax, y+Ay) (joon. 3.1).

Joon. 3.1
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Diferentseeruva funktsiooni f muudu (5) voib esitada ka kujul

Af=df+o(e), (9)

kus

o=VAR+AL+. ...

Funktsiooni f diferentseeruvuseks mingis punktis on tarvilik
I6plike osatuletiste fx, fy, ... olemasolu selles punktis, kuid see
tingimus ei ole piisav (vt. iilesanded 510 ja 511, vordle T 3.2.1
(MAP 1)). Piisava tingimuse diferentseeruvuseks annab jargmine
teoreem.

T 8.2.1. Kui funktsioonil f on olemas pidevad osatuletised
fxs [y --. punktis P, siis funktsioon | on diferentseeruv selles punk-
tis P

Liitfunktsioon on diferentseeruv, kui tema koostisosad on dife-
rentseeruvad. _

Aritmeetiliste tehetega seotud diferentseerimise reeglid on
samasugused nagu iihe muutuja funktsioonide korral. Kui « ja v
on diferentseeruvad mitme muutuja funktsioonid, siis

1) d(uxv)=du+dv,

2) d(uv)=vdu+tudo,

u vdu—udv

3) d v v
kust erijuhul saame

4) d(cv)=cdv (c=const),

1 do

) dg=—"p"

Eelmise paragrahvi teoreem T 3.1.3 kehtib ka juhul, kui funkt-
sioon u on vaid diferentseeruv. Samuti kehtib teoreem T 3.1.4, kui
funktsioon @ on vaid diferentseeruv. Ka teoreem segatuletisest
T 3.1.2 kehtib, kui osatuletised f. ja f, on vaid diferentseeruvad
vaadeldavas punktis.

T 3.2.2. Punktis P diferentseeruv funktsioon on pidev selles
punkiis P.

Teoreemidest T 3.2.1 ja T 3.2.2 jireldub jargmine teoreem.

T 3.2.3. Kui funktsioonil | on olemas pidevad osafuletised
punktis P, siis on ta pidev selles punktis P.

Viimases teoreemis T 3.2.3 osatuletiste pidevuse eeldust éara
jatta ei saa (vt. iilesanded 446 ja 447).

Kui argumendi muudud dx, dy, ... on fikseeritud, siis tdisdife-
rentsiaal (8) on muutujate x, y, ... funktsioon.

Kui funktsioon df on diferentseeruv punktis P, siis tema tdis-

diferentsiaali

d?f =d (df) (10)
nimetatakse funktsiooni f teist jarku ehk teiseks tais-
diferentsiaaliks punktis P.
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Uldiselt funktsiooni f n-ndat jdrku ehk n-daks tdis-

, diferentsiaaliks nimetatakse tdisdiferentsiaali

drf=d(d"~*). (11)

Kahe muutuja funktsiooni 2=f(x, y) korral n-dat jarku téis-
diferentsiaal avaldub valemiga

nfn on, -
drz= 'Z(k) G ggr O " dyt, (12)

k=0

mida analoogia tottu binoomvalemiga kirjutatakse siimboolselt
kujul
0

d“z=(de+—(%- dy) 2. (13)

Valemist (12) voi (13) erijuhtudel n=1, 2, 3 saame funkt-
siooni z==f(x, ) jaoks jargmised valemid:

dz=2z, dx+2z,dy (14)

d2z = 2., dx24-22,, dx dy+zyy dy? (15)

d32 == Zexx d3-32xxy A2 dYy+32xyy dx dyP4-2yyy dy. (16)

Uldiselt mitme muutuja funktsiooni w=f(x, y, ...) n-jirku
tiisdiferentsiaali leidmiseks kasutatakse siimboolse valemi (13)
fildistust

0 0 n
d u=(707-dx+—5—y—~dy+) u. (17)

Niitéks valemist (17) saame kolme muutuja funktsiooni u=
=[(x, y,2) jaoks, et

du =, dx+uy, dy+u, dz (18)
d2u = 1y dX24 1ty dyP4-tty, d224-20yy dx dy 420y, dx dz+4-2uy; dy dz.
‘ (19)

A3 = thyne X3ty AP tlarr A28+ Btlpy dx? dy+-3uyyy dx dy?+
4 Bttn: dx2 d24-3ttsr, dx d224-31yy, dy? dz4-3u,y.. dy d2?+-

1-6uyy. dx dy dz. (20)
Kui funktsiooni f argumendid x, g, ... osutuvad mingite muu-
tujate s, ¢, ... funktsioonideks, siis see ei mojusta funktsiooni f

taisdiferentsiaali df kuju. Nimelt kehtib jargmine teoreem.

T 3.2.4. (Tiisdiferentsiaali kuju invariantsuse lause). Funki-
siooni | tdisdiferentsiaali df kuju sdilib, kui funktsiooni f argumen-
did x, y, ... osutuvad mingite muutujate s, 1, ... funkisioonideks,
s.t. valem (8) on Gige, kui dx, dy, ... on argumentide X, y, ...
diferentsiaalid, ja on dige ka siis, kui nad on funktsioonide x==
—=x(s, t,...), y=uy(s 1, ...), ... tdisdiferenisiaalid.

Teist ja veel kérgemat jirku taisdiferentsiaalide korral teoreem
T 3.2.4 iildiselt enam ei kehti. Kuid juhul kui argumendid x, y, ..
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osutuvad muutujate s, ¢, ... suhtes lineaarseteks funktsioonideks,

s.0. kui
Ix=as+bt+ cooh
y=ais+bit+ ... +h (a, ai, ...==const)

* 2

siis iga jarku tdisdiferentsiaali kuju sdilib.

Tiisdiferentsiaali kuju invariantsust saab kasutada tdisdife-
rentsiaali ja osatuletiste leidmisel. Nditeks kui funktsiooni F saab
vaadelda liitfunktsioonina

F(x,y4,...)=f(u, v, ...), (21)
kus
u=u(x, ¢, ...), 0=0(XY,...)5 -, (22)
siis tidisdiferentsiaali dF leidmiseks voime kdigepealt leida ta
kujul
dF=fu du_l_fv dU"l_ ey (23)
ja seejirel leida tdisdiferentsiaalid du, du, ... avaldistest (22).

Vaottes tulemuse kokku kujule
dF=adx+bdy+...,

siis olemegi saanud funktsiooni F tdisdiferentsiaali dF ja tema
osatuletised Fx=a, Fy=0, ... (vt. ndide 3.2.4).
Erijuhul, kui funktsiooni F(x, y, ...) saab vaadelda liitfunkt-

sioonina
F(x,y,..)=f(u), u=u(x,y, ...), (24)
kus on vaid iiks vahepealne muutuja «, siis
dF =[’ du. (25)

Kui seejuures funktsioon u=u(x, y, ...) on lineaarne, s.o0. u==
=ax-+by-+ ... +h, siis ka n>1 korral on

dnF=f0 dun, (26)
kus siimboliga f™ on mirgitud n-jirku tuletis funktsioonist f(«)
muutuja « jargi.

Niited

N 3.2.1. Leida funktsiooni
z=x2}cos Yy

tdisdiferentsiaal d=.

Lahendus. Et vaadeldav funktsioon on kahe muutuja funktsioon, siis
tuleb kasutada valemit (14), mille pdhjal

dz=2x dx —sin y dy.
N 3.2.2. Leida {unktsiooni
Z=xeY

teine tdisdiferentsiaal d%z.

Lahendus. Vaadeldav funktsioon on kahe muutuja funktsioon, seepérast
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tuleb kasutada valemit (15). Arvutame koigepealt valemis oievad osatuletised,
saame
Zy==e¥ = 2z,=xe¥
Zxx=0, Zyy=xey, ny=ey.
Valemi (15) pohjal
d2z=2eV dx dy-+xe¥ dy%
N 3.2.3. Leida funkisiooni
z=—px+3y+1

kiimnendat ijdrku tiisdiferentsiaal d¥z.
Lahendus. Antud funktsiooni saab vaadelda liitfunktsioonina
z=e¥, u==x4+3y+41,

mis on kujuga (24), kusjuures funktsioon u on lineaarne. Jarelikult otsitava
tiisdiferentsiaali leidmiseks voime kasutada valemit (26). Kdigepealt arvutame
valemi (26) jaoks vajalikud suurused:

f(;0)= eu=—px+2¥+!  du=dx-+3dy.

Ja niiiid valemi (26) pdhjal
lez:ex+3y+1(dx+3dy)10.
N 3.24. Leida funktsiooni
z=ue®, u=2x+1, v=4x+41
taisdiferentsiaal dz.
Lahendus. Antud funktsioon on liitfunktsioon kujus (21), seeparast
kasutame valemit (23), mille pdhjal saame

dz=z, du--z, dv=-e? dut-ue® dv=
=¢t%+1 2dx-} (204 1) et=+1 ddx=2et*+1 (142 (2x4-1) ) dx.
N 3.2.,5. Leida funktsiooni '
z=ue*, u=2x+y, v=x43y
tdisdiferentsiaal dz.

Lahendus. Antud funktsioon on liitfunktsioon kujul (21), (22); seepé-
rast kasutame valemit (23), mille pdhjal saame

dz=2zy du+t+z, dv=re?® dudtue® dv=
=e*+3 (2dx4dy) + (2x+-y) e+ (dx4-3dy) =
=e*+3% (21 2x | y) dxf-e*+3v (14+-6x+3y) dy.

Ulesanded

Leida jargmiste funktsioonide tdisdiferentsiaalid (vt. niide
N 3.2.1).

479. z=x-+3y 484. 2z=—cos (xy)

480. z=2x2—4xy 485. z=y*

481. z=xyYy 486. u=tan (x— 2y-+32)
482, z=x/y 487. u==cos (x%yz)

483, z=—=eltt*¥ 488. u—exp (2x2yz?)

Leida jargmiste funktsioonide mérgitud tdisdiferentsiaalid (vt.
ndide N 3.2.2).

489. z=x%y2, d?z="7 492. z=xsin?y, d%z="
490. z=x+xy, d2z="7" 403, z=1-4x3443, d3z="?
491. z=x>+y?, d%z=" 494. z=x*+}xy? d%z="?
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495, u=xy-+yz2, d*u="> 497, u=—xyz, d3u=">
496. u=uxysinz, d2u=" 498. u=x%yz?, d*u="?

Leida jargmiste funktsioonide mdrgitud tdisdiferentsiaalid (vt.
nidide N 3.2.3).

499. z= (x+y-}1)3 diz="
500. z=In(x}2y —3), déz2="
501. w=cos(2x+3y —5z2), ddw="?
502, w= (2x+y— 32%)%, dw="

Leida jargmiste funkisioonide esimest jarku téisdiferentsiaa-
lid (vt. naited N 3.2.4 ja N 3.2.5).
503. z=uv, u=ex41, v=1—x
504, z==usinv, u=cosx, v=2x-41
505. z=u2arctanv, u=x*+1, v=x3
506. z=ulnv, u=2x+1, v=y-+1
507. z=u2+v?, u=x2+y?, v=x*—4*
508. z=—uvw, u=x—+y, v=e*® Y w=x

509. z= (xt+y) (2x— Y)Yy _
510. Niidata, et punktis (0, 0) funktsioon

f(x, y)y="7|xy|

on pidev ja omab osatuletisi .(0,0) ja f4(0,0), kuid ei ole
diferentseeruv selles punktis (0, 0).

511. Niidata, et funktsioon
_ [/, ERRE
T 9= 1, ki x24-2=0

on pidev ja ta osatuletised fx ja fy on 16plikud, kuid punktis
(0,0) funktsioon ei ole diferentseeruv. .

512. Niidata, et punkti (0,0) iimbruses funktsioonil
F(x, ) = { (x-+y)Zsin (x24-y*) 42, kui £2+4-y270
Y= 1o, kui x24-12=0
on olemas osatuletised fx ja fy, mis katkevad punktis (0, 0),
kuid siiski funktsioon [ on diferentseeruv selles punktis
(0,0).
513. Niidata, et punkti (0,0) imbruses funktsiooni
gy = { ) sin (x2y2) 1, kui x2y2==0
Y= 0, kui x2442=0
osatuletised [ ja [y eksisteerivad ja on tokestamata (seega

punkt (0, 0) on nende katkevuspunkt), kuid siiski funktsioon
f on diferentseeruv selles punktis (0, 0). '
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§ 3.3. MITME MUUTUJA F“UNKTSIOONI DIFERENTSIAAL-
ARVUTUSE RAKENDUSI

~ Olgu funktsioon f punkti Py= (%o, Yo, ...) iimbruses n4-1 korda
diferentseeruv, siis selle iimbruse punktis P=(x, y, ...), kus x=
=xo+AX, y=yo+Ay, ... kehtib jargmine Taylori valem

F(P) = F(Po)4df (Po) Ay & (Pa) - .- e dnf (Po) Han. (27)

Valemis liiget @, nimetatakse Taylori valemi jadkliikme ks,
mis Lagrange’i jargi avaldub kujul

1 |
n+1

T Q) (28)
kus Q on teatav punkt sirgldigul PoP, s.o. punkt Q= (x+6Ax,
yo+OAy, ...), kus 0<<O<L.

Kui Xo=go="... =0, s.o. punkt Po=(0, 0, ...) on koordinaa-
tide alguspunkt, siis valemis (27) ja (28) on Ax=x, Ay=y, ...

Jadkliige (28) tdidab tingimust

an=0(p"), kus o=VAR+Ay+ ...,
s.0. an on o suhtes korgemat kui n jarku lopmata vaike suurus.

an—

Seega, kui |Ax|, |Ay|, ... on kiillalt viikesed, siis kehtib ligi-
kaudne vordus : :
_f(P)%f(PoH-df(po)fl----'l-d”f(Po)n!. (29)
Erijuhul, kui n=1, saame valemist (29) valemi
f (P) & [ (Po)-+df (Po), (30)
mis kahe muutuja funktsiooni f(x, y) korral omandab kuju
F(x, 4) & f (X0, o) e (X0, Yo) Ax+Fy (%o, 40) BY. (31)

Valemist (30) saame jirgmise ligikaudse valemi funktsiconi

muudu Af=f(P)— [ (Po) arvutamiseks:
Af =~ df(Po). (32)
~ Vaatleme pinda
z=f(x,y), (. y)esD. (33)
Punktile Po= (xo, o) & D vastav punkt pinnal olgu Qo= (X0, Yo, 20)
(joon. 3.2).

T 3.3.1. Pinnal (33) on olemas punktis Qo z-teljega mittepa-
ralleelne puutujatasand parajasti siis, kRui funktsioon | on diferent-
seeruv punktis Po. Sel korral puutujatasand punktis Qo on esitatav
vorrandiga

fx(Po) x+fy(Po)y —2z— D=0, (34)
D={(Pg) xo-+[y (Po) Yo — 2o

kus
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z )

Joon. 3.2

D 3.3.1. Punktis Q, puutujatasandiga (34) ristiolevat vektorit
(samuti ka sirget) nimetatakse pinna normaaliks punktis Qo.
Pinna (33) normaaliks punktis Qo on vekior

= (F«(Po), fs(Po), —1). (35)
Vaatleme funktsiooni
u=f(x, y4,...), (x, 4, ...)EE (36)

lahtises piirkonnas E.
D 38.3.2. Funktsiooni (36) nimetatakse a-astme homogeen-

seks funktsiooniks, kui ta rahuldab tingimust
Ftx, ty, ... )y=tf(x, 4, ...)

iga punkti (x, y, ...)=E korral t=1 iimbruses.

T 8.3.2. (Euleri teoreem homogeensest funkisioonist). Dife-
rentseeruv funktsioon f on q-astme homogeenne funktsioon para-
jasti siis, kui ta rahuldab Euleri tingimust

Fex-tfyt . =af (%, ¥, ...) (37)

piirkonna E igas punkiis.
Niited

N 3.3.1. Leida Taylori valem funkisioonile
f(x, y) =sin(¥*+-4%)
punktis Po==(0,0), kui n=3.
Lahendus. Taylori valemis (27) votame n=3, Po=(0,0) ja P=(x,y),
siis saame Taylori valemi antud juhuks sobival kujul:

1 1
f(x,y)=F(0,0)4-dI (0, 0)+— &*f(0, 0) 4+ d*(0, 0) +aa.

76



__ Leiame valemis olevad suurused. Vahetult saame f(0,0) =0. Leiame esimest
jarku osatuletised
= (%, y) =2x cos(¥®*+y?),  [u(x, y) =2y cos(¥*+4?).
Valemi (14) jargi on siis
df (0, 0) =fx(0, 0)dx+J, (0, 0) dy=0.
‘Leiame teist jarku osatuletised
fre=—4x2 sin (x24y?) +2 cos (x?44?)
yy =—4y? sin (x*4-y%) 42 cos (x*+4?)
fxy=—4xy sin(x24y?).
‘Valemi (15) jéargi on siis
d2} (0, 0) =z (0, 0) dx2+4-2f x4 (0, 0) dx dy+[yy (0, 0) dy? =2dx*+-2dy™
“Teist jarku osatuletiste avaldistest on juba ette niha, et k&ik kolmandat jarku
.osatuletised punktis (0, 0) tulevad vordsed nulliga. Seega d3f (0, 0) =0.
Paigutades leitud suurused Taylori valemisse, saame
f(x, y) = dx*+dy*+es.
Et punkt P, on koordinaatide alguspunkt, siis Ax=x, Ay=y ja me saame
‘viimase vorduse kirjutada ka kujul
sin (x2+447) = x*+y*+aa. -
‘N 3.3.2. Valemi (31) pohjal arvutada ligikaudu 1,049,
‘Lahendus. Vaatleme funktsiooni
f(x, y) =xV
‘ja olgu P=(1,04; 1,97), siis tuleb meil arvutada funktsiooni vidrtus [(P).
"Valemi (31) kasutamiseks valime Po={(1,2), siis Ax==0,04 ja Ay=—0,03.
‘Bt fe=yx¥—1 ja fy=x¥Inx, siis [x(1,2)=2ja fy(1,2)=0. Valemi (31) pdhjal
F(PY (1, 2)+ e (1, 2) Axfy (1, 2) Ay=1+2-0,04+0(—0,03) =1,08.
‘Seega 1,041 ~1,08. o
‘N 3.3.3. Leida puutujatasand ja normaal pinnale
z=xy+|x+y|
-punktides Qo=(0,0,0) ja Q=(1, 1, 3).

Lahendus. Leiame puutujatasandi punktis Qo= (0,0, 0). Selleks arvu-
‘tame " koigepealt funkisiooni osatulelised vastavas punktis Po=(0,0). Voites
.y=0, saame z==[x|, kust ndeme, et osatuletis zx(0,0) ei eksisteeri. Samuti ei
cksisteeri ka osatuletis z,(0,0). Seega punktis Qo==1(0,0,0) vaadeldaval pinnal
-puntujatasandit ei ole teoreemi T 3.3.1 pohjal.

Leiame puutujatasandi punktis Qi=(l, 1,3). Selleks vdtame x,y>>0, sest
-punkt @, asetseb xy-tasandi selles veerandis, siis

z=xy-t+x-+y,
“kust zx=y+1 ja zy=x+1. Arvutame valemi (34) jaoks vajalikud suurused
2.(1,1)=2, 2,(1,1)=2 ja D=1, Valemi (34) pohjal puutujatasandi vorrand
-punktis @;=(1,1,3) on
2x4-2y —2z—1=0

ja valemi (35) pdhjal normaaliks selles punktis on vektor n=(2,2, —1).
N 3.3.4. Niidata, et funkfsioon
f(x, y) =x— 3xy+4y®
.on teise astme homogeenne funktsioon.
Laihendus. Kontrollime Euleri tingimust (37), saame
FextFiy= (2% — 3y) x4+ (—3x+8y) y=2x* — 6xy+-8y>=2f (%, 4).

Seega Euleti tingimus (37) on taidetud a=2 korral. Vaadeldav funkisioon on
teise astme homogeenne funktsioon teoreemi T 3.3.2 pdhjal.
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Ulesanded

Leida Taylori valem (27) punktis Py=(0,0), kui n=3 (vt.
ndide N 3.3.1).

514. f(x,y) =e*siny 517. z=e*In(14-y)
515. f(x,y)=e¥cosx 518. z=xcos?y
516. f(x, y)=In(14+x4y) 519. z=ysin*x
Leida Taylori valem (27) punktis Po== (1, 1), kui n==3.
520. f(x,y)=x/y 522. f(x, y)=1n.(xy)
521. f(x,y) =exv 523. f(x,y)= S‘“y”x
Valemi (31) pohjal arvutada ligikaudu (vt. ndide N 3.3.2).
524, 1,032 526. ¥3,97-2,032
R 3 4
525. Y2,03-1,98 527. 1n (Y1,03+70,98 — 1)

Leida puutujatasand ja normaal jdrgmistele pindadele mér-
gitud punktis Qo (vi. ndide N 3.3.3).

528. z=—’;2—yz, Qo= (2, —1, 1)
529. z=x2+12, Qo= (1, 2, 5)
530. z=Y221y%, Qo= (0, 0, 0)

— Y =,( i)
531. z==arctan o Qo 1, 1, 1

532, z==|xy|, Qo=1(0, 0, 0)
533. z=1— |x+y|, Q=1{(0, 0, 0)

Niidata, et jirgmised funktsioonid on homogeensed ja leida
homogeensuse aste @ (vt. ndide N 3.3.4).

534. (%, y) = (x*+4?) 1n§

535. [(x, y)) = 3xy2HVE — y°
536. [(x,y)=a=const

537. f(x,y)==arctan —5—

y*+-22
X2

539. f(x,y, 2) =x%y — 2y2z-}-xyz

538. f(x,y, z) =x%cos
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§ 3.4. ILMUTAMATA FUNKTSIOONIDE OLEMASOLU -
JA DIFERENTSEERIMINE

Olgu kahe muutuja funktsioon F(x,y) antud ristkiilikus D=
=XXY, kus X=(a,b) ja Y=(c,d) on vahemikud. Vaatleme vor-
‘randit

F(x,y)=0. (38)

D 3.4.1. (vt. D 1.9.5 (MAP I)). Oeldakse, et funktsioon Y=
==y (x) on piirkonnas X antud ilmutamata kujul vorrandiga
(38), kui iga x= X korral on vérrandil (38) olemas lahend y & Y.

Iga vorrand (38) ei maara funktsiooni j=y(x) ilmutamata
‘kujul, nditeks vorrand x24-124+1=0. Jirgmine teoreem annab pii-
-sava tingimuse ilmutamata funktsiooni olemasoluks, tema iihesu-
-seks, pidevuseks ja diferentseeruvuseks.

T 3.4.1. Kui vorrandis (38)

1° funktsioon F on pidev ja tal on olemas pidev osatuletis Fy
punkti Po== (X0, Yo) mingis iimbruses,

2° F(Po) =0,

3° Fy(Po) #+0, ‘ |
.siis vorrand (38) mddrab punkti Po teatavas iimbruses iihese
_pideva funktsiooni y=y(x), kusjuures Yo=Y (Xo)-

Kui lisaks punkti P, iimbruses on olemas ka pidev osatuletis
F,, siis funktsioonil y=y(x) on punkti xo teatavas iimbruses ole-
.mas pidev tuletis

Fy

Fy

Ilmutamata funktsiooni y=y(x) tuletise leidmiseks kasuta-
-takse valemit (39) vdi jirgmist votet, mis on eelistatav, eriti kui
‘on tarvis leida ka korgemat jarku tuletisi.

M 3.4.1. Tuletise g’ leidmiseks olgu teoreemi T 3.4.1 eeldused
‘taidetud vaadeldavas piirkonnas. Diferentseerime vorrandi (38)
‘mbdlemat poolt muutuja x jérgi, lugedes, et y=y(x), s.t. on muu-
‘tuja x funktsioon. Sisuliselt tihendab see nulliga vorduva liitfunkt-
“siooni F(u,0v)=0, kus u=x, v=y(X) diferentseerimist muutuja
x jargi. Siis saame teoreemi T 3.1.3 valemi (3) pohjal

Fod-Foy' =0, (40)

kust F,==0 tottu saame avaldada tuletise y’ kujul (39).
Teise tuletise y” leidmiseks diferentseerime saadud vordust

(40) analoogiliselt muutuja x jargi, lugedes y=y(x) ja y' =y (x),

-sits
Fxx‘i‘nyy’+Fny’+Fyyy’2+Fyy”:Ov (41)
‘kust F,==0 tottu saame avaldada teise tuletise y”. Veel korgemad

‘tuletised leitakse analoogiliselt, lihtudes vordusest (41).
Kahe muutuja ilmutamata funktsiooni defineerimiseks vaatleme

~vorrandit

(39)

gt —=
Y =—
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F(x, y, 2)=0, (42)

kus funktsioon F(x,y, z) on misratud risttahukas E=XXYXZ,
kus X={(a,b), Y= (c,d) ja Z= (e, f) on vahemikud.

D 3.4.2. Oeldakse, et funktsioon z=2z(x, y} on piirkonnas D=
=XXY antud ilmutamata kujul vérrandiga (42), kui iga
punkti (x,y)y =D korral on vdrrandil (42) olemas lahend z = Z.

T 3.4.2. Kui vorrandis (42)

1° funktsioon F on pidev ja tal on olemas pidev osatuletis F,
punkti Po= (x0, 4o, 20) mingis iimbruses,

2° F(Py) =0,

3° F,(Pg) 0,
siis vorrand (42) mdédrab punkti P, teatavas {imbruses iihese-
pideva funktsiooni z=2(x, y), kusjuures zo=2(xo, 4o).

Kui lisaks punkti P, iimbruses on olemas ka pidevad osatule-
tised Fy ja Fy, siis funktsioonil z=2z(x, y) on punkti (%o, yo) tea-
tavas timbruses olemas pidevad osatuletised

Fy F
Cyp=—— : Zy=—-‘—F;E". | (43)1

Ilmutamata funktsiooni z==2(x, y) osatuletiste leidmiseks kasu-
tatakse valemeid (43) voi jargmist vottele M 3.4.1 sarnast vétet,
mis ka siin on eelistatav. |

M 3.4.2. Osatuletiste 2. ja 2z, leidmiseks olgu teoreemi T
3.4.2 eeldused tdidetud vaadeldavas piirkonnas. Votame osatule-
tised x ja y jargi vorrandi (42) molemalt poolt, lugedes, et z=
=2z(x, y). Sisuliselt vastab see toiming sellele, et me votame osa-
tuletised” x ja y jdrgi nulliga vdrduvast liitfunktsioonist
F(u, v, w)=0, kus u=x, v=y ja w=2(4, v). Siis saame teoreemi
T 3.1.4 valemi (4) pohjal, et

Fet+F.2,=0, Fy+F.z,=0, (44

kust F,=0 tottu saame avaldada osatuletised z, ja z, kujul (43).
Teist ja veel korgemat jiarku osatuletiste saamiseks toimime
analoogiliselt, leides osatuletised vordustest (44).
Vorrandisiisteemide abil saab korraga mdidrata mitu ilmuta-
mata funktsiooni. Olgu antud vahemikud X=(a, b), Y= (¢, d) ja
Z= (e, [). Vaatleme kahest vorrandist koosnevat siisteemi

{F(x, y,2)=0
G(x,y,2)=0,

(45)

kus funktsioonid F=F(x, y,z) ja G=G(x,y, 2) on miiratud rist-
tahukas E=XXYXZ.

D 3.4.3. Ocldakse, et funktsioonid y=y(x) ja z=2z(x) on piir-
konnas X antud ilmutamata kujul sisteemiga (45), kui iga
x & X korral on siisteemil (45) olemas lahend (y, 2) = YXZ,
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Analoogiliselt saab vorrandisiisteemiga

F(x,y,u,v)=0
{G (x,y, u,v)=0 (46)
madrata ilmutamata kujul kaks kahe muutuja funktsiooni

u=u(x,y), v=u(x,y).

Siisteemiga (45) ja (46) mdiiratud ilmutamata funktsioonide
olemasolu tingimuste leidmiseks tuleb vaadelda funktsioonide F
ja G osatuletistest moodustatud teist jarku determinante

L D(F, G) __|Fy, F,
J(xiy! Z)-— D(y, 2) I Gy GZ (47)
ja
o D(F, G) . Fy F,
Ty u o) =706, 6, (48)

Determinante (47) ja (48) ‘nimetatakse vastavalt siisteemide
(45) ja (46) funktsionaaldeterminantideks ehk
jakobiaanideks.

T 3.4.3. Kui siisteemis (45)

1° funktsioonid F ja G on pidevad ja neil on olemas pidevad
osatuletised y ja z jdargi punkti Po= (xo, Yo, 20) mingis timbruses,

2° F(Py)=0, G(Py) =0,

3° J(Po) #0, kus J on jakobiaan (47),
siis siusteem (45) mddrab punkti Py teatavas iimbruses iihesed
pidevad funktsioonid y=y(x) ja z=z(x), kusjuures yo=y (%) ja
2022()60).

Kui lisaks punkti P, timbruses on olemas pidevad osatuletised
Fy ja G,, siis funktsioonidel y=y(x) ja z=z(x) on punkti x, tea-
tavas iimbruses olemas pidevad tuletised

1 |Fx F 1 |F, F

kus J on jakobiaan (47). -
Tuletiste y” ja 2’ leidmiseks kasutatakse valemeid (49), kuid
eelistatav on jargmine meetod.

M 3.4.3. Tuletiste y' ja 2’ leidmiseks olgu teoreemi T 3.4.3
eeldused tdidetud vaadeldavas piirkonnas. Diferentseerime x jirgi
siisteeni (45) molemat vorrandit, lugedes y=y(x) ja z=2z(x),

siis saame
Fx+t-Fyy' +F.2"=0
Gx+ Gy + G2’ =0,
kust avaldame tuletised y” ja 2’. Siisteem (50) on lahenduv punkti
Po= (xo, yo) iimbruses, sest siisteemi determinant J(P,)=40, mis

osatuletiste pidevuse tottu on tdidetud ka punkti P, teatavas {imb-
ruses.

(50)
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Veel korgemat jarku tuletised leiame analoogiliselt, ldhtudes
siisteemist (50).

T 3.4.4. Kui siisteemis (46) |

1° funktsioonid F ja G on pidevad ja neil on olemas pidevad
osatuletised u ja v jdrgi punkti Po= (Xo, Yo, Uo, vo) mingis imb-
ruses,

2° F(Py) =0, G(Po)=0,

3° J(Po) 70, kus J on jakobiaan (48),
siis siisteem (46) mddrab punkti P, tealavas ambruses iihesed
pidevad funktsioonid u=u(x, y} ja v=u(X, y), kRusjuures

uo=1 (%o, o),  UVo=0 (%o, Yo).

Kui lisaks punkti P, imbruses on olemas pidevad osatuletised
F. ja Fy ning Gy ja Gy, siis funktsioonidel u=u(x, y) ja v=
—uv(x, y) on punkti P, teatavas iimbruses olemas pidevad osatule-
tised uy, Uy, Ux ja Uy

Osatuletised ty, Uy, Ve ja vy leitakse analoogiliselt meetodile
M 3.4.3.

Teoreemi T 3.4.4 sageli esinevad erijuhud on antud iilesandeis

572 ja 573.
Uldiselt vaadeldakse n vorrandist koosnevat siisteemi
IF(x, Y, ..., 4,0, ...)=0
lG(x, Y, ..., 4,0, ...)=0 (51)
kus muutujaid x, y, ... on m tikki ja muutujaid «, v, ... on n
tiikki.
Siisteemi (51) jakobiaaniks nimetatakse n-jirku determinanti
Fu Fy ... I
J= D G,..) = | Gy Gy ... (52)

D(u, v, ...) ' ‘
Jargmine teoreem annab piisavad tingimused selleks, et siis-
teem (1) midraks ilmutamata kujul n pidevat funktsiooni

lu=u(x, Y, )
v=u(X, Y, ...) (53)

L

T 3.4.5. Kui siisteemis (51)

1° funktsioonid F, G, ... on pidevad jo neil on olemas pidevad
osatuletised muutujate u, v, ... jdrgi punkti Po= (X0, Yoo - --
.., Uy, Vo ...) mingis imbruses,

20 F(Py) =0, G(Py)=0, ...,

3° J(Py) 0, kus J on jakobiaan (52),
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siis siisteem (51) mddrab punkti P, teatavas timbruses n pidevat
ithest funktsiooni (53), kusjuures

luo=u(xo, Yo, - -)
lvo=0(xo, Yo, .. .)

Kui lisaks punkti P, iimbruses on funktsioonidel F, G, ... ole-
mas pidevad osaluletised muutujate x, y, ... jdrgi, siis funktsioo-
nidel (53) on punkti P, teatavas iimbruses olemas pidevad osa-
tuletised.

Funktsioonide (53) osatuletised leitakse meetodile M 3.4.3
analoogilisega.

Jakobiaanide abil saab lahendada jargmist funktsioonide sol-
tumatuse probleemi. |

Olgu funktsioonid

u=u(x, 4, 2, ...)
v=U (X, Y, 2, ...) ’
w=w(x, Y4, 2, ...) (54)

diferentseeruvad lahtises piirkonnas D.

D 3.4.4. Oeldakse, et funktsioon u siisteemist (54) on piirkon-
nas D soltuv sisteemi (54) iilejadnud funktsioonidest v, w, ..
kui leidub selline diferentseeruv funkisioon F, et kehtib vordus

u=F(v, w, ...)

piirkonna D igas punktis.
Analoogiliselt defineeritakse funktsioonide v, w, ... soltuvus.
ilejadnud funktsioonidest (54).

D 3.4.5. Oeldakse, et funktsioonid (54) on so6ltuvad piir-
konnas D, kui vihemalt itks nendest on soltuv iilejddnutest. Vasta-
sel juhul deldakse, et funktsioonid (54) on soltumatud piir-
konnas D.

T 3.4.6. Olgu funktsioone (54) sama palju kui neil on muutu-
jaid. Kui funktsioonid (54) on difereniseeruvad punkti Po=
= (X0, Yo, ...) mingis iimbruses ja punktis Py on

J____D(u, U, ...)
D(x, y,...)

siis funktsioonid (54) on soltumatud punkti Py teatavas ambruses.
Olgu pind antud ilmutamata kujul vorrandiga

F(x,y,2)=0,

kus funktsiooni F osatuletised on pidevad. Pinna punktis Po=
== (%o, Y0, 20), kus F2--F2+F2 0, on pinnal olemas puutujata-

sand vorrandiga
Fx(Po) (X — x0) +Fy (Po) (4 — yo) +Fz(Po) (2 —20) =0 (55)

6‘ . 83

.y

=0,



ja normaal

—

n= (Fx(Po), Fy(Po), F;(Py)).

Naited
N 3.4.1. Nididata, et vorrand

y+xIny=3
méadrab punkti x=0 iimbruses iihese pideva funktsiconi y=y(x) ja et sel

funktsioonil on olemas selle punkti {imbruses pidev tuletis. Leida see tuletis.
Lahendus. Kasutame teoreemi T 3.4.1. Selleks tahistame

Flx,y)=y4+xIny—3.

Kui x=0, siis vordus F(0,y)=0 kehtib vaid juhul y=3. Seega tuleb kont-
rollida teoreemi T 3.4.1 tingimusi [°—3° punkti Py= (0, 3) iimbruses.

Funktsioon F ja tema osatuletis Fy=14x/y on pidevad punkti P, imb-
ruses. Seega tingimus 1° on tdidetud. Et F(0,3)=0 ja Fy(0,3)5=0, siis ka
tingimused 2° ja 3° on tdidetud. Teoreemi T 3.4.1 p&hjal vdime jdrelikult Oelda,
et antud vGrrand mdidrab punkti Po=(0,3) ehk punkti x=0 ilimbruses iihese
pideva funktsiooni y=y(x), kusjuures y(0)==3.

Et ka osatuletis Fx=In y on pidev punkti Py {imbruses, siis teoreemi T 3.4.1
pohjal on sellel funktsioonil y==y(x) olemas ka pidev tuletis y" punkti x=0
iimbruses, mis valemi (39) pdhjal avaldub kujul

Iny
14+x/y

Leiame vaadeldava tuletise veel teisiti meetodi M 3.4.1 abil. Selleks dife-
rentseerime antud vorrandi mdlemat poolt muutuja x jirgi, lugedes, et y=y(x),
saame

.yf=

1
y'+n y+x 7 y'=0,

kust
Iny

T l4x/y

Et antud {ilesandes on vorrandist kerge avaldada muutujat x, siis tuletise
leidmiseks saaks kasutada ka teoreemi T 3.1.4 (MAP I).
N 3.4.2. Kas vorrand

4x% — 3x44-y? — 2x%2y =0
‘méadrab punkti Py=(0,0) {mbruses iihese pideva funktsiooni y=y(x)?
Lahendus. Kasutame teoreemi T 3.4.1. Selleks tdhistame
F(x, y) =y* — 2x%y+-4x% — 3x*,

Funktsioon F ja tema osatuletis F,=2y — 2x? on pidevad punkti Py {imbruses.
Seega feoreemi T 3.4.1 tingimus 1° on tdidetud. Et F(P,)=0, siis ka tingimus
2° on tdidetud. Kuid F,(Ps) =0 ja seega teoreemi T 3.4.1 tingimus 3° ei ole
tdidetud. Jarelikult teoreem T 3.4.1 seatud kiisimusele vastust ei anna.

Antud juhul saame vorrandist avaldada y, mis annab

v

y—_—'

Yy=x2+2x yx*—1,

kust on ndha, et funktsioon y el ole midratud punkti x=0 iimbruses. Seega
antud vorrand ei maidra punkti Po=1(0,0) i{imbruses funktsiooni y=y(x),
jdrelikult ei saa tal olla seal ka tuletist. Kui lugeda, et imaginaarse iihiku £
korral on 0i==0, siis funktsioon y=y(x) on punkiis x=0 maaratud.
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N 3.4.3. Leida vorrandiga
y+ev=x

antud ilmutamata funktsiooni y=y(x) tuletised y" ja y”.
Lahendus. Kasutame meetodit M 3.4.1. Tuletise y’ leidmiseks diferent-
seerime antud vorrandit x jdrgi, lugedes, et y=y(x), saame y'+evy’ =1 ehk

y (14e¥) =1
Teise tuletise y” leidmiseks diferentseerime saadud vordust samal viisil veel
kord x jargi, saame
y" (1-ev)+y v =0,
Esimesest vordusest avaldame tuletise

y'=1/(14e¥)

174

ja teisest vordusest tuletise
y'=—y"%¥/(14ev) =—e?/(14-e¥)>
N 3.4.4. Leida vorrandiga
Xy+xyPtz=e
antud ilmutamata funktsiooni z=z(x, y) osatuletised zx ja zy.

Lahendus. Voib kasutada valmis valemeid (43), kuid eelistatav on
meetod M 3.4.2. Selle meetodi kohaselt votame antud vorrandi mélemalt poolelt
osatuletise x jdrgi, lugedes, et z=2(x,y), saame

2xy+y*+zx=e?zx,

2xy+-y?
_ ez —1

kust

x

Et x ja y paiknevad antud vérrandis siimmeetriliselt, siis vahetades kohta-
dega muutujad x ja y osatuletise zx avaldises, saame )

2xy-J-x?
2y=—.
er —1
N 3.4.5. Leida vorrandiga
x24-22=2—2y

antud ilmutamata funktsiooni z==z(x, y) osatuletised zxx, 2yy j2a Zxy.

Lahendus. Kasutame meetodit M 3.4.2. Leiame osatuletise x jargi vor-
randi mbdlemalt poolt, lugedes 2z=2z(x,y), saame

x4-2z,=0.

Leiame veel kord osatulétise x jargi viimase vorduse molemalt poolt, saame
.l+zzx—[—zzxx=0. kust

Zxx=—-(1+z2x)/z.

iEt eelmine vordus annab zx=--x/2, siis 1oplikult saame
Zex=—(224-x2) /2.
Ani;oogiliselt leiame ka iilejidnud osatuletised zyy=——1/2° ja 2xy=
=—x/23,
N/3.4.6. Niidata, et vorrandisiisteem
x+y+2=0
{ﬂ+f+ﬁ=2

-médrab punkti Po= (1,0, —1) {imbruses iithesed pidevad funktsiooni.d y=y§x)
ja z=2(x), millel on selle punkti fimbruses olemas pidevad tuletised. Leida
-need tuletised.
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Lahendus. Kontrollime teoreemi T 3.4.3 tingimuste 1°—3° tadidetust.
Funktsioonid F=x+4-y+z ja G=x2-}y?’42? — 2 ning nende osatuletised F,,—l
F.=1, Gy=2y ja G.,—=2z on pidevad punkti Py {imbruses. Seega tingimus 1%
on tiidetud. Et F(Po)—O ja G(Po)—O ning jakobiaan

=la

=2(z—
9y 22 (z—y)

punktis Py annab J(Py)=—2=-0, siis on tdidetud ka iilejddnud tingimused 2°
ja 3°. Seega teoreemi T 3.4.3 pohjal antud siisteem maéadrab punkti Py iimbruses
iihesed pidevad funktsioonid y=y(x) ja z=2z(x).

Et pidevad on ka osatuletised Fx=1 ja Fy=1 ning G:=2x ja G,=2y,
siis valemite (49) pohjal saame pidevad tuletised

zZ—x xX—y
y=——— 2=
<—Y 2—Y

Leiame tuletised veel teisiti meetodi M 3.4.3 pohjal. Selleks diferentseerime:
x jargi siisteemi vorrandeid, lugedes, et y=y(x) ja z=2z(x), saame

14y +2'=0, 2x42yy4222"=0,

kust saame avaldada ¥’ ja 2’ samal kujul. mis eespool.
N 3.4.7. Naidata, et vorrandisiisteem

{u—i—v—
uWvi=x-4y
madrab punkti Po=(2, 0, 1, —1) {imbruses iihesed pidevad funkisioonid u=
=u(x,y) ja v=v(x,y), millel on selle punkti {imbruses olemas pidevad osa-
tuletised. Leida need osatuletised.

Lahendus. Kontrollime teoreemi T 34.4 tingimuste 1°—3° tédidetust.
Funktsioonid F=wu4v—y ja G=u’4v?’—x—y ning nende osatuletised

Fu=1, Fo=1, Gu=2u ja G,=2v on pidevad punkti Py limbruses. Seega tin-
gimus 1° on tdidetud. Et F(Pg)=0 ja G(Py)=0 ning jakobiaan

Fu Fo 1 1
G, Gy 2u 2v

punktis P, annab J(P;)=--45£0, siis on tididetud ka filejidnud tingimused 2%
ja 3°. Seega teoreemi T 3.4.4 pdhjal antud siisteem mé&idrab punkti Pp imbruses
thesed pidevad funkisioonid u=u(x,y) ja v=v(x,y).

Et pidevad on ka osatuletised Fx=0 ja Fy=—1 ning Gi=—1 ja Gy=

=—1, siis funktsioonidel u=u(x,y) ja v=v(x,y) on teoreemi T 344 pohjal

olemas pidevad osatuletised.

Osatuletiste leidmiscks diferentseerime antud siisteemi vorrandeid x ja &
jargi, lugedes u ja v nende funktsioonideks, siis saame siisteemid

Ux+0:=0 { uy+vy=1
2uux+2vv,=1, 2uny+42vv, =1,

=2(v—u)

Saadud siisteemidel on d{ihine determinant J=2(v—u), mis oli eespool.
Et J(Poy) =—4 on nullist erinev ja funktsioonide F ja G osatuletised on pide-
vad, siis punkii P, teatavas iimbruses on ka veel J#0 ja seega punkti P, selles
iimbruses on saadud siisteemid lahenduvad. Lahendades, saame

1 1 1 —2v 1 —2u
sy Ug=—r——, Uy=—

2(v—u) 2(v—u)

U= ’

So—a) ' ' So—n)
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Ulesanded

Kas jargmised vorrandid miédravad antud punkti P, fimbruses
pideva {ihese funktsiooni y=y(x)? Kas sel funktsioonil y on ole-
mas pidev tuletis selle punkti P, iimbruses? Tuletise olemasolu
korral leida see tuletis (vt. ndited N 3.4.1 ja N 3.4.2).

540. x34-1® — 3xy=0, Py=(3/2, 3/2)
541. xe¥4In (x+y+1)==0, Py=1(0,0)
542. xt— 22— 242y —1=0, Py=(0,1)
543. yix1B4-sin y=0, Py=1(0, 0)

Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide y=y(x) tuletised
y' ja y” (vt. ndide N 3.4.3).

544. y-+sin y+ex=0 546. y>+2xy —2=0
545. x-y— 3 547. 14In (x244?) =2 arctan—%—

Kas jargmised vorrandid méddravad antud punkti P, iimbruses
pideva iithese funktsiooni z==z(x, y)? Kas sel funktsioonil on ole-
mas pidevad osatuletised 2, ja z, selle punkti P, iimbruses? Osa-
tuletiste olemasolu korral leida need osatuletised.

548. x4 y2+224-2xz=1, Py= (1, 1, —1)
549. x2-tysinz=0, Py=(1,0,1)
550. 22(x+y?)*#+-arctan 2=0, Py=(—1, —1, 0)

Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide z=2(x, y) osatule-
tised 2, ja zy (vi. ndide N 3.4.4).

551. x+y+2z24sinz=0 553. cos?xt-cos?y+tcostz=]
552. l4-xyz=exyz 554. ZZ(x-+z2)=xy

Leida jargmiste ilmutamata funktsioonide z=z(x,y) teist
jarku osatuletised 2xx, 2yy ja 2xy (vi. ndide N 3.4.5).

555. x24-12+422=2 557. ex¥-Lxyz+1=0

556. x24-y2422=2z

558. Leida vorrandiga z2=x2424%2+322-}-xy — 9 antud ilmutamata
funktsiooni z==z(x,y) teine tdisdiferentsiaal d2z punktis
Po= (1, —2, 1).

559. Leida vorrandiga x — yz+er=0 antud ilmutamata funkt-
siooni z=2z(x,y) teine tdisdiferentsiaal d2z punktis Py=
=(1,2,0).

560. Leida vorrandiga e*4ev=e? antud ilmutamata funktsiooni
z=2z(x, y) kolmandat jarku osatuletised. |

561. Leida vorrandiga u?+42xy-+22—2xyz+4=0 antud ilmuta-
mata funktsiooni u=u(x, y, z) osatuletised u., u, ja u..

Niidata, et jargmised siisteemid méddravad antud punkti P
{imbruses iihesed pidevad funktsioonid y=y(x) ja z==2z(x), mil-
lel on olemas selle punkti P, iimbruses pidevad tuletised. Leida
need tuletised (vt. ndide N 3.4.6).
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562. {sz—y_z=o
f g 1—o P=(1.0.2)
563. —x2
{y +z Py= (0, 0,0)
&Y —ei=—x
b64. {yz=sinx
Y2 — 22=2cos x Po=(w/2,1,1)

Leida jargmiste siisteemidega antud funktsioonide y=y(x)
ja 2=2z(x) tuletised ¥’ ja y” ning 2’ ja 2".
565. {y—}—z=x
y+E=x*
566. {x+y+z=0
x24-y2422=4
Nédidata, et jargmised siisteemid middravad antud punkti Pe
iimbruses iihesed pidevad funktsioonid u=u(x,y) ja v=v(x, y).

millel on olemas selle punkti P, {imbruses pidevad osatuletised.
Leida need osatuletised (vt. ndide N 3.4.7).

567. {u+v=yz B
eu_evzx_l PO—-—-(], 0, O, 0)
568. {uvzl B
u/v=2sin (x4y) Po= (n/4, n/4, 1, 1)

569. Leida siisteemiga
{xu+yv=4
yu —ov=>_0
médratud funktsioonide u=u(x,y) ja v=v(x,y) tdisdife-
rentsiaalid du ja dv.

Leida jargmiste siisteemidega antud funktsioonide u=u(x, y}
ja v=u(x,y) esimest ja teist jarku osatuletised.

570. { utv=xy

U — v2=0
571. {xu + yv=4
yu—ov=0_0

572. Niidata teoreemi T 3.4.4 pohjal, et kui

1° siisteemis
{x=x(u, )

y=y(u,v)
funktsioonid ja nende osatuletised on pidevad punkti
(10, vp) Umbruses,
2° xo=ux(uo, Vo), Yo=1y (U, Vy),
3° punktis (i, vg) on jakobiaan

J— [T %] g,
Yu Yo
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siis see siisteem madédrab punkti (xo, yo) teatavas iimbruses
pidevad iihesed funktsioonid

{ u=u(x,y)
v=u(X,Y),
kusjuures up=u(xo, Yo) ja vo=u(xo, o), ja et nendel funkt-

sioonidel on punkti (xo, o) teatavas timbruses olemas pide-
vad osatuletised.

573. Naidata teoreemi T 3.4.4 pohjal, et kui
1° siisteemis

{ u=u(x, y)
v=uv(x, Y)
funktsioonid ja nende osatuletised on pidevad punkti (x, #o)

limbruses,
2° u0=u(xo, yo), Uo_—“U(xo, yO),
3° punktis (x, yo) on jakobiaan

Uy Uy
J=

4, 0, #0,

siis see siisteern maédrab punkti (i, vy) teatavas {imbruses
pidevad iihesed funktsioonid

{ x=x(u, v)
y=y(u,v),
kusjuures xp=x(t, Vo), Yo=1y (4o, Vo), ja et nendel funkt-
sioonidel on punkti (u, ve) teatavas {imbruses olemas pide-
vad osatuletised. ,
Kas jargmised funktsioonid on soltumatud piirkonnas
D={(x,y,2): x>0, y=>0, 2>0}?
574. u=x+y, v=12+22 w=x3423
575. u=x+4y+z, v=x2+1P+z2 w=xy+yz-+zx
Leida jargmiste pindade puutujatasandid ja normaalid antud
punktis Pj.
576. x>+y?4-22=3, Po= (1, 1, 1)

’ . x2 y2 22_ .
571. S+5tg=1 Po=(1, 2, 3)

578. xy —z+er=3, Py=(2, 1, 0)
579. x3+LpP4-24xyz=06, Py=(—1, 1, 2)

§ 3.5. PARAMEETRILISEL KUJUL ANTUD MITME
MUUTUJA FUNKTSIOONIDE DIFERENTSEERIMINE

Olgu kahe muutuja x ja y funktsioon z antud parameetrilisel
kujul
x=x(u,v), y=y(u,v), z=2z(u,v), (56)
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s.0. kujul, kus argumentide x ja y ning funktsiooni z vidrtused
maiiratakse vorranditega (56) kahe parameetri « ja v abil.

Funktsiooni (56) osatuletised z. ja 2, leitakse jargmiste mee-
todite M 3.5.1 ja M 3.5.2 abil.

M 3.5.1. (Osatuletiste meetod). Olgu funktsioonidel (56} ole-
mas pidevad osatuletised vaadeldavas piirkonnas ning selles
piirkonnas olgu jakobiaan

J— D(x,y) _ | %u %o
D(u, v) Yu Yo
Siis otsitavad osatuletised z, ja z, avalduvad kujul
{ Zr=2yulyx+2,Vx
2y==2yly—+2,Vy,
kus tundmatud osatuletised u, ja v, avaldatakse siisteemist

0. (57)

(58)

1'=xuux+xvvy
59
{0=yuux-+yvvx (9
ning osatuletised «, ja vy, siisteemist
0=x'uuy+xvvy
- 60
Uim e o

Siisteemid (59) ja (60) saame siisteemi (56) kahe esimese
vorrandi diferentseerimisel vastavalt x ja y jdrgi. Siisteemid
(b9) ja (60) on alati lahenduvad, sest siisteemide determi-
nandiks on nullist erinev jakobiaan (57) (vi. ndide N 3.5.1).

Osatuletiste meetod pohineb asjaolul, et antud eeldustel siis-
teemi (56) kaks esimest vorrandit mairavad teoreemi T 3.4.4
pohjal ilmutamata funktsioonid u=u(x,y) ja v=v(x,y) (vi.
iilesanne 572), mille tottu muutujat z saab vaadelda liitfunkt-
sioonina x ja y suhtes vahepealsete muufujate u ja v kaudu,
s.0. z=2z(u,v), kus u=u(x,y) ja v=v(x,y). Vordused (58)
kujutavadki siis teoreemi T 3.1.4 pohjal selle liitfunktsiooni osa-
tuletiste leidmise eeskirja.

M 3.5.2. (Diferentsiaalide meetod). Olgu (nagu meetodi
M 35.1 korralgi) funktsioonidel (56) olemas pidevad osatule-
tised vaadeldavas piirkonnas ja kehtigu selles piirkonnas tingi-
mus (57).

Osatuletiste 2z, ja z, saamiseks leiame funktsioonide (56) téis-
diferentsiaalid

de:xu du-x, dv

dy=y. duty, dv (61)
ldz:zu du-tz, do.

Tingimuse (57) tottu saame kahest esimesest vérrandist aval-

dada du ja dv ning, paigutades need siisteemi (61) viimasesse
vorrandisse, saame avaldada funktsiooni z tdisdiferentsiaali dz
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tema argumentide diferentsiaalide dx ja dy kaudu kujul dz=
=adx+bdy, millega on leitud ka osatuletised z.=a ja z,=b
parameetrilisel kujul (vt. ndide N 3.5.2).

Funktsiooni (56) teist jarku osatuletiste zy., 2yy ja 2xy leid-
miseks leiame koigepealt parameetrilisel kujul tema esimesed
.osatuletised

Zx=2x(u,v), 2y==zy(u,v).

Seejirel koostame siisteemid

x=x(u,v), y=y(u,v), z2y=2.(4,v) (62)
ja
x=x(u,v), y=y(u,v), zy,=2z4(u,v). (63)
Neid siisteeme (62) ja (63) vaatleme kui siisteeme, mis esi-
tavad funktsioone z. ja 2z, parameetrilisel kujul. Leides nende
funktsioonide 2z, ja z, osatuletised meetodi M 3.5.1 voi M 3.5.2
abil, saamegi teist jarku osatuletised zxx, zyy ja 2.y parameet-
rilisel kujul (vt. ndide N 3.5.3).
Analoogiliselt leitakse funktsiooni z veel korgemat jarku osa-
tuletised (vt. ndide N 3.5.4).
Peab silmas pidama, et konkreetsete {ilesannete lahendami-
- sel peale meetodite M 3.5.1 ja M 3.5.2 on mdnikord voimalik
kasutada osatuletiste lecidmiseks ka teatavaid spetsiifilisi vot-
teid (vt. naide N 3.5.1).

Niited

N 3.5.1. Leida parameetrilisel kujul antud funktsiooni
x=u’4v? y=u®—0? z=4uv
osatuletised z, ja z, osatuletiste meetodi M 3.5.1 abil.

Lahendus. Eeldused meetodi M 3.5.1 kasutamiseks on tdidetud. Antud
funktsioonide osatuletised on pidevad ja punktides, kus uv=20, on J=-—8uv+#0.
Moodustame siisteemi (58), saame

x =4qu—[—4u0;,¢
Zy =4Uuy+4u0y.

Selles siisteemis olevate osatuletiste u, ja v, ning u, ja v, leidmiseks moo-
dustame siisteemnid (59) ja (60), saame

{ 1 =2uux + QUUx { 0=2uu‘y + 200];

0=2uu, — 2uv, 1=2uuy — 2vuy,

1millest
{ 1 1 1

by=—", Ug=—=, Uy=——, Uy=———

4u 4y 4v

Paigutades leitud osatuletised esimesse siisteemi, saame vastuseks

1 1 v u
2y=40— 44t —=—+4 —
4u v

4v u
1 1 v u
2y=40— — 4 ——=———,
4y 4y 7} v
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Sellega on vajalikud osatuletised leitud parameetrilisel kujul. Arvestades
lihtevorrandeid, voime need osatuletised esitada ka kujul

ze=4x/2, zy=—4y/z.

Antud iilesande korral on voimalik osatuletisi ux, uy, vx ja vy ka jirgmise
erivottega saada. Liites esimese ja leise vorrandi, saame x-4-y=2u2 Diferent-
seerides viimast vordust x jargi, saame 1=4uu,, kust ux=1/(44). Analoogilisel
viisil voib leida ka illejadnud margitud osatuletised.

N 3.5.2. Leida parameetrilisel kujul antud funktsiooni
x=ultv?, y=u?—v? z=4uv

osatuletised 2. ja 2z, diferentsiaalide meetodi M 3.5.2 abil.

ILLahendus. Eelmise niite N 3.5.1 jirgi on eeldused meetodi M 3.5.2
kasutamiseks tdidetud punktides, kus uv=0.
Moodustame siisteemi (61), saame

J dx=2u du + 2v dv
dy=2u du — 2v dv
dz==4v du 4 4u dv.

Siisteemi kahest esimesest vorrandist avaldame

dx-}-dy q dx — dy

]

4u 4v
Paigutades need diferentsiaalid siisteemi kolmandasse vorrandisse, saame
uv uv

kus dx ja dy kordajad ongi otsitud osatuletised

v*4u?  4x v?— y? 4y
zx= — ’ zy= —
uy 2 uv 2

N 3.5.3. Leida parameetrilisel kujul antud funktsiooni
x=ultv?, y=u?—rv?, z=4uv

teist jarku osatuletised zxx, 2Zyy ja 2xy.

Lahendus. Selle funktsiooni esimest jirku osatuletised parameetrilisel
kujul ndite N 3.5.1 jargi on

u v u
Zem—t—,  Zy=———
v ou u v
Koostame sfisteemi
v u
x=u*tv?, y=ul—0? Zx=—-F—.
U v

Vaatleme seda siisteemi kui siisteemi, mis médrab funktsiooni z. parameetrilisel
kujul ja leiame tema osatuletised zxx ja 2., néiteks diferentsiaalide meetodi
M 3.5.2 abil, saame

dx=2u du + 2v dv
dy=2u du — 2v dv

1 v u 1
dzz= ( ————2—) du+ (—-——2-—1——) do.
v

U u
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Siisteemi kahest esimesest vorrandist avaldame
1 1
du=— (dx+dy), dv=— (dx—dy)
qu 4v

ja paigutame need siisteemi kolmandasse vGrrandisse, saame

—— — x ’
* 413y T 4utpd d
kust
e (42— v?%)? _ 1642 o ut— vt _lﬁxy
e dutd 2 T ogutd 2

Osatuletise z,, saamiseks toimime analoogiliselt. Koostame siisteemi

v u
x=uld-v?, y=ul—0v? zZH=—-——
u v

ja leiame niiteks diferentsiaalide meetodi M 3.5.2 abil selle kui parameetrilisel
kujul antud funktsiooni 2, osatuletise zy,, saame

(u?+40v%)? 16x2
Zyy==——————— =
vy 4usy® 23

N 3.5.4. Leida parameetrilisel kujul antud funktsiooni

x=u240v?, y=u?—10? z=4uv
osatuletis zxyz.
Lahendus. Vaatleme nidites N 3.5.3 leitud selle funktsiooni osatuletist:
2xy kui jargmist parameetrilisel kujul antud funktsiooni

4__ 4
x=u2+v2, y=u2_v2’ ny___ u U _ u _'- 4] .
4ydvd 43 4B

Leiame meetodi M 3.5.1 vdi M 3.5.2 abil selle funkisiooni zxy osatuletise Zxye,.
saarme

utv?4-3v8 — 3ub — u?ot (12 — v?) (4u%0? — 3(uH-0%)?)
2 = — — =
v 16uv5 1648v3
16y (22 — 12x?)
= > .
Ulesanded

Leida jargmiste parameetrilisel kujul antud funktsioonide
osatuletised z, ja 2, osatuletiste meetodi M 3.5.1 abil (vt. ndide
N 3.5.1).

580. x=u-+tv, y=u—Uuv, Z=uv
581. x=u+tv, y=u—uv, 2=1202
582. x—ucosv, y=usinv, 2z=8v
583. x==sin u-}cosv, y==cosu—sinov, z=sin(u —v)
Leida jargmiste parameetrilisel kujul antud funktsioonide

osatuletised z, ja 2z, diferentsiaalide meetodi M 3.5.2 abil (vi.
niide N 3.5.2).

584. x=u+tv, y=u—v, 2=2uv
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585. x=cos ucosv, y=cosusinv, z=sinu
586. x=u2}-12, y=u?— v?, z=4u’

587. x=ucosv, y=usinvy, 2=u?

588. x—=u--v, y=uz-}v?, z=udtov?

Leida jargmiste parameetrilisel kujul antud funktsioonide
teist jarku osatuletised 2xx, 2yy ja 2Zxy (vt. ndide N 3.5.3).
589, x=ucosv, y=usinv, 2z=28v
590. x=ucosv, y=usinv, z=u?
591. x= (u2+v?) /4, y= (> —v?) /4, z2=uv

Leida jdrgmiste parameetrilisel kujul antud funktsioonide
mirgitud osatuletised (vt. ndide N 3.5.4).
592. x=—ucosv, y=usinv, 2=8v; Zyxx==?
593. x=ucosv, y=usinv, z=u2, Zyy=="
594, x= (12+v2) /4, y= (¥ — v?) /4, 2=UV; Zyxx="?
Leida jargmiste pindade puutujatasand ja normaal antud
punktis Py.
595. x=ucosv, y=usinv, 2= (2— 1?2, Py=(—1,0, 1)
596. x=u+v, y=u—v, 2=4uv, Py=(3, 1, 8)
597. x=u-tv, y=ut+4v?, z=ud+40%, Py=(2, 2, 2).



IV. MUUTUJATE VAHETUS DIFERENTSIAAL-
AVALDISTES JA EKSTREEMUMID

§ 4.1. MUUTUJATE VAHETUS TULETISTEGA AVALDISTES

Vaatame muutujate vahetust avaldises
W=F(x, 4,9, 4.,-..) (1)

mis sisaldab séltumatut muutujat x, funktsiooni y=y(x) ja tema
tuletisi y', y7 ,
4.1.1. Soltumatu muutuja asendamine. Olgu asendus antud
ilmutatud kujul
x=ux(t), (2)
kus ¢ on uus soltumatu muutuja.

Asendus (2) muudab funktsmom y muutuja ¢ funktsmomks ja
avaldlses (1) tuleb tuletised g/, y7 , ... avaldada uute tuletiste

Y., ¥}, ... kaudu. Selleks saame kasutada parameetrilisel kujul

antud iithe muutuja funktsiooni diferentseerimise eeskirja (vt.
MAP I, § 3.5), sest muutuja vahetuse (2) tottu on meil sisuliselt
funktsioon y antud parameetrilisel kujul x=x(¢), y=y(?).
Saame -

’ y; 3)
yx=—x—f (3)
o W o WM Yu Y% )
y” J ) = xl x: x;g xft;; ( )
=yl ©)
i

Avaldistes (3), (4), (5) asendame veel tuletised x‘; x’{t, , lei-
des need asendusest (2). Sellega on tuletised ¥, y7 , ... aval-

datud uute tuletiste g/, 47, ... kaudu.
Asendades niiiid avaldises (1) suurused x, y7, y7, ... nende

uute avaldistega, saame
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W=Fi(t, 4 ¥)» Yy;» -+ )

ﬁillega) oleme soltumatu muutuja asendanud uuega (vt. nédide
4.1.1).

Kui asendus (2) on antud ilmutamata kujul
G (¢, x) =0, (6)
siis tuletised x‘;, x’t’t, ... vboime leida ilmutamata funktsiooni dife-
rentseerimise eeskirja M 3.4.1 pdhjal (vi. ndide N 4.1.2).
Kui asendus (2) on antud kujul f=¢(x), siis seda asendust
voime ka vaadelda kui asendust ilmutamata kujul (6) voi kasu-

tada tuletiste x%, x7, ... saamiseks poordiunktsiooni tuletise leid-

mise eeskirja (vt. MAP [, T 3.1.4).

4.1.2. Muutujate osade vahetus. Selleks, et avaldises (1) vahe-
tada muutujate x ja y osad, s.o0. votta y soltumatuks muutujaks ja
x tema funktsiooniks, kasutatakse valemeid

1 x” xﬂ.f 3x”2
_ Y = vy e _wwy ., "Tw 7)
X x’ ’ xX x’3 ? xxx_ x’i o x,5 L
) Y Yy , Y

Valemite (7) saamiseks tuleb vaadeldav juhtum taandada juh-
tumile 4.1.1, vottes asenduseks (2) funktsiooni y==y(x) poord-
funktsiooni x==x(y), kus y on uus soltumatu muutuja; siis vale-
mites (3), (4), (5) on t=y, ¥,=y, =1, yi,=v,,=0 ..., mille
tottu need valemid omandavad kuju (7).

Asendades avaldises (1) tuletised 4, y7 , ... nende uute aval-

distega (7), saame
W=F2(y, X, JC;, x’;y, .o .),

kus y on juba soltumatu muutuja, x=x(y) on funktsioon ja
nx;, x’y’y, ... on tema tuletised (vt. ndide N 4.1.3).

4.1.3. Mélema muutuja vahetus. Olgu asendus antud kujul

x=x(t,u), y=y(i u), . (8)

kus # on uus soltumatu muutuja ja u==u(f) on uus funktsioon.
Vaadeldaval juhul, kasutades asendust (8), avaldame tuletised

Yoo Yl e uute tuletiste «/, 4}, ... kaudu valemi (3) abil ana-

loogiliselt nagu juhul 4.1.1, saame
; y; (8) yf+yuu;;.

g , (9)
x; xt+xuut
(v.)]
V=) == (10)

t
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(¥7.):
7 v oyr ® xx 1 -
gy =y ). =—=... (11)

X

~ Valemi (9) kasutamisel on oluline tdhele panna, et y: ja yu
ning x; ja x, on osatuletised, mis leitakse asendusest (8). Valemis
(9) voib tuletised y; ja x] leida ka ilmutamata funktsiooni. dife-

rentseerimise eeskirja pohjal vorrandite (8) diferentseerimise teel
{ jargi, lugedes, et u==u(¢), s.t. u on ¢ funktsioon.
Valemis (10) tuletise (y )} leidmisel kasutame juba saadud

valmis avaldist y/ jaoks. Valemis (11) analoogiliselt kasutame
juba saadud valmis avaldist y”  jaoks, jne.

Asendades avaldises (1) suurused x, y, ¥, y”_, ... nende uute
avaldistega, saame |
| W=Fs(t, u, &, u}, ...)
(vt. ndide N 4.1.4).
Kui asendus (8) on antud ilmutamata kujul
G(t, u, x, y)=0, H(t, u, x, y)=0, (12)

siis suurused x ja y ning nende osatuletised muutujate ¢ ja u
jargi valemites (9), (10), (11) leiame asendusest (12) ilmutamata
funktsiooni diferentseerimise eeskirja jargi (vt. teoreem T 3.4.4 ja
meetod M 3.4.3). )

4.1.4. Funktsiooni vahetus. Olgu asendus antud kujul

y=y(x, u), (13)
kus u==u(x) on uus funktsioon.

Vaadeldaval jultul tuletiste y;, y;x, ... avaldamiseks uute
tuletiste «’, «7 , ... kaudu diferentseerime asendust (13) muu-
tuja x jargi, vottes u=u(x), s.t. u on muutuja x funktsioon,
saame

Y. =y Ty, W, . (14)
144 S 4 (14)
y' =), =... (15)
17 14 4 (15)

Paneme tihele, et y. ja y. valemis (14) on osatul-etised. Vale-
mis (15) kasutame juba saadud valmis avaldist y/, jaoks. Valemis

(16) analoogiliselt kasutame juba saadud valmis avaldist y7_

jaoks, jne.
Asendust (12) voib vaadelda ka kui jargmist erijuhtu asendu-
sest (8): x=x, y=y(x, u). Seepirast voime valemite (14), (19),
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(16) saamiseks kasutada valemeid (9), (10), (11), vottes t=ux,
siis x’x =1, x,=0, ... ja me saame sama tulemuse.

Asendades avaldises (1) suurused Yy, y;, x’x, ... nende uute
avaldistega, saame | .
W=F,(x, u, u;, w ,...)
(vi. ndide N 4.1.5).

Naited
N 4.1.1. Asendada avaldises
We=(1—x)y" —xy +y

muutuja x uue muutujaga ¢ asenduse x=sin ¢ abil.
Lahendus. Tegemist on juhtumiga 4.1.1. Tuletised y; ja y’;x tuleb

avaldada uute tuletiste y’1t ja y’t’t kaudu valemite (3) ja (4) pdhjal. Selleks

leiame kodigepealt antud asendusest tuletised x,=cost ja x” =-—sint Niiiid
valemite (3) ja (4) pbdhjal saame
v, ¥y (—sint)
— "o _
x cost’ Y ax cos?!? cos® ¢

Asendades avaldises W suurused x, y ja y’;x nende uute avaldistega,
X
saame vastuseks

v, ,(—sint) v,
W= (1—sin2#) —_ —sint =y’ J4y.
( ) [ cos? ¢ cos® ¢t ] S cost Tty Y Y
N 4.1.2. Vahetada avaldises
xt x3(3—21Inx)
W= ” 1
(1 —Inx)? Yox T (1 —Inx)® .+

muutuja x uue muutujaga ¢ asenduse In x=ux! abil.
Lahendus. Tegemist on juhtumiga 4.1.1, kus asendus on antud ilmu-
tamata kujul (6). Valemite (3) ja (4) kasutamiseks leiame kdigepealt tuletised

x’t ja x”” antud asendusest In x=ux¢ ilmutamata funkisiooni diferentseerimise

eeskirja pohjal. Selleks diferentseerime asendust kaks korda muutuja ¢ jirgi,
saame
—_— ! 7o 2 2 7
x'i/x—xtt+x, (xx” xt)/x x’” +247,

kust
X, =x2/(1—1tx), x7 =x*@3—2tx)/(1—tx)*
Valemite (3) ja (4) pohjal saame niiiid
Y, =(1—t)y /&% y =(1—t)% [x*— (3—2tx)y [
Asendades avaldises W tuletised y’ac ja y’;-x nende uute avaldistega, saame
vastuseks W=y’:’: +1.

N 4.1.3. Vahetada vorrandis
yo — (x—ev)y’P=0

x

muutujate osad, vottes y sdltumatuks muutujaks ja x tema funktsiooniks,
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Lahendus. Tegemist on juhtumiga 4.1.2. Seega antud vdrrandis tuleb
tuletised y’x ja y’;x asendada avaldistega (7), saame

x”

vy ' 1
——— (x—e¥) —=0
x'3 x"3
v v
ehk
¥ tx=ev,
vy

N 4.1.4. Vahetada avaldises
W=(1+x%)%" —y

soltumatu muutuja x uue soltumatu muutujaga ¢ ja funktsioon y- uue funkt-
siooniga u asenduse x==tant, y=u/cost abil.

Lahendus. Tegemist on juhtumiga 4.1.3. Seepirast kasutame valemeid
(9) ja (10), mis annavad

y; =u sin i-j—u’tcos 4
u cos t4u” cost—u’ sint)4sinfu’
’” i t ¢ 7" 3¢
= = (U~+U COS° I,

Asendades avaldises W suurused x, y ja y” ~mnende uute avaldistega,

saame vastuseks W:u’t’ , /cos t.

N 4.1.5. Vahetada vorrandis y” — 2¢y’+4y=0 funktsioon y=y(x) uue funkt-
siooniga u=u(x) asenduse y=ue* abil. i :
Lahendus. Tegemist on juhtumiga 4.14, Seepidrast kasutame valemeid
(14) ja (15), mille pohjal '
y’x=e’°(u+u’x)
y, =) =le*(ute )V =e=(u”_+2u’ +u).
Asendades vorrandis suurused y, y’ ja y” nende uute avaldistega, saame
vastuseks u’; =0,

x

Ulesanded

Vahetada jargmistes vorrandites soltumatu muutuja x uue sl-
tumatu muutujaga ¢ antud asenduste abil (vt. niited N 4.1.1 ja
N 4.1.2).

598. (1 —®)y" — xy’+y=0, x=cost

599. x2y"+3xy'4+-y=0, x=¢!

600. x2y"+2xy’ 4+ x2y=0, x==1/¢

601. (14+x2)2y"+2x(14+x*)y'+y=0, x=tant
602, 23y 4+2:2y" — xy’+y=0, x=et

603. xy” —y'+xy=0, 2=4¢

604. x%y"+2xy’'=2, 2tx=sin(tx)

605. (1 —Inx)y"+4x3(3—2Inx)y =0, tx=Inx
606. vy —3y"+2y+e>y=0, x=Int

Vahetada jargmistes vorrandites muutujate osad, vottes y sol-
tumatuks muutujaks ja x tema funkisiooniks (vt. ndide N 4.1.3).

607. v —1/(xy)=0
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608. v +2y2=0
609. xy +y3=y
610. vy’ — 3y”2=0
61 1_ yfy/l/ - 3y”-2=x

Vahetada jargmistes avaldistes soltumatu muutuja‘x uue sol-
tumatu muutujaga ¢ ja funktsioon y uue funktsiooniga u antud
asenduste abil (vt. ndide N 4.1.4).

612. y'+ (x+y) (1+y)>=0, x=u+t, y=u—1
613. (14x2)2y”"=y; x=tant, y=ujcost

614. vy — ¥y "+xy —y=0; tx=1, ly=u

615. y' = (x+y)/(x—y), x=ucost, y=usint
616. (1 —x2)y"+y=0; x=tht, y=u/cht

617. y'= J x— ] Y

U=
» x__2

x—1)>(x—2)% t=ln |7
Vahetada jargmistes avaldistes funktsioon y uue funktsiooniga
u antud asenduste abil (vt. ndide N 4.1.5).

618. y”’ — 2y cot x+2y cot2x=0, y=usinx

619. y'~+2xy + (x*+1)y=0, y=—uexp(—x?)

620. yy”’ — y?yi=0, y=eur*

621. vy’ — 3y "+3y' —y=0, y=ue*

622. Teisendada polaarkoordinaatidesse x=rcos@, y=r sing
avaldis

__*tuy
xy'—y
623. Teisendada vorrandisiisteem
¥=y4x(2+y?), y=—x+ty(@+y),
kus x=x(t), y=yl(t), polaarkoordinaatidesse x==rcosg,

y=r sineg.
624. Teisendada tasandilise joone y==y(x) koveruse avaldis
(4
k= yl,
(142

polaarkoordinaatidesse x=rcosg, y==r sin @.

§ 4.2. MUUTUJATE VAHETUS OSATULETISTEGA

AVALDISTES
Vaatame muutujate vahetust avaldises
W=F(x, 4y, ..., U, Ug, Uy, ..., Uxx, Uxy, e ) (17)
mis sisaldab soltumatuid muutujaid x, y, ..., funktsiooni u:—;
=u(x, y, ...) ja tema osatuletisi wux, Uy, - - -5 Uxx, Uxys -+ -
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4.2.1. Soltumatute muutujate vahetus. Olgu asendus antud

kujul
Ix:JC(s, t’ " ')
y=y(s, t,...) 1o

b l ooooooooo £y

kus s, £, ... on uued soltumatud muutujad.

Asendus (18) muudab funktsiooni # muutujate s, ¢, ... funki-
siooniks ja avaldises (17) tuleb osatuletised ux, uy, ..., Uxx, Uy, ...
avaldada uute osatuletiste us, uy, ..., U, sy, ... kaudu. Selleks

avaldame koigepealt uued osatuletised vanade kaudu, kasutades
liitfunktsiooni diferentseerimise eeskirja (vt. teoreemi T 3.1.4),

saame -
Jus= Uxxs"l_uyys—]_ -
lut=uxxt-|-uyyt—l— I (19)
kus osatuletised s, ¢, ... jirgi, s.o. osatuletised xs, X, ¥s, Y1, - .-,

leiame siisteemist (18). Seejarel lahendame siisteemi (19) vanade
osatuletiste suhtes. Saame

J uy=Aus-+-Bus+ . ..
ty=Cus+Du;+ ... : (20}

| ,

kus kordajad A, B, ... sisaldavad funktsioonide (18) osatuletisi.
Teist jarku vanade osatuletiste avaldamiseks uute osatuletiste
kaudu kasutame valemeid (20). Vottes seal funktsiooni u asemele
funktsioonid u,, uy, ..., saame
(20) ‘
U= (Ux)x=A (1) s+ B(uz) s+ - ..
' , T (20) ' '
{ Uxy=—= (ux)y=c(ua)s+D(ux)t+ < (21)

U= (1) y = C (1) D (1) o+ . ..

. . a & s &+ = 4 2+ ® a2 8 8 & & & = = = » s y

L

kus osatuletiste leidmisel s, /, ... jiargi kasutame juba saadud val-
mis avaldisi (20) osatuletiste uy, u,, ... jaoks.

Analoogiliselt avaldame veel korgemat jarku vanad osatuleti-
sed uute osatuletiste kaudu:

f uxxxz (umc):\g)/q (uxx)s+B (uxx) i+ e
} thaey= (1) y = C () D (hee) it - (22)
Uxyx= (uxy)x@:mA (thxy)s+B (Uay) L. .-
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kus osatuletiste leidmisel s, ¢, ... jargi kasutame juba saadud val-
mis avaldisi (21) osatuletiste uyx, tixy, ... jaoks.

Asendades niiiid avaldises (17) muutujad x, y, ... ja osatule-
tised nende uute avaldistega, saame
WZF’.(S’ t: RS | ua uSy ut; LR uSSy uSt: ---),

millega s6ltumatud muutujad on uutega asendatud (vt. ndide
N 4.2.1).

Kui asendus on antud kujul

Js=s(x, Y, ...)
f=1t(x,y4,...) (23)

siis vaatleme funktsiooni u=u(x, y, ...) kui liitfunktsiooni muu-
tujate x, y, ... suhtes vahepealsete muutujate s, £, ... kaudu, mis-
tottu kohe saame asendamiseks vanad osafuletised, avaldatuna
uute osatuletiste kaudu (vt. teoreem T 3.1.4):

Jux:— ussx+uttx+ v e s
Uy=UsSy+t:ly+ ... (24)

| e |

kus osatuletised sx, sy, tx, £y, ... leiame siisteemist (23).
Teist jarku vanad osatuletised avaldame samal viisil nagu
iilalpool, asendades valemites (24) funktsiooni « juba saadud val-

mis avaldistega u,, uy, ..., jaoks, saame
(24)
Uxx=— (ux)x= (ux) ssx_‘|— (ux)ttx,‘]_ ‘o
(24)
Ugy= (Ux)y= (Ux)sSy+ (Ux) tly+ . .. (25)

----------------------- y

kus osatuletised sy, Sy, tx, ty, ... leiame siisteemist (23) (vt. ndide
N 4.2.2).
Analoogiliselt avaldame veel korgemad osatuletised:
o, (28
Ugxx=— (uxx)x= (uxx)ssx"— (uxx) that ...
(24)
Uxy= (Uxx)y= (Uxx) sSy~+ (Uax) sty + - .. (26)
(24)

Uz == (Uxy) x= (Hxy) sSx+ (Uxy) elx+ . ..

------------------------

Kui asendus (18) voi (23) on antud ilmutamata kujul

IG(S, t, ..., x4, ...)=0
H(s, ¢t ..., x4, ...)=0 (27)

| T |
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siis osatuletised x,, xi, ys, 41, ... valemites (19) voi osatuletised
Sx, Sy bxs ty, ... valemites (24) leiame siisteemist (27) ilmutamata
funktsiooni diferentseerimise reegli jargi (vt. § 3.4, M 3.4.3).

4.2.2. Uldine muutujate vahetus. Olgu asendus antud kujul

x=x(s, &, ..., )

y=y(s, t,...,ZU) (28)
u=u(s, t,..., w),
kus s, ¢, ... on uued sdltumatud muutujad ja w=w(s, ¢, ...) on

uus funktsioon.

Vaadeldaval juhul avaldame algul uued osatuletised vanade
kaudu liitfunkisiooni diferentseerimise eeskirja pohjal, nagu siis-
teemis (19) juhtumil 4.2.1, arvestades, et niiiid siisteemis (28) on
w=w(s, {, ...), saame

Jus—l—uwwszuxa G ub+ ... »
U+ Uy =u.m-tun+. .. (29)

| ,

kus

=X+ XuWs, b=ys+ypws, ...

m=x;+x,W;, n=Yi+YuW, ...
ja osatuletised xs, X1, Xuw, Us, Y, Yw, Us, Uz, Uy, ... leiame asendu-
sest (28).

Edasi lahendame siisteemi (29) vanade osatuletiste u,, u,, ...
suhtes, saame

Jux= A (ustupws) + B (i upw)) 4 . ..
ty=M (Us+twws) +N (u+upws) + . . . (30)

|7 e e - ,

kus kordajad A, B, M, N, ... ei sisalda funktsiooni u osatuletisi.
Sellega oleme avaldanud esimest jirku osatuletised uute kaudu.

Teist jarku osatuletiste uyx, tyy, ... avaldamiseks uute kaudu
asendame siisteemis (28) viimase vorduse juba saadud avaldisega
osatuletise u, jaoks, s.o. ldhtume siisteemist

rx=x(s, L ..., W)

) y=y(s, t, ..., w) (31)

L ux=ux(sy t; st w: wSy wt’ '-')-
Teist jarku osatuletiste leidmiseks vGime siisteemist (31) mdirata
funktsiooni u. esimest jarku osatuletised wux, txy, ... samal viisil,
nagu me saime vorduse (30), arvestades, et niilid siisteemis (31)
onw=w(s, { ...), ws=ws(s, ¢, ...), wy=w:(s, ¢ ...), ..., saame
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(Ux) s+ (Ux) w@s+ (Ux)w, Wss= (Ux) 0, Wes ... = Uex@F Uy . . .
(8z) 1 (8x) 0@t (Ux) w, Wst+ (Ux) w, Wet+ - - - = UexlMF Uyl - ..

| (32)
kust pirast osatuletiste leidmist s, ¢, ..., @, ws, Wy, ... jargi siis-
teemi (31) pdhjal avaldame osatuletised uyx, Uy, - .- -

Analoogiliselt leiame osatuletised uyx, tyy, ... slisteemist

(Uy) s (Uy) w@s+ (Uy) w Wsst (Hy) w, Wist- - . . =Uyx@Ftyyb+ ...
(4y) i+ (4y) w0+ (Uy) w, Wst 4 (Uy) w, Wert . .. =UyaFtlyyt . ..
Kui naiteks osatuletis uy, on leitud juba siisteemi (32) pohjal, siis,
arvestades vordust wx,=u,,., voime ta asetada siisteemi (33) iile-
jaanud osatuletiste leidmise hdlbustamiseks:

Veel kdrgemate osatuletiste leidmine toimub analoogiliselt.

Korgemate osatuletiste avaldamiseks véime kasutada ka vor-
dusi (30). Niiteks teist jiarku osatuletiste saamiseks asendame

valemeis (30) funktsiooni u funktsioonidega u, Uy, ... .
Kui asendus on antud kujul

s=s(x, y, ..., u)
t=t(x,y,...,u) (34)

------------

w=w(x, y, ..., 4),

siis loeme uue funktsiooni w muutujate x, y, ..., suhtes liitfunkt-
siooniks vahepealsete muutujate s, £, ..., kaudu. Saame

wa+wuux=ws(sx'+suux)_—|—wt (txFtuttx) -+ . ..
WyFWutly=Ws (Sy+ Sully) + Wi {fy+tutty) + - ..

kust avaldame osatuletised uy, 4y, ... . |
Teist jarku osatuletiste avaldamiseks diferentseerime saadud

avaldisi s, ty, ... jaoks muutujate x, y, ... jirgi, lugedes osa-
tuletisi w,, wy, ... liitfunktsiooniks x, y, ... suhtes vahepealsete
muutujate s, ¢, ... kaudu. Analoogiliselt leitakse veel korgemad
osatuletised.

Kui asendus on antud ilmutamata kujul, siis vajalike osatule-
tiste saamiseks kasutame nagu juhtumil 4.2.1 ilmutamata funkit-
sioonide diferentseerimise eeskirja (vt. § 3.4, M 3.4.3).

4.2.3. Funktsiooni vahetus. Olgu asendus antud kujul |
u=f(x, y, ..., W), (36)
kus w=w(x, ¥, ...) on uus funktsioon.
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Vaadeldaval juhul osatuletiste u., 4y, ..., txx, Uxy, ... avalda-
miseks uute kaudu diferentseerime asendust (36) muutujate
X, Y, ... jérgi, lugedes, et w=w(x, y, ...) on muutujate x, y, ...
funktsioon. Saame

uxzfx_l_fwwx
l Uy=fy+fowy (37)

ooooooooo

Teist jarku osatuletiste avaldamiseks uute osatuletiste kaudu
kasutame juba saadud avaldisi (37):

(87)
uxx_ (ux)x— P Y
37

Uy = (tlz) y= . . . (38)

Analoogiliselt avaldame veel kérgemat jiarku osatuletised.
Asendust (36) vbib vaadelda ka kui jargmist erijuhtu {ildisest
asendusest (28):

...... (39)
u=u(x, ¢, ..., w).

Sel korral asendamiseks vajalikud osatuletised leiame valemitest
(29) —(33), vottes x=s, y=t, .
Teatav iildisem asendus leidub iilesandes 649.

Niited

N 4.2.1. Vahetada vorrandis
(1422 txx-t (1447 uyy+xtxfyuy =0
muutujad x ja y uute muutujatega s ja ¢# asenduse x=shs, y=sht? abil.

Lahendus. Tegemist on juhtumiga 4.2.1, kus asendus on antud kujul
(18). Seepérast kasutame valemeid (19) ja (21). Valemid (19) annavad

us=uxchs, uir=uycht,
1 1

. ux= Us uy=
chs cht

kust

Uz,

Sellega on esimest jarku osatuletised avaldatud uute osatuletiste kaudu.
Teist jdrku osatuletiste avaldamiseks uute kaudu kasutame valemeid (21),
asendades seal funktsiooni # juba leitud valmis avaldistega u. ja u, jaoks:

1 1 1 ) 1
xx (Ux)x= Ux)s== Ug} = Usschs —usshs o
s ()= chs () chs ( chs 8 ch3s( )

1 1 1 1 |
toy (M) y=—p ()i ="03 ( ch t u')t= oy (Wrecht—uishi)
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Asendades vdrrandis suurused X, ¥, Ux, Uy, Uxx ja Uyy nende uute aval-
distega, saame vastuseks wuss+4u;ir=0.

N 4.2.2. Vahetada vorrandis wuzx—+tyy+2uxy=0 muufujad x ja y uute
muutujatega s ja ¢ kui s=2x+43y, t=x—y.

Lahendus. Tegemist on juhtumiga 4.2.1, kus asendus on antud kujul
(23). Seepirast kasutame valemeid (24) ja (25). Valemite (24) pdhjal saame

Ux=U:24us=2us+U;
Uy=us3+us(—1) =3us — u;.

Teist jdarku osatuletiste avaldamiseks uute kaudu kasutame valemeid (25),
asendades seal funkisiooni u juba saadud valmis avaldisiega u. ja u, jaoks:
Upx = (ux)x=2(ux)s -+ (ux)t=2(2us + uf)a 4+ (2us + ut)i=4uss + 4ust - ths1;
Uyy=— (uy)y=3(uy)s — (uy)t=3(3us —_ ut)s — (3&3 —_ ut)_:=9uss — 6y + Uit,
Uxy= (ux) y=3(ux)s - (ux)t=3(2us + ti)s— (2us + ut)t=6uss =+ Ust — Uyz.

Asendades vorrandis osatuletised nende uute avaldistega, saame vastuseks
Ugs =0,

N 4.2.3. Vahetada vorrandis xuxy-yu,4=0 muutujad x ja y uute muutu-
jatega s ja ¢ ning funkisioon u=u(x, y) wue funktsiooniga w=w(s,?), kui
x=Ss, y==5t, u=sw.

Lahendus. Tegemist on juhtumiga 4.2.2, kus asendus on antud kujul
(28). Seepirast kasutame valemit (29), kust midrame osatuletiste u,, ja vale-
mit (33), kust midrame osatuletised uyy ja #yx=uxy,. Nende valemiie kasuta-
miseks leiame koigepealt suurused

a=1, b=t m=0, n=s.
Valemite (29) pohjal saame
wHsws=uy14u,t
WHswy=tx1+uyt

kust uy=w;.
Valemite (33) pohjal saame

0+0+0+w:s =uyx1+uyyt
0+0+0+ w't t=— uyx0+uy ys,

1 ¢
Uyy==—Wtt, Uyx=Wis——Wit.
S S

kust

Asendades vorrandis osatuletised nende uute avaldistega, saame vastu-
seks we=0. :

Ulesanded

Jirgmistes vorrandites vahetada muutujad x ja y uute muu-
fujatega s ja f antud asenduste abil (vt. ndited N 4.2.1 ja N 4.2.2).

625. uy —uy;=0; x=s+t; y=s—1
626. yu,— xuy=0; s=x, (=x%}y*

627. xuy+VY1+12u,—xy;, x=es, y=sht
628. (x+y)ux, — (x — y)uy;=0; x=escost, y==essint

s—1 s-+1
629. wuyx — uyy;=0; =g J=
s+t (s—1)*?

630, 2uxe — 2yuyy=uy; X=—5—, y=—""¢
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631. Puxx-+2xyte,+1Puy,=0; s=Inx, t=Iny
632 Uyx— Bllxy+2uyy=0; s=x+}y, t= x+%

633. X2uex — YUy, =0; s=xy, ¢=_;ﬁ

~Jargmistes vorrandites vahetada muutujad x ja y uute muutu-
jatega s ja f ning funktsioon u=u(x, y) uue funktsiooniga w=
==w (s, f) antud asenduste abil (vt. ndide N 4.2.3).

2 t 1

634. xu, L I T LI
xux+2u yix S,!/ t:u —t—F+S

635, uix+2upyt1yy=0; x=s+¢, y=s—1, u=s2—2— 4w
636. yur— xuy= (y —x)u; s=x2+17, t=,..i_j+_!l;.,
w=lnu—x—y

637, Upxttloydty—u; s— x';y x—2—y ,

638. uy (It-ua)ttyy — (14 txt-tiy 20ttty ) Uyt thy (14 ty) s =0;
X=w —1, y=w—s, u=s+t—w

639. ux,'c——Qu;y_—[—(l--{-%)uyy:O; s=x, l=x+ty, w=x4ytu.

Jargmistes vorrandites vahetada funktsioon u=u(x, y) uue
funktsiooniga w=w(x, y) antud asenduste abil.

w=uevy

, 1=

641, (uatutyy) =12 i, u=wi?

Teisendada jargmised avaldised polaarkoordinaatidesse x=

=71 COSp, Yy==r sin ¢.

642. W=uxu,— yu,

643. W =x2u,x+ 2xytsy-+ 121y,

644. W=y2u, — 2xytpy+x2tyy — X11; — Yyu,

645. uyx+tuy,=0

646. Vahetada vorrandis x2uuty2uyy+2%0+2x e+ 2x20,, -+
~+2yzu,, =0 muutujad x, y ja z uute muutujatega s, f ja v,
kui s=y/x, t=z/x, v=y—2=z.

647. Naiidata, et vorrand wu.x+uyy=0 ei muuda kuju asendusel
s=x/(+y?), t=—y/ (x*+5).

648. Niidata, et vorrand uuxt2uxy~+uyy=0 ei muuda kuju asen-
dusel s=x+u, i=y-+tu.

649. Niidata, et iga vorrand u.,+taus+buy,+cu=0, kus a, b ja ¢
on konstandid, asendusel u=we#**tPv, kus « ja 8 on konstan-
did ja w=w(x,y) on funktsioon, teisendub kujule w4
+yw=0, kus p on konstant.
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§ 4.3. MITME MUUTUJA FUNKTSIOONI EKSTREEMUMID

Olgu antud mitme muutuja funktsioon

u=f(x, 4 ...}, (x4 ..)0ED,.

D 4.3.1. Oeldakse, et funktsioonil f on punktis PbeD lokaal-
ne maksimum (miinimum), kui punktil Py on olemas sel-
line timbrus U < D, et iga punkti P = U korral kehtib vorratus

[(P) < [(Po) ([(P)=[(Po)). (40)

Lokaalse maksimumi ja miinimumi {ihine nimetus on lokaal-,
ne ekstreemum. Kui vorratustes (40) vorduse juhtum esi-
neb vaid juhul P=P,, siis lokaalset ekstreemumit nimetatakse
rangeks. Punkii P, kus funktsioonil | esineb lokaalne ekstree-
mum, nimetatakse funktsiooni f lokaalseks ekstreemum-
punktiks.

Definitsioonist D 4.3.1 on niha (eelduse Uc D téttu), et
lokaalne ekstreemumpunkt Py on alati piirkonna D sisepunkt.

Joonisel 4.1 on graafikuna esitatud kahe muutuja funktsioon z=f(x,y),
millel punktis P, on range lokaalne maksimum ja punktis P, range lokaalne
miinimum.

Punkti P = D nimetatakse funktsiooni f statsionaarseks
punktiks, kui selles punktis funktsiooni koik esimest jarku osa-
tuletised on vdrdsed nulliga. Punkti P & D nimetatakse funktsiooni

/
Y
\
o
N
. ‘:U.-..—

Joon. 4.1
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I kriitiliseks punktiks, kui ta on kas statsionaarne punkt,
voi punkt, kus vdhemalt iiks esimest jérku osatuletis on 16pmatu,
voi ei eksisteeri. Funktsiooni [ kriitiline punkt VOIb asetseda ka
midramispiirkonna D rajajoonel.

Jargmine tarvilik tunnus néitab, mlssugustes punktldes voib
funktsioonil olla lokaalne ekstreemum. ‘ ,

TT 4.3.1. Funkisioonil | véib lokaalne ekstreemtim esineda vatd
tema kriitilises punktis.

Kuid igas kriitilises punktis ei ole funkts1oon1l lokaalset ekst
reemumit. Selleks et selgitada, millistes kriitilistes punktides on
ja millistes ei ole lokaalset ekstreemumit, kasutatakse jargmisi
piisavaid tunnuseid.

Téahistame

alizfxx(PO), aizzfxy(PO), azizfyx(PO); a22=fyy(P0)a
ja vaatleme determinante

a1 Qi Q3

aiy Qo ’
, As= 1 ay ase as;

A1=a11, Az“-—“‘—"

.. (4])

a1 Ao
asy Aaz Qgzs

PT 4.3.1. Olgu funktsioon | kaks korda diferentseeruv statsio-
naarses punktis Py;

a) kui vaheldumisi on A;<<0, A>>>0, As<C0, ... siis punktis Py
on range lokaalne maksimum;

b) kui A1>0, A:>0, As>>0, ..., siis punktis P, on range lo-
kaalne miinimum.

Kahe muutuja funktsiooni 2=f(x, y) korral kehtib jiargmine |
tunnus.

PT 4.3.2. Olgu funktsioon z=f(x, y) kaks korda diferentseeruv
statsionaarses punktis Py. Kui

a) Ay1<<0, A,>0, siis punktis Py on range lokaalne maksimum;

b) A1>0, 4,0, siis punktis Py on range lokaalne miinimum;

c) A;<<0, siis punktis Py lokaalset ekstreemumit ei ole;

d) A=0, siis ekstreemumi olemasolu jddb lahtiseks.

D 4.3.2. Oeldakse, et funktsioonil | on punktis Py D glo-

haalne maksimum (miinimum), kui piirkonna D igas
punktis P kehtib vorratus

HP)Y<<[(Po)  (F(P)=[(Po)). (42)

Globaalse maksimumi ja globaalse miinimumi {ihine nimetus
on globaalne ekstreemum. Punkti Py, kus funktsioonil f
on globaalne ekstreemum, nimetatakse funktsiooni f globaal-
seks ekstreemumpunktiks.

Definitsiooni D 4.3.2 pohjal on funktsiooni [ globaalne maksi-
mum ja miinimum vastavalt funktsiooni f suurim ja vdhim vair-
tus piirkonnas D. Seepédrast voime kirjutada, kui funktsioonil f
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punktis Py ja P; on vastavalt globaalne maksimum ja globaalne
miinimum, et

f(Po) = it;%f(P), [(P1)=inff(P).

PeD

Joonisel 4.1 esitatud funktsioonil z=f(x,y) on globaalne maksimum
punktis P; ja globaalne miinimum punktis P,

Funktsiooni globaalsete ekstreemumite leidmiseks kasutatakse
jargmist meetodit.

M 4.3.1. Kui funktsioon f on pidev piirkonnas D ning piirkond
D on kinnine ja tokestatud, siis funktsioonil { on piirkonnas D glo-
baalsed ekstreemumid olemas teoreemi T 2.3.6 pohjal ja nad voime
leida jargmise eeskirja jargi.

1. Leiame funktsiooni f k&ik kriitilised punktid piirkonna D
sisepunktides ja arvutame neis funktsiooni vddrtused.

2. Leiame funktsiooni f suurima ja vdhima viartuse piirkonna
D rajapunktides.

3. Valime saadud arvudest suurima ja vdhima. Esimene neist
on funktsioonif globaalne maksimum ja teine globaalne miinimum
piirkonnas D.

Kui piirkond D ei ole kinnine v6i on tokestamata, siis fumnkt-
sioonil [ vbivad globaalsed ekstreemumid selles piirkonnas ka
puududa. Sel korral tuleb nende olemasolu selgitada definitsiooni
D 4.3.2 tingimuste (42) vahetu uurimise teel.

Uhe muutuja funktsiooni globaalse ekstreemumi tunnus PT
4.1.5 (MAP I) mitme muutuja funktsioonide korral ei kehti (vt.
lilesanne 668).

Niited

N 4.3.1. Leida funktsiooni

z=x>+(y—1)?
lokaalsed ekstreemumid.

Lahendus., Antud funktsioon on miédratud ja pidev kogu xy-tasandil.
Leiame funktsiooni kriitilised punktid. Selleks leiame funktsiooni osatule-
tised ja vordsustame nad nulliga, saame

2;=2x=0, z,=2(y—1)=0.

Seega antud funktsioonil on iiks statsionaarne punkt Py=(0,1). Teisi krii-
tilisi punkte ei ole. Tunnuse TT 4.3.1 pohjal antud funktsioonil véib lokaalne
ekstreemum olla vaid punktis Py=(0, 1).

Lokaalse ekstreemumi mdiiramiseks selles punktis P, kasutame piisavat
tunnust PT 4.3.2. Selleks leiame teist jarku osatuletised zxx=2, z,,=2,
2xy =0, kust saame, et a;,=2, aj3=0a,,=0, a,,=2. Jarelikuit

20

A, =2>0 A,— IO . =4>0.

Tunnuse PT 4.3.2 pohjal punktis Py=1(0,1) on antud funkisioonil range
lokaalne miinimum locmin z=2z(Py) =0.

110



N 4.3.2. Leida funktsiooni
| z=x+y?—x,  D={(x,y): 24y’ 1}
globaalsed ekstreemumid.

Lahendus. Antud funktsioon on pidev piirkonnas D ning piirkond D
on kinnine ja tdkestatud. Seega antud funktsioonil selles piirkonnas D on
olemas globaalsed ekstreemumid teoreemi T 2.3.6 pdhjal. Nende leidmiseks kasu-
tame meetodit M 4.3.1:

1. Leiame funktsiooni kriitilised punktid piirkonna D sisepunktides, saame
2x=2x—1, z,=2y,

kust ndeme, et funktsioonil on (ksainus kriitiline (statsionaarne) punkt Py=
= (1/2,0) ja funktsiooni vdirtus selles punktis on z(Py) =—0,25
2. Leiame funktsiooni suurima ja vdhima viirtuse piirkonna D rajajoonel
x*4y*=1. Et rajajoonel on y*=1—x? kus x & [—I1, 1] siis funktsiooni viir-
tused rajajoonel on
2=x4+(1—x)—x=1—x, kus xe[—I, 1].

Seega rajajoonel suurim vartus on z(—1) =2 ja vihim z(1)=0.

3. Saadud arvudest —0,25, 2 ja 0 suurim on 2 ja viahim on —0,25.

Seega antud funktsioonil raja‘oone punktis Py==(—1, 0) on globaalne
meksimum z(P)=2 ja sisepunktis Py on globaalne miinimum 2z(Pg)=—0,25.

Rajajoonel suurima ja vdhima viirtuse voib leida ka ileminekuga polaar-
koordinaatidele x=rcosg, y=rsing, kus r=1, siis funktsiooni viirtused
rajajoonel on '

z=cos?p+sin’p —cosp=1-—cosg, kus ¢ ][0, 2],

mille abil saame sama tulemuse.

Ulesanded

Leida jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid (vt.
niide N 4.3.1).

650. z=1—(x41)2— 12 654. z2=x2—xy+41*—2x+y
651. z=x%+}42—3x 655. z2=x+4y®— 3xy

652. z=x%— (y— 1)2 656. z=Vx2-L1+Vy2d-1
653, 2=1—7VYx24y? 657. z=x2+y—21n (xy)

658. z=sinxsinysin (x+y), (x,y) = {(x,y): 0<%, y<<n}
659. z=xi|yt— x2—2xy — 1?

660. u=x24 124 22-+2x+44y — 62

661. u=xy*2*(7—x — 2y —3z2)

662. x2+ty>+4-22—2x+42y —42—10=0

Leida jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid maxz
ja minz (vt. ndide N 4.3.2).

663. z=x*+y*—y, (v, y) = {(x,y): 24121}

664. z—x2— 242, (v, y) = {(x,4): C+p2<I}

665. z2=x—2y—1, (x,y) ={(x,y): 0<x,y<<l, O<<x+y<l}

666. z=x>—xy+1? (v, y)={(xy): |x|+]y|<<l}

667. 2= (26-+37) oxp (—x2—42), (%,54) € { (%, §): PHiP<<4)

668. Niidata, et funktsioonil z=x—4s242xy— 17, (x,y)
e {(x,y): —b<<x<<h, —1<Cy<{1} on iiksainus lokaalne
ekstreemum, mis ei ole globaalseks ekstreemumiks.
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669. Niidata, et funktsioonil z= (1-4e¥) cosx —yeV on 1opmata
palju lokaalseid maksimume ja mitte {ihtegi lokaalset miini-
mumi.

670. Jaotada arv 30 kolmeks positiivseks liidetavaks nii, et nende
korrutis oleks maksimaalne.

671. Esitada arv 81 nelja positiivse arvu korrutisena nii, et nende
summa oleks minimaalne.

672. Koikidest risttahukatest, millel on iihesugune ruumala, leida
see, mille tdispindala on minimaalne.

673. Missuguste mootmete korral on antud ruumalaga V ristta-
huka kujulisel vannil vdhim pindala?

674. Antud kerasse raadiusega R joonestada suurima ruumalaga
risttahukas. :

675. Koikidest iihe ja sama alusega ning tipunurgaga kolmnur-
kadest leida see, mille pindala on suuriml.

676. Koikidest antud perimeetriga kolmnurkadest leida see, millel
on maksimaalne pindala.

677. Leida antud perimeetriga 2p ristkiilik, mis poorlemisel iimber
oma iihe kiilje moodustab maksimaalse ruumalaga keha.

678. Leida antud perimeetriga 2p kolmnurk, mis poorlemisel
iimber oma iihe kiilje moodustab maksimaalse ruumalaga
keha.

679. Ellipsoidi x?/a2+y?/b2+4-22/c2=1 sisse joonestada maksi-
maalse ruumalaga risttahukas.

680. Missugune peab olema kolmnurga kuju, et kolmnurga sise-
nurkade siinuste korrutis oleks maksimaalne?

681. Missugune peab olema kolmnurga kuju, et kolmnurga sise-
nurkade siinuste summa oleks maksimaalne?

682. Niidata, et mittenegatiivsete arvude xy, ..., X» geomeetriline
keskmine ei iileta aritmeetilist keskmist.

§ 4.4. TINGLIKUD EKSTREEMUMID

Olgu antud mitme muutuja funktsioon

u=f(x, 4y, ...), (% y,...)eD.

Vaatleme funktsiooni f ekstreemumeid, mis on samal viisil defi-
neeritud nagu D 4.3.1 ja D 4.3.2, kuid kus taiendavalt nouame veel
teatavate lisatingimuste ,

F(x,y,..)=0, G(xy,...)=0,... (43)
kehtimist.

Olgu punkt P, piirkonnast D ja rahuldagu lisatingimusi (43}.

D 4.4.1. Oeldakse, et funktsioonil f on punktis Po& D, ting-
lik lokaalne maksimum (miinimum), kui punktil Py
on olemas imbrus U c D, nii et imbruse U selles osas, kus on
tiidetud lisatingimused (43), kehtib vorratus

F(PY<f(Po)  (F(PYy=f(P0)). (44)
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Tingliku lokaalse maksimumi ja miinimumi tthine nimetus om
tinglik lokaalne ekstreemum. Kui vorratustes (44)
vorduse juhtum esineb vaid punktis P=1P,, siis tinglikku lokaalset
ekstreemumit nimetatakse rangeks. Punkti Py, kus funktsioonil
esineb tinglik lokaalne ekstreemum, nimetatakse tinglikuks
lokaalseks ekstreemumpunktiks.

Definitsiooni D 4.4.1 pohjal (eelduse U < D t6ttu) on tinglik
lokaalne ekstreemumpunkt P, piirkonna D sisepunkt.

Joonisel 4.2 on esitatud graafikuna kahe muutuja funktsioon z=f(x,y),.
millel on punktis P, lisatingimusel F(x,y)=0 tinglik lokaalne miinimum.
Vaadeldaval juhul lisatingimus F(x, y) =0 kujutab xy-tasandil joont AB. Seega
vorratus f(P)>=f(Py) peab olema tdidetud mitte punkti P, kogu iimbruses U,
vaid ainult joonel AB, mis seda iimbrust ldbib. Nagu ndeme jooniselt, ei lange
selles niites tinglik lokaalne miinimum kokku funktsiooni lokaalse (ja glo-
baalse) miinimumiga piirkonnas D, mis on punktis P,.

"D 4.4.2. Oeldakse, et funkisioonil | on punkiis Py tinglik
globaalne maksimum (miinimum), Rui piirkonna D
igas punktis P, mis rahuldab lisatingimusi (43), kehtib vérratus

HPY<[(Po)  (F(P)=F(Po)).

Tingliku globaalse maksimumi ja miinimumi ithine nimetus on
tinglik globaalne ekstreemum. Punkti Py, kus funkt-
sioonil f on tinglik globaalne ekstreemum, nimetatakse funktsiooni
[ tinglikuks globaalseks ekstreemumpunktiks.

Definitsiooni D 4.4.2 pohjal on funktsiooni [ tinglik globaalne
maksimum ja miinimum vastavalt funktsiooni f suurim ja véhim
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vadrtus piirkonna D nendes punktides, mis rahuldavad lisatingi-
musi (43). :

Joonisel 4.2 on kujutatud funktsioon z=f(x,y), millel on joonel AB
(s. 0. lisatingimusel F(x,y)=0) punktis B suurim viirtus, s.o. tinglik glo-
baalne maksimum, ja punktis P, vdhim vidirtus, s o. tinglik globaalne mii-
nimum. T

Olenevalt lisatingimuste arvust v6ime sdnastada jargmised
tingliku ekstreemumi leidmise {ilesanded.

Ulesanne 1. Leida funktsiooni u=f(x, y, ..., w) tinglik (lo-
kaalne voi globaalne) ekstreemum lisatingimusel

F(x, y, ..., w)=0,

kus muutujaid x, y, ..., w on vihemalt 2 tiikki.

Ulesanne 2. Leida funktsiooni u=f(x, y, ..., v, w) tinglik (lo-
kaalne voi globaalne) ekstreemum lisatingimustel
F(x,y,...,v, w)=0, G(x, 4, ..., 0, w)y=0, (46)
kus muutujaid x, y, ..., @ on vihemalt 3 tiikki.
Ulesanne 3. Leida funktsiooni u=f(x, y, ..., v, w, ...) tinglik
i(lokaalne voi globaalne) ekstreemum lisatingimustel
JF(x, Yy ..., 0, w,...)=0
mtﬁkkil‘G(x, Y, ..., 0, @, ...)=0 » (47)
kus muutujaid x, y, ..., v, @, ... on vihemalt m-+1.

Vaatleme tingliku ekstreemumi leidmise meetodeid.

M 4.4.1. Taandamine harilikule ekstreemumile. Vaatleme antud
kiisimust iga iilesande korral eraldi.

Ulesande 1 lahendamiseks avaldame lisatingimusest (45) iihe
muutuja, naiteks viimase muutuja w=w(x, y, ...), ja asendame
saadud avaldisega funktsioonis f muutuja w. Saame

u=f(x, 4, ..., w(x, 4, ...)), (48)

‘millega {ilesanne taandus funktsiooni (48) hariliku ekstreemumi
(kas lokaalse voi globaalse) leidmisele (vt. niide N 4.4.1).

Ulesande 2 lahendamiseks toimime analoogiliselt. Avaldame
lisatingimustest (46) kaks muutujat, niiteks viimased muutujad
v=0(X, 4, ...) ja w=w(x, y, ...), ning asendame saadud aval-
distega funktsiconis f vastavad muutujad v ja w. Saame

u=f(x, y, ..., o(xy ...), w(xy ...)), (49)

millega iilesanne taandus funktsiooni (49) hariliku ekstreemumi
leidmisele.

Ulesande 3 lahendamiseks avaldame siisteemist (47) m muu-
tujat, nditeks muutujad
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v=uv(x, y, )l
w=w(x, y,...) L m tikki

.......... [

ja asendame saadud avaldistega funktsiooni f vastavad muutujad
v, @, .... Saame

u=f(x, y, ..., v(xy ..., wxy ...),...), (50)

millega iilesanne taandus funktsiooni (50) hariliku ekstreemumi
leidmisele.

Meetodi M 4.4.1 puuduseks on see, et sageli ei saa lisatingi-
mustest (45), (46) ja (47) avaldada vajalikke muutujaid véi nende
avaldamine osutub komplitseerituks. Selleks et kindlaks teha, kas
vajalikud muutujad on avaldatavad ilmutatud kujul véi millistel
tingimustel nad on avaldatavad, kasutame vastavaid ilmutamata
funktsioonide olemasolu teoreeme paragrahvist 3.4.

Meetodil M 4.4.1 on ka see puudus, et taandamisel harilikule
ekstreemumile véivad mdned tingliku ekstreemumi punktid avas-
tamata jadda (vt. {ilesanne 709).

M 44.2, Lagrange’i meetod. Ulesande 1 lahendamiseks koos-
tame jirgmise Lagrange’i funktsiooni

D(x, y,...)=f(x,y,..)+AF(x, y, ..'.), (51)

kus 4 on mingi (esialgu veel mddramata) kordaja, ja lahendame
slisteemi

=0, @,—0,..., @=F(x,y,...)=0. (52

Seejuures eeldame, et nende punktide iimbrustes, mis on siisteemi
(52) lahenditeks, on funktsioonide f ja F esimest jiarku osatuleti-
sed pidevad ja funktsiooni F esimest jarku osatuletised nendes.
punktides ei ole korraga nullid.

Olgu punkt (xo, Yo, ..., Ao) siisteemi (52) lahend. Jittes ira
Ao, saame punkti Py= (xy, Yo, ...), mida nimetatakse funktsiooni
[ tinglikuks statsionaarseks punktiks iilesandes I.
- Seejuures Oeldakse, et arv Ao vastab punktile P,.

Tinglikke statsionaarseid punkte ja neid punkte P =D, mis
rahuldavad lisatingimust (45) ja kus funktsioonide f ja F osatu-
letised ei ole pidevad vo6i F osatuletised on korraga nullid, nime-
tatakse funktsiooni f tinglikeks kriitilisteks punkti-
deks iilesandes 1.

Selleks et leida punkti, kus voib funktsioonil olla tinglik ekst-
reemum iilesandes 1, kasutatakse jargmist tarvilikku tunnust.

TT 4.4.1. Funktsioonil f tinglik lokaalne ekstreemum iilesandes 1}
vnib olla vaid tema tinglikus kriitilises punktis iilesandes 1.

Sageli iilesannete lahendamisel saame tunnuse TT 4.4.1 abil
vaid tthe punkti, kus voib olla tinglik ekstreemum. Kui on ette

8* : 115



teada, et vaadeldav tinglik ekstreemum on olemas, siis ta ongi
selles punktis.

Tingliku ekstreemumi olemasolu tinglikus statsionaarses punk-
tis saab kindlaks teha ka jdrgmise piisava tunnuse abil.

PT 4.4.1. Kui Lagrange’i funkisioonil (51) on tinglikus statsio-
naarses punktis P, vastava A=Jly korral lokaalne (globaalne)
ekstreemum, siis iilesandes 1 on funktsioonil | selles punktis Py
vastav tinglik lokaalne (globaalne) ekstreemum.

Kui funktsioonil (51) ei ole punktis P, lokaalset voi globaalset
ekstreemumit, siis tunnust PT 4.4.1 kasutada ei saa ja iilesande 1
lahendamiseks tuleb kasutada teisi votteid.

Ulesande 2 lahendamiseks koostame jargmise Lagrange’i funkt-
siooni

DX, Yy, .. )=f(x,y, ..)FAF(x, y, .. )+uG(x, y,...), (53)

kus 4 ja 4 on mingid (esialgu veel miidramata) kordajad, ja
lahendame siisteemi

D=0, O,=0, ..., Gy=F=0, &,=G=0. (54)

Seejuures eeldame, et nende punktide {imbrustes, mis on siisteemi
(54) lahenditeks, on funktsioonide f, F ja G esimest jiarku osatu-
letised pidevad ja nendes punktides on nullist erinev vidhemalt
iiks teist jarku jakobiaanidest, mida saab koostada maatriksi

Fx Fy ... Fy ) :
(¢ a6 (59

veergudest. '

Olgu punkt (xo, Yo, ..., Ao, o) siisteemi (54) lahend. Jittes
ara Ao ja wo, saame punkti Po= (%o, Yo, ...), mida nimetatakse
funktsiooni f tinglikuks statsionaarseks punktiks
iillesandes 2. Seejuures deldakse, et arvud 4o ja ue vastavad punk-
tlle P()

Tinglikke statsionaarseid punkte ja neid punkte P = D, mis
rahuldavad lisatingimusi (46) ja kus funktsioonide f, F ja G osa-
tuletised ei ole pidevad voi maatriksi (55) koik teist jarku jako-
biaanid on korraga nullid, nimetatakse funktsiooni f tinglikeks
kriitilisteks punktldeks itlesandes 2.

TT 4.4.2. Funkisioonil | tinglik lokaalne ekstreemum iilesan-
des 2 voib olla vaid tema tinglikus kriitilises punktis iilesandes 2.

PT 4.4.2. Kui Lagrange’i funktszooml (53) on tinglikus stat-
sionaarses punktis Py vastavate A=k ja u=uo korral lokaalne
(globaalne) eksireemum, siis iilesandes 2 on funktszooml [ selles
punktis Py vastav tinglik lokaalne (globaalne) ekstreemum.

Kui funktsioonil (53) ei ole punktis Py lokaalset voi globaalset
ekstreemumit, siis tunnust PT 4.4.2 kasutada ei saa ja iilesande 2
lahenidamiseks tuleb kasutada teisi votteid.
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Ulesande 3 lahendamine toimub analoogiliselt {ilesande 1 ja 2
lahendamisele. Koostame jiargmise Lagrange’i funktsiooni

G=f4-AF+uG+..., (56)

kus A, g, ... on mingid (esialgu veel mairamata) kordajad, ja
lahendame siisteemi

D=0, O, =0, ..., &—=F=0, Gy=G=0, ... . (57)

Seejuures eeldame, et siisteemi (57) lahenditeks olevate punktide
{imbruses on funktsioonide f, F, G, ... esimest jarku osatuletised
pidevad ja nendes punktides on nullist erinev vdhemalt iiks m
jarku jakobiaanidest, mida saab koostada maatriksi

F. F, ...
G. G, ... (58)

.........

veergudest.

Olgu punkt (xg, Yo, ---, Ao, Mo, ...) siisteemi (57) lahend. Jat-
tes dra Ao, o, ..., saame punkti Po= (%o, Yo, ...), mida nimeta-
takse funktsiooni f tinglikuks statsionaarseks punk-
tiks iilesandes 3. Seejuures oOeldakse, et arvud 2o, wo, ... vasta-
vad punktile Ps.

Tinglikke statsionaarseid punkte ja neid punkte P = D, mis ra-
huldavad lisatingimusi (47) ja kus funktsioonide f, F, G, ... osa-
tuletised ei ole pidevad voi maatriksi (58) kdik m jdrku jakobiaa-
nid on korraga nullid, nimetatakse funktsiooni f tinglikeks
kriitilisteks punktideks iilesandes 3.

TT 4.4.3. Funktsioonil | tinglik lokaalne ekstreemum iilesan-
des 3 v6ib olla vaid tema tinglikus kriitilises punktis dlesandes 3.

PT 4.4.3. Kui Lagrange’i funkisioonil (56) on tinglikus stat-
sionaarses punktis P, vastavate A=4ado, u= o, - - - korral lokaalne
(globaalne) eksireemum, siis illesandes 3 on funktsioonil | selles
punktis Py vastav tinglik lokaalne (globaalne) eksireemum.

M 4.4.3. Smithi meetod. Ulesande 1 lahendamiseks kahe muu-
tuja funktsiooni z=f(x,y) korral lisatingimusel F(x,y)=0 leia-
me koigepealt funktsiooni f tinglikud statsionaarsed punktid iiles-
arides 1 analoogiliselt nagu Lagrange’i meetodi M 4.4.2 korral,

s.0. lahendame siisteemi (52).
Olgu Py= (x, yo) tinglik statsionaarne punkt iilesandes 1.

Koostame jakobiaani

Zx 2y
J(x,y)= =2 Fy— Fx2 (59)
(%, ¥) Fs F, ¥ Y |
ja seejdrel jakobiaani
Jo J
Nz, y)={" Z1|. (60)
1( y) F. Fy
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PT 4.4.4. Kui tinglikus statsionaarses punktis P, iilesandes I
on Ji(Po)<<0 (J1(Po)>0), siis punktis P, on iilesandes 1 funkt-
sioonil z range tinglik lokaalne maksimum (miinimum).

Juhul, kui punktis P, on

Ji(P0)=J2(P0)=...=Jn—1(P0)=0, Jn(P{))#O,
kus
(-’n-i)x (Jn-i)y
J.n ’ = , 1
=" R (61)

siis kasutame jargmist {ildist tunnust.

PT 4.4.5. Kui n on paaritu arv ja tinglikus statsionaarses
punktis Py iilesandes 1 on J, (Py) <<0 (Jn (Po) >>0), siis punktis Py
on iilesandes 1 [unktsioonil z range tinglik lokaalne maksimum
(miinimum).

Kui n on paarisarv, siis punktis P, tinglikku ekstreemumit
ei ole.

Ulesande 2 lahendamiseks kolme muutuja funktsiooni u=
=f(x, y,2) korral lisatingimustel F(x,y, z)=0 ja G(x,y,2)=0
leiame funktsiooni f tinglikud statsionaarsed punktid iilesandes 2
analoogiliselt nagu Lagrange’i meetodi M 4.4.2 korral, s. 0. lahen-
dame siisteemi (54).

- Olgu Py= (%0, yo, 20) tinglik statsionaarne punkt iilesandes 2.
Koostame jakobiaanid
' Ux Uy U,

J(x,y,2)= | Fx F, F, (62)
G. G, G,
ja
I I, I,
Ity 2)= |F. Fy F|. (63)
G. G, G,

PT 4.4.6. Kui tinglikus statsionaarses punktis P, iilesandes 2
on Jy(Pp)<<0 (Ji(Po) >>0), siis punktis Py on iilesandes 2 funkt-
sioonil u range tinglik lokaalne maksimum (miinimum).

Juhul, kui punktis Py on

Ji(P0)=12(P0)= =Jn—1(P0)IO, Jn(Po)#O,

’ (Jn—i)x (Jn—i)y (Jn--i)z
F Fy, F,

G G, G,

kus

In(%, y, 2) = .- (64)

siis kasutame jargmist {ildist tunnust.

PT 4.4.7. Kui n on paaritu arv ja tinglikus statsionaarses
punktis Py iilesandes 2 on J, (Po) <<0 (Jn(Po) >0), siis punktis Py
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on iilesandes 2 funkisioonil u range tinglik lokaalne maksimum
(miinimum).

Kui n on paarisarv, siis punktis P, tinglikku ekstreemumit ei
ole. |

Naited

N 4.4.1. Leida harilikule ekstreemumile taandamise meetodiga M 4.4.1
funktsiooni z=x?— y? tinglikud ekstreemumid lisatingimusel x24-y*=4.
Lahendus. Tegemist on iilesandega 1. Vastavalt meetodile M 4.4.1
avaldame lisatingimusest iihe muutuja. Kéesoleval juhul on asendamiseks ots-
tarbekohasem avaldada y?=4 — x? ja asendada sellega funkisioonis muutuja
4%, saame
z=x?— (4 —x?) =242 — 4.
Seega tuleb leida funktsiooni
2=22—4, xe[-2 2]
harilikud ekstreemumid. Kui x & (—2, 2), siis 2/ =4x, kust saame iihe stat-

sionaarse punkti x=0, kus z”(0)=4>>0 tdttu on lokaalne miinimum z=--4,
mis tunnuse PT 4.1.5 (MAP 1) p&hjal on ka globaalne. Loigu [—2, 2] ots-
punktides on 2(~—2)=2(2) =4 ja seega globaalne maksimum.

Punktile x==0 saame lisatingimusest vastavad y==2 ja punktile x==2
vastava y==0. Seega punktides (0, 2) ja (0, —2) on ranged tinglikud glo-
baalsed miinimumid z=—4 ja punktides (2, 0) ja (—2, 0} on ranged tingli-
kud globaalsed maksimumid z=4.

Tinglikud ekstreemumid selles iilesandes vdime lerda ka sel teel, et lisa-
tingimuse, mis kujutab ringjoont xy-tasandil, esitame polaarkoordinaatides x==
=92 cos ¢, y=2sin ¢. Siis '

z=4cos?p —4sin2p=4cos2¢, ¢ [0, 2a],
millega tingliku ekstreemumi leidmine taandus jille funktsiooni 2z hariliku
ckstreemumi leidmisele, -

N 4.4.2. Leida Lagrange’i meetodiga M 4.4.2 funktsiooni z==x24-? tinglik
ekstreemum lisatingimusel x+4y=4. :

Lahendus. Tegemist on iilesandega 1. Koostame iilesandele vastava
Lagrange'i funktsiooni (51), saame

O =x"+y* 44 (x+y —4)
ja lahendame siisteemi

D =2x+A=0, &,=2y+4+4=0, &,=x+y—4=0,

Sellel siisteemil on vaid iiks lahend (2, 2, —4), kust saame iihe tingliku
statsioriaarse punkti Pe=(2,2) ja temale vastava l,=—4. Teisi tinglikke krii-
tilisi punkte ei ole. Tunnuse TT 4.4.1 pdhjal voib otsitav tinglik ekstreemum
olla vaid punktis Py= (2, 2).

Tingliku ekstreemumi olemasolu mdiidramiseks punktis P, kasutame tun-
nust PT 4.4.1, Selleks teeme kindlaks, milline ekstreemum on Lagrange’i funkt-
sioonil @ selles punktis P, Et selles punktis A=—4, siis

O— 224y — 4 (x+y —4),

ja Py on funktsiooni & statsionaarne punkt.
Leides teised osatuletised

@xx=2, Q)xy=0, d)yy:z,

nieme, et funktsioon @ on kaks korda diferentseeruv punktis Py Punktis Po
on a; =2, ap=ay=0, a»=2 ja seega A;>0 ning A,>0. Tunnuse PT 4.3.2
pohjal on funkisioonil @ punktis Py=(2,2) range lokaalne miinimum. Tun-
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nuse PT 4.4.1 pdhjal on siis .antud iilesandes funktsioonil z selles punktis Py,
range tinglik Iokaalne miinimum z(P,)==8.

Selleks et kindlaks teha, kas funktsioonil @ punktis P, olev lokaalne
ekstreemum on ka globaalne, uurime vahet

D(x, 4} — @(2,2) =x+y* — 4x — 4y+8=(x — 2)4 (y — 2)2=0,

kust saame, et @(x,y)=@(2,2) iga punkti P=(x,y) korral. Seega punktis.
Py=(2,2) funktsioonil @ on globaalne miinimum. Jarelikult tunnuse PT 4.4.1
pohjal punktis Py olev range tinglik lokaalne miinimum on ka range tinglik
globaalne miinimum.

N 4.4.3. Leida Smithi meetodiga funktsiooni z=x? — 42 tinglikud lokaalsed
ekstreemumid lisatingimusel x24y?=4.

Lahendus. Tegemist on {ilesandega 1. Leiame selle iilesande tinglikud
staisionaarsed punktid Lagrangei meectodiga M 4.4.2. Selleks koostame Lag-

range’i funktsiooni
@=x" — y?+A (¥’ +y* — 4)

ja lahendame siisteemi

@, =2x(142) =0

D,=2y(A—1)=0

O, =x4y?—4=0.
Sellel siisteemil on neli lahendit (2,0 —1), (—2,0,—1}, (0,2,1), (0,—2 1),
kust saame tinglikud statsionaarsed punktid Py=(2,0) ja Py=(—2, 0}, millele
vastab A=—1, ning punktid P;=(0,2) ja P,=(0,—2), millele vastab A=1.

Edasi koostame jakobiaani (59), s.o.

_ 2x —2y
f= =8xy
2x 2y
ja seejirel jakobiaani (60), s.o.
8y 8x
Jt(X,y)=| ’ =16(92"—ﬁ
2x 2y

ning rakendame tunnust PT 4.4.4, Et J,(P,)=/J,(P;) <0, siis punktides P, ja
P; on range tinglik lokaalne maksimum 2=4. Et J,(P3) =J,(P4) >0, siis punk-
tides P3; ja P, on range tinglik lokaalne miinimum z=—4.

Ulesanded

Leida harilikule ekstreemumile taandamise meetodiga M 4.4.1
jargmiste funktsiconide tinglikud lokaalsed ekstreemumid mirgi-
tud lisatingimusel (vt. ndide N 4.4.1).

683. z2=1—uxy, y— x=0
684, z=xy, y=2x°*—3x
685. z=x(y—3), y=x2
686. z=x2-{sin 42, x®+y2=n

Leida Lagrange’i meetodiga M 4.4.2 jiargmiste funktsioonide
tinglikud lokaalsed ekstreemumid antud lisatingimustel (vt. ndide
N 4.4.2).

687. z=x>+412 x+y=2

1 1 I 1 |
—_— | L —

689. z=6— 4x— 3y, x24-y2=1
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690.

691.
692,
693.
694.

1 1 1
u=x+y+2z, — J +—=1 (xy4,2>0)
u=—x—2y+2z, x*+4y>+22=9
u=xyz, x+y+z=15
u=x2+1y>+22 x+y+2z=6, x —y=0
u=xy-+xz, ¥24-y?+2*=3, y4-z=2

Leida Smithi meetodiéa M 4.4.3 jargmiste funktsioonide ting-
likud lokaalsed ekstreemumid antud lisatingimustel (vt. ndide

N 4.4.3).

695. 2=xy, x—y=0

696. z—x2 — 21, x24y2=1

697. z2=2x+12, y>=x

698. u=2x42y+22 x+y+z=3, x—y=0

699. u=xy-+tyz+xz, x+y=2, y+z=2

Leida jargmiste funktsioonide tinglikud ekstreemumid antud

lisatingimustel.

700. z=xy, x+y=0

701. z2=cos?x+sin?y, x —y=0

702, z=e*¥, x+y=2

703. z=xy, x*4y>=2

704, z2=Y1 —x2— 2, (x— )24+ (y—1)2=1

705. z—~]/xy Xty —2x — 2y=0 '

706. u==sinxsinysinz, x—f—y+z—n/2 (x,y,2>0)

707. u=uxyz, xy+yz+xz2=38 '

708. u=xyz, x+y+z2=>5, xy+yz+x2=38

709. Leida funktsiooni z=ysiny —4x tinglikud ekstreemumid
lisatingimusel ysiny— x®*— x=0 harilikule ekstreemumile
taandamise meetodiga M 4.4.1 ja seejarel Smithi meetodiga
M 4.4.3. Selgitada erinevate vastuste pohjus.

710. Tasandil 3x —2z=0 leida punkt, mille kauguste ruutude
summa punktidest (1, 1, 1) ja (2, 3, 4) on minimaalne.

711. Tasandil x+y—22=0 leida punkt, mille kauguste ruutude
summa tasanditest x4-32=6 ja y+3z2=2 on minimaalne.

712. Leida pinna +4y*4-22+4-yz+xz=1 punktlde suirim kaugus
tasandist z=0.

713. Leida maksimaalse ruumalaga risttahukas, kui tema pindala
on S.

714, Antud ellipsi imber joonestada minimaalse pindalaga kolm-

715.

nurk, mille alus on paralleelne ellipsi suurema teljega.
Leida funktsiooni w=—x%y222 maksimaalne vididrtus sfdiril

Bty =9.



V. PARAMEETRIST SOLTUVAD INTEGRAALID
§ 5.1. PARAMEETRIST SOLTUV MAARATUD INTEGRAAL

Vaatleme funktsiooni
z=f(xy), (xy)es{(xy): a<a<<b, c<<y<d}.
Seega funktsioon f on antud kinnises ristkiilikus D=XXY, kus
X=1{a, b] ja Y=[c, d]. '
Eksisteerigu iga y = Y korral integraal

F)=[1(xy)dx (1)

Integraal (1) defineerib funktsiooni F(y), y = Y, mida nimetatakse
parameetrist y sdoltuvaks integraaliks.
T 5.1.1. Kui funktsioon [ on pidev kinnises ristkilikus D, siis
funktsioon (1) eksisteerib ja on pidev Ibigus Y. _
Teoreemi T 5.1.1 eeldustel iga yo=Y korral kehtib seega

vordus
lim F () = F (4)
Y—>Yo

ehk (1) abil
B b
Hm [ f(x, y)dx= [[(x, yo)dx,
Y=Y a a
kust on néha, et teoreemi T 5.1.1 eeldustel vaib integraalis (1)
piirile minna parameetri y jérgi integraali mirgi all.
T 5.1.2. Kui funkisioon | ja tema osatuletis f, on pidevad kin-
nises ristkilikus D, siis y < (c, d) korral funkisioon (1) on dife-
rentseeruv ja kehtib Leibnizi valem

F'(g)= [1, (% y)dx. 2)

Arvestades vordust (1), voime valemi (2) kirjutada ka kujul

S 1w par= [, pax (3)

kust on néha, et teoreemi T 5.1.2 eeldustel voib integraali (1) dife-
rentseerida parameetri y jirgi integraali mirgi all, s.o. muuta
integreerimise ja diferentseerimise jarjekorda.
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T 5.1.8. Kui funktsioon [ on pidev kinnises ristkiilikus D, siis

d b d
JE(y)dy= [ dx [[(x,y)dy. (4)
Arvestades vordust (1), véime valemi (4) kirjutada ka kujul
d b b d
cfdyaff(x,y)dx=afdxcf.f(x, y)dy, (5)

kust on néaha, et teoreemi T 5.1.3 eeldusel voib integraali (1)
integreerida parameetri y jargi integraalimirgi all, s.o. muuta
integreerimise jarjekorda.

Parameetrist soltuvas integraalis voib parameeter y olla ka
rajades, s.o.

F(y)=fj(i } (x, y)dx, (6)

kus aCa(y) <<b ja a<<B(y)<<b, kui y=Y.

T 5.1.4. Kui funktsioon [ on pidev kinnises ristkiilikus D ning
integraalis (6) rajad a(y) ja B(y) on pidevad funktsioonid lGigus
Y, siis funktsioon (6) eksisteerib ja on pidev loigus Y.

T 5.1.5. Kui junktsioon f ja tema osatuletis [, on pidevad kin-
nises ristkiilikus D ning integraalis (6) rajad a(y) ja g(y) on
diferentseeruvad [unktsioonid y e (c,d) korral, siis funktsiooni
(6) jaoks kehtib vérdus ‘

F(9) =F(B(y), 1)’ (1) — [ (a(y), y)a’(y)-+a‘z}y(x, pdr,  (7)

kus y = (c, d).

Parameetrist soltuvas integraalis voib olla ka mitu parameetrit.
Sel korral kehtivad kéigile parameetritele teoreemid T 5.1.1—
T 5.1.5, ainult tuletise asemel tuleb siis konelda vastavalt osatule-
tisest.

Niited
N 5.1.1, Niidata, et funktsioon
1
F(y)= [xIn-1(14xy)drx
D

on pidev igas Ioigus Y={c, d], kus 0<<c<Zd.
Lahendus. Integraalialune funktsioon

f(x, y) =xIn~"(14xy)
on pidev ristkiilikus D={0, 11X[c, d], peale sirge x=0, kus tal on korvalda-
tav katkevus, sest .
Jim f(x, y)=1/y.

Lisades x=0 korral funktsioonile f vdartused 1/y, saame [unktsiooni { muuta
pidevaks kogu kinnises ristkiilikus D. Seejuures iga y & Y korral funktsioon f
muutub vaid ithes punktis, mis el muuda antud integraali (vt. MAP 1, § 7.1).
Teoreemi T 5.1.1 pohjal vaadeldav funktsioon F on pidev ldigus Y.
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N 5.1.2. Leida piirvdirtus .
ey

lim F(y), kus F(y)= [Vi—psin®x dx.

y—~>l—

v
. Lahendus. Vaatleme seda piirprotsessi niiteks 16igus [0, 1]. Integraali-
alune funktsioon on pidev ristkiilikus D=XXY, kus X=[0,n/2] ja Y=[0, I].
Teoreemi T 5.1.1. pohjal funktsioon F(y) eksisteerib ja on pidev Idigus Y.
Seega (vt. MAP I, § 2.3) p
k11

Jlim F(y) =F(1)= [V —sin?x dx=1.
y—>1- o

N 5.1.3. Leida funktsiooni
1

F(y)= fln (*+yH)dx, ye[l, 10]
0

tuletis F/(y), kasutades Leibnizi valemit (2).

Lahendus. Teoreemi T 5.1.2 eeldused on taidetud, sest [(x,y)=
=In(x*+y?) ja [,=2y/(x>+y?) on pidevad kinnises ristkiilikus D=1]0, 11X
X[1,10]. Seega y = (1, 10) korral voime teoreemi T 5.1.2 pshjal kirjutada

1 1
1 2y dx : d(x/y)
4 ——i — e T ———e e — I o
F'(y) ! e 2 ; (xl/y)2+1 2 arctan (I/y)

N 5.1.4. Leida funktsiooni
n/2

F(y)== f cosxsinx cos (y sinx)dx
/ ,.
integraal
1
I= [F(y)dy.
0

Lahendus. Integraalialune funktsioon on pidev ristkillikus [0, nt/2]>
X[0,1]. Teoreemi T 5.1.3 p6hjal vaime kirjutada, arvestades, et sinxdy=
=d(y sin x), \ :

kL 1
J= [ dx [ cos x sin x cos(y sin x) dy=
o 0

m/2 1
= [dxcosx [cos(ysinx)d(ysinx)=
0 0

w2 : /2

== [ dx cos x sin (y sin x} |! == [ cos x sinsin x dx=
0 0
ni2

= f sinsinxdsinx=1-—cos 1.
5

N 5.1.5. Leida integraal

1

¥—x

J= | ——sinlnx dx,
p Inx

kasutades vordust

In x

2
2—x !

—= | x¥ dy.
i

Lahendus, Antud vorduse pdhjal véime kirjutada
12

J=J'dxfx‘y sin In x dy.
0 1
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Vaatleme integraalimirgi all olevat funktsiooni
f(x,y)=xvsinlnx

integraalide rajadega mddratud ristkiilikus D=[0, 1]1<[1, 2]. Funkisioon f on,
pidev selles ristkiilikus D peale sirge x=0. Et aga

]il}%f(x, y) =0,
siis katkevus sirgel x=0 on korvaldatav. Secpidrast vCime lugeda, et funkt-

sioon f on pidev kinnises ristkiilikus D. Teoreemi T 5.1.3 pdohjal voime siis
integreerimise jirjekorda muuta ja me saame

2 1
J= [F(y) dy, kus F(y)= [ x¥sinlnxdx.
i U

Teeme nfiiid muutuja vahetuse In x=—¢f. Siis
F(y)=——f e~ Wt gint di=— : S
” I+ (y+1)?

Jarelikult
2

J-—-—-f dy =arctan 2 — arctan 3.
S 1+ (y+1)2

N 5.1.6. Kasutades diferentseerimist parameetri jirgi, leida integraal
n/2

14asinx dx '
J(a)=f]n + * »
0

l—asinx sinx

kus a?<<1.

Lahendus. Integraalialune funktsioon f(x,a) on méidratud ristkiilikus:
D=XXxA,kus X=[0, n/2] ja A= (—1, 1). Et piirkond D oleks kinnine, votame
kiillalt vidikese >0 korral osaristkilliku D,=XXA4,, kus A =[—1+4¢, 1 —¢]
on juba 15ik. Funktsioon f(x, ) on pidev ristkilikus D, peale sirge x=0, kus
tal on katkevus. Et aga

lin01+f (x,a)=2a,

siis katkevus on korvaldatav. Vottes f(0, a) =2a, muutub funktsioon | pidevaks
kogu piirkonnas D_. Seega teoreemi T 5.1.1 pdhjal funktsioon J(a) eksisteerib

ja on pidev a = A, korral. 7
Et kasutada teoreemi T 5.1.2 diferentseerimiseks parameetri a jargi integ-
raalimdrgi all, tuleb veel uurida osatuletise f, pidevust. Leidnud selle osatule-
tise
I 2
fa(x,a)= 1 —a?sin’x

2, kui x=0,

, kui x40

nieme, et ta on pidev piirkonnas D,, sest sirgel x=0 saame
lim fa(x,a) =2=fa(0, a).

x—-04

Seega teoreemi T 5.1.2 eeldused on kinnises piirkonnas D, tdidetud ja valemi
(2) pohjal saame
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n/2

I’(a)=lf 2dx

' 1 —a?sin?x ’

kui aes (—14¢ 1 —e¢).
Saadud integraalis teeme muutuja vahetuse tanx=¢ Saame ratsionaalse
funktsiooni integraali (vt. MAP I, § 6.5). Leidnud selle integraali, me saame
14
J'(a)y =—
Y1 —a?
Niiid voime otsitava integraali J(a) avaldada kujul

l nt da )
J(a)=f!’(a)da=f~————-—=:n: arcsin a+4-C.
’ V1 —a?
Integreerimiskonstandi C médramiseks votame viimases avaldises a=90, siis
J(0)=C. Et ldhteavaldise pdhjal on

/2

J(0)= [ 0dx=0,
0

:sifs C=0 ja saame, et a = (—14=2, 1 —¢) korral on
J(a) =m arcsin a,
mis ¢ suvalisuse tottu kehtib iga a?2<<1 korral.

N 5.1.7. Kasutades diferentseerimist parameetri jargi, leida integraal
nf2

J(a,b)= [ In(a?cos® x+4-b2sin? x) dx,
0
kus a, b>0.
Lahendus. Integraalialune funktsioon
f(x, a, b) =In(a? cos? x+b? sin? x)

-on pidev vaadeldavas piirkonnas, samuti ka osatuletis f,. Teoreemi T 5.1.2 pohjal

voime iga Idigu [a, f] < (0, c0) korral diferentseerida parameetri a & (a, §)
Jjargi integraalimdrgi all, saame
nf2 nf2

7 f 2a cos?x dx f 2a dx
o J a?cos? x+b?sin2x ” a’+-b?tan? x

Saadud integraalis teeme muutuja vahetuse tanx=t¢ (vt. MAP I § 6.5),

:8iis

] 1./‘, 2adt

T (148) (@24 b2
‘Saime integraali ratsionaalsest funktsioonist. Leides selle (vi. MAP I, § 6.4),
Saame

14
at+b
Niiid vdime otsitava integraali avaldada kujul
J(a,b)= [ ]a da=mnIn (a4-b)}+C(b),

kus integreerimiskonstant C(&) vdib séltuda parameetrist b. Konstandi C(b)
médramiseks votame saadud avaldises a=#, siis

J(b,b) =nIn 264-C(b).

Ja=

Et lihteavaldise pdhjal on
/2
I(b,b)=f Inb?dx=wnInb,
0
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siis oleme saanud vorduse

ninb=unln2b4C(b),

kust C(b) =—rntIn 2.

N 5.1.1).
3
716. F(y)—-:fe—xydx ye[0,1]

717.

718.
719.
720.

721.

0
722, F(y)= f arctan (£/y) dx, y = [—10, 10]

Leida jdrgmised piirvddrtused (vt. ndide N 5.1.2).
723.

724,

725.

726.

727.

F(y)=

F(y)= 1fln sin (x+4y)dx, y = [0, n/4]

n (xy)
f si :

_3
a2

Seega oleme saanud vastuseks, et
J(a,b)=mnIn(a+4+b)— ln 2.

Ulesanded

dx, y= [—2, 10]

F(y)=jsgn (¥*—y)dx, y = [0, 1]

Fy) = f cos (J)cc+y)

F(y)=f arcsinx(x/y) dr, g1, 2]

4y

2y
2

dx, y [1, 4]

0

Iyl *

3
limfx2 cos (xy)dx
¥=0 0

llm f Vx*+sh?y dx

Ilmf

lim f———arctan

Y2+ 1

1

lim

n—>oo *,

1+(1+xy)”y

X
y—2
dx

I4-(1+-x/n)"

dx

Niidata, et jargmised funktsioonid on pidevad (vt. ndide
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83—y 1Y e
728. lim J x2cos? (xy)dx 729. lim [ yYx34th?ydx
y—-0 1  y0 y—2

nyf2
730. lim jJ' sin (x-arcsin y)dx

y—>1— 0

Leida jargmiste funktsioonide F(y) tuletised F’(y) teoreemi
T 5.1.2 pdhjal (vt. ndide N 5.1.3).
i

yz

731. F(y)=farctan-§dx 734. F(y).zlf%ﬂ—)—dx-
" 24y

732. F(y)=1f cos ixyz) dx 735 F(y)zof l“(ljxy) dx
2 2y

733. F(y)me arcs“jc(xy) dx 736 F(y)={-5i—n)(cx—y)-dx

Leida jargmiste funktsioonide F(y) integraalid

I=[F(y)dy

teoreemi T 5.1.3 pohjal (vt. ndide N 5.1.4).

w2
737. F(y)= J sinxcos xcos (ycosx)dx
0

a2
738. F(y)= S sin2x cossin x cos (ysinx)dx
0

1

739. F(y)= [ (x+e*—x¥Inx)dx

0
/2

740. F(y)=l_[ ( x -—QVl—yzsinzx)dx
0

sin x

Leida jidrgmised integraalid J, kasutades mérgitud valemeid
(vt. ndide N 5.1.5).

1

3
o —x2 x3— x2
741. J—fb—l—ﬁ—)—c—‘SIIllﬂ)Cd)C, -—lﬁ—)—c—‘—zfxydy

1 6

742. J=f L=, xs_l«zfxydy

t In x v

b
I b__ va b___ 4y
743. sz—f—x—dx (a, b>0), -—x—ln—xf—*=fxydy



Leida jargmiste funktsioonide osatuletised.
1+z

744. F(y, 2)—f xtln (I—I—xy)dx

745. F(y,z) = fzx,—i e¥vz dx

Y

Kasutades diferentseerimist parameetri jargi, leida ]argmlsed
integraalid J( ) (vt. ndide N 5.1. 6) : i

1r1 (1+acosx)

746. (a) " dx, e|<I
247, I(a)=.f arcta?g(na;anx) d'x

0

748. J(a)= [1n (1 —2acos x+a?)dx, |a|<1
0

/2
749. J(a)= [ In(a®—sin2x)dx, |a|>1
0

Kasutades diferentseerimist parameetri jargi, leida jargmised
integraalid J(a,b), kus a,b>0 (vt. ndide N 5.1.7).

1
L xb— xo
750. J(a,b)= | ————dx
5[ Inx
1

751. J(a,b)= | ———coslnxdx
6[ Inx

1
; b ya
752. J(a, b)=fi—x—l~———x—sinlnde
o nx X

§ 5.2. PARAMEETRIST SOLTUVAD PARATUD INTEGRAALID

Vaatleme parameetrist soltuvat paratut integraali

Fw)=[Itxydn yev, _®

kus iilemine raja b on kas loplik ja funktsioon f(x,y) on punkti
x=>5b limbruses mone y korral tokestamata voi b=co. Seejuures
ecldame, et integraal (8) kocndub iga y =Y korral, s.t. on ole-
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mas loplik piirvddrtus

1
F(y)=lim [[(x, y)dx.
I>b—a
Kui b=o0, siis {— b — tdhendab piirprotsessi {— oo.
Vaatleme iilemise raja b vasakpoolseid iimbrusi U,— (c, D).
D 5.2.1. Koonduvat integraali (8) nimetatakse iihtlaselt
koonduvaks piirkonnas Y, kui iga arvu £>0 korral leidub
selline raja b vasakpoolne imbrus U,, et

F(y)—jf(x,y)dxl= lfbf(x,y)dx <e,

kui l = U,, soliumata parameetrist ys'Y.

Integraali (8) iihtlast koonduvust uuritakse jirgmiste piisa-
vate tunnuste PT 5.2.1 — 5.2.4 abil.

PT 5.2.1. (Weierstrassi tunnus). Integraal (8) koondub iihtla-

selt (ja absoluutselt) piirkonnas Y, kui leidub selline funktsioon

g(x), et
1° |[[(x, y) | <g(x) iga x= (a,b) korral, séltumata parameet-
rist yey,

A .
2° fg(x)dx<<oo, 8.t koondub.

PT 5.2.2. Integraal (8) koondub ihtlaselt piirkonnas Y, kui
1° f(x,y) =g (x)h(x,y), kus funktsioonid g ja h on pidevad x
jargi ning g on monotoonne ja omab pidevat tuletist, -
2° lim g (x) =0,
x—>b—

3° leidub konstant K>0, et
!
| fhexngyar |<k

igale[a,b) jayeY korral.
PT 5.2.3. Integraal (8) koondub iihtlaselt piirkonnas Y, kui
1° [(x,y) =g (x)h(x,y), kus funkisioonid g ja h on pidevad x
jargi ning h on monotoonne x jirgi ja omab pidevat tuletist x
jargi,
b
2° integraal [ g(x)dx koondub,

3° leidub korzstant K>0, et
| (x,9) | <K
igaxe=[ab) jayeY korral.
Olgu funktsioon f antud ristkiillikus D=XXY, kus X=1[aq, b) ja
Y=[¢,d].
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PT 5.2.4. Infegraal (8) koondub iihtlaselt Ioigus Y, kui

1° f(x, y) =0 iga (x, y) =D korral,

2° funktsioon [ on pidev ristkiilikus D,

3° funktsioon (8) on pidev lGigus Y. '

Jargmised teoreemid T 5.2.1 —T 5.2.3 annavad tingimused
Tunktsiooni (8) pidevuseks ning diferentseerimiseks ja integreeri-
miseks parameetri jargi integraalimirgi all.

T 5.2.1. Kui

1° funktsioon | on pidev ristkiilikus D,

2° integraul (8) koondub iihtlaselt 16igus Y,
siis funktsioon (8) on pidev loigus Y.

Teoreemi T 5.2.1 eeldustel iga y, = Y korral kehtib seega vordus

Hm F (y) = F (4)

Y—=-Yo

ehk . .
lim f[(x, y)dx= [f(x, yo)dx,

Y= a . a

kust on niha, et teoreemi T 5.2.1 eeldustel véib piirile minna integ-
raalimérgi all.
T 5.2.2, Kui
1° funktsioon | ja tema osatuletis f. on pidevad ristkiilikus D,
2° integraal (8) koondub igus Y, ‘

b
3° integraal [f,(x, y)dx koondub iihtlaselt 15igus Y,

siis iga y & {c, d) korral on funktsioon (8) diferentseeruv ja keh-
1ib vordus ’
b

F'(y)= [Ty (x, y)dx. (9)

-a

Arvestades vordust (8), vdéime valemi (9) kirjutada ka kujul

b b
1w a=Th g (10)

kust on niha, et teoreemi T 5.2.2 eeldustel vaib integraali (8) dife-
rentseerida parameetri y jirgi integraalimirgi all, s.o. muuta
integreerimise ja diferentseerimise jérjekorda.

T 5.2.3. Kui

1° funktsioon [ on pidev ristkiilikus D,

2° integraal (8) koondub iihtlaselt IGigus Y,
siis kehtib vordus

d b d
S E(y)dy=[dx [f(x, y)dy. (11)
Arvestades vordust (8), voime valemi (11) kirjutada ka kujul
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fdy [ 159 dv= [ dx [ (3 9)dy, (12)

kust on néha, et teoreemi T 5.2.3 eeldustel voib ifltegraali (8)
integreerida parameetri y jdrgi integraalimérgi all, s.o. muuta
integreerimise jirjekorda.

Niited
N 5.2.1. Niidata, et integraal
J{y)= [e =cosxydx

U

koondub {ihtlaselt ja absoluutselt piirkonnas ¥=:(—o0, o),

Lahendus. Et

|e=* cos xy| <Ce—*

iga y & (—o0, o) korral, siis funktsioon g(x)=e—% tdidab Weierstrassi tun-
nuse PT 5.2.1 tingimusi. Selle tunnuse pohjal integraal /(y) koondub {ihtlaselt
ja absoluutselt piirkonnas Y='(-—o0, o).

N 5.2.2. Naidata, et integraal -

| sin zx
| e-vx dx
X

0

koondub iihtlaselt hulgas Y=10, o) iga z & (—oo0, ) korral.
~ Lahendus. Saame kasutada tunnust PT 5.2.3. Fikseerime mingi z ja
Jaotame integraalialuse funktsiooni f(x, y, z) kaheks teguriks

f(x,y,2)=g(x)h(x,y),
kus

sin zx
g(.’C): ) h(x’ y)ze—yx.
X

Tunnuse PT 5.2.3 eeldused 1° ja 3° on tdidetud. Eelduse 2° tiidetus, s.o.

integraali _
,‘ { f sinzx
[emar="[ 2
S
0 0

koonduvus, jidreldub tunnusest KT 7.45 (MAP I). _

Seega tunnuse PT 5.2.3 pohjal vaadelday integraal koondub iihtlaselt hul-
gas Y=[0, o) iga z & (—oo, oo) korral.

N 5.2.3, Niidata, et funktsioon

o

1 xcos(x+y)
Fy)= f I dx

1
on pidev piirkonnas Y= (-—o0, o0},

Lahendus. Piisab sellest, kui néidata, et funktsioon F(y) on pidev igas
16igus [c,d] < (—oo, o0). Selleks vaatleme integraalialust funktsiconi f(x,y)
ristkiilikus D=1[1, o0)X|¢, d] ja kasutame teoreemi T 5.2.1.

Ristkfilikus D funktsioon f(x,y) on pidev. Jaotades funkisiooni f(x, y}
teguriteks

g(x)= ja  h(x,y)= cos(x+y),

[4-x2

nieme, et tegurid g ja h rahuldavad iihtlase koonduvuse tunnuse PT 5.2.2 eel-
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- dusi. Jdrelikult selle tunnuse pohjal vaadelday integraal koondub iihtlaselt
Idigus [c, d].
Teoreemi T 5.2.1 pohjal funktsioon F(y) on pidev ldigus [c,d]. Mott.
N 5.2.4. Kasutades diferentseerimist parameetri a jargi, leida integraal
1

‘ —n?
F(a)=fln(1 a’x?) &, |al<l.

J x2(1 — x2) 12

Lahendus. Diferentseerimiseks parameetri jdrgi kasutame teoreemi
T 5.2.2. Selleks kontrollime koigepealt, kas teoreemi eeldused on tdidetud.

Valime suvalise kui tahes viikese arvu £>0 ja vaatleme integraalialust
funktsiooni f(x, @) ristkilikus D,=XXA_, kus X=1[0, 1) ja Ae=[—1+4e¢ 1—¢].
Arvu >0 abil piirame parameetri a muutumisulatust, sest teoreemis T 5.2.2
peab parameeter muutuma loigus.

Ristkiilikus D, on funktsioon { tokestamata x=1 fimbruses iga a0 korral.

Seega on tegemist pédratu integraaliga. Rajasirgel x=0 on funktsioonil | kor-
valdatav katkevus, sest

Hm f(x, a) =—a2
x—0+
Lisame funktsiconile f vddrtused
(0, a) =-—a?,

siis muutub ta pidevaks kogu ristkiilikus D,.

Leiame osatuletise fq:
—2a

fa(x,a)= J (1 — a®x?) (1 — x?)1/2

—2a, kui x==0.

, kui O0<<x<<l1

Nieme, et osatuletis f, on pidev kogu ristkiilikus D,, sest ka sirgel x=0 on

lim fo(x,a)=Ffa(0, a).
x->»04

Seega teoreemi T 5.2.2 eeldus 1° on tdidetud.
Uurime integraali koonduvust. Iga a = [—1+4¢, 1 — €] korral on
M

Mo )~ e

kui x— 1, kus M=In(1 —a?) /22 Tunnuse KT 7.3.1 (MAP I) pohjal antud
integraal koondub. Seega teoreemi T 52.2 eeldus 2° on tdidetud.
Leiame majorandi g(x) osatuletisele fo piirkonnas D,. Olgu c=1—g¢, siis

2a 2¢c

\<‘ .
— c2x2) (1 — x2)1/2 (1 — ) (1 — x2) /2

*

[fa(x, )| < a =g(x).

Bt
[ el dr<e,

siis Weierstrassi tfunnuse PT 5.2.10 pohjal paratu integraal
jfa(x, a)dx
0

koondub iihtlaselt 15igus A,. Seega ka teoreemi T 5.2.2 eeldus 3° on tdidetud.

Tulemuseks oleme saanud, et teoreemi T 5.2.2 eeldused on tdidetud ja
seega iga a = A, korral kehtib valem (9), mille pdhjal

1

F’(a) = jf (x,a)dx= f —2adx

S (1 —a2?) (1 — )i '
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Viimase integraali arvutamiseks teeme muutuja vahetuse x=-cos ¢, siis
o2

! 2a d
F'(a) =— 4

1 —a%cos?e
Teeme niiiid muutuja vahetuse tan gv:f. Siis cos?@=1/(144?) ja me saame

2a dt 2a t
F’(a) ==—-f% : arctan ————
1 — a?+-¢2 VT"_—"‘I‘Q‘ ¥l —a?

o a

0 V1 — a2

Integreerime tulemust parameetri a jirgi:

f a da d(1 —a? | .
F(a)=fF (a)da:—nf T az f ]/1__a2 =n yl — a?4C.

Seega

Fla)=naY¥1 —a?+C.
Konstandi € miiramiseks votame viimases vorduses a=0. Siis
F{0)=n+C.

Et ldhteintegraali pdhjal on F(0)=0, siis peab olema C—=-—n. Seega saame
vastuseks

Flay=n}yl —a?—nm,

kui a= A,=[—1+4¢ 1 —&]. Et >0 on suvaline kui tahes viike arv, siis
saadud vastus kehtib iga a korral, mis tididab tingimust |la] < 1.

Ulesanded

Néidata, et jargmised integraalid koonduvad iihtlaselt ja abso-
luutselt antud piirkonnas ¥ (vt. niide N 5.2. 1).

753. [e~*sin xydr, Y= (—o0, oo)
O

[ arctan (x — Y)
754. f
0 V1 —x

dx, Y= (—o0, o)

755. [e™¥sinxdx, Y=[a, o), a>0
0
2

756, f dx, Y= (—In2, 8)
4—x2
1

757,
of Yx(l —x)

sin (x — y cos x)

dx, Y={(—o0, o)

: (x
758. f (y) dx, Y=]0, 1]
1 !J
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sin (x
759. f-—L!-J-)—dx, Y= (—o0, )

DI o
760. f BN Y 4y Y (oo, 00)
YE—1)@e—2)

Niidata, et jargmised integraalid koonduvad iihtlaselt antud
piirkonnas Y (vt. ndide N 5.2.2).

0o

x sin (xy)
761. ‘_[ a2 dx, Y=[a, o), a>0

762. f SINX 4y, Y=10, o)

arctan (x
163, f (x+y)
0 ]/l—xy

dx, Y= (2, o)

764.

1
| cos(l/x)rd Y=[0, e — 1]
XY R

e 2]

[ cos (xy)
765. #_c/o‘ S dx, Y= (—oo0, 90)

Niidata, et jirgmised funktsioonid on pldevad oma maaramis-
piirkonnas (vt. ndide N 5.2.3).

1

f arccot {(x — y)

766. F(y)= dx, y = (—oo, )
0 Vl—-x
xsin (x
767. f —2|—y) dx, y = (—o0, o0)
i I+
- xdx
768. F(y)=!m, ye [a, ©), a>0
3
769. F(y)= [ 20D ¢ ye (—oo, )
¢ XY3—x
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Leida jargmised piirvidrtused.

770. lim }oxy e 2 dx

y—=>0 In3

. arctan (x+y)
771. lim d

y—0 :)/‘ l—l_xz *

Kasutades diferentseerimist parameetri a jéirgi, leida jargmi-
sed integraalid (vt. ndide N 5.2.4), ,

o0

772. J(a)= [ &P (_xz)_x._exp (—ax?)

dx, a>0

0
| 1_ —x

773. J(a)—_-f o dx, a>—1
0 Xe

1

774, J(a)=f arctan ax dx

0‘ x'j/l——xz

00
e—0xX e—bx

775. J(a, b) = f - dx, a>0, b>0
0

o0

— b
776. J(a, b) — f arctan ax - arctan bx dx. >0, b>0
0

/2
777. J(a,b) = [In (a+btanx)dx, b>a>=0
0

‘00

sin bx

778. J(a, b) = fe—ax dx, a>0, b =R.

g

779. Lahtudes integraalist

J(a, b) =f e—ax
0
leida piirprotsessi a— 0 abil Dirichlet’ integraal

J(b)= f 51be dx.

sin bx

-dx, a=0, b =R,

Leida jargmiste funktsioonide F(y) integraalid

1
1= [ Fly)dy
teoreemi T 5.2.3 pohjal.
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780. F(y)= [e~*xvinxdx 781. F(y)= [e—=*xInxdx
[} L]

782. F(y)=0f1(—ln x)ylh (—Inx)dx

a2 -
283, F(y)=f sin?x dx
o V1 —y2sinx
Leida jirgmised integraalid J, kasutades mirgitud valemeid.
00 b
! —ax __ a—bx —0X —bx .
784, J(a, b)= [ © dx, ¢ e
(@0)= [ S ", £ J esvay
N ]l —cosax msinax Tt
785. J —— e PO *
(a) Ef Pz dx, 6f ~dx 5 sgna
: Le.o] . 5 oo .
786. J(a)——~f(—-81—r;-a—x—-) dx, f%ﬁidx=-—g-sgna
0 ’ \

1 1

i
787 | f arctan x dx arctan xq_‘/‘ dy
0

I

X (1 — x2)1i2 X v 14x2y?

788. J

i

i/;sin x2dx, —1:‘=~—-2:—f exp (—xy?)dy
0 Vx Vi o

Hf ?

789. J= fcos x2 dx, I_= Q_fexp(—xyz)dy
0 "}/x Voo o

790. Lihtudes seosest

2= [e=dx [ xe*¥ dy,
0 0
arvutada Euler-Poisson’i integraal
J= [e=dx.
0

Leida jargmised integraalid, kasutades iilesande 790 vas-
tust ja diferentseerimist parameetrite a>0 ja 6 >0 jargi.

©0

- . 2_“
701, F(a,b)=f exp ( axxl cos bx dx
0

oo

B —ax2y— —by2
292 F(a,b)=fexp( ax?) — exp (—bx?) di.

2
0 X
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793. Toestada, et kui
1° funktsioon f(x) on pidev x==0 korral,

2° eksisteerib loplik piirvddrtus limf(x)=f{(o0),
X=»00

3° integraal j'of’(cx) dx koondub iihtlaselt 0<<a<<c<<b kor-
0

ral, siis

f T —TOR . g (o0)— 1@ 1 1

794. Toestada, et kui
1° funktsioon f(x) on pidev x>0 korral,

2° integraal f f(;)- dx koondub iga ¢>0 korral,
siis a>0 ja cb>0 korral

Of f(ax)";“bx) dx==F(0) m%.

§ 5.3. EULERI INTEGRAALID

Euleri esimest liiki integraaliks ehk beeta-
funktsiooniks nimetatakse kahest parameetrist s6ltuvat pa-
ratut integraali

B(a, b) = f x1(1 — x)b=t dx, (13)

mis eksisteerib, kui a>>0 ja b>>0. Kui ithegi parameetri a voi b
vadrtus on vdiksem kui null voi vordub nulliga, siis integraal (13)
hajub.

Beetafunktsioonil on jargmised omadused.

1. Beetafunktsioon on siimmeetriline oma argumentide suhtes,
s.0. B(a, b)=B(b, a). ' | .

2. Kui a>1 ja b>0, siis kehtib taandamisvalem

a—1

B(a,b)= P B(a—1, b). (14)
3. Kui 0<<a<Cl, siis kehtib tdiendusvalem
48
B(a, 1—a)=m. (15)
Erijuhul, kui n on naturaalarv, saame taandamisvalemist (14)
valemi
B(a, n) = (n— 1)} (16)

“a(a41) ... (a+n—1)
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Euleri teist 1liiki integraaliks ehk gamma-

funktsiooniks nimetatakse parameetrist sdltuvat paratut
integraali

I(a)= [xote=dx, (17)
4 _
mis eksisteerib, kui a>>0. Kui a<C0, siis integraal (17) hajub.

Gammafunktsioonil on jargmised omadused:
1) kui a>0, siis kehtib taandamisvalem

I'(a+1)=al(a), - (18)
2) kui 0<Ca<<l, siis kehtib tdiendusvalem
1
Erijuhul, kui n on naturaalatv, saame taandamisvalemist (18)
valemid
I'(n+1)=n!, , (20)
1 1-.3...2n—1) ~
I‘(n+ 5 )= Q(n” ) v (21)

Valemist (20) on niha, et vordusega x!=T(x-}1) me voime
faktoriaali moiste {ildistada mis tahes reaalarvule x>=0.

Beeta- ja gammalunktsioon on iga a,b5>0 korral omavahel
seotud vordusega

_ T(a)T'(b)

B(a, b) = F (@ 0) (22)
Kehtib Euleri-Gaussi valem
. nen!

I'(a) = lim (23)

n>o a(a+1) ... (a+n)

Valemis (23) piirvddrtus eksisteerib ja on 16plik ka negatiivsete
mittetdisarvude korral. Seetottu seda valemit (23) saab kasutada
Euleri integraalide moiste laiendamiseks negatiivsetele mittetiis-
arvudele. Selleks saab kasutada ka tdieridusvalemeid (19) ja (15).

Taandamisvalemid (14) ja (18) voimaldavad Euleri integraa-
lide arvutamist viia viiksemate argumentide juurde.

Muutujate vahetusega saab Euleri integraalidele anda mitme-
suguseid erinevaid kujusid. Néiiteks kui votta x=1/(1+4¢), siis

ta—‘i
B(a, b)=5f T 4t (24)
Kui x=—In{, siis 1
I'(a)= [ (—Int)e-1dt (25)
0

Euleri integraalide jaoks on koostatud iiksikasjalikud vaartuste
tabelid ja neid saab seetottu kasutada mitmesuguste maaratud
integraalide arvutamiseks (vt. ndited N 5.3.1 ja N 5.3.2). Euleri
integraalid ei ole elementaarfunktsioonid.
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Naiited

N 5.3.1. Arvutada integraal
nj2

J= | sint x cos? x dx,

kasutades Euleri integraale.
Lahendus. Teeme muutuja vahetuse sin?x=f{, siis vaadeldav integraal
avaldub beetafunktsiooni kaudu:

1
1. 1
J:——ft'“*/z(i—t)1!2dl‘=——-B=(—§-, -—3—)
2'0 2 2° 2

Valemi (22) pdhjal avaldame selle integraali gammafunktsiooni kaudu:
1 T'(5/2)T'(3/2)

9 I'(4)

Rakendame niiiid integraalile T'(5/2) taandamisvalemit (18) ja integraalile
I'(4) valemit (20), saame

_ 1.3 TE/@rE?2) 1 r32).
2 2 3 8 -

Rakendame veel kord taandamisvalemit (18), saame

11 1\12 1 1
() =5 (5)
sL2 \2 32 2
Lopuks tiiendusvalemi (19) pdhjal (vittes seal a=1/2), saame
. 1 14 n
T 32 sin (m/2) 32
N 5.3.2. Arvutada integraal

' dx
— [
: 0 14-x

Lahendus. Teeme muutuja vahetuse x3=¢. Siis valemi (24) pohjal

1 f -2 1 1 2
J=— di=—B{—, = ).
3J 14t 3 \3" 3

Rakendades tdiendusvalemit (15), saame vastuseks
1 ) 25

3 sin (/3)  3:317°

Ulesanded

Arvutada jirgmised integraalid, kasutades Euleri integraale
(vt. naited N 5.3.1 ja N 5.3.2). '

Tsin® x cost x d 796. f
795. bfsm x costx dx 1—]—x"
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1 ‘ 2 L —
797. f Yx— x2dx | 800. [ x>V4— x2dx
0

x1/4 4 ﬂf.z
801. tanx dx
798. f iy - |
a2 dx
in7 9
799. {sm X cos xdx | 802. 6[ (1 — x3) 13

Avaldada jargmised integraalid Euleri 'integraalide kaudu.

803. ‘Of(m.%).p de (p>—1) 804, f (11 d)ﬁﬂ

1

/2
806. [sinmxcostxdx (m,n>—1)
0

Leida jirgmised integraalid

a—1 ‘ IV .
807. fx Y 4 (0<a<l)

[ xetn?x
808.0f ox dr (0<<a<<l)

- Kasutades vordust

1 1
—_— a—1 a—xt
P I'(a) ‘a[ prledy,

kus x>0, leida jargmised integraalid.

809. fcoifx de  (0<n<1) 811. [ sinx®dx
0 , 0 .

sto. [ " Pdr (0<n<?) 812.” [ cos 22 dx
0
0

(n>m>1)
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§ 5.4. FOURIER’ INTEGRAAL

[ Olg]u funktsioon f(x), x & (—oo, 00) integreeruv igas loigus
-, ¢
D 5.4.1. Pdratu integraali

Jix)dx (26)
Cauchy peavididrtuseks nimetatakse piirvddrtust
v. p. ff(x) dx= lim ff(x)dx | (27)

. Vordusest (27) on néha, et kui funktsioon f on paarisfunkt-
sioon, siis

v. p._—ff(x)dx=26[f(x) dx (28)
ja kui f on paaritu funktsioon, siis
v.p. [f(x)dx=0. (29)

T 5.4.1. Kui eksisteerib pdratu integraal (26), siis kehtib vir-
dus |

0.p. JHx)dx= JH(x)ds,

s.t., kui integraal (26) eksisteerib, siis tema Cauchy peaviirtus
on vordne selle integraaliga (26).

Kéesolevas paragrahvis tuleb koikides valemites, kis esineb
integraal (26), votta tema Cauchy peaviirtus.

D 5.4.2. Funktsiooni f Fourier’ integraaliks nimeta-
takse integraali

[ [a(y) cos xy-+5 (y) sin xy] dy, (30)

kus

( m

a(y) «-?lt- ff. (x) cosyx dx
: . (31)

b(y) —— ff(x) sin yx dx,

jo kirjutatakse
f(x) ~ J [a(y) cos xy+b(y) sin xy]dy. (32)

Avaldises (32) pannakse tilde ~ asemele vordusmirk = vaid
siis, kui on teada, et integraal (30) koondub vairtuseks f(x).

142



Avaldistest (30) ja (31) on niha, et Fourier’ integraalil on
suur sarnasus Fourier’ reaga. Ta erineb viimasest selle poolest,

et summa on asendatud integraaliga ja funktsiooni f vaadeldakse
piirkonnas (—oo0, o0).

Valemite (31) abil voib Fourier’ integraalile (30) anda kuju

f(x) ~%fdy‘ff(t) cos y(x — 1) dt. (33)

Euleri valemi (vt. § 1.6) abil véib integraalile (33) dnda veel nn.
komplekskuju

i) ~ 5 [ty [iwpenoar @8

Kui f on paarisfunktsioon, siis b(y)=0 ja valem (32) esitub
kujul ‘

F(x) ~ [a(y) cos zy dy, (35)
kus
a(y) =~—::-f f(x) cosyxdx. (36)

Integraali (35) nimetatakse funktsiooni f Fourier’ koosinus-
integraaliks. -

Kui f on paaritu funktsioon, siis a(y)==0 ja valem (32) esitub
kujul '

f(x) ~ [b(y)sinxydy, (37)

0
kus

b(y) == F(x) sinyx dx. (38)

intégraali (37) nimetatakse funktsiooni f Fourier’ siinusin-
tegraaliks. ' -

Fourier’ integraali (32) koonduvuse uurimiseks kasutatakse
jargmist tunnust.

PT 5.4.1. Olgu funktsioon [ absoluutselt integreeruv piirkonnas
X=(—o0, ). _ _
Kui punktis x = X on olemas [6plikud ithepoolsed piirvddrtused

[ (x+Ax)—F(x—) (x+Ax)—f(x+)

. ]
lim — lim
Ax—+0— Ax Ax—>0+ Ax

, (39)
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siis funktsiooni [ Fourier’ integraal (32) koondub punktis x vddr-

tuseks _
f(x—)+](x+)
5 .

Kui punktis x= X on olemas I[6plikud iithepoolsed tuletised
[/ (x—) ja [’ (x+), siis funktsiooni | Fourier’ integraal (32) koon-
dub punktis x vddrtuseks S (x)=f(x).

Rahuldagu funktsioon [ koonduvustunnuse PT 5.4.1 eeldusi.
Siis valemi (34) voime kirjutada vordusmaérgiga, s.o. kujul

S(x)=

Lo -
S()=— J dy [ iwemeas (40)
kus S (x)=f(x) igas punktis x, kus funktsioon f on pidev.
Téhistame
1 ! .
F(y) =—— [ f(x)e-w=dx. (41)
__ 2 —co
Siis integraal (40) esitub kujul
Y
S0 =— [ Fy)emv dy. (42)
M —o0 T

D 5.4.3. Avaldist (41) nimetatakse funktsiooni f Fourier’
teisenduseks ja avaldist (42) tolle poordteisenduseks.
Funktsiooni F nimetatakse funktsiooni | Fourier teisen-
diks. -

Kui f on paarisfunktsioon, siis valemid (41) ja (42) esituvad
kujul -

F(y) =‘V—52£—-Iff(x) cos yx dx (43)
ja .
S(x)= V-?t- fF (y) cos xy dy. (44)

Vordust (43) nimetatakse funkisiooni f Fourier koosinus-
teisenduseks javordust (44) tema poo6rdteisenduseks.
Funktsiooni F nimetatakse sel korral funktsiooni f Fourier’
koosinusteisendiks.

Kui f on paaritu funktsioon, siis valemid (41) ja (42) esituvad
kujul

F (l)")'"=':|/?2£—|j.f(x) sin yx dx o - (49)
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ja
S(x)=V~i—fF(y) sin xy dy. (46)

Vordust (45) nimetatakse funktsiooni f Fourier siinustei-
senduseks ja vordust (46) tolle pé6drdteisenduseks.
Funktsiooni F nimetatakse sel korral funktsiooni f Fourier’ sii-
nusteisendiks. _

Kui funktsioon f on pidev punktis x, siis valemites (42), (44)
ja (46) on S(x)=f(x). - -

Kui funkisioon f on antud vaid piirkonnas [0, o0), siis alati
voime teda kujutada kas paaris- vdi paaritu funktsioonina piir-
konnas (—oo, co) ja seega leida talle soovi kohaselt kas Fourier”
koosinusteisenduse (43) voi siinusteisenduse (45) voi mdlemad.

Kui valemis (41) jon funktsioon F(y) antud, siis voib seda
valemit (41) vaadelda kui vorrandit, kus otsitavaks on funktsioon
[(x). Sel korral valem (42) on vorrandi (41) lahendusvalem.

Et integraalid (31) ja (32) ning (41) ja (42), samuti nende
erijuhud, on parameetrist soltuvad, siis voime nende arvutamisel
kasutada koiki votteid, mis on antud paragrahvides 5.1 ja 5.2.

Niited

N 5.4.1. Leida funktsicon
I, kui |x|<1
fx) = .
0, kui |x|>1
Fourier’ integraal.

Lahendus, Et f on paarisfunktsicon, siis kasutame valemeid (35) ja
(36). Valemi (36) pohjal saame

1
2 2
a(y)=—fcos yx dx=—siny
T y

ja valemi (35) pohjal

sin

2
f(x)"";

cos xy dy,

mis ongi antud funktsiooni f Fourier’ integraal.

Uurime veel Fourier’ integraali koonduvust. Funktsioon f rahuldab koon-
duvustunnuse PT 54.1 eeldusi. Seepirast tema Fourier’ integraal koondub ja
koondub selle tunnuse pohjal vdartusteks

S f(x) pidevuspunktides |[x|#1
(x)_{l/Q katkevuspunktides |x[=1.

Seega, kui |x| =41, on

o0

2 siny
[ (x) =—-f cos xy dy.
) f 5 Y
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N 5.4.2. Leida funktsiooni
1, kui [x]=1
fx) =1 .
0, kui |x|>1
Fourier’ integraal komplekskujul.

Lahendus. Kasutame valemit (34). Arvutame kdigepealt sisemise integ-
raali peavaartuse saame Euleri valemi (vt. § 1.6) pOhjal

1

1 1 eixy
ff elvx=t) df = few(x t) dt——__—-eiu(x—f)[ = 2sin y.
& iy oy

Asendades valemis (34) sisemise integraali saadud avaldisega, saame vastuseks

S(x) =L f sin y

Kirjutasime vordusmérgi maidrgi ~ aseme!e eelmise niite N 541 pohjal, kus
on sama funktsioon f.

el*v dy.

Ulesanded

Leida jargmiste integraalide Cauchy peavéiéirfused.

| 1 - X
813. V.p.—;/o. T dx 815. v.p. f T dx
814. v.q foxco d 816. v.p j‘larctanxl
. .p.F_m sxdx . T2

Leida jargmiste funktsioonide Fourier’ integraalid (vt. ndide
N 5.4.1).

817. Jl, kui |x|<a 819. x, kui |x] <a
F()=11/2, kui |x|=a =10, kui |x|>a
lO, kui |x]>a |

818. sgnx, kui |x|<a 820. -_{x, kui |x|<a
Fx) = { 0, kui |x|>a o= 0, kui |x|>a

821. f(x)=sgn(x —a)—sgn(x—b), kus b>a
822, e™*, kui x=0

,  kui x<<0
- __ 2
823. f(x)= Rl kus a>0
, X
824, f(X)='az_*_—2', kus a>=>0
825. F(x )_{smx kui [x]<<n
0, kui |x|>n



826. F(x) = {cosx, kui |x|<<n/2
Lo, kui |x]|>n/2

Leida jargmiste funkisioonide Fourier’ integraalid kompleks-
kujus (vt. ndide N 5.4.2).
J], kui |[x|<Ca
827. j(x)=11/2, kui |x]=a
0, kui |x]>a
828. f(x)=-exp (—x2)
829. f(x)=xexp (—x?)
Leida jdrgmiste funktsioonide f Fourier’ telsendld F.

830. f(x)=etlxl, kus a>0
831. [(x)=xealxl, kus a>0
832. f(x)-_ex (—x2/2) cos ax
833. Leida funktsiooni f(x)=e4, kus a>0 ja x>0, Fourier”

koosinusteisend.
834. Leida funktsiooni f(x)—e—ax kus a>0 ja x=0, Fourier”
siinusteisend.
835. Naiidata, et funktsioon
F(x) =—— &8
2n

langeb kokku oma Fourier’ teisendiga.

836. Leida funktsioonif(x)=e—%, kus 0<<x<C oo, Fourier’ koosinus-
integraal. \

837. Leida funktsiooni f(x)=e"=, kus 0<<x<Coo, Fourier’ siinus-
integraal.

838. Leida funktsioon f, kui

1+y2 _ff(x) cos yx dx.
839. Leida funktsioon f, kui
e V= ff(x) sinyxdx, y>0.
0
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VI. KORDSED INTEGRAALID
§ 6.1. KAHEKORDNE INTEGRAAL

Olgu funktsioon f(x,y) antud tokestatud kinnises moétuvas
'p11rk0r1nas D, mille pmdala olgu Sp. Jaotame piirkonna D _joon-
tega, mille pmdala on null, kinnisteks méotuvateks osapnrkonda-
deks Dy, Do, ..., D,, mille pmdalad olgu vastavalt Si, Sy, ..., Sa-
Votame igas osapiirkonnas suvalise punkti P; & D; ja moodustame
summa -

o (f) :éf(msi.

Summat o¢(f) nimetatakse funktsiooni f integraalsum-
maks piirkonnas D.

Olgu 4 osapiirkondade D; suurim-diameeter.

D 6.1.1. Arvu { nimetatakse Junkisiooni f kahekordseks
integraaliks iile piirkonna D, kui iga arvu >0 korral lei-
.dub arv 6>>0, et -
=0 <e, kui A<,
soltumata piirkonna D jaotamisviisist osadeks D; ja punktide

P, &= D; valikust. Sel korral funktsiooni | ntmetatakse integree-
ruva k s piirkonnas D ja kirjutatakse

J= [f( (x, y)dx dy ehk J=,_ffde. (1)

Piirkonda D nimetatakse integreerimispiirkonnaks.
Koigi integreeruvate funktsioonide hulka hakkame markima siim-
boliga Lp. ‘

TT 6.1.1. Funktsiooni integreeruvuseks mingis piirkonnas on
tarvilik, et ta oleks tokestatud selles piirkonnas.

Kuid iga tokestatud funktsioon ei ole integreeruv. Funktsiooni
integreeruvuse madramiseks kasutatakse jargmisi tunnuseid.

PT 6.1.1. Kinnises piirkonnas pidev funktsioon on integreeruv
selles piirkonnas.

PT 6.1.2. Tokestatud funktsioon, mis on antud piirkonnas kat-
kev [oplikus arvus punktides véi loplikul arvul joontel, mille pind-
ala on null, on integreeruv selles piirkonnas.

Kahekordses integraalis voib funktsiooni vdartusi muuta (kor-
valdada, lisada) 16plikus arvus punktides ja 16plikul arvul joontel,

148



mille pindala on null. See ei muuda integraali ega mojusta tema
olemasolu.

Kahekordsel mtegraahl on jargmised omadused.
I. Aditiivsus. Kui piirkond D jaotub kaheks moéotuvaks osaks
Dy ja D», millel pole fihiseid sisepunkte, siis kehtib vordus

[f1dS=[ffas+ [[fas, (2)

kus integraali olemasolust vasakul ‘jireldub mélema integraali
olemasolu paremal ja vastupidi, integraalide olemasolust paremal
jareldub integraali olemasolu vasakul.

Aditiivsuse omadusest jareldub, et piirkonnas D integreeruv
funktsioon on integreeruv ka selle piirkonna D igal mootuval osal.

II. Lineaarsus. Kui f, g = Lp ja a, =R, siis ka ef+pg = Lp
ja kehtib vordus

ff(af—l-ﬁg)dS =g ffde—I—ﬁ ffgdS

Vottes B= 0 voi @=1 ja =41, saame vordused
[faf dS=a [[[dS,
D D
S ([£g)dS= [[fdSx [[gdS,
D D D

kust on niha, et konstantset tegurit vaib integraalimirgi alt vilja
tuua ja et summa (vahe) integraal vordub integraalide summaga
(vahega). :

I11. Monotoonsus-. Kui f,g=Lp ja M(P) < g(P) iga PeD.
korral, siis -

JJ1dS< [Jgds. (3)

IV. Absoluutne integreeruvus. Kui f& Lp, siis ka |f| =Lp ja
kehtib vorratus

| JSFdS|<< [T [7]dS. (4)

V. Keskviirtusteoreem. Kui fe& Lp, siis leidub selline arv
g [m, M], kus m ja M on funktsiooni f vdidrtuste rajad piir-
konnas D, et kehtib vordus

fof dS=uSp. (5)

Erijuhul, kui f on pidev piirkonnas D, siis leidub selline punkt
CeD, et u=jf(C), s.t.

[11S=F(C)Sn | (6)

Kahekordse integraali (1) arvutamiseks kasutatakse jdrgmisi
votteid. |
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M 6.1.1. Olgu piirkond D joontrapets (joon. 6.1), mis on pii-
ratud vasakult sirgega x=a ja paremalt sirgega x=1»0 ning alt
pideva joonega y=a(x) ja iilalt pideva joonega y=yg(x).

"4

Joon. 6.1

Kui fe Ly ja iga x = [a, b] korral eksisteerib integraal

B(x)
[ [(x, y)dy,
o(x)

siis integraali (1) korral kehtib arvutusvalem

b B(x)
J=&f dxa-é)f(x, y)dy. (7)

M 6.1.2. Olgu piirkond D joontrapets (joon. 6.2), mis on pii-
ratud alt sirgega y=c ja iilalt sirgega y=d ning vasakult pideva
joonega x=y(y) ja paremalt pideva joonega x=4d(y).

Kui fe Lp jaiga y < [c, d] korral eksisteerib integraal .

O(y)
J T{x y)dx,

wy)
siis integraali (1) korral kehtib arvutusvalem

dq.____ -
2 :
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d My o
I=[dy | f(x, y)dx. (8)
c Wy)

M 6.1.3. Olgu D suvaline tokestatud kinnine mdéotuv piirkond.
Jaotame ta osapiirkondadeks Di, ..., Dp nii, et osapiirkonnad
D,, ..., D, oleksid meetodites M 6.1.1 ja M 6.1.2 vaadeldud joon-
trapetsid. Siis aditiivsuse omaduse I pohjal saame

I= 3 fIid (9)

i=1 Di N

eeldusel, et integraalid paremal eksisteerivad.

Niited

N 6.1.1. Joonistada integreerimispiirkond D ja asetada integreerimisrajad
arvutusvalemite (7) ja (8) jargi integraalis

I= [fFx4)dx dy,

kus D on piiratud sirgetega x+y=1, x —y=1 ja x=0.

Lahendus. Joonistame piirkonna D (joon. 6.3). Nideme, et piirkond D
on joontrapets.

Asetame integreerimisrajad arvutusvalemi (7) jdrgi. Selleks leiame integ-
reerimisrajad x=a, x=b, y=a(x) ja y=p(x) vastavalt joonisele 6.1. Nagu
jooniselt 6.3 ndeme, piiravad antud juhul piirkonda D vasakult ja paremalt
sirged x=0 ja x=1, seega a=0 ja b=1. Alt piirab piirkonda D sirge y=
=x-1 ja ilalt sirge y=1—x, seega a{x)=x—1 ja f(x)=1—x. Valemi
(7) pohjal saame niiiid 1

—X

1
J=fdx f f(x, y)dy.
0 x—1 :

Asetame integreerimisrajad arvutljsva]erni (8) jargi. Selleks leiafne' integ-
reerimisrajad y=c¢, y=d, x=v(y) ja x=47J(y). Vastavalt joonisele 6.2 saame
analoogiliselt nagu eelmisel juhul c=—1, d=1, p(y) =0 ja

14y, kui —I<<y<O
d(y)= , .
1 -y, kui 0<<y<l.

Joon. 6.3
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Et d(y) on méiiratud kahe erineva avaldisega, siis arvutuslikust seisukohast on
oistarbekohane rajade paigutamisel valemisse (8) jaotada piirkond D kaheks
osaks sirgega y=0, Siis vastavalt aditiivsuse omadusele saame

0 1+y 1

-y
J=fdybf f(x.y)dx+fdy6f f(x, y)dx.
-1 9 .
N 6.1.2. Muuta integreerimisjdrjekord integraalis
2 x2
IJ= fdx [ [(x,y)dy.
> D

Lahendus. Antud integraalis on rajad asetatud arvutusvalemi (7) jargi.
Sellepédrast sellele juhule vastava joonise 6.1 pohjal voime Gelda, et integree-
rimispiirkond D on piiratud joontega x=0, x=2, y=0 ja y==x2 Joonistame
selle piirkonna D, saame joonise 6.4. '

Ulesande lahendamiseks tuleb rajad asetada arvutusvalemi (8) jdrgi. Joo-
niselt 6.4 leiame vastavad rajad

c=0, d=4, x=Vy, x=2
ja me saame valemi (8) pohjal '

4 2
J= [dy [ f(x,y)dx.
o =
N 6.1.3. Leida integraal

J= fD'f—x—(f-_qudy,

kus D on piiratud joontega y=0, x4y=1 ja x=e. ‘

Lahendus. Joonistame koigepealt piirkonna D (joon. 6.5). Jooniselt
ndeme, et piirkond D on joonirapets, mis on vasakult piiratud sirgega x=1,
paremalt sirgega x=e, alt sirgega y=1-—x ja ilalt sirgega y=0.

Integraalialune funktsioon on pidev piirkonnas D ja seega tunnuse PT 6.1.1
pohjal integreeruv piirkonnas D. Samuti on iga x = [1,e] korral antud funkt-
sioon integreeruv y jérgi. Seega eeldused meetodi M 6.1.1 Kasutamiseks on taide-
tud. Arvutusvalemi (7) pdhjal saame

Joon. 6.4 Joon. 6.5
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e 0
1
Ay P
YooY x(x+y)

Algul peame leidma sisemise integraali, s.o. integraali muutuja y jirgi. Et sel
korral x on konstantne, siis on dy=d(x+y) ja me saame

e 0 e
dx d(x ifd 0
sz f (x+9) =f * In (x4y) ==
L r . Aty r x T
In x f In2x |e 1
=f -dx=flnxdlnx=- =—
1 * I ’ 2 l 2

Ulesanded

Joonistada jargmised integreerimispiirkonnad D ning asetada
integreerimisrajad integraalis (1) valemite (7) ja (8) jargi (vt.
ndide N 6.1.1).

840. D on kolmnurk tippudega (0, 0), (2,0), (2, 1).

841. D on kolmnurk tippudega (0, 0), (2,1), (—2,1).
842. D on ristkiilik tippudega (0, 0), (2,0), (0, 1), (2, 1).
843. D on ring x24y2<1.

844. D on piiratud joontega y=x2, y=1. ‘

845. D on piiratud joontega y=x2, y=—x3.

Muuta integreerimisjdrjekord jargmistes integraalides (vt. nii-
de N 6.1.2).

i x 2 2x

846. [dx [[(x,y)dy 849. fdx [f(x, y)dy
v 0 0 x
e Inx 1 1—x

847. [dx [ (xy)dy 850. [dx [ f(x y)dy
1 0 —2 x2—1
1 Y1y

848. fdy [ f(x,y)dx
0 1—y _

: 0 Yyt 1 ¥i—y?

851. [fdy [ [(x,y)dx+ [dy [ F(x y)dx
i, e
Tf2 cosXx T sinx

852. [ dx [ [(x,y)dy 853. fdx [ [(x,y)dy
—nf2 0 0 0

Leida jirgmised integraalid (vt. ndide N 6.1;3).
854. [[xdxdy, kus D on kolmnurk tippudega (0,0), (I,1) ja
D

(0, 1).
855. [fydxdy, kus D on piiratud joontega y=0, x=1 ja y=x2.
D
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856. ff sin(x+y)dx dy, kus D on piiratud joontega y=—x, y=0

]a X=r.
857. ff cos (x — y) dx dy, kus D on piiratud joontega y=0, y=x

]a X=1.
858. ffeﬂc v dx dy, kus D_[O In 4] X<[0, In2].

] ,

859. f I;; dxdy, kus D on piiratud joontega y=1, y=x ja

; _
x=k¢e.

860. ff—l— dxdy, kus D on piiratud joontega y=0, y=Inx ja

\ arctanxarccoty _ .
861. _{)f (e e drdy, kus D=[0, 11X [1,0].

862. ff (¥*+y)dx dy, kus D on piiratud joontega y=2x? ja y*=ux.
863. ffyzdxdy, kus D on piiratud x-teljega ja tsiikloidi x=

——a(t-smt) y=a(l —cost) kaarega, kui 0<C/<(2n ]a

a>0.
864. Definitsiooni D 6.1.1 pohjal arvutada ligikaudu mtegraa]

J= f J (2+y?)dx dy,

kus D= {(x, y): x2+y2g1}, Jaotades ringi D osadeks kont-
sentriliste ringjoontega x*4-y2=(k/4)2, kus k=1,2,3,4 ja
vottes punktideks P; kiire y=x>0 101kepunkt1d ringjoon-
tega.

865. Kesk\ dartusteoreemi abil hinnata integraal

I=Jf (¢ —y)drdy,
D

kus D= {(x, y): 22+4y2<2x}, vottes arvudeks m ja M funkt-
siooni globaalsed ekstreemumid piirkonnas D.

§ 6.2. MUUTUJATE VAHETUS KAHEKORDSES INTEGRAALIS
Olgu antud integraal

I= [f](x y)dx dy. (10)
Vaatleme teisendust
x=x(u, v)
{y=y(u,v) (4, v) EA, (11)

mis teisendab wv-tasandil asetseva kinnise piirkonna A xy-tasandil
asetsevaks piirkonnaks D (joon. 6.6).
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Joon. 6.6

D 6.2.1. Teisendust (11) nimetatakse regulaarseks, kui
1) teisendus (11) on iiksiihene,

2) [unktsioonidel (11) on olemas pidevad esimest jarku osatu-
letised piirkonnas A,
3) teisenduse (11) jakobiaan

Xu Xp
Yu Yo

J(u,v)= #+0 (12)
kogu piirkonnas A.
Regulaarne teisendus (11) teisendab kinnise modtuva piirkonna
A kinniseks mootuvaks piirkonnaks D, piirkonna A sisepunktid piir-
konna D sisepunktideks, piirkonna A rajajoone piirkonna D raja-
jooneks ja sileda joone piirkonnas A siledaks jooneks piirkonnas D.
Regulaarse teisenduse (11) podrdteisendus

u=u(x,y)
LoD g ep (13)
on ka regulaarne teisendus.

Muutujate vahetuse eeskirja integraalile (10) annab jirgmine
teoreem.

T 6.2.1. Kui
1° funkisioon [ on pidev kinnises mddtuvas piirkonnas D,
" 2° teisendus (11) on regulaarne ja teisendab piirkonna A piir-
konnaks D, siis integraali (10) jaoks kehtib valem

J= {ff[x(u, v), y(u,v)] |7 (4, v)|dudo. (14)

Valemit (14) nimetatakse integraali (10) muutujate va-
hetuse valemiks. Muutujaid «# ja v nimetatakse uuteks
integreerimismuutujateks. * Teisendust (11) nimetatakse asen-
duseks.

Valem (14) jdib kehtima ka juhul, kui asendus (11) ei ole re-
gulaarne 1oplikus arvus punktides voi 16plikul arvul joontel, mille
pindalad on null.
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Olgu
Ux Uy
Ux Uy

J(x’ y)=

poordteisenduse (13) jakobiaan. Kehtib vordus

J(u,v}J(x,y)=1, (15)

s.t. regulaarse teisenduse (11) ja tema poordteisenduse (13) jako-
biaanide korrutis on vordne tihega.

Mirkus 6.2.1. Kui asendus on antud poérdteisenduse (13} ku-
jul, siis on lihtsam leida algul tema jakobiaan J(x, y) ja vordu-
sest (15) avaldada valemi (14) jaoks vajalik jakobiaan J(u, v)
(ndide N 6.2.4).

Tihpilised asendused i(11), mis esinevad praktikas, on jirg-
mised.

1. Uleminek polaarkoordinaatidele. Sel korral asendus (11)
antakse kujul

{x-—-—:-r COS @

y—rsing (P EA (16)

kus r=0 ja ¢ on punkti P='(x, y) polaarkoordinaadid. Siis jako-
biaan

J(r,p)=r.
Asendus (16) ei ole regulaarne rgp-tasandil ainult sirgel r=0.
Jérelikult valem (14) kehtib asenduse (15) korral séltumata sel-

lest, kas sirge r=0 kuulub piirkonda A v6i ei kuulu sinna, ja
omandab kuju

J= [[f(rcosg, rsing)rdrde. (17}
A

Et x24-y2=r2 siis avalduvad suurusi x2+4y? sisaldavad aval-
dised polaarkoordinaatides viga lihtsalt uue muutuiija r kaudu.
Kui piirkond D on polaarkoordinaatides (joon. 6.7 ja 6.8) pii-

Joon. 6.7
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Joon. 6.8

ratud kiirtega p=a ja p=y ning koveratega r=ri{p) ja r=
=rs (@), siis valem (17) esitub kujul

3 rAP)
J= [dop [ [(rcosg, rsing)rdr. (18)
o r(®)

Valemi (18) kasutamisel piisab tavaliselt sellest, kui teha joo-
nis 6.7, s.o. joonis piirkonnast D, millele on kantud integraali
(18) rajad polaarkoordinaatides. Joonis 6.8 tehdkse komplitseeri-
tumatel juhtudel, et saada paremat {ilevaadet piirkonnast A.

2. Uleminek elliptilistele polaarkoordinaatidele. Sel korral
minnakse uutele muutujatele r=0 ja ¢ asendusega '

{x=ar CoS @

y=br Sinrgo (_f, ‘(P) €A, : (19)

kus a=>>0 ja b0 on sobivalt valitud konstandid.
Asenduse (19) jakobiaan on
J(r,p)=abr. (20)

Asendus (19) pole regulaarne ainuit sirgel r=0. Seega kehtib
asenduse (19) korral valem (14) ja omandab kuju

J=ab [[[(ar cosqp, brsing)rdr de. (21}
A
Mirkus 6.2.2. Sobivate arvude a ja b valikul tuleb arvestada, et
x2 y2
=

mistottu avaldisi, mis sisaldavad suurusi x?/a?+4%/b?% saab viga
lihtsalt avaldada uue muutuja r kaudu.

3. Uleminek iildistele elliptilistele polaarkocrdinaatidele. Sel
korral minnakse uutele muutujatele r=0 ja ¢ asendusega
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X=ar cos* ¢ |
{ y=brsing ("PIEL (22)

kus a>0, >0 ja s on sobivalt valitud konstandid. Asenduse (22)
jakobiaan on :
I (r, @) =sabr cos’~1 g sins—1 g (23)

ja valem (14) omandab kuju
J=ab |s| [[](ar cos*p, brsin@)r|coss—tgsins—tg|drdp. (24)
A .

Naited
N 6.2.1. Uleminekuga polaarkoordinaatidele leida integraal
I= [ [V¥Fg dx dy,
D

kus D= {(x, y): x> +4°<1, x==0, y==0}.

Lahendus. Tuleb teha asendus (16). Selleks joonistame piirkonna D
{joon. 6.9). Jooniselt nieme, et piirkond D on selline nagu joonisel 6.7, kus-
juures a=0, f=mn/2, r (p)=0 ja ra(p)=1. Seepirast voime kasutada valemit

(18), mis annab
nf2

1
) fd'f2d x
= =,
eyr 6

0 0 .o
N 6.2.2. Uleminekuga elliptilistele polaarkoordinaatidele leida integraal

I (5w

kus D={(x, y): 9x2+4y2<36}.

yf
7.
S

]

] /

/i ///,.

2 n=0 1 x

Joon. 6.9 Joon. 6.10
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v A W +y’=y

i

Lahendus. Mirkuse 6.2.2 kohaselt votame g=2 ja b=3, s.t. votame
asenduse (19) kujul
{x=2r cos @

r, = A
y=3rsingp (. 9)

Joonestame piirkonna D (joon. 6.10) ja leiame piirkonna A. Jooniselt 6.10%
nieme, et 0<Cp<C2nm. Et kindlaks teha r muutumisulatus, esitame piirkonna D¢
rajajoone vorrandi 9x°44y*—=36 samuti dldistatud polaarkoordinaatides:

9(2r cos ¢)2+4(3r sin ¢)2=36,
kust r=1. Jérelikult iga ¢ korral piirkonnas A on 0<Cr<C1I. Seega
A={(r,p): 0<r<, O<p<<2n}
(joon. 6.11). Valemi (21) pdhjal saame niifid

2n 1
J=2-3 f[ (r)? dr dq:'=6qu)6[r5 dr=2mn.
A D ,

N 6.2.3. Uleminekuga polaarkoordinaatidele leida integraal
J= [[ V2244 dx dy,
D

kus D={(x,y): (x—1)44?<1, y=0}.

Lahendus. Tuleb teha asendus (16). Selleks joonistame piirkonna D'
(joon. 6.12). Jooniselt 6.12 nieme, et 0<Cep<<n/2. Et kindlaks teha r muutumis-

ulatus, esitame piirkonna D rajajoone vorrandi (x — 1)24y2=1 polaarkoordinaa-
tides, saame

(rcosp — 1)24(rsing)2=1,

kust r=2 cos . Jirelikult iga ¢ korral on 0<<r=<C2cos g,

Seega piirkond D on selline nagu joonisel 6.7 ja me vdime kasutada valemit
(18), mille pahjal

nf2 2¢coBp

J f d f 2 dr 16
f—i r _—,
v 9

0 0
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N 6.2.4. Leida integraal ‘
J= [[ (2x+y—2)*dx dy,
D

Lahendus. Joonestame piirkonna D (joon. 6.13). Nieme, et integraali
arvutamisel valemi (7) voi (8) jérgi tuleks piirkond D jaotada kolmeks osaks.

Arvutused lihtsustuvad, kui teha asendus
U=x—y, v=2-ty (4,v)<=A,
sest siis piirkond D teisendub ristkiilikuks

A={(u,0): —l<u<], —1<v<<2}
{joon. 6.14).

Muutujate vahetuse valemi (14) kasutdmiseks tuleb leida veel jakobiéan

(12). Et asendus on poodrdteisenduse (13) kujul, siis vastavalt méirkusele 6.2.1
leiame algul jakobiaani
P
= =3.

2 1

Ux Uy

J(x,y)=

Ux Uy

Vordusest (15) saame siis avaldada vajaliku jakobiaani J(ﬁ, v)=1/3.
Valemi (14) pohjal saame niiiid

1 2
. 1 I
J= ff(UHQ)ZEdudU=—3- fdu f(v—2)2dv=6.
A —1

-1
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Ulesanded

Leida jiargmised integraalid, minnes iile polaarkoordinaatidele
(vt. ndide N 6.2.1).

866. [fY+izdedy, D={(x,y): 2+y2<4, x=0, y=0}
867. [f (x*+y?)2dxdy, D={(x,y): ¥»+><1, y=0}
D

868, [fYI—R—yrdxdy, D={(x9): £+s2<l)
869. ffsin (x2+y2)dxdy, D={(x, y): Me<<x2+ 42 <4n?}

870. L/‘farctan—g—dxdy, D= {(x,y): 24P, x=0, y=0}
K _

Leida jargmised integraalid, minnes iile elliptilistele polaar-
koordinaatidele (vt. ndide N 6.2.2).

871. ff]/l——n————-dxdy, D*-{(x, y): ——I—‘-gz-<1}

872. [[16— 22— 3y2dxdy, D={(x,y):75-+—gl}
D

873. [[Vx2+9y2dxdy, D={(x,y): 2249421},
D

Leida jargmised integraalid, minries lile polaarkoordinaatidele
{vt. ndide N 6.2.3).

874. [[Vet@drdy, D={(x,y): (x— 1) <1}
D
875. SJSfxdxdy, D={(x,y): ¥+ (y—1)2<1, x=0}

876. [[V@tiPdxdy, D={(x,y): 2+ (y—1)><1}
D
877. J;f (P+y?)dxdy, D={(x,y): 22+ (y+2)2<4}
878. [fydxdy, D={(x 9): 4x<x*+12<<8x, x<Cy<<2x}
D
Leida jargmised integraalid (vt. ndide N 6.2.4).
879. ff (3x+2y—4)2dxdy, D={(x,y): —1<<x—y<3, —2<
D

< 3x+42y<8}
880. ff (2x —y)dxdy, D={(x,y): | <x+y<<2, 1<<2x— y<<3)}

881. {)f (x+y)dxdy, D={(x,y): *+yrP<x+ty}
882. [f (x2+y?)dxdy, D={(x,y): 032442+ 2x<<1}
D
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883. Leida integraal
J= [[xdxdy

D
asendusega x==r cos?p, y=rsinZgp, kui piirkond D asetseb
xy-tasandil esimeses veerandis ja on piiratud joonega
(x+y)i=xy.
884. Integraalis
I=[J[(x.y)dxdy

teha muutujate vahetus x=rcos®p, y=rsin®p ja asetada
rajad saadud integraalis, kui piirkond D on piiratud astroi-
diga x2B4-128=1,
885. Integraalis
| J= .If)ff(x, y)dx dy

minna file polaarkoordinaatidele, kui D on lemniskaadi

(+y2)2=a*(®—y?), x=0
leht.

§ 6.3. KAHEKORDSE INTEGRAALI RAKENDUSI

Vaatleme, kuidas integraaliga .
I=[[](xy)dxdy (24)

arvutada kujundi pindala ja ruumala ning tasandilise kujundi
massi, massikeset ja inertsimomente.

1. Tasandilise kujundi pindala. Olgu xy-tasandil asetsev ku-
jund D kinnine ja mootuv (joon. 6.15).

Selle kujundi D pindala Sp avaldub valemiga

Sp= [[dxdy. 4 - (25)

Joon. 6.15
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Joon. 6.16

2. Kujundi ruumata. Olgu keha E (joon. 6.16) alt piiratud kin-
nise mootuva piirkonnaga D, iilalt pideva funktsiooni f graafikuga
z=f(x,y) ja kiilgedelt piistsilindrilise pinnaga, mis 1dbib piir-
konna D rajajoont ja seega ka funktsiooni f graafiku rajajoont.

Selline keha E on mootuv ja tema ruumala' Vg avaldub vale-
miga . |

Ve=[[](x y)dxdy. (26)

Valem (26) annab kahekordse integraali (24) geomeetrilise
tdhenduse.

3. Ruwumilise pinna pindala. Olgu ruumilise pinna X punktid
(x,y,2) méadratud vc’)rrandi__tega
x=x(u,v), Yy=y(u,v), 2z=2(4,v), (4 v)EA, (27)
kus A on mingi piirkond wv-tasandil.
Vorrandeid (27) nimetatakse pinna 3 parameetrilisteks
vorranditeks ning muutujaid # ja v parameetreiks.
" D 6.3.1. Pinda 3 nimetatakse siledaks, kui

1° funktsioonid (27) ja nende osatuletised on pidevad piir-
konnas A, '

2° piirkonna A igas punkiis

A?4 B2y (240
kus .
A Yu 2u , B— Zu Xu , _ Xu Yu (28)
Yo v Zy Xy Xv Yo

Siledal pinnal on igas punktis puutujatasand ja normaal.
Pinna vorrandit z={(x, y), (x.y) € D, saab alati esitada para-

11*
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meetrilisel kujul (27), vottes niditeks x=u, y=v, z=[(u,v), kus
(¢, v) & A=D. Vastupidine esitus ei ole alati teostatav.

Kuid piirkonnas, kus C+40, on sileda pinna (27) vorrand esi-
tatav kujul z=f(x, y), (x,y) =D, kus funktsioon [ ja tema osa-
tuletised on pidevad. Sama kehtib ka, kui A==0 vdi B+#0. Siis on
pinna vorrandid vastavalt x=g(y, z) ja y=h(x, z), kus jallegi
funktsioonid g ja & ning nende osatuletised on pidevad.

Defineerime sileda pinna I pindala moiste piirkonnas, kus
C==0. Pinna X selle tiiki vorrand esitub kujul z=f(x, y), (x, y) =
& D (joon. 6.17). Jaotame piirkonna D osadeks Dy, ..., D, joon-
tega, mille pindala on null. Igas piirkonna osas votame suvalise
punkti P; = Dy, millele pinnal 3 vastaku punkt Q;. Punktis @;
volame puutujatasandi. Moodustame piistsilindri pohjaga D;. See
silinder loikab puutujatasandist vilja osa E; pindalaga S;. Sum-
meerime koik sellised pindalad Si:

n
i=1
Olgu 4 piirkondade D; suurim diameeter.
D 6.3.2. Sileda pinna ¥ pindalaks nimetatakse piirvddrtust

Sz=limg.
A0

Analoogiliselt defineeritakse pinna X pindala ka piirkondades,
kus A0 voi B=0. .

2k

Joon. 6.17
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Kui sile pind 3 on antud parameetriliste vorranditega (27),
siis tema pindala Sy on leitav valemiga

Ss— [[ VAT B CE du dv. " (29)
A

Kui tdhistada |
E=x2 442 +22, F=xuXotYuyot2u2o, G=x2-+4y2 +22,-

siis kehtib vordus
A2 B2 L (RP=EG — F?,

mistottu valemi (29) voib kirjutada ka kujul
Sy= ffVEG——deu do. (30)

Kui sile pind 2 on antud ilmutatud vorrandiga z=f(x, y),
(x,y) = D, siis tema pindala Sz on leitav valemiga

Sze [fV1E2+ 22 dxdy. (31)
| D

4. Tasandilise kujundi mass, massikese ja inertsimomendid.
Olgu xy-tasandil asetsev kujund D mootuv ja tema pindtihedus 0
igas punktis (x, y) olgu antud pideva funktsiooniga

o=0(x,y), (x,y)D. . o (32)
Siis selle kujundi D mass mp avaldub valemiga
mp= [] ¢ (% y)dxdy. | (33)

KUJundl D massikeskme C= (x., y.) koordinaadid on leitavad

valemitega
1
-—;ffxe (x, y)dxdy
D

T (34)
vo=— [ o x. ) dx ay.

“

| Kujundi D inertsimomendid /. ja I, vastavalt x- ja y-telje suh-
fes on leitavad valemitega

Ie= [f Po(x y)dxdy

. n 35 Y
o= IS et ax oy (35)

Kujundi D inertsimoment /o koordinaatide alguspunkti 0 suhtes on
leitav valemiga

lo= Lo ly= [J (+4)e(x y) dx dy. (36)
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Niited

N 6.3.1. Leida xy-tasandil asetseva kujundi pindala, kui kujund on piiratud
joontega y==x ja y=x2

Lahendus. Joonistame piirkonna D (joon, 6.18) ja leiame integraali (25)
file selle piirkonna D. Saame

H x
1
Sp= ffdxdy=fdxfdy=—.
D 0 x2 6

N 6.3.2, Leida koveraga
r=2acos3p (a>>0)

piiratud kujundi D nn. kolmelehelise roosi pindala. -

Lahendus. Joonistame kujundi D (joon. 6.19). Kujundi siimmeetrilisuse
tottu on piisav, kui leida kiirte ¢=0 ja @==n/6 vahele jddiva osa pindala ja
votta see kuuekordselt. Seega v3tame OsCo=Cm/6. Siis iga ¢ korral on 0<Cr=g
={2acos 3¢ ja valemi (25) pohjal saame

n/6 2acoslp

SD=J;5]' dx dy=66fd¢ 6[ r dr=ma?

. N 6.3.3. Leida keha E ruumala Vg, kui keha on piiratud silindriga x24y?=1
ning tasanditega z==0 ja x+z=1, kasutades valemit (26).

Lahendus. Joonistame keha E (joon. 620). Keha E on alt piiratud
ringiga D={(x, y): x?4y?<1}, iilalt pinnaga z=1— x ja kiilgedelt vertikaalse
silindriga. Seega, keha E on selline nagu keha joonisel 6.16 ja me vdime kasu-
tada valemit (26). Saame ’

Ve= [ [ (1—x)dx dy.

Integraali arvutamiseks teeme veel joonise piirkonnast D (joon. 6.21). Liinud
tile polaarkoordinaatidele, saame '

2n 1

VE=b]‘d¢‘uf (1 —reosg)rdr=m.

d

1-0.-—-—.-—.—'_-—— R —

Joon. 6.18
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Joon. 6.22

N 6.34. Leida silindris x24y2=1 asetseva poordparaboloidi 2z==x2442
pindala.

Lahendus. Joonistame antud pinna vaadeldava osa (joon. 6.22). Leiam
osatuletised zx=x ja z,=y ning kasutame valemit (31). Saame

Sy= [ VIFe+y dx ay,

kus D on ring x*+442<<1 (joon, 6.21). Liinud iile polaarkoordinaatidele, saame
2n 1

R 3(2Y2 — 1
S;;=fdf.vf]/1+r"’r dr= al 22 ) .
0

0

- Ulesanded

Leida xy-tasandil asetsevate kujundite pindalad, kui need
kujundid on piiratud jirgmiste joontega (vt. ndited N 6.3.1 ja
N 6.3.2). Arvud a,b,c,d on positiivsed.

886. y=x° y=1, x=0 889. xy=4, x+y=>5
887. y==e*, y=—e* y—c¢ 890. 3x2=25y, S5y2=9x
888. y=2% y=2-x y=4 891. x24-y2=qa2

Xz 2
892. 'E§+_5£=1

893. r=acosg, r=bcosp (b>a)
894. r=a(l4-cosg) (kardioid)
895. r==2acos 4¢p (neljaleheline roos)

168



896.
897,
898.

899.

900.
901.

902.

903.

(22 =205y
(x2412)2=2a2(x?— y?) (Bernoulli lemniskaat)
(23t 1R)2=2ax®

% y‘z)z_ Xy
(7‘+"3T T4
(x2,+y2)2_giﬂ2_
49/ 25
y=0, x a(t—smt) y=a(l —cost), 0<Ci<2m
x=0, y=0 V—-——l—V—--——l
¥ __x

‘l - l
az ' bz c d

Leida jargmiste pindadega puratud kehade E ruumalad VE, .
kasutades valemit (26) (vt. ndide N 6.3.3).

904.
905.

906.

907.
908.

909.
910.
911.
912.
913.
914.
915.

916.
917.

918.

Tasandid x=0, y=0, z=0 ja x—{-y—l—z—l

Tasandid x=0, y=0, 2=0, x=4 ja y=4 ning pdordpara-
boloid z=x2+y>+1.

Tasandid x==0, y=0, 2=0 ja x+y==1 ning elliptiline para-
boloid z=2x2+4y?>+1.

Tasandid z=0 ja x+2z=~6 ning silindrid y= Vx ja y= 2Yx.
Tasand z==0, pdordparaboloid z= x4 y* ja silinder
x2y2=1.

Koordmaattasandld silinder x4+ y$2=1 ja pind z=
=V4 — 22— y?, kus X*+1P<1, x>0 ja y=0.

Tasandid x==1, y=0 ja z=0 ning hiiperboolne paraboloid
2=x2—

Tasandid x--Q y=0, z-—O ja 2x+3y=12 ning silinder y*=
=2z.

Tasandid z=1 ja z=12——-3x—4y ning elliptiline silinder
x24yP=4.

Siddr x®+y*+2*=3 ja poordparaboloid Qz—x*‘l—l—y2

Silindrid s*4y*=1 ja x2>+22=1.

Poordparaboloidid z=4 — x2 — 2 ja 22=2+4x2+y>2

Silinder x*+1y?2=3 ja kahekattene huperb0101d zz—xz—l—yz-{—S

z=cos xcos y, z=0, |x+y|<n/2 ja |x—y|<<n/2.
x2 yz 22 x2 y2 22
Lbz [' =I, az-l bz:cz (z>0)

Leida ]argmlste ruumiliste pindade margltud osade plndalad

(vt.

919.
920.
921.

ndide N 6.3.4).

Tasandi 6x+3y+22=12 osa, kus ¥x=0, y=0 ja z2=0.
Pinna z=xy osa, mis asub 5111r1dr1 x2+4y?2=1 sees. _
Sfaari x4 y24-22—=a? osa, mis ‘on silindri x24-2="50% (b<<a)
sees. ' B
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922.
923.
924.

925.
926.

927.

928.

929.

930.

Koonuse 22=x2}42 osa, mille eraldab temast silindriline
pind 22=2y.
Silindri 22=4x osa, mille eraldavad temast silinder y?>=4x
ja tasand x=1.
Sfddri x2+y2+z2=a? osa, mille 1oikab temast vilja silinder
X2-yt=ax. |
Koonuse x*=y>+22 osa, mis asub silindri x2+y*>=2 sees.
Helikoidi x=rcosp, y=rsing, z=hgp osa, kus 0<<r<a,
0<<p<2m.
Toori

Jx—-—— (b+asin€) cosp

y==(b+asinf) sing
lz=a'cos€

(0<<a<<b) osa, mis on piiratud meridiaanidega p=a ja
¢=p ning kahe paralleeliga €=y ja &=d.

Leida ringi mass, kui ringi raadius on e ja pindtihedus p.
Ringjoonel on pindtihedus 4 ning see on vordeline punkti
kaugusega ringi keskpunktist.

Leida ruudukujulise plaadi mass, kui plaadi kiilje ptkkus on
2a. Plaadi materjali tihedus on igas punktis vordeline punkti
kauguse ruuduga diagonaalide 16ikepunktist ning on ruudu
tippudes 1.

Leida plaadi mass, kui plaadil on ellipsi kuju ja tema pind-
tihedus on igas punktis vordeline punkti kaugusega r ellipst
vihimast poolteljest ning juhul r=1 tihedus on &.

Leida xy-tasandil asetsevate homogeensete kujundite massi-
keskme C=(x., y.) koordinaadid, kui need kujundid on piiratud
jargmiste joontega.

931.

932.
933.
934.
935.

936.

937.

2

Elli X2 oy .
ips _&E_I_[F’::I (y=>0) ja sirge y=0.

-Sinusoid y==sinx ning sirged x=0, x=n/4 ja y=0.

Jooned ay=x%* ja x-}+y=2a, kus a>0.

Kardioid r=a(l-+cos¢) ja polaartelg @=0.

x-telg ja tsiikloidi x=a(f{—sint), y=a(l —cosf) kaar,
kui 0=<Zf<<2n.

Leida ringi x*+#2<Ca? massikeskme C=(x, y.) koordinaa-
did, kui pindtihedus ringi igas punktis (x,y) on vordeline
tema kaugusega punktist (a, 0).

Leida poolringi x24-y2<Ca® (x<<0), massikeskme C= (x., ¥.)
koordinaadid, kui pindtihedus poolringi igas punktis (x, y)
on vérdeline tema kauguse ruuduga punktist (a, 0).

Leida homogeensete kujundite inertsimomendid I, ja I, kui
kujundid on piiratud jirgmiste joontega.

938.
939.
940.
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§ 6.4. KOLMEKORDNE INTEGRAAL

Olgu funktsioon f(x, y, 2) antud tokestatud kinnises mootuvas
piirkonnas E, mille ruumala on Vg. Jactame piirkonna £ pinda-
dega, mille ruumala on null, kinnisteks mootuvateks osapiirkon-
dadeks Ei, Es, ..., En, mille ruumalad olgu vastavalt V4, Vo, ...

Va. Votame 1gas osapiirkonnas suvalise punkti P, E; ja
moodustame summa

o= ZF(P)V..

i=1

Summat ¢(f) nimetatakse funktsiooni f integraalsum-
maks piirkonnas E.

Olgu A osapiirkondade E; suurim diameeter.

D 64.1. Arvu J nimelatakse funktsiooni | kolmekordseks
integiraaliks dle piirkonna E, kui iga arvu ¢>0 korral lei-
dub aring>0, et

|/ —o(f) | <<e, kui A<<6,

soltumata purkonna E jaotamisviisist ja punktide P; = E; valikust.
Sel korral Junktsiooni [ nimetatakse integreeruvaks piirkon-
nas E ja kirjutatakse

J= féff(x, y,2)dxdydz ehk J=fEffde. (37)

Piirkonda E nimetatakse integreerimispiirkonnaks.

TT 6.4.1. Funkisiooni integreeruvuseks mingis piirkonnas on
tarvilik, et la oleks tokestatud selles piirkonnas.

PT 6.4.1. Kinnises piirkonnas pidev funkisioon on mtegreeruu
selles piirkonnas.

PT 6.4.2. Tokestatud funktsioon, mis on antud piirkonnas kat-
kev loplikus arvus punktides voi loplikul arvul joontel ja pindadel,
mille ruumala on null, on integreeruv selles piirkonnas.

Kolmekordses integraalis voib funktsiooni wvadrtusi muuta
(korvaldada, lisada) 16plikus arvus punktides ning 16plikul arvul.
joontel ja pindadel, mille ruumala on null. See ei muuda integ-
raali ega mojusta tema olemasolu.

Kolmekordse integraali korral kehtivad aditiivsuse, lineaarsuse,
monotoonsuse ja absoluutse integreeruvuse omadused ning kesk-
vidrtusteoreem, mis on samasugused nagu kahekordse integraali
korral.

Kolmekordse integraali (37) arvutamiseks kasutatakse jarg-
misi votteid.

M 6.4.1. Olgu piirkond E keha (joon. 6.23), mis on piiratud
alt sileda pinnaga z=al(x,y), (x,y) & D ja iilalt sileda pinnaga
=/fA(x,y), (x,y) =D ning Kiilgedelt sileda piistsilindrilise pin-
naga, mis 1abib piirkonna D rajajoont.
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Joon. 6.23

‘Kui funktsioon f on integreeruv piirkonnas E ja iga punkti
(x,y) = D korral eksisteerib integraal

Blx, 1)
I [(x,4,2)dz,
ax, y)
siis integraali (37) korral kehtib arvutusvalem
Blx,v)
J=[[dxdy [ [(x,y, 2)dz (38)
D a(xy)

Joon. 6.24
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M 6.4.2. Olgu piirkond E keha, mis asetseb kahe tasandi x=a
ja x=>b vahel (joon. 6.24). Votame keha ldike punktis x risti
x-teljega. Laike projektsioon yz-tasandil olgu modtuv kujund
D (x).

Kui funktsioon f on integreeruv piirkonnas E ja iga x = [a, b}
korral eksisteerib integraal

S H{(*,y,2)dy dz,
b(x)
siis integraali (37) korral kehtib arvutusvalem
. |
J= [ def(_) f(x,y,2)dydz. (39)
Naited

N 6.4.1. Integraalis (37) asetada rajad valemite (38) ja (39) jargi, kui
piirkond E on piiratud silindriga x?4+y?=1 (x=0) ning tasanditega z=2,
x4-2=4 ja x=0. :

Lahendus. Asetame algul rajad valemi (38) jirgi. Selleks joonistame
piirkonnad E ja D (joonised 6.25 ja 6.26).

Jooniselt 6.25 nieme, et z=a(x, y) =2 ja z=p(x, y) =4 — x ning jooniselt
6.26 ndeme, et D= {(x, y): x?4y2><<1, x==0}. Seega valemi (38) pOhjal on

I==_[f dx dy‘fxf(x, y, 2)dz.

Asetame niiiid rajad valemi (39) jargi. Selleks votame piirkonnas E loike
kohal x & [0,1]. Et piirkonna D rajajoon on ringjoon x*4y*=1, siis jooniselt

Joon. 6.26
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1t:“).26 nieme, et iga x = [0, 1] korral on muutumisulatus y jaoks anfud viesptus-
ega

= <y<yT—=.
Seega, kui x e [0,1], siis jooniselt 6.25 ndeme, et

D(x)={(y,2): —}] — 2% < ]/l-——x2 2<Lz<<4—x)}
Valemi (39) pdhjal
I= fdx [ [f(x y, 2)dy dz

0 D(x)

N 6.4.2. Leida integraal
J= j’ff (z—]—x)dx dy dz,

kus E={(x,y,2): 0<<x<<1, ¥<Cy<], 0<<2=Cl —x}.

Lahendus. Kasutame valemit (38). Selleks joonistame piirkonnad E ja
D (joonised 6.27 ja 6.28).

Joonise 6.27 pohjal nieme, et valem (38) antud juhul esitub kujul
- o 1=x ]
J= f_]' dx dyaf”(z-l-x)dz.

Leiame sisemise integraali, s.o. integraali z jargi. Et selles integraalis on x=—
=const, siis dz=d(z4x) ja me saame

.

J—ffdx dyf (z—!—x)d(z—f—x)-—
—ffdxd (+x)2 ll ) ——ff(l—xQ)dxdy—*%..

y=x / —
} /'--_ ]
/ o ~
=D g
‘ Tt e
i/f-_________"-«-—__, //
I e g et -
RSzl -
0 : ~
Kj—
1 X

Joon. 6.27
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yT | -
; /;

Joon. 6.28

Arvutame selle integraali veel valemi (39) jirgi. Selleks vtame piirko.nnas
& l6ike kohal x, siis jooniselt 6.27 ja 6.28 nieme, et iga x < [0, 1] korral on
X<yl ja 0<z<{] —x. Seega

J=J’ldxf_f (z-+x)dy dz,

D(x)

kus D(x)={(y,2): #’<y<l, O0s<z<C] —x}. Asetame rajad sisemises, s.o.
kahekordses integraalis: . :
[—x

J=fdx_i'dyf (z-Fx)d=.

x2

Edasine arvutus on sama mis eespool.

Ulesanded

Integraalis (37) asetada rajad valemite (38) ja (39) jirgi,
kui piirkond E on piiratud jiargmiste pindadega (vt. niide
N 6.4.1).

941. Silinder x*4-j2=1 (x>=0) ning tasandid z=1, x+z=3 ja
x=0.
942. Silinder x24-y*=1 ning tasandid z=2 ja z=4.
943. Tasandid x=0, y=0, z=0 ja xJyJz=1.
944. Pind z2==1—x2— 42 ja tasand z==0.
.. XP -
945. Ellipsoid a?«'{ g: } cz=1'
Leida jdrgmised integraalid (vt. ndide N 6.4.2).
946. J= [[[ x*yz2dx dydz, kus E={(x,4,2): 0<<x<C3, 0<Cy<<2,
E
0<<z<<C1}.
947. J=[[fydxdydz, kus E={(x,y,2): 0<x<<3, 0<y<2,
E

0<z<<2—y}
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948. J= f[[ (244)dxdydz, kus
E
E={(x,y,2): —1<<x<], 22Ty, 0<C2<<2).
. dy d :
949, ff ldixy_zy kus E= {(x,y,2): 0<<x<<l, 2<<y<5,

2<z<4}
950. f_[j (1 —x2) Y1 — 12 y‘zdxdydz kus E=[—1, 1]1X[—1, 1] X
><[—1dl]d ;
x dy dz : o
951. ff T , kus E on piiratud tasanditega x=0, y=0,

z—O ja x+y -{—z—-l
952. f_[fxy223 dx dy dz, kus E on piiratud huperboo]se paraboloi-

dlga z=xy ja tasanditega x=1, y=ux ja z=0.
953. fff (2x+3y —z)dx dy dz, kus E on piiratud tasanditega
x_O y=0, 2=0, 2=3 ]a x4-y=2. ‘

954. Toestada, et iga Idigus [0, a] integreeruva funktsiooni f kor-
ral kehtlb valem

fdx fdyff(z) dz=—%—f (a—2)?/(2)dz.

955. Toestada, et iga loigus [0,2] integreeruva funkisiooni f
korral kehtib valem

i x+y 1

2fdxfdyfl‘ (2)de= J 2—)](2)de+ J (2—2)*] (=) dz.

§ 6.5. MUUTUJATE VAHETUS KOLMEKORDSES
INTEGRAALIS

Olgu antud integraal |
J= [[[](x,y,2)dxdydz. (40)
E

Vaatleme teisendust
Jx:x(u, v, W)  -~ - |
y=y(u,v,w) (g, v,w)eEA, (41)
z_z(u v, W)

mis telsendab uvw-ruumis asetseva kinnise piirkonna A xyz-ruumis
asetsevaks piirkonnaks E.

D 6.5.1. Teisendust (14) nimetatakse regulaarseks, kui
1) teisendus (41) on iiksiihene, :
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2) funktsioonidel (41) on olemas pidevad esimest jdrku osa-
tuletised piirkonnas A,
3) teisenduse (41) jakobiaan

Xu Xo Xu
Yu Yo Yw
Zu 2v 2w

J(#,v,w)= #0 (42)

kogu piirkonnas A.
- Regulaarne teisendus (41) teisendab kinnise modtuva piir-
konna A kinniseks mdotuvaks piirkonnaks E, piirkonna A sise-
punktid piirkonna E sisepunktideks, piirkonna A rajapinna piir-
konna E rajapinnaks ja sileda pinna piirkonnas A siledaks pin-
naks piirkonnas E.

Regulaarse teisenduse (41) podrdteisendus

Iu=u(x, Y, 2)
v=uv(x,y,2) (xYy,z)EkE (43)
w=w (X, Yy, 2)

on ka regulaarne teisendus.

Muutujate vahetuse eeskirja integraalile (40) annab jargmine
teoreem.

T 6.5.1. Kui :

1° funktsioon f on pidev kinnises méotuvas piirkonnas E,

2° teisendus (41) on regulaarne ja teisendab piirkonna A piir-
konnaks E, siis integraali (40) jaoks kehtib valem

J= [[]fl[x(u,v, w), y(u, v,w), z(u,v,w)] [J (&, v, w)|dudodw.
a (44)

Valemit (44) nimetatakse integraali (40) muutujate
vahetuse valemiks. Muutujaid u, v ja w nimetatakse
uuteks integreerimismuutujateks. Teisendust (41) nimetatakse
asenduseks. |

~Valem (44) jiib kehtima ka juhul, kui asendus (41) ei ole
regulaarne 16plikus arvus punktides voi 16plikul arvul joontel ja
pindadel, mille ruumala on null.

Olgu

- Uy Uy U,
Ux Uy Uz

J(x,9,2)=
Wy Wy W,

podrdteisenduse (43) jakobiaan. Kehtib vordus
J(u,v,w)J(x,y,2)=1.

Kui asendus on antud poordteisenduse (43) kujul, siis on lihtsant
leida algul tema jakobiaan J(x,y,z) ja viimasest vordusest aval-
dada valemi (44) jaoks vajalik jakobiaan J(u, v, w). -

12 Matem. anal. praktikum II 177



Tiitipilised asendused (41), mis esinevad praktikas, on jargmi-
sed.

1. Uleminek silinderkoordinaatidele. Sel korral asendus (41)
antakse kujul
Jx=r Cos @
y=rsing (r,p,h) €A, (45)

e

kus uusi muutujaid r=>0,¢ ja & nimetatakse punkti P= (x, y, 2)
silinderkoordinaatideks (joon. 6.29).

}

P=(x,y,2)
[}

i

o
i 4

I
!
I
I
!
[
|
!
I
I
!

Joon. 6.29

Asenduse (45) jakobiaan on
J(r,}(p,h)=r.

Asendus (45) ei ole regulaarne rgh-ruumis ainult iihel tasan-
dil r=0. Jarelikult valem (44) kehtib asenduse (45) korral soltu-
mata sellest, kas tasand r=0 kuulub piirkonda A véi ei kuulu
sinna, ja omandab kuju

J= fz{ff(r cos @, rsing, h)rdr de da. (46)

Asenduse (45) korral on x24y2=r2,

2. Uleminek elliptilistele sifinderkoordinaatidele. Sel korral
minnakse uutele muutujatele r>=0, ¢ ja A asendusega

Jx=ar COS @
ly=br sing (r,q, h) A, (47)
2="h

kus a>>0 ja b>0 on sobivalt valitud konstandid.
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Asenduse (47) jakobiaan on

J(r,@, h) =abr (48)
ja valem (44) omandab kuju
J=ab [[[[(ar coswp, brsing, h)rdr de dA. (49)
A

Asendus (47) ei ole regulaarne reh-ruumis ainult tasandil
r=0, mis ei mojusta valemi (49) kehtivust.
Asenduse (47) korral on

X2 yz_ 0
PALI TR

- 3. Uleminek sfddrkoordinaatidele. Sel korral asendus (41) an-
takse kujul
Jx=rcosu;vsin6 '
y=rsingsiné (r,& ¢) €A, (50)
l Z=rcos b
kus uusi muutujaid 7==0, € ja @ nimetatakse punkti P= (x, y, 2}

sfdarkoordinaatideks (joon. 6.30).
Asenduse (50) jakobiaan on 0<Cf<Cm korral

J(r,6, @) =r2sin@=0 RGN
ja valem (44) omandab kuju
J= [[[](rcos@siné, rsingsiné, r cos&)r2sin & dr dd dp. (52)
A
Asendus (50) ei ole regulaarne régp-ruumis tasanditel r=0,
€=0 ja &=m, mis el mojusta valemi (52) kehtivust.
Asenduse (50) korral on x24y?422=r2?, mistottu suurusi

x2}y2+22 sisaldavaid avaldisi on lihtne avaldada uue muutuja r
kaudu. Samuti x*4-y2=r?sin?86.

z ;}.

= (x,y,2)
N /
@\/{ 'f
|
!
0 f
~ I—-—-—-—b—
O >~ ! 1%
\7\\ F
\\ ]
' ~d
Joon. 6.30
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4. Uleminek ellipsoidkoordinaatidele. Sel korral minnakse
nutele muutujatele 70, & ja ¢ asendusega

]x=ar cos sin
y=brsingsin¢ (r,8, p) A, (53)
l Z=(rcosé

kus a>0, b>0 ja ¢>0 on sobivalt valitud konstandid.
Asenduse (53) jakobiaan on 0<<&<m korral

J(r, &, ¢)=abcr?siné=0 (54)
ja valem (44) omandab kuju
J=abc [{[f(x,y, 2)r2sinédrdédp, (55)
3 |

kus x, y ja z tuleb asendada avaldistega (53).
Asendus (53) ei ole regulaarne rép-ruumis tasanditel r=0
=0 ja &=mn, mis ei mojusta valemi (55) kehtivust.
Asenduse (53) korral on
xzu yZJ 2 2 X ¥

a2' i =b5 I 1-(,Ev= y E —b—5=f2 Siﬂze.

-6. Uleminek iildistele ellipsoidkoordinaatidele. Sel korral
asendus (41) antakse kujul
Jx=ar cos® g sint @
S y=brsinspsint8 (r, 6, ¢) A, ‘ (56)
l Z=cr cost & :

»

kus a>0, b>0, c'>0 ning s ja f on sobivalt valitud konstandid.
Asenduse (56) jakobiaan on

I (r, &, ) =abcstr? coss—t g sins—1¢ cost—1 8 sin2—1 3, (57)

Uleminekut iildistele ellipsoidkoordinaatidele kasutatakse niites
N 6.6.2.

Naited

N 6.5.1. Uleminekuga silinderkoordinaatidele leida integraal
J= [[[ xzdxdydz,
E

kus piirkond E on piiratud sfairi osaga x4yl4zl=1 (x=20, y=0, 2=20)
ning koordinaattasanditega x=0, y=0 ja 2=0.

Lahendus. Tuleb teha asendus (45). Selleks joonistame piirkonna E
(joon. 6.31).

Antud sfddri vorrand silinderkoordinaatides on r24-h?=1, Joonistelt 6.99 .
ja_6.31 ndeme, et punktid P=(x,y, z) kujundavad piirkonna E, kui nende
si.inderkoordinaadid muutuvad piirides O0<<p<<n/2, 0<<r=<l ja 0<h<g

< V1 —r? (sest sfddri punktides on ri+h*=1). Valemi (46) pshjal saame
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<Y

Joon. 6.31

J= fffr”hcosrp dr do dh,
A
kus '
A=={(r, ¢, h): 0<op<<n/2, 0<r<1, OSASYL —12).
Arvutame viimase integraali: '
nf2 1 Yi—r2

: 1
I= fcoqudqafr?drf hdh=Té-.
0

0 0

N 6.5.2. Uleminekuga sfadrkoordinaatidele leida integraal
J= [ xzdxdydz,
E

kus piirkond E on piiratud sfddri osaga x*4y°+422=1 (xz=0, y=0, z=0)
ning koordinaattasanditega x=0, y=0 ja z=0. _

Lahendus. Tuleb teha asendus (50). Selleks joonestame piirkonna E
(joon. 6.31). Joonistelt 6.30 ja 6.31 nieme, et punktid P={(x, ¥, 2) kujundavai
piirkonna E, kui nende sfairkoordinaadid muutuvad piirides 0<<p<<m/2,
o<r<<l ja 0<<O<<m/2.

Valemi (52) pdhjal saame

I=f{frcosq;sinercoserzsinBdrdedq),

kus A= {(r,0,9): O<Sop<<m/2, O<Cr<Cl, O0<KO<Cn/2}.  Arvatame  viimase
integraali:
nf2 1 nf3

! ! P 1
I=fcosgvdqafr‘dr‘/]sinzecosedEJ:TE—)-.
0 0

[
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Ulesanded

Uleminekuga silinderkoordinaatidele v3i elliptilistele silinder-
koordinaatidele leida jargmised integraalid (vt. nidide N 6.5.1).

956. [[fzdxdydez, kus E on piiratud silindriga x24y2=1 (x>0,
¥
y=0) ja tasanditega x=0, y=0, 2=0 ja z2=2,.

| dx dy dz
957. fff T —1)F" kus E={(x,y,2): ¥ir<1, 0<z<1).
B

938. [ffxzdxdydz, kus E on- piiratud silindriga x24-y2—g2
B
(=0, y=0) ning tasanditega z=0, z=1, y=x ja y=xV3.

959. [f[fydxdydz, kus E on piiratud silin'dr“i-ga x24-y2=2x, ta-
B
sandiga z=0 ja paraboloidiga z=x24-y2

960. [/fz2Yyx24+2dxdydz, kus E on piiratud silindriga x2-+j2—=
E
=2x (y=0) ning tasanditegaz;@ z=¢ ja y=0.

961. [[[ (¥*+y?)dxdydz, kus E={(x,y, 2): <At yr22 b2,
J _

z2=0}. o _
{ X2 2 - f x2 12
962. fff(_gf T)dxdydz, kus E={(x, Y,2): -;—i——iigl,
o)
0§2g1}. '

Mo, - x2 yz
963. f.E[fxzdxdy dz, kus E= {(x, Y, 2): »—4—;—1——9———]—2‘2§1, x=0,
y=0, z",>,0}. '

Uleminekuga sfair- véi ellipsoidkoordinaatidele, leida jargmi-
sed integraalid (vt. ndide N 6.5.2). -
964. [/fzdxdydz, kns piirkond E on piiratud sfddri osaga
% |

¥tyita=1 (y=0, z=0) ning tasanditega y—0 ja z=0.

965. [f[fVx*-y2-Lz2dxdydz, kus E={(x,y9,2): 242221,
E .
y=0}. |

966. [[fVyx2+y2+z2dxdydz, kus E on kera x2yPF 2z
E
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967. fff dxdydz , kus E on kera x242422<1.
E V¥4 (2—2)?

968. fgf (2+y2)dxdydz, kus E = {(x,y,2): 2+ 2+ 22 << @2
2>=0}.
969. [[[ (x*+y2) dxdydz, kus E={(x, y, 2): a?<<x>}1222<<b%}.

o X2 _ 2
970, [ [[{Z4L+Z)drdydz ks E on ellipsoid Z4-25
E

22
TZ< 1.

rr x2 ¥ 2
971. fff]/l— 5 f—; dx dy dz, kus E on ellipsoid 6x2+4

B
-4y2-322 < 12
972. [[f2*dxdydz, kus E on kerade x*4y*+2°<a® ja X242
E

+-22<C2az iihisosa. .

} . 2 2
973. fffzdxdydz, kus E={(x,y,z—): z: LY '-z, <1, 220}.
B

§ 6.6. KOLMEKORDSE INTEGRAALI RAKENDUSI

Vaatleme iﬁtegraali
J= [ff1(x v, 2)dx dy dz (58)
E

rakendusi keha ruumala, massi, massikeskme ja inertsimomentide
arvutamisel.

1. Keha ruumala. Olgu keha E kinnine ja m&dtuv ning aset-
segu xyz-ruumis. Keha E ruumala Vg avaldub valemiga

Ve= [[[dxdyda. (59)

Valem (59) annab kolmekordse integraali (58) geomeetrilise
tihenduse juhul, kui f(x, y, 2)=1 kogu piirkonnas E.

2. Keha mass, massikese ja inertsimomendid. Olgu Kkinnise
maotuva keha E tihedus igas punktis P=(x, y, 2) méiratud pide-
va funktsiooniga 9= (%, y,2). Keha E mass mg avaldub vale-
miga

Mmp== fgf@(x, y, 2)dx dy da. (60)
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Keha E massikeskme C= (x., Ye, 2¢) koordinaadid maiiratakse
valemitega -

[ xc=7nL,fEffx@ (x,y,2)dx dy dz

; yc=~n171f!fy@(x, y,2)dx dy dz (61)

‘ zc=»—n%- jfé[fzg (x,y,2)dx dy dz,

kus m=mg arvutatakse valemiga (60).
Keha E inertsimomendid Iy, 1y; ja Ix vastavalt xy-tasandi,
yz-tasandi ja zx-tasandi suhtes miidratakse integraalidega

(!xy=_fﬁffzzg(x, Y,2)dxdy dz

$ lye=[][ ¥o(x,y,2)dx dy dz (62)
A |

L ]z.xxfléfyzg(x, y,2)dx dy dz.

Keha E inertsimomendid /. Iy ja I, vastavalt x-telje, y-telje ja
z-telje suhtes mdidratakse valemitega

]x=]zx+]xy, [yzjxy""[yz, ]z:]yz'"]zx- (63)

Uldiselt, keha E inertsimoment mingi telje ! suhtes miira-
takse integraaliga

L= [[[r?(x,y,2)dxdydz, (64)

kus r on punkti (x, y, 2) kaugus teljest 1.
Keha E inertsimoment koordinaatide alguspunkti suhtes maa-
ratakse valemiga |

lo=1y+1Iy -1 . (65)

Naited

N 6.6.1. Leida keha F ruumala Ve, kui keha E on piiratud paraboloidiga
Z=x’+y*—1 ja tasandiga 2z=0.

Lahendus. Kasutame valemit (569). Selleks joonistame keha E
(joon. 6.32). '

Integraali (59) arvutamiseks Iihme iile silinderkoordinaatidele (45). Pinna
2=x*+y?— 1 vorrand silinderkoordinaatides on A=r?—1. Jooniseid 6.32 ja
6.29 vorreldes ndeme, et punktid (x,y,z) kujundavad kcha E, kui 0<op<C2n,
0<<r<<I ja r2— I<h<0. Selle keha siimmeetrilisuse tottu piisab, kui soori-
tada arvutused 0<<o<<m/2 korral ja tulemus neljakordistada. Valemi (59)
jdrgi saame siis :
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A

\\\\\‘\.-_‘i(z‘\ﬁpy/'z 71

w2 1 0
. { } n
VE=4f_./’flrdrd4pdh=4fdwpfrdrfdh=——.
A ‘ 0 0 ri-1 2

N 6.6.2. Leida keha E ruumala 'V\écéﬁm"*i‘kéha E asetseb esimeses oktandis
(s. 0. piirkonnas, kus x=0, y=0 ja 220} ja on piiratud koordinaattasandi-
tega x=0, y=0 ja z=0 ning pinnaga .

x y z\?2
S
a b ¢

Lahendus. Kasutame valemit (59) iileminekuga iildistele ellipsoid-
koordinaatidele” (56). Selleks kdigepealt avaldame antud pinna vorrandi iildis-
tes ellipsoidkoordinaatides, Asetades pinna vdrrandisse avaldised (56), saame

(r cos® @ sint 64 sin® ¢ sint §--r cos? )%=
=ar cos® ¢ sint §4-br sin® ¢ sint §,
kust
r[ (cos® @-sin® )sin? 6-f-cost 6] = (a cos® p+b sin® p)cost 6.

Nieme, et on otstarbekas votta s==f=2, sest siis avaldub pinna vorrand
kodige lihtsamal kujul:
_ r= (a cos? p-+b sin? ¢)sin? g,
kus 0<<op<<m/2 ja 0<<O<Cm/2, sest keha E asetseb esimeses oktandis.

Niaeme, et punktid (x,y,2) kujundavad keha E, kui OCo<n/2, 0O

<n/2 ja 0<<r<<u, kus u==(acos?@+b sin? ¢) sin®6. _
Niiiid saame valemi (59) pohjal:

VE=fff 4abcr? cos @ sin ¢ cos 8 sind 8 dr df dp=
A B

w2 nf2 u
' ‘ abc '
=4abc fcos @ sing d(pf cos 6 sin® 6 dé f r? dr=_§(T (a4b) (a®>+b?).
0

o 0
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Ulesanded

Leida kehade ruumalad, kui nad on piiratud jirgmiste pinda-
dega (vt. ndited N 6.6.1 ja N 6.6.2). Arvud a, b ja ¢ on positiivsed.

974. Silindrid z=9—? ja z=1-4* ning tasandid x=—1 ja

x=>5. .

975. Paraboloidid z=x2+4* ja z=2x24-2¢y% ning silinder x24
tTy=1 S |

976. Paraboloidid z=x2+1? ja z2=x24-242 ning tasandid x=1,
Yy=x ja y=2x.

977. Silindrid y=x2 ja 3y=4— x2 ning tasandid z=0 ja z=9.

978. liiperboolne paraboloid 2=xy ning tasandid x=0, y=0,
X+y=1 ja xty=z.

979. Paraboloidid z=x*432 ja z=2x24242, silinder y==x2 ning
tasand y=x.

980. Pind (x*4y2+22)2=q3z.

. . X2 2 22 . . x2 2 z
981. Ellipsoid =§v+*gg-|-'-5—2-=l ja paraboloid —-+ -’;2= -
\ x \23 7 )2/3 ( 2 )2./3 -

. xz yz 22 2 .
983. Pind ( — ] ) - 02) = x%y.

984. Leida kuubi E=[0, a]® mass, kui kuubi tihedus igas punktis
P=(x,9,2) on g=p(x,y,2) =z

985. Leida risttahuka E=[0, a] X [0, 8] X [0, ¢] mass, kui tihedus
igas tema punktis (x,y, z) on p=p(x,y, z)=x+4y-+t-z. |

986. Leida kuubi mass, kui kuubi kiilje pikkus on a ja kuubi tihe-
dus igas tema punktis on arvuliselt vordne punkti kauguste
summaga kuubi kolmest tahust, mis ldbivad iihte tema tippu.

987. Leida tasanditega x4y-}-z2==a, x=0, y==0 ja 2=0 piiratud
piramiidi mass, kui piiramiidi tihedus igas punktis on
vordne punkti aplikaadiga. | |

988. Leida kera E mass, kui kera raadius on 3 ja tihedus p=
=g (x, ¥, 2) igas tema punktis (x,y, z) on vordeline punkti
kaugusega kera keskpunktist, kusjuures tihedus iihiku kau-
gusel kera keskpunktist on 2.

- 989. Leida kera mass, kui kera raadius on «a ja kera igas punktis
(x,y,z) tiheduse ruut g*=a2— (x2-4-12+422).

990. Leida silindri E={(x, y, 2): 2+y2<<a? 0<<z<<c} mass, kui
tihedus igas tema punktis on vordeline punkti kauguse ruu-
duga silindri teljest.

991. Leida sfddrilise kihi a®?<Cx24-y2+22<C4a2 mass, kui kihi tihe-
dus igas punktis on podrdvordeline punkti kaugusega punk-
tist (0,0, 0).
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Leida homogeensete kehade massikeskme koordinaadid, kui
kehad on piiratud jargmiste pindadega (a ja b on positiivsed
arvud).

992, x}+y+z=4a, x=0, y=0, 2=0.

993. 2=xy, x=a, y=>b, z=0.

994, x24yPt2=a% (x>0, y=>0, z2>>0), x=0, y=0, 2=0.

995. Leida poolkera x2J-y24-22<Ca? (z=0) massikeskme koordi-
naadid, kui tema tihedus igas punktis on arvuliselt vordne
punkti kaugusega kera keskpunktist.

Leida jirgmiste pindadega piiratud homogeensete kehade
inertsimomendid koordinaattasandite ja koordinaattelgede suhtes
(a, b ja ¢ on positiivsed arvud}.

X Yy Z_ L o L
996. —+—-+—=1, x=0, y=0, 2=0.
2
g97. X ¥, 2

a2 ' b2l 2
998. Leida kera x2t12+22<Ca® inertsimoment tema flameetri suh-
tes, kui kera tihedus punktis (x,y,2) on vordeline punkti

kaugusega kera keskpunktist.
999. Leida homogeense keha

E={(x.4,2): etip<a, |2|<c)

inertsimoment sirge x=y==2z suhtes.

§ 6.7. PARATUD KORDSED INTEGRAALID

Vaatleme 13hemalt, kuidas defineeritakse kahekordne integraal
= fbff'(x, y)dx dy (66)

file l1opmatu piirkonna D voi tokestamata funktsioonist [(x, y).
Selliseid integraale (66) nimetatakse pédratuteks kahe-
kordseteks integraalideks. Pdratud kolmekordsed integ-
raalid defineeritakse analoogiliselt.

1. Kahekordne integraal iile 1opmatu piirkonna. Olgu funkt-
sioon f(x,y) mdaratud tokestamata piirkonnas D. Eraldame piir-
konnast D tokestatud mootuvate sidusate osapiirkondade D, jada

DicDyc...cD,c...cD,

mis piirprotsessis n— oo liheneb piirkonnale D, s.o. iga punkti
P =D korral leidub indeks n, et P Dy.

D 6.7.1. Kui eksisteerib integraal
In= [J (x,y)dvdy (67)
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iga n=1, 2, ... korral ja l6plik piirvddrtus
J=1lim/J,, (68)

mis ei séltu jada D, valikust, siis arvu J nimetatakse funktsiooni
[ kahekordseks integraaliks iile l6pmatu piir-
konna D ja méirgitakse siimboliga (66).

2. Tokestamata funktsiooni kahekordne integraal. Olgu funkt-
sioon f(x, y) antud piirkonnas D ja olgu ta tokestamata selle piir-
konna sise- v6i rajapunkti P, iimbruses. Eraldame piirkonnast D
mootuva sidusa osapiirkonna wa, mis sisaldab punkti P, ja kus 4
tahendab suurimat kaugust punkti P, ja osapiirkonna raja-
joone punktide vahel. Olgu D, piirkonna D ilejadnud osa, s.o.
piirkond Dj=D\w.

Vaatleme piirprotsessi, kus piirkond D, liheneb piirkonnale
D nii, et 1—0.

D 6.7.2. Kui eksisteerib integraal

Iv=JJ [(x y)dxdy (69)
. A
ja loplik piirvddrtus |
J=1im /3, . (70)
o

mis ei sGltu osapiirkondade D, valikust, siis arvu J nimetatakse
tokestamata funktsiooni f kahekordseks integ-
raaliks dle piirkonna D ja mdrgitakse simboliga (66).

Kui funktsioon f on tdkestamata piirkonnas D joone ¢ iimbru-
ses, kusjuures joone ¢ pindala on null, siis funktsiooni [ kahe-
kordne integraal selles piirkonnas D defineeritakse analoogiliselt.
Jélle eraldame piirkonnast D modtuva osapiirkonna w,, mis sisal-
dab joont ¢ ja kus 4 on suurim kaugustest osapiirkonna w; raja-
joone ja joone ¢ vahel, ning vaatleme piirkonda Dj=D\wy. Vastava
integraali moiste anname jille definitsiconi D 6.7.2 jargi.

3. Piratute integraalide koonduvustunnused. Kui piratu integ-
raal definitsiooni D 6.7.1 voi D 6.7.2 jargi eksisteerib, siis 6eldakse,
et ta koondub arvuks J. Muudel juhtudel deldakse, et ta
hajub.

Kui on teada, et pédratu integraal koondub, siis on teada ka,
et piirvdédrtus (67) voi (70) ei sdltu osapiirkondade valikust ja
paratu integraali arvutamiseks voime valida osapiirkonnad nii, et
integraali oleks holpsam arvutada.

D 6.7.3. Pdratut integraali (66) nimetatakse absoluutselt
koonduvaks, kui koondub integraal

{)flf(x, y) |dx dy. (71)

Piratute integraalide koonduvuse uurimiseks kasutatakse jarg-
misi koonduvustunnuseid.
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KT 6.7.1. Kui f(x, y) =0 kogu piirkonnas D, siis pdratu integ-
raal (66) iile lopmatu piirkonna D (tokestamata funktsioonist [)
koondub arvuks J parajasti siis, kui vdhemalt iihe osapiirkondade
jada korral eksisteerib 10plik piirvddrtus (68) (piirvddrtus (70)).

KT 6.7.2. Kui funktsioonid | ja g on integreeruvad igas vaa-
deldavas osgpigrkonnas. e .

0<f(x y)<g(ry), kui (xy) =D,
siis pdratu integraali ‘ ,.
{Jfg(x, y)dx dy (72)

koonduvusest jdreldub integraali (66) koonduvus ja integraali
(66) hajuvusest jdreldub integraali (72) hajuvus.

KT 6.7.3. Kui integraal (67) (integraal (69)) eksisteerib iga
vaadeldava osapiirkonna korral, siis integraalid (66) ja (71) koon-
duvad v6i hajuvad iiheaegselt. . :

Samasugused teoreemid kehtivad ka kolmekordsete pératute
integraalide korral.

Tunnuse KT 6.7.3 pohjal paratute kordsete integraalide korral
moisted «koonduvs ja «absoluutselt koonduv» langevad kokku.
Seiles mottes erinevad nad iihe muutuja funktsiooni pédratutest
integraalidest, mille seas on ka tingimisi koonduvaid paratuid
integraale (vt. MAP I, § 73 ja § 74).

Naiited
N 6.7.1. Leida integraal

= j:,f (6+:;f59y2)= ’

kus D=R?, s. 0. kogu xy-tasand.

Lahendus. Tegemist on integraaliga iile 16pmatu piirkonna, kusjuures
integraalialune funktsioon f(x,y)>=0. Sel fjuhul tunnuse KT 6.7.1 jargi on
kiillalt, kui leida iiks osapiirkondade jada D, mille korral eksisteerib piir-
viairtus (68).

" Votame osapiirkonnad

Da={(x,y): 424+9y*<<n’} <= D.

See jada Dy liheneb piirkonnale D, kui n—» oo, Arvutame integraali
] sf f dx dy | '
A

mis eksisteerib tunnuse PT 6.1.1 pdhjal. Minnes iile elliptilisiele polaarkoordi-
naatidele 2x=r cos ¢, 3y=r sing, saame -_

2n n
] 1 dtf rdr n(l 1 )
n=% Ly = .
0 0

(6+r3)2 6\ 6 64-n?
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Seega eksisteerib piirvairtus
)
J= lim !n =,
36

n - 00

mis tunnuse KT 6.7.1 pdhjal ongi otsitav integraal J.

N 6.7.2. Leida integraal
= dx dy
- [f
I

kus D={(x, y): x*+y?<1}.

Lahendus. Integraalialune funkisioon f(x,y) on tdokestamata punkti
(0,0) = D iimbruses. Seega tegemist on tdkestamata funktsiooni integraaliga.
Et f(x,y ) =0, siis tunnuse KT 6.7.1 pohjal piisab, kui leida iiks osapiirkondade
jada, mille korral eksisteerib piirvdartus (70).

Eraldame piitkonnast D ringi raadiusega 4 ja keskpunktiga punktis (0, 0).
Ulejdénud osa on siis osapidrkond

Dp={(x, 9): <4421},

Osapiirkond D, liheneb piirkonnale D, kui 4 — 0,
Arvutame integraali

dx dy
o | MO

D A Vi +y?

mis eksisteerib tunnuse PT 6.1.1 pohjal. Minnes iile polaarkoordinaabidele

b}

‘Saame
n 1
: ' rdr
Jz:fd‘?’f. — =2n(1 —A).
0 2 ]/,.2
Nieme, et eksisteerib piirvairtus
J=limJ,=2x,

a0

See piirvddrtus eksisteerib siis ka iga jada An — 0 korral (vt. MAP I, T 221).
Tunnuse PT 6.7.1 p&hjal arv J ongi otsitav integraal,

Ulesanded

Leida jirgmised piratud kahekordsed integraalid v6i veenduda
nende hajuvuses (vt. nidited N 6.7.1 ia N 6.7.2).

1000. [fe*vdxdy, kus D—=R2
D

_. dx dy
1001, ff (P f2)? kus D={(x,y): x=0, y=0}.

D

_ dx dy
1002. T o kus D=R2
4f1+r+w

dx dy b2
1003. _/I;f (L4 f 97872 kus D=R2
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dxd
1004. ff xz—l—yay)w , kus D={(x, y): 22412<1}.

D

dx d
1005. ff (xzj—yyz 5, kus D={(x, y): 2 y2< 1},

1006. ff dx dy . kus D={(x,y): 2+yP=<1}.
D ‘Vl _x?.,_._yz

2
1007. ff xdy s D={ (%, ) i-r'_-’fi<1}

V6 — 22— 342 3 2
1008. ff 404y s D= {(x,p): |2 —y| <1, 0<y<<1}.
]/1——2x—i—y ,

2
1009, ff = x+y2) dxdy, kus D={(x, y): ¥+yP<a?}.

Le1da ]argmlsed paratud kolmekordsed integraalid voi veen-
duda nende hajuvuses.

] dx dy dz
1010. . ——, kus E={(x,y, 2): w2t y24-22=1}.
] s

1011, [[fze~-v—2"dxdydz kus E=R3
E .

dx dy d= :
1012, , , kus E=R®.
j!y.ﬂ+w+ﬂ+4 .
i 1 21 21 22
1013. ff ng_:;g_:::) dxdydz, kus E={(x,y,2): £*4-y*+

+-22<Ca?}.

1014, f [/ xiid;iy;; . kus E={(xy,2): 2+y+22<a}.




VH. JOONINTEGRAALID
§ 7.1. ESIMEST LIIKI JOONINTEGRAALID
Olgu xyz-ruumis antud sirgestuv joon AB, kus A on joone

alguspunkt ja B on joone lopp-punkt (joon. 7.1). Olgu joonel AB
madaratud kolme muutuja funktsioon f(x, y, 2).

il

Joon. 7.1

Jaotame joone AB osadeks punktidega . P; (i=0, 1, ..., n),
vottes A=P, ja B=P,. Saadud osakaarte P;_P; pikkused olgu
As;, kusjuures kaare pikkust moodame alati alguspunktist A 16pp-
punkti B poole. Igal osakaarel P;1P; votame suvalise punkti Q;
ja moodustame summa

o= JF(Q)As:.

Olgu 4 osakaarte P,—4P; maksimaalne pikkus, s.o.

A= max As;.
1i<<n

D 7.1.1. Arvu J nimetatakse funkisiooni [ esimest liiki
joonintegraaliks (ehk joonintegraaliks kaare
pikkuse jadrgi) mddda joont AB, kui iga arvu e>0 korral
leidub arv §>0, et

|J — 0| <e, alati kui 2<4,
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séltumata joone AB osadeks Pi_P; jaotamisviisist ja punktide Q:
valikust, ja kirjutatakse

J:Aff(x,y,z)ds ehk J= [fds. (1)

Joont AB integraalis (1) nimetatakse integreerimis-
teeks, punkti A nimetatakse integreefimistee alguspunk-
tiks ja punkti B tema 16pp-punktiks. g

Integreerimisteed AB margitakse ka iihe tihega L, s.o.

I= [](x,9,2)ds,

eriti siis, kui joon AB on kinnine, s.o. A=2B.

Joonintegraali (1) nimetatakse tasandiliseks, kui joon
AB asetseb xy-tasandil (voi yz-, voi zx-tasandil). Sel korral
funktsioon f vdib olla kahe muutuja funktsioon ja joonintegraal
(1) esitub kujul

[= [I(x y)ds. (2)

Kui joon AB on ruumiline joon, siis deldakse ka, et joonintegraal
(1) on ruumiline joonintegraal

Joonintegraali (1) arvutamisel kasutatakse tema jargmisi
omadusi.

I. Joonintegraal (1) ei soltu integreerimistee AB labimise

suunast, s.t.
ffds= [fds.
AB BA

I1. Joonintegraal (1) on aditiivne, s.t. kui joon AB koosneb
osadest AC ja CB, siis

LTds= [ids+ []ds

kus integraali olemasolust vasakul jareldub molema integraali
olemasolu paremal ja vastupidi.

I11. Joonintegraal (1) on lineaarne, s.t. iga arvu @ ja g
korral

[ (af+Bg)ds=a [fds+p [gds,
AB AB AB

kus integraalide olemasolust paremal jéreldub integraali olemas-
olu vasakul, kuid mitte vastupidi.

Joonintegraali (1) korral kehtivad ka iilejddnud Riemanni
integraali omadused, s.o. monotoonsus, absoluutne integreeruvus
ja keskviartusteoreem.

Joonintegraali (1) olemasolu saab kindlaks teha jargmise
piisava tunnuse abil.

PT 7.7.1. Kui joon AB on sile ja funktsioon | on pidev sellel
joonel AB, siis joonintegraal (1) eksisteerib.
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" Tasandilise joonintegraali (2) arvutamine. Kui joon AB o
sile ja funktsioon f on pidev sellel joonel AB, siis tunnuse
PT 7.1.1 pohjal joonintegraal (2) eksisteerib ja tema arvutami-
seks voib kasutada jidrgmisi valemeid.

1. Kui joon AB on antud parameetriliste vorranditega

x=x(t), y=y(), l< [a, bl
kus punktile A vastab =& ja punktile B vastab {=g, siis

[T ) ds= j Fle(), y(t) ] YPEF g2 dt. (3)

2. Kui joon AB on antud ilmutatud vorrandiga

| y=y(x), x<[a,b],
kus punktile A vastab x=a ja punktile B vastab x=», siis

ffxde—ffxy(x)Vl' 2 dx. (4)

3. Kui joon AB on antud ilmutatud vorrandiga

| r=x(y), y& [¢, d],
kus punktile A vastab y==c ja punktile B vastab y=d, siis

J Fv, gy ds= F1(x(), 9) VEEFT dy. )

4, Kui joon AB on antud polaarkoordinaatides vorrandiga

r=r{g), @< |la 8],
kus punktile A vastab ¢=a ja punktile B vastab ¢=4g, siis

[Fx, y)ds= J [(r ccsg, 7sing) YPFr? do. (6)
AB o

5. Kui joon AB on antud ilmutamata kujul voérrandiga
F(x,y)=0, siis kasutame teoreemi T 3.4.1 ilmutamata funkt-
siooni olemasolu kohta, mille abil avaldame joone vorrandi ilmu-
tatud kujul y=y(x) (kujul x=x(y), parameetrilisel kujul v&i
polaarkoordinaatides) ning leiame tuletise ja kasutame arvu-
tusvalemit (4) (arvutusvalemit (5), (3) voi (6)).

Ruumilise joonintegraali (1) arvutamine. Kui joon AB on
sile ja funktsioon f on pidev sellel joonel AB, siis tunnuse PT
7.1.1 pohjal joonintegraal (1) eksisteerib ja tema arvutamiseks
voib kasutada jargmisi valemeid.

6. Kui joon AB on antud parameetriliste Vorrandltega
x=x(1), y=y(t), z==z(), te]a gl
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kus punktile A vastab f==q ja punktile B vastab =4, siis
g - T
AfB f(x,y, 2)ds= [ [[x41), y(t), 2 (1) ] V*'24y 722 dL. (7)
L - -

7. Kui joon AB on antud ilmutatud vérranditega
y=y(x), z=z(x), x=[a,0],

kus punktile A vastab x==a ja punktile B vastab x=0>, siis

ST 2 ds= [1lny (0, 2@ TF7T22de (8)

8. Kui joon AB on antud ilmutamata kujul vorrandisiistee-
miga .
E(%,1y,2)=0; G(x, 4, 2)=0,
siis kasutame teoreemi T 3.4.3. ilmutamata funktsiooni olemasolu
kohta, mille abil avaldame joone vorrandid ilmutatud kujul y=
=y(x), z=2(x) (vdi parameetrilisel kujul) ja leiame tuletised.
Arvutamiseks kasutame valemit (8) (voi valemit (7)).

9. Kui joon L=AB on kinnine, s.o. A=2B8, siis joonintegraali
(1) ja (2) arvutamisel voib aditiivsuse omaduse pohjal votta
integreerimistee alguspunktiks ja iihiseks 18pp-punktiks joone L
iga punkti. SR

Niited
‘N 7.1.1. Leida tasandiline joonintegraal
f"“:f x_ds ,
aB Y2y
kus joon AB on antud vorrandiga y=x—|—3; 14)6@4

Lahendus. Kasutame valemit (4), mille pohjal
N . 4 - I Iy . B

J=f-——_—x~—*—-)/1—{—1 dx=
1 ! ¥2 (x+3)

4 4 4
=f_’ir3_“i,dx=fdx_3’ffﬁiﬂ.=

1 x+3 1 ; x+3
=3(1 —In74+I1n4).

N 7.1.2. Leida tasandiline joonintegraal
= [yds,

A B
kus joon AB on antud vérrandiga x*4-42=2x (y>0), A=(2,0) ja B=(0,0).
Lahendus. Joon AB on antud ilmutamata kujul ja kujutab endast
ringjoone osa (joon. 7.2). Lihme iile polaarkoordinaatidele. Joone AB vorrand
esitub kujul r=2cosp, ¢ = [0,x/2]. Valemi (6) pChjal saame
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Yy x2+y?=2x

x'

Joon. 7.2

nf2

J= [rsing ¥4 cos? p-+4 sin’ g dg=
0

nj2 xnf2
=2 [rsing dp=4 { cos ¢ sin ¢ dp=
0

]
nf2

/
=4 [sing dsingp=2,

Ulesanded

, Leida jargmised tasandilised joonintegraalid modda antud
~ joont AB voi L (vt. ndited N 7.1.1 ja N 7.1.2).

T od |
1015. . _ I - - y B= »
A{ o AB: y—ox—2, A= (0,—2), B=(4,0)

1016. f 2x;}-y ds, AB:. y=—2x—1, A=(0,—1), B=(1,—3)

- —

AB
1017. f—‘i—s- AB: x=2y+3, A= (3,5), B=(5, 1)
AB

1018. fxyds, AB: x=cost, y=sint, t=[0,n/2], A=(1,0),
AB
B=(0,1)

1019. [Vyds, L: x=a(t—sint), y=a(l —cos?), t< [0, 2a]
L

1020. {yds, AB: x=a(t—sint), y=a(l —cost), t= [0, n]
1021. A{By ds, AB: r=cosg, ¢ = [0, n/2]

| 1022, A_£ (x —y)ds, AB: r=cosg, p = [—n/2, n/2]

1023. Lf(xz—l—yz)ds, L: r=asing, ¢ = [0, n]
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1024. farctan—‘z—ds, kui L on Archimedese spiraali r=2¢ osa,
II‘ms 0<<r<nm ’ |

1025. [Vt ds, AB: @+4p=a* (x>0), A=(a,0), B=(0, a)

1026. }B(x—y)ds, L: x*+412=2x

1027. fods, L: x*+pPr=ay

1028. j}(x+y)ds, kui L on kolmnurga ABC kontuur, kus A==
L-—(O 0), B=(1,0) ja C=(0,1)

1029. fxy ds, kui L on ristkiiliku ABCD kontuur, kus A= (0,0},

B=(4,0), C=(4,2). ja D=(0,2)
1030. _[ |yl ds, kui L on lemniskaat (x*+4y*)2=a?(x*—§°)

Leida jargmised joonintegraalid mooda antud ruumilist
joont L.

3z2ds s .
1031, | ——> kus L on kruvijoone x=acost, y=asint, 2=
7oXtY
==qf esimene keerd (0<{t=<C2m).
1032. [ (x+32)ds, kui L on joone x=3t, y=3%/Y2, z="1 osa,
kus 0<<i<1.
1033. fzds kui L on koonilise kruvijoone x=1cost, y=tsint,

z—1 osa, kus 0<<1<<)2.
1034. f23 ds, kus L on silindri x®+4y?=ax ja poolsfdéri x4y

+22—a2 (z=0) loikejoon.
1035. fxyzds kus L on ringjoone x24y24-22=a? x*+yP=a*/4

osa mis asetseb esimeses oktandis.
1036. fy2y2+z2 ds, kus L on ringjoon x2+4y?+z22=a? y==x.
L

§ 7.2. ESIMEST LIIKI JOONINTEGRAALI RAKENDUSI
Vaatleme, kuidas joonintegraaliga

J=Af3f(x’ y, 2}ds () -

arvutada joone pikkust, silinderpinna pindala, joone massi ja
massikeset.
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1. Joone pikkus. Kui xyz-ruumis antud joon AB on sile, siis

tema pikkus sap avaldub valemiga
Sap= [ ds. ‘ (10)

- - 4B | o N
- 2. Silinderpinna pindala. Olgu funktsioon f(x,y)>=0 pidév

xy-tasandil asetseval siledal joonel AB. Vaatleme vertikaalset
silinderpinda ABCD (joon. 7.3), mille alumine serv on joon AB

I z=fxy) &
_ _ ~ -
. 4
y ’ 2 B
A
< ).
.0 X
Joon. 7.3

ja iilemine serv on funktsiooni f graafik z=f(x, y). Pinna ABCD
pindala S,gep avaldub valemiga :

SABCD=Afo(x, y)ds. (11)

Valem (11) annab esimest liiki joonintegraali (9) geomeetri-
lise tdhenduse.

3. Joone mass. Kui sileda joone AB joontihedus p=p(x, y, 2)
on pidev funktsioon, siis selle joone mass map avaldub valemiga

map= [p(x,y,z2)ds. (12)
AB

4. Joone massikeskme koordinaadid. Kui sileda joone AB
joontihedus p==p(x,y,2z) on pidev funktsioon, siis selle joone
massikeskme C= (x., ¥., 2.) koordinaadid avalduvad valemitega

4

1 .
Xe=— fxp(x, Y, z)ds
AB

1 N
U= [ 9p(x.0,2)ds (13)
AB

1 i
| zcm—ﬂ—l f zp(x, y, 2)ds,
AB

kus m=map on joone AB mass.
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Niited

N 7.2.1. Leida joone y=x2/2, 0<<x<Csh1, pikkus s.
Lahendus. Kasutame valemit (10) ja arvutusvalemit (4). Saame

shl .
§== fds:-: f Y142 dx.
AB b
Integraali arvutamiseks teeme muutujate vahetuse x=sht:
1

1
- w 2-+sh 2
s=f11+sh2tchtdt=_fch2tdt=-—i§i——,.
0 0

N 7.2.2. Leida vertikaalse silinderpinna pindala S, kui pinna alumine serv
asetseb xy-tasandil ja tilemine serv on joon (ehk jargmiste pindade 16ikejoon)

X t+yi=a? z=y.
Lahendus Kasutame valemit (11). Selleks joonistame vaadeldava

silinderpinna (joon. 7.4).

Joon. 7.4

Vastavalt valemile (11) tuleb | leida j‘oonintegraal funktsioonist z=
=f(x, y)=y modda ringi kaart AB:r=a, g & [0, ]}, s.o. integraal

S= fzds.
AB

liheme {ile polaarkoordinaatidele ja kasutame

Integraali arvutamiseks
inna selle osa

arvutusvalemit (6). Et kujund on siimmeetriline, siis leiame p
pindala, kus 0<Cp=<Cm/2, ja vOtame selle kahekordselt, Saame

nf2
S==20? [ sing dp=2a%
0
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Ulesanded

Leida jargmiste xy-tasandil asetsevate joonte pikkused -(vt.
nidide N 7.2.1).

1037. y=2xVx, x< [0, 7] 1038. y=chx, x=[0,1]

1039. x=In(t—1), y=In({+y2—1)4y2—1, t=[2, e+1]
1040. r=e°*, ¢ = [0, 2n] 1042. y=1—Incosx, xe [0, n/4]
1041. r=2sin3 (p/3) o
Leida jairgmiste ruumiliste joonte mirgitud kaarte pikkused.
1043. x=3¢ y=31% z2=2#, A=(0,0,0), B=(3, 3, 2)
1044, x=e"tcost, y=e-tsint, z=et, t = [0, o0)
1045. z=x2+¢? y=xtanz, A=(0,0,0), B=(cos 1, sin1, 1)
Leida vertikaalsete silinderpindade pindalad, kui pindade alu-
mised servad on xy-tasandil ja iilemised servad on miiratud

jargmiste joontega (ehk jdrgmiste pindade l6ikejoontega) (vt.
ndide N 7.2.2).

1046. 24 iP—1, z2=2xy (x>0, y=0)

1047, x2412=4, 2z=x214 1048. P=x, z2=7¥x(1 —4x)

1049. Leida silinderpinna y2=2x pindala, mis asub silindri
22=2x — 442 sees. |

1050. Leida silinderpinna x2-+y2=2x selle osa pindala, mis asub
kera x2412+22=4 sees. .

1051. Leida xy-tasandil oleva kovera x==2cost, y=sint, 0<<t<<
< 2x mass, kui tema joontihedus on p(x,y)=|y|.

1052. Leida xy-tasandil oleva homogeense kdvera x=t¢—sin#,
y=1—cost, 0<<t<a masskeskme koordinaadid.

§ 7.3. TEIST LIIKI JOONINTEGRAALID

Olgu xyz-ruumis antud sirgestuv joon AB, kus A on joone
alguspunkt ja B on joone 16pp-punkt (joon. 7.5). Olgu joonel AB
maaratud kolme muutuja funktsioon f(x, y, 2).

~ Jaotame joone AB osadeks punktidega P;= (xi, yi, 2) (i==
=0, 1, ..., n), vottes A=P; ja B=P,. Igal saadud osakaarel
e;=P;P; votame suvalise punkti Q; ja moodustame summa

o= é;f(Qi)Axi,

kus Axi=x; — x;_4.
Suurust Ax; nimetatakse siin osakaare P;_P; algebrali-
seks (ehk aritmeetiliseks) projektsiooniks x-teljele.
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Joon. 7.5

Olgu
A= max |Ax;].
1<ign
D 7.3.1. Arvu J nimetatakse funktsiooni f teist liiki joomn-
integraaliks (ehk joonintegraaliks kaare pro-
jektsioonide jargi x-teljele) médda joont AB, kui iga arvu
£>>0 korral leidub arv 6>0, et

|J —o|'<<e, alati kui A<6,

séltumata joone AB osadeks Pi_P; jaotamisviisist ja punktide Qi
valikust, ja kirjutatakse

= [f(x,y,2)dx ehk J= [[dx. (14)
AB AB

Erijuhul, kui joon AB asetseb x-teljel, muutub integraal (14)
Riemanni integraaliks.
Moodustades summad

= é,:f(Qi),Ayi, o= éf(Qi)Azis

voime samal viisil defineerida teist liiki joonintegraalid projekt-
sioonide jargi y-teljele ja z-teljele, s.0. joonintegraalid

J= [f(x,y,2)dy ehk J= [[dy (15)
. AB AEB
a
] J= [f(x,y,2)dz ehk I= [[dz. (16)
AB AB

Joonintegraale (14), (15) ja (16) nimetatakse ka joon in-
tegraaliks koordinaatide jargi.
Olgu joonel AB miidratud kolm funktsiooni P(x,y,z),

Q(x v, 2), R(x, y.2).
D 7.32. Uldiseks teist liiki joonintegraaliks
~ nimetatakse jargmist joonintegraalide summat

201



I— [Pdx4Qdy+Rdz= [Pdx+ [Qdy+ [Rdz, (17)
AB ) AB AB AB

kusjuures avaldist - -
Pdx4+Qdy+R dz (18)

nimetatakse joonintegraalialuseks avaldiseks.

Joonintegraalid (14), (15) ja (16) on joonintegraali (17)
erijuhud.

Joont AB integraalides (14)——(17) nimetatakse integree-
rimisteeks, punkti A nimetatakse integreerimistee
alguspunktiks ja punkti B tema lopp-punktiks.

Joonintegraale (14)—(17) nimetatakse tasandilisteks,
kui joon AB asetseb xy-tasandil (voi yz-, v6i zx-tasandil). Sel
juhul funktsioon f voib olla kahe muutuja funktsioon. Kui ]oon
AB on ruumiline joon, siis 6eldakse ka, et integraalid (14)—(17)
on ruumilised ]oonmtegraalld

Joonintegraalide (14)—(17). arvutamisel kasutatakse nende
jargmisi omadusi. .

- I. Teist liiki joonintegraalid muudavad marki mtegreerlmis—
tee AB lablmlssuuna muutmisel vastupidiseks, s.o.

f P dx—l—Q dy-+R dz—-—f P dx+Qdy+Rdz. .

I1. Ku1 joon AB on risti x-teI]ega, siis

[[(x, y,2)dx=0. | (19)
AB ‘ .
Kui joon AB on risti y-teljega, siis
Jf(x, y,2)dy=0. (20)
) AB o )
Kui joon AB on risti z-teljega, siis : | :
J(x y,2)dz=0. N (21)
AB

III. Teist liiki joonintegraalid on aditiivsed ja lineaarsed.

Teist liiki joonintegraalide korral kehtivad ka iilejddnud Rie-
manni integraali omadused, nagu monotoonsus, absoluutne integ-
reeruvus ja keskviirtusteoreem.

Kui joon AB asetseb xy-tasandil, siis on ta risti z- teljega ja
seetottu kehtib tingimus (21). Joomntegraalld (14), (15) ja (17)
muutuvad sel korral tasandilisteks ning esituvad kujul

J= [i(x,y)dx, J= [[(x y)dy (22)
AB AB
ja o
J= fP(x, y)ydx+Q(x, y) dy. (23)

Joonintegraalides (14)—(17) integreerimisteed AB mairgitakse
ka iihe tihega L, eriti siis, kui joon AB on kinnine, s.0. A=B.
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Kui integreerimistee L on kinnine joon, siis pole ndha, mis suu-
nas teda lidbida tuleb, aga sellest oleneb omaduse I pdhjal joon-
integraali mark. Sellepdrast kinnise joone korral integreerimistee
libimissuund mirgitakse kas tdiendavalt juurde voi arvestatakse
kokkulepet, et tasandilistes joonintegraalides (22) ja (23), kus
joon AB on xy-tasandil, libitakse integreerimistee alati posi-
tiivses suunas, s.o. suunas, mille puhul joone poolt piira-
tud ala jaib vasakule (kui vaadata z-telje positiivselt poolelt
xy-tasandile). ' | B

Joonintegraalide (14), (15) ja (16) olemasolu saab kindlaks
teha jargmise piisava tunnuse abil.

PT 7.3.1. Kui joon AB on sile ja funktsioon [ on pidev sellel
joonel AB, siis joonintegraalid (14), (15) ja (16) - eksisteerivad.

Teist liiki tasandilise joonintegraali arvutamine. Kui joon AB
on sile ja funktsioon f on pidev sellel joonel AB, siis tunnuse
PT 7.3.1 pohjal joonintegraalid (22) eksisteerivad ja'nende arvu-
tamiseks voib kasutada jargmisi valemeid:

1. Kui joon AB on antud parameetriliste vorranditega

x=x(t), y=y(t), t<la bl
kus punktile A vastab f=a ja punktile B vastab {=4, siis

iy ds= [T, 501 ()t (24)
S dy= 150,501y ()dt (25)

2. Kui joon AB on antud ilmutatud vorrandiga
y=y(x), x<[ab],
kus punktile A vastab x=a ja punktile B vastab x=20, siis

[ix, 9)de= fFL% 5 (%) ]dx. (26)
AB a

3. Kui joon AB on antud ilmutatud vorrandiga
| x=x(y), yelad],
kus punktile A vastab y=c ja punktile B vastab y=d, siis

ST 9)dy= fT1x(), s1ds (27)

4. Kui joon AB on antud ilmutamata kujul \{g’)r_randiga
F (x, y)=0, siis toimime analoogiliselt nagu esimest liiki tasan-
dilise joonintegraali korral (§ 7.1).

5. Uldise tasandilise joonintegraali (23) arvutamiseks kasu-
tame definitsioonavaldist™ (17), millega tema arvutamine taarn-
dub joonintegraalide (22) arvutamisele.
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Teist liiki ruumilise joonintegraali arvutamine. Kui jeon AB
on sile ja funktsioon f on pidev sellel joonel AB, siis tunnuse
PT 7.3.1 pohjal integraalid (14), (15) ja (16) eksisteerivad ja
nende arvutamiseks voib kasutada jargmisi valemeid:

6. Kui joon AB on antud parameetriliste vorranditega

x=x(t), y=y(t), z=2z(), t<|a,pl,
kus punktile A vastab {=a ja punktile B vastab t=4, siis

JHng 2= filx0,y0,20W 0d,  (23)
L g2 dy= FITe0, 50, 201y (Ot (29)
L .2 dz= [TTa), 4(0, 2012 ()t (30)

7. Kui joon AB on antud ilmutatud kujul vérranditega
y=y(x), z2=2(x), x</[a,b],

kus punktile A vastab x=a ja punktile B vastab x=2b, siis lihme
iile parameetrilisele kujule

x=x, y=y(x), z=2(x), xe|a,b]

ja valemist (28) saame valemi
b
PSS 2)dx= [][x y(x), 2(x)]dx. (31)

Analoogiliselt toimime ka juhtudel, kui joon AB on mingis
Ioigus antud ilmutatud kujul vorranditega z=2z(y), x=x(y) voi
x=x(2), y=y(?).

8. Kui joon AB on antud ilmutamata kujul vdrrandisiistee-
miga
F(x,y,2)=0, G(x,y,2)=0,

siis toimime analoogiliselt nagu esimest liiki ruumilise jooninteg-
raali arvutamisel (§ 7.1).

9. Uldise teist liiki joonintegraali arvutamiseks kasutame
definitsioonavaldist (17), millega tema arvutamine taandub joon-
integraalide (14), (15) ja (16) arvutamisele.

10. Kui integreerimistee L on kinnine, siis joonintegraalide
(14), (15) ja (16) arvutamisel v6ib aditiivsuse omaduse pohjal
votta integreerimistee alguspunktiks ja iihiseks lopp-punktiks
joone L iga punkti.

Tasandilise joonintegraali arvutamine Greeni valemi abil. Kui
funktsioonid P(x,y) ja Q(x,y) ning nende osatuletised P, ja
Q4 on pidevad kinnises piirkonnas D, mille rajajoon L on tiikiti
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sile, s.t. koosneb siledatest tiikkidest, siis kehtib Greeni
valem |
| I{de-i-Q dy== {)f (Qc— Py)dxdy. (32)

Valem (32) taandab modda kinnist joont L voetud iildise teist
liiki joonintegraali arvutamise teatava kahekordse integraali
arvutamisele.

Niaited

N 7.3.1. Leida joonintegraal
J= fxy dx
AB

mooda xy-tasandil asetsevat joont AB:y=1x2 kus A=(0,0) ja B=(2,4).
Lahendus. Kasutame arvutusvalemit (26). Joomel AB punktile A
yastab x=0 ja punktile B vastab x=2. Valemi (26) pdhjal on siis -

2 2
J=J‘J«¢x2 dx= fx3 dx=4.
1 ]

N 7.3.2. Leida joonintegraal
I= [ xy dx,
L

kui joon L on kolmnurga ABC kontuur, kus A=(0,0), B=(1,0) ja C=1(0,1).
Lahendus. Joonistame integreerimistee L (joon. 7.6). Aditiivsusé oma-
duse pohjal on '

J= [xyde+ fxy dx+ fxydx.
AB BC _C’A .
Sirgldik CA on risti x-teljega, siis omaduse 11 pohjal viimane integraal mooda
16iku CA on null. Seega
' ‘ J= [ xydx+ [ xy dx.
AB BC

1
A cC=(01)
. X
A=1{0,0) B=(1.0)
Joon. 7.6



- Kasutame arvutusvalemit *(26). Sirgldigu AB vérrand on y=0, x = [0, ],
kus punktile A vastab x=0 ja punktile B vastab x=1. Sirgloigu BC vorrand
ot y=1—x, x= [0,1], kus punktile B vastab x=1 ja punktile C vastab
x=0. Valemi (26) pohjal Saame seega

o 0 1
J= [ x0d l —X)dr=——
[ x+fx( £)dx i

Ulesanded

Leida jargmised joonintegraalid mooda xy-tasandil asetsevat
joont AB (vt. ndited N 7.3.1 ja N 7.3.2).

1053. [xydx, AB: y=sinx, A=(0,0), B=(m,0)
ABRB

1054. [ydx, AB: y'=_2—i A*"=(4, 0), B=10,2)

AB 2 :
1055. f(x12 yz)dy, AB: x——]/y, -a-(O 0), B=1(2,4)
1056. fxdy, AB: 3x—|~2y—6 0, A=(2,0), B=(0, 3)
1057. fydx AB: x==cost, y=sint, t = [0, n/2]
1058. fxdy, AB: x=2cost, y=sint, t = [0, 2]
1059. fcosydy, AB x-telg, A=(0,0), B~(4 0)
1060. fey dx AB 51rg101k mis uhendab punkte A= (2,0) ja

B (2,6). :
?1061..._[,}; dy, kui L on kolmnurga ABC kontuur, kus A==(0, 0),

L
B=(3,0) ja C=(0, 2).
1062. ,f (x2+y2)dx, kui L on kontuur, mille moodustavad sirged

x—l x=05, y=1 ja y=32.

Leida jargmised iildised teist liiki ]oomntegraalld
1063. [cosydx+sinxdy, AB: y=x, A=(0,0), B=(m, x)
ARB

1064. fydx+xdy, L. x=acost, y=asint, t = [0, n/2]
L

1065. [ (2—y)dx+xdy, AB: x=t—sint, y=1—cost, A=
AB

= (0,0), B=(2m,0)
Leida Greeni valemi abil jargmised joonintegraalid.
1066. .f (1 —®)ydx+x(1412)dy, L: >+y2=a>

1067. f (xy+x+y)de+ (xy+x—y)dy, L: ~——-+
1068. I{ (xy+x+y)dx+ (xy+x—y)dy, L: x"%+y2-——ax

yz
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Leida jargmised ruumilised teist liiki joonintegraalid..
1069, [ x dxy dy+2zde, kui AB on sirglsik, mis {ihendab punkte

AB

- A=(L,1,1) ja Be=(2,3,4).
1070. [ (2 — 2%y dx—+2yz dy — &2 dZ, kui AB: y=x, z=x% X E

CAB
1071. [ydx4zdy4xdz, kui AB: x=2cost, y==2sint, 2z==1,
- iB T
' te [0, 2n].
§ 7.4. INTEGREERIMISTEEST SOLTUMATUD. =

JOONINTEGRAALID

Olgu ruumilises piirkonnas E antud kaks, erinevat punkti A
ja B, mis on iihendatud kahe piirkonnas E -asetseva koveraga
AlB ja AIIB. Olgu funktsioonid P(x,y,2), Q(x,y,2) jaR(xy, )
miaratud piirkonnas E. Vaatleme joonintegraali

J=-fPdx+Qdy4+Rdz. o (39)
AB :

D 7.4.1. Kui iga kﬁvéra.A}IB‘ jd.aﬁliB korral piirkonnas E keh-
¢ib vordus. ... o TSI
[ PdxtQdytRde= [ Pdx+Qdy+Rdz

. AIB : ~ alis :

‘siis deldakse, ef"jéonfntegraal (32) ei s'6wlt.u (ehk on s'c')lt‘-;uf-
matu) integreerimisteest..piirkonnas E ja k_‘irju,tatakse L

J= [P dx+Qdy+R dz. L (33)

Seega joonintegraal (33) soltub punktide A ja B asukohast
_piirkonnas E ja on soltumatu neid punkte A ja B ihendavast
integreerimisteest. o R AT

1.. Tasandilise joonintegraali sdltumatus integreerimisteest.
Asetsegu piirkond D xy-tasandil. Iga kinnist joont piirkonnas D
nimetame kontuuriks. Kontuuri nimetatakse lihtsaks, kui
ta ei 16iku iseendaga. Piirkonda D nimetatakse iihelisidu-
saks, kui ta on sidus ja kui ta koos iga lihtsa kontuuriga sisal-
dab ka selle kontuuri poolt piiratud ala. | o

Olgu piirkond D lahtine ja iihelisidus. Olgu funktsioonid
P(x,y) ja Q(x,y) ning nende osatuletised P, ja Qx pidevad piir-
konnas D | | |

Vaatleme piirkonnas D tasandilist joonintegraali. '

- J= [Pdx+Qdy, T (34)
AB : ‘ - S
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kus joon AB on tiikiti sile. Kui joonintegraal (34) on integreeri-
misteest soltumatu, siis kirjutame kooskolas valemiga (33), et

J= [Pdx+Qdy. (35)
A

T 7.4.1. Joonintegraal (34) on piirkonnas D integreerimis-
teest sOltumaty parajasti siis, kui selles piirkonnas D integraali-
alune avaldis

Pdx+4Qdy (36)
on taisdiferentsiaal mingile funktsioonile, s. 0. kui
Py= Qm. (37)

T 7.4.2. Kui avaldis (36) on tdisdiferentsiaal funktsioonile
U(x, y) piirkonnas D, siis kehtib valem

[P dx4+Qdy=U(B)— U(A). (38)
A

Valem (38) iildistab Newtoni-Leibnizi valemi joonintegraalile
(34).

T 7.4.3. Piirkonnas D mééda iga kontuuri L on
JPdx+Qdy=0 (39)
L .

parajasti siis, kui integraalialune avaldis (36) on tdisdiferentsiaal
mingile funktsioonile, s.o. kui kehtib tingimus (37).

Teoreemis T 7.4.3 (samuti ka teoreemides T 74.1 ja T 7.4.2)
on oluline, et piirkond D on iihelisidus. Vastasel juhul see teo-
reem ei ole Gige (vt. iilesanne 1097).

Teoreemi T 7.4.2 kasutatakse joonintegraali (35) arvutami-
seks. Kuid selleks on vaja leida funktsioon U(x,y), mille tiis-
diferentsiaal (36) on antud joonintegraaliga (35). Seda véib
teha jargmisel kolmel viisil.

M 7.4.1, Vaatleme punkte My= (a,b), Mi= (x,b), My= (a, y)
ja M= (x, y) ning murdjooni MMM ja MoM2M, mis koosnevad
sirgloikudest MM, ja MM ning MoM, ja MoM (joon. 7.7).
Funkisioon U, mille tiisdiferentsiaal on (36), avaldub vale-
miga |

e x Yy ' .
Ulx, y)= [P(x, b)dx+BfQ(x, y)dy+C, (40)
kui murdjoon MMM asetseb piirkonnas D, v6i valemiga
x Y .
Ux, y)= [ P(x, y)dx+be(a, y)dy+C, (41)

kui murdjoon MMM asetseb piirkonnas D.

Punkt Mo= (a,b) on suvaline ja valitakse nii, et eeldused
murdjoone kohta oleksid tiidetud ja integraalide (40) ja (41)
arvutamine oleks voimalikult lihtne.
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M.=(ay)  M=0).
ytr——— -
b.L..._...._._,_ S— S—

"{Mo_-'-'-' (a,b) MI"T (X, b’

I ]
- } + e
0, 8 X x
Joon. 7.7

M 7.4.2. Olgu avaldis (36) funktsiooni U(x,y) tiisdiferent-
siaal, s.0. dU=P dx+4Qdy. Et alati dU= U, dx+U, dy, siis keh-
tivad vordused :

: Us=P ja U,=Q. (42)
Integreerides esimest vordust (42) muutuja x jargi, saame
Ulx, y)= JP(x, y)dx+a(y), (43)

kus a(y) on integreerimiskonstant, mis v5ib séltuda muutujast y.
Suuruse a(y) leidmiseks diferentseerime saadud avaldist (43)
muutuja y jargi. Siis teise vorduse (42) pohjal 'saame

Uy= (S P(x,4)dx)/ 40 () =Q,
kust avaldame a’(y). Viimase integreerimine annab
a(y)=fa’(y)dy+C.

U(x, y) = [ P(x, y)dx+ [ o’ (y)dy+C,
millega funktsioon U on leitud.

M 7.43. Olgu avaldis (36) funktsiooni U tiisdiferentsiaal,
8.0. dU=Pdx+4Qdy. Et alati dU=U,dx+U,dy, siis
Us=P, U,=Q.

- Integreerides esimest vordust muutuja x jirgi ja teist vordust
muutuja y jirgi, saame kaks jargmist avaldist funktsioonile U:

U= fPdx+a(y)+C
U= J Qdy+b(x)+C,

kus a(y) ja b(x) on integreerimiskonstandid, mis s6ltuvad vas-
tavalt muutujaist y ja x, ning C on konstant.

Otsitava funktsiooni U saame, kui votame esimese U aval-
dise ja asendame seal liikme a(y) teisest U avaldisest ainult
muutujast y séltuvate liikmetega. Funktsiooni U saame ka nonda,
et asendame teises U avaldises liikme b(x) esimesest U avaldi-
sest ainult muutujast x soltuvate liikmetega.

Seega
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2. Ruumilise joonintégraali sdltumatus integreerimisteest.
‘Olgu lahtine ruumiline piirkondE pinnaliselt ihelisti-
dus, s.o. sidus piirkond, kus iga komtuuri L < E saab vaadelda
mingi pinna 3 c E rajajoonena. Olgu funktsioonid P(x,y,z2),
Q(x,y,2) ja R(x,y, 2) ning nende osatuletised Py, P;, Q. Qx, Rx
ja R, pidevad piirkonnas E. Olgu joonintegraalis (32) joon AB
tiikiti sile. :

T 7.44. Joonintegraal (32) on piirkonnas E integreerimis-
teest séltumatu parajasti siis, kut selles’ piirkonnas E integraali-
.alune avaldis . ; \ |

" Pdx-Qdy+Rdz - (44)
on mingi funktsiooni tdisdiferentsiaal, s.o. kui
Py=Qx, Q:=Ry, Ry=P: . .:(45)

T 7.4.5. Kui aualdis (4A4'); on funktsiponi U(x, y,_z) ‘trfiisdife-
rentsiaal piirkonnas E, siis kehtib valem _

[P dx+Qdy+R de=U(B)— U (A). (46)
[P | |

T 7.4.6. Piirkonnas E mooda iga kontuuri L on
- [Pdx+Qdy+Rdz=0

parajasti siis, kui integraalialune avaldis (44) on mingi funkt-
siooni tdisdiferentsiaal, s.o0. kui kehtivad tingimused (45).

Teoreemi T 7.4.5 lkasutatakse joonintegraali (33) arvutami-
seks. Kuid selleks on vaja leida funktsioon U(x, y, 2), mille téis-
diferentsiaal (44) on joonintegraaliga (33) antud. Seda voib teha
samuti nagu tasandilisel juhul, nditeks jargmiselt. :

M 7.4.4. Kui murdjoon MeMM:M (joon. 7.8), mis koosneb
:-sirglﬁikudest M(]Mi, M1M2 ja MzM, kus M0=‘- (a,b, C), M1=
=(x,b,0), Ma=(x,y,¢) ja M=(x,4,2), asetseb piirkonnas E,
siis funkfsioon U, mille tiisdiferentsiaal on (44), avaldub vale-
miga o ' ‘

7
/.’ : S
L
r__l -0 M=(X, ,Z)
|
0 I V.
/ y

Mi=(xbo) M= (xyc)

Joon. 7.8
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Ux,42)= [ P(x,b,0)dr+ [ Qx. v, ¢)dy+ [R(x,y,2)dz. (AT}

Punkt Me= (a, b,c) on suvaline ja valitakse nii, et eeldus
murdjoone kohta oleks tdidetud ning integraali arvutamine oleks
voimalikult lihtne. Analoogilised valemid saame ka teiste jooni-
sel 7.8 olevate murdjoonte kohta, mis ithendavad punkte M, ja M,
ning asetsevad piirkonnas E. |

Niited
N 7.4.1. Niidata, et joonintegraal
[ (x+e¥)dx+xe? dy
L

on sbltumatu integreerimisteest L.

Lahendus. Funktsioonid P=x+4ev ja Q=uxev ja nende osatuletised
on pidevad kogu xy-tasandil. Et Py=-e? ja Qx=¢eY, siis kehtib vordus. Py==
— Q.. Teorecemi T 7.4.1 pdhjal antud joonintegraal on integreerimisteest L s0l-
tumatu kogu xy-tasandil.

N 7.4.2. Leida funktsioon U(x ), kui tema téisdiferentsiaal on
dU = (1 +yexv)dx4(14-xe*v) dy.

Lahendus. Kasutame meetodit M 7.4.1. Piirkonnaks D vdime votta
kogu xy-tasandi. Vottes a=0 ja b=0, saame valemi (40) pohjal

x v
U(r, )= [ (140)dx+ [ (14xexv)dy=x+y+e*9+C,
0 0 7

kui murdjoon MMM asetseb piirkonnas D. See tingimus on tdidetud, sest I’
holmab kogu xy-tasandit. -

Kasutame meetodit M 7.4.2. Esimese vorduse (42) pohjal on Ux=14ye*¥.
Integreerime seda vordust x jargi:

U= [ (14yesv)dr=x-tesv+a(y).
Diferentseerime saadud vordust y jargi, siis
U,=xexv+4a' (y) =14xe*?,
sest teise vorduse (42) pohjal on Uy=1+xe*v. Seega a'(y) =1, kust a(y)=
=y-+4C. Jirelikult
U x, y) = x-+y+exi+C.

. Kasutame meetodit M 7.4.3. Integreerides vordusi Us=1+ye¥ ja Uy=
—=1-xexv vastavall x ja y jédrgi, saame

U=x+esv+a(y)+C
U=y+te*v+b(x)+C.
Pannes esimesse vordusse a(y) asemele teisest vordusest litkkme y, saame

funktsiooni U. Analoogiliselt, pannes teise vdrdusse b(x) asemele esimesest
vordusest liikme x, saame jdlle funktsiooni U=x+y+exv+C.

N 7.4.3. Leida joonintegraal

3.4
J= f x dx4y dy.

(1,2)
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Lahendus. Integraaliaiune avaldis on funktsiooni
1
Uir.9)=7 (*+y%)+C

tiisdiferentsiaal ja seda vaib leida nditeks meetodiga M 7.4.1. Valemi (38)
pdhjal saame : .
J=U(3,4)—U(l,2)==10.

Ulesanded

Millised jargmistest joonintegraalidest on integreerimisteest
soltumatud ja millised séltuvad (vt. ndide N 7.4.1).

1072, [ (4x+42y)dx+(2x —6y) dy

1073. f‘fy dx —xdy

1074. 3‘ (3x% — 2xy—+42) dx — (x2— 2xy+-34?) dy
1075. :{'ln (x+2)dx+arcsin y dy-4e*+* dz

1076, [ 22 dutpozyidy+2y V7 dz
L ¥x

'j‘ xdx+4ydy+2zdz
N T

Leida funktsioonid U nende tiisdiferentsiaalide dU jargi mar-
gitud meetodite abil (vt. ndide N 7.4.2).
1078. dU = (3x — 2xy?)dx + (32— 22y)dy (M 7.4.1, M742,
M 7.4.3)
1079. dU= (e?¥ — 5ye*)dx+} (2xe2 — 154%e*)dy (M 7.4.2)
1080, qU=-CF2NLEHIY 7 49)
(x+y)
2AHydy  M743).

V2442

1082. dU= (2x cos y — 2 sin x) dx+ (2y cos x — x*sin y) dy

(M 7.4.1)
1083. dU=[2x+sin(x+y)]dx+[2y+sin(x+y)]dy (M 7.4.3)
1084. dU=sin(x+y) (dx+dy) (M 7.4.2)
_ yz dx-+4xz dy+xy dz ‘
1085. dU= 744

d 1 4 x2y222 (M )
1086. dU=yzdx+2xdy+t+xydz

Leida jargmised joonintegraalid (vt. ndide N 7.4.3).

2.3
1087. [ ydx+4xdy
(—1,2)

1077.

1081, dU=
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wz . | -
1088. [ 2xy3dx—(3x2—yP)y~tdy
©,1)
3,0

1089, ] (4 det (62— 54 dy

(_‘zl""'

2,1)
1090. [ 2xydx+4-x*dy
0,0)

@,3,4)
1091. [ xdx+tydy+=zdz
1,1,1)
( 2,1,3) |
1092. | [ xdx—y?dy+zdz
(1,—1,2)
(0,3,4,

1093.

) |
f‘/‘ xdx+ydy+2zdz
122 VE+y2422

Niidata teoreemi T 7.4.3 pohjal,. et iga diferentseeruva funkt-
siooni f korral vorduvad jargmised joonintegraalid nulliga, kui L
on kontuur.

1094. [f(x)dx-+thydy

L
1095. {f(xy) (y dx+x dy)
1096. [ x72f(y/x) (x dy — y dx)

L |
1097. Niidata, et joonintegraal

. xdy—ydx
£[ e =25

modda iga kontuuri L, mis iimbritseb punkti (0, 0).

§ 7.5. TEIST LIIK] JOONINTEGRAALIDE RAKENDUSI

Vaatleme teist liiki joonintegraali rakendusi pindala ja to0
arvutamisel.

1. Tasandilise kujundi pindala arvutamine. Olgu xy-tasandil
asetseva kujundi D rajajoon L tiikiti sile. Siis kujundi D pindala
Sp avaldub valemitega

Sp= {xdy (48)

SD=gydx (49)
ja N

Sp=rz- f xdy —ydx (50)
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Valem (50) sageli kirjutatakse kujul
1 Y |
—— [ y2q L .

Kui joon L on antud parameetrilisel kujul v6rrandifega X==
=x(1), y=tx(t), t = [a, g], siis valem (51) teisendub kujule .

p .
1 f | |
So=rs af 2t O (52)

2. T66 arvutamine. Liikugu materiaalne punkt -massiga'-m

mo66da joont AB punktist A punktini B j6u F; (P, Q, R) toimel,
kus P(x,y,2), Q(x,4,2) ja R(x,y, z) on pidevad funktsiooni_d

joonel AB. Siis jou F t66 W on arvutatav valemiga
W=m [Pdx+Qdy+R dz. - (53)
AB :

Kui joud Fon maaratud mingi piirkonna E igas punktis ja
joonintegraalis (53) integraalialune avaidis on funktsiooni

U(x, y, z) taisdiferentsiaal, siis valemi (46) pohjal arvutub jou F
too valemiga
W=m[U(B)— U(A)], ‘ (54)

s.t. vaadeldaval juhul ei s6ltu t66 W materiaalse punkti liikumis-
teest AB, vaid ainult materiaalse punkti alguskohast A ja 16pp-
asukohast B.

N 7.5.1. Leida valemi (50) abil ringi x24y2?<Ca? pindala S,

Lahendus. Vaadeldav ring on piiratud ringjoonega x24-y?=a? Lihme
ile parameetrilisele kujule, siis selle ringjoone vorrand on x=acost, y=—
==gsinf, t = [0,2n]. Valemi (50) ning arvutusvalemite (25) ja (24) pohjal
saame )

21[ . 2n
1 11 1 1

S=—fxdyu—fydx=—facostacostdt-—--—f asin{ (—asin f)dt=
2 2y 2 2

2x
1
=-—a‘~’f df =ma?
2 0

Ulesanded

Leida xy-tasandil olevate tasandiliste kujundite pindalad, kui
nad on piiratud jargmiste joontega (vt. niide N 7.5.1).
1098. Ellips x=acos?, y=bsint, t< [0, 2n].
1099. Astroid x=acos®f, y=bsindt, e [0, 2x]
1100. Kardioid x=a(2cos?— cos2f), y=a(2sin?— sin 2¢)
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1101.
1102,
1103.

1104.

1105.

1106.

y==x% x=y"
Joone (x+y)*=2xy silmus
Bernoulli lemniskaat (x2+y?%)?=20? (x2— 3?)

Olgu xy-tasandil joud F suunatud igas punktis M= (x, ¥)
punkti 0= (0,0) poole ja tema suurus F olgu vordne
punkti M kaugusega punktist 0. Leida jou t6o W, mis on
kulunud ihikmassiga punkti nihutamiseks mooda para-

booli y2=8x kaart punktist (2,4) punkti (4, 4Y2).

Joud konstantse suurusega F on xy-tasandi igas punktis
x-telje suunaline. Leida jou t66 W, mis kulub ithikmassiga
punkti nihutamiseks moodda ringjoont x24y?=a? negatiiv-
ses suunas punktist (0, a) punkti (a,0). .

Jsud F on suunatud xy-tasandi igas punkiis M= (x,Y)
punkti O= (0, 0) poole ja tema suurus on vordne punkti M

kaugusega punktist O. Leida jou 1:: t66 W punkti massiga
m nihutamisel punktist A punkti B. _



VIII. PINDINTEGRAALID
§ 8.1. ESIMEST LIIKI PINDINTEGRAAL

- Olgu antud sile voi titkiti sile, s.o. siledatest tiikkidest
koosnev pind X (joon. 8.1). Olgu pinnal .3 miiratud kolme muu-
tuja funktsioon f(x, y, 2). Jaotame pinna 3 suvaliselt tiikiti sile-

!

Joon. 8.1

date joonte abil osadeks 3y, 3, ..., 3, mille pindalad olgu
S1, Sz, ..., Sn. Votame pinna igal osal suvalise punkti P; = 3; ja
moodustame summa

o= J1(P)S:

Olgu A pinna osade 3; suurim diameeter.

D 8.1.1. Arvu J nimetatakse funktsiooni [ esimest liiki
pindintegraaliks (ehk pindintegraaliks pindala
jargi) mdéda pinda 3, kui iga arvu £>0 korral leidub arv
d>0, et

| —o|<<e, kui A<6,

s6ltumata pinna 3 jaotamisviisist osadeks 2 ja punktide P; = 3;
valikust, ja kirjutatakse

J=={:ff(x,y,2)d3- (1)
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Kui pind 3 asetseb xy-tasandil, siis pindintegraal (1) kujutab
endast kahekordset integraali. Sama on ka siis, kui pind 2 aset-
seb yz- voi zx-tasandil. .

Pindintegraalil (1) on samad omadused mis kahekordsel
integraalil, s.t. pindintegraal (1) on aditiivne, lineaarne, jne.

Pindintegraali olemasolu saab kindlaks teha jargmise piisava
tunnuse abil. L

PT 8.1.1. Kui pind 3 on sile ja funkisioon | on pidev sellel
pinnal 3, siis pindintegraal (1) eksisteerib. ,

Pindintegraali (1) arvutamine. Kui pind 3 on sile ja funkt-
sioon f on pidev sellel pinnal Z, siis tunnuse PT 8.1.1 pohjal pind-
~integraal (1) eksisteerib ja tema arvutamiseks voib kasutada
jargmisi valemeid. y

1. Kui pind 3 on antud parameetriliste vorranditega

x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v), (4 v) EA,
siis
[fidS= [f[{x(u v), y(u, v), 2(4, )] VEG — FPdudv, (2)
z A
kus (vt. § 6.3) ]
E=x2 412 +2%, F=xulvtYufotZuZv G=x2+1y>+2.-
9. Kui pind 2 on antud ilmutatud vorrandiga
2=z(x,y), (ny)eD,
siis

[rEdS= [[il% v 2(6 )] VIF+E+Z dxdy. ()

3. Kui pind I on antud ilmutamata kujul vorrandiga
F(x,y,2)=0, siis kasutame ilmutamata funktsiooni olemasolu
teoreemi T 3.4.2, et avaldada pinna vorrand ilmutatud kujul
2=2(x, y) ja leida osatuletised 2, ja 2, ning integraali (1) arvu-
tame valemi (3) pohjal )

Valemiga (3) analoogilised valemid saame, kui pind 2 on
antud voi avaldub ilmutatud kujul vorranditega x=x(y,2) ja
y=y(z x). |
~ Pindintegraali (1) rakendused. Vaatleme pindintegraali (1)
rakendust pinna pindala, materiaalse pinna massi, inertsimomen-
tide ja massikeskme koordinaatide arvutamisel.

i. Sileda pinna I pindala S: on arvutatav valemiga

Sy= [fdS. , (4)

2. Olgu materiaalsel pinnal X pindtihedus madratud funkt-
siooniga p=7y(x, y,2) pinna igas punktis (x,y, z). Siis pinna 2
mass my on arvutatav valemiga

Imz= jz‘fy(xry’ Z)dS (5)

217



3. Materiaalse pinna 3 inertsimomendid koordinaattelgede
suhtes on arvutatavad valemitega

[ [= fﬁf (2422 p(x, y, 2)dS
! Iy= .Qf (*+22)p (x, y, z)dS | (6)

I,= fzf (x2-Fy2)p (J_c, Y, 2)dS,

kus p(x, y,2) on pinna 3 pindtihedus. |
4. Materiaalse pinna 3 massikeskme C= (xc, Yc, 2¢) koordi-
naadid on arvutatavad valemitega

r

L

xc=:-—n11—ffxy(x, y, 2)dS
. =z

yo=—f [y 2)as (7)

zg=?ll—ff zy(x, y,2)dS,
z

.

kus m=msy arvutatakse valemiga (5) ja v(x,y, z) on pinna X
pindtihedus.

Niited .
N 8.1.1. Leida pindintegraal
J= ffx ds,
' E

kus X on sfdiri x2+y2+22=a2 ilemine pool.
Lahendus. Kasutame arvutusvalemit (3). Et

2=yl —x*—y*, (ry) € D={(xy): 2+y’<a?
ja
—_ —Y
» Zy=
Ya? — x2 — 4 ya? — x2 — 42

Zx== .

siis valemi (3) pohjal saame
x24-42 X dx dy
I=ffo1+ . ty . dxdy=aff .
n Qf—xt—y D‘ '|/a2-~x2—y2

Viimase integraali arvutamisel liheme iile polaarkoordinaatidele. Saame

25 a
r2dr
J=afcos<p d-@f-———-—-——-
0 o Ya®—r?
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Et nced integraalid on teineteisest soltumatud ja esimene integraal on null,
siis teist paratut integraali ei ole vajagi leida. Seega J=0.

N 8.1.2. Leida valemi (4) abil sfééri 2+ y2+-2t=a? t’llemise‘ poole pindala.
 Lahendus. Tuleb leida pindintegraal (4) médda pinda

i=Ja —2—, (xy) eD={xy: P+y<l}.

Et
a2

|dLp2 d-z? =

siis arvutusvalemi (3) pdhjal saame SN

L dxd
s [ [ etz
. -'D ya?

Leides selle paratu kahekordse integraali iileminekuga polaarkoordinaatidele,
saame S=2mna’

Ulesanded
Leida jargmised pindintegraalid (vi. ndide N 8.1.1).
1107. [ (6x+44y—+32)dS, kus 2 on tasandi x/2+y/3+z/4=1
=

osa, mis asub esimeses oktandis, s.o. piirkonnas, kus x=0,
y=0 ja zz=0.
1108. [/ (6x+4y-+32)dS, kus 2 on tasandi x+2y-+3z2=6 o0sa,
= e . .
mis asetseb esimeses oktandis. o o
1109. [fV1— 2 —y*dS, kus X on iihiksfaari 2t y242t=1
| , ,
iilemine pool.
1110. ffydS, kus 3 on sféari X2+ y2422=a? iilemine pool.
=

1111. [f (14x)dS, kus ¥ on sfairi x24-y2+22=a? osa, mis aset-
=

seb esimeses oktandis.
1112. [f x242dS, kus 2 on sfairi x2}y2-+z2=a? alumine pool.

b

1113. [ (yF+z+Va2—x?) dS, kus 2 on silindri x®4-y2==0a2 o0sa,
=

mis asetseb tasandite 2=0 ja z==a/mx vahel.
1114. [f (x24-42)dS, kus X on keha Vx2+y2<<z<1 rajapind.
=

Leida jargmiste pindade pindalad (vt. nidide N 8.1.2).
1115. Tasandi 2z=12—6x—3y osa, mis asetseb esimeses
oktandis.

1116. Sfiiri x2+y2-+22=a® osa, mis asetseb silindri x*+4y*=ax
- sees.

1117. Silindri x+y?==ax osa, mis asetseb sfdiris x2+pf-22=al

1118. Silindri y2+22=a? osa, mis asetseb silindri x2+y?=a?
sees.
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1119. Leida poolsfddri mass, kui tema raadius on a ja pindtihe-
dus igas punktis on vordne selle punkti kaugusega raadiu-
sest, mis on risti poolsfdiri alusega.

1120. Leida silindri x242=—a2 selle osa mass, mis asetseb tasan-
dite 2=0 ja z=c vahel, kui pindtihedus igas punktis on
poordvordeline selle punkti kauguse ruuduga koordinaatide
alguspunktist. o

1121. Leida koonuse x2+4y2=2z% osa, kus 0<<Z<1, inertsimoment
z-telje suhtes, kui pindtihedus igas punktis on vordne
iithega.

1122, Leida massikeskme koordinaadid homogeense sfidri x4
+4y2+22=0a? osal, kus x>0, y>0, z2>0.

§ 8.2. TEIST LIIKI PINDINTEGRAALID

Olgu antud sile pind parameetriliste vérranditega
x=x(u,v), y=y(u,v), z==2(u,v), (4, 0v)eA, (3)
kus vastavus punktide (x,y,2) ja (u,v) vahel on iiksiihene, s.t.
pinnal (8) ei ole kordseid punkte.

Pinda (8) nimetatakse kahekiilgseks (ehk kahepool-
seks) pinnaks, kui pinna normaali nihutamisel pinnal mis
tahes kontuuri médda ta suund lahtepunkti tagasijoudmisel jaab
endiseks. Kui aga leidub kontuur, mille ldbimisel normaal oman-
dab vastupidise suuna, siis seda pinda nimetatakse iihekiilg-
seks (ehk iihepoolseks) pinnaks.

Sile pind 2, mille m3dravad parameetrilised vorrandid (8), on
alati kahekiilgne pind. Seejuures pinna kiilge, mille miarab nor-

—-—
maal n= (cosa, cos 8, cosp), kus

CosSa=— A
YAz By G
B
) cosp= (9)
‘ YAz B24-C?
C
COS p=—
| JA*+ B2y C2
ja
| Yu 2u | %u Xu C= Xu Yu 10
A_yvzv’B—zvxv’ Xp Yo i (%)

nimetatakse pinna positiivseks kiiljeks. Pinna 2 teist
killge nimetatakse siis pinna negatiivseks kiiljeks.
Erijuhul, kui pind Z on antud ilmutatud vorrandiga z=z(x, y),
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Joon. 8.2

(x,y) € D, siis tema positiivseks kiiljeks on pinna iilemine kiilg
ja negatiivseks kiiljeks tema alumine kiilg.
Olgu antud sile voi tiikiti sile kahekiilgne pind 2. Valime sel

pinnal X fihe kiilje, markides selle pinna normaali n abil
(joon. 8.2).

Projekteerime pinna 3 xy-tasandile. Saadud projektsiooni
pindala votame kas pluss- VvOi miinusmirgiga jargmise reegii
jargi. Seal, kus pinna normaal n moodustab z-teljega teravnurga,

votame projektsiooni pindala plussmargiga, S.0. positiivsena, ja
seal, kus normaal n moodustab z-teljega niirinurga, votame pro-
jektsiooni pindala miinusmargiga, s.o. negatiivsena.

Olgu pinnal 2 maaratud kolme muutuja funktsioon f(x, Y, 2)-
Jaotame pinna 2 titkiti siledate joonte abil osadeks Zi, 2, - 2n
ja leiame nende osade projektsioonid xy-tasandile. Nende osade
projektsioonide pindalad votame positiivsena  voi negatiivsena
tlal antud reegli jargi ja tahistame vastavalt Sy, Sa ..., Sn.
Votame pinna igal osal suvalise punkti Pie 2 ja moodustame
summa

o= .gif(Pi)Si'
Olgu 4 pinnaosade 3 suurim diameeter.

D 8.2.1. Arvu I nimetatakse funktsiooni f teist liiki pind-
integraaliks (ehk pindintegraaliks projektsioo-
nide jargt xy-tasandile) médda pinna 3 valitud kiilge, kui iga
arvu >0 korral leidub arv 60, et

|I—a\'<.s, kui A<<6,
221



soltumata pinna 3 jaotamisviisist osadeks 3, ja punktide P; = 3;
valikust, ja kirjutatakse

I=[fi(y2)dxdy. (11)

Véttes pinna osade 3; projektsioonid yz- ja zx-tasandile, voime
samal viisil defineerida veel kaks pindintegraali liiki:

I= [1(x,4,2)dy dz (12)
ja _ .
J=[[](x,y,2)dzdx. (13)
> e
Olgu pinnal 3 médratud kolm funktsiooni P (x, y, 2), Q(x, 4, 2)
ja R(xy,z2). ’ |

D 822 Uldiseks teist liiki pindintegraaliks
J nimetatakse jirgmist pindintegraalide summat:

J= [{Pdxdy+Qdydz+Rdzdx=

=z

= [[Pdxdy+ [/ Qdyde+ [[Rdzdx, (14)

Avaldist P dxdy+Q dydz+R dzdx pindintegraalis (14) nime-
tatakse integraalialuseks avaldiseks. ' _

Teist liiki pindintegraalil on samad omadused mis kahekordsel
integraalil, s. 0. ta on aditiivne, lineaarne jne. Oluline on veel jirg-
mine omadus, mis jareldub definitsioonist D 8.2.1.

Omadus 8.2.1. Kui pind X on risti xy-tasandiga, siis -
fsz(x, Y, 2)dx dy=0. - (15)

Analoogiline omadus on ka pindintegraalidel (12) ja. (13).

Pindintegraali olemasolu saab kindlaks teha jdrgmise piisava
tunnuse abil.

PT 8.2.1. Kui pind X on sile ja funkisioon f on pidev sellel
pinnal 3, siis pindintegraalid (11), (12) ja (13) eksisteerivad.

Pindintegraalide (11), (12) ja (13) arvutamine. Kui pind 3
on sile ja funktsioon | on pidev sellel pinnal X, siis tunnuse
PT 8.2.1 pohjal pindintegraalid (11), (12) ja (13) eksisteerivad
ja nende arvutamiseks voib kasutaca jdargmisi valemeid.

1. Kui pind 3 on antud parameetriliste vorranditega

x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v), (4 v)esA,

JSTdedy=2[[F{x(u, v), y(u, v), 2(u, v)]C dudv (16)
h] A
JITdydz==ff[[x(u, v), y(u, v), z(u, v)]A du dv (17)
p A
JIFdzdx== [[[[x (4, v), y(u, v), 2(u,v)]Bdudo, (18)

kus A, B ja C on antud vordustega (10).

slis
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Valemites (16), (17) ja (18) paremal integraalide ees tuleb
votta plussmirk, kui integreerimiseks on valitud pinna X posi-
tiivne kiilg, ja miinusmirk, kui integreerimiseks on valitud pinna
Y negatiivne kiilg.

2. Kui pind 2 on antud ilmutatud kujul vorrandiga

e=z(x,y), (xy) =D,

{ffdxdy=ifnff[x, y, z(x, y)]dx dy. © (19)

Kui pind X on antud ilmutatud kujul vorrandiga

slis

x=x(y,2z), (y,2) €D,
£ Sidyde== [).f f[x(y, 2),y,z]dy dz. (20)

Kui pind X on antud ilmutatud kujul vorrandiga
y=y(z,x), (2 x)eD,

“f‘:ffdzdx-——-ifff[x,y(z,x),z]dzdx. (21)

Valemites (19), (20) ja (21) paremal integraalide ees voetakse
plussmirk, kui integreerimiseks on valitud pinna 3 positiivne
killg, ja miinusmaérk, kui integreerimiseks on valitud pinna 2
negatiivne kiilg. ‘

3. Teist liiki pindintegraali arvutamist voib taandada esimest
liiki pindintegraali arvutamisele jdrgmise seose abil: '

[fPdydz+Qdzdx+Rdxdy= [[ (P cos a—+Q cos B-+R cos p)dS,
= z
(22)

kus n=/{(cosa, cos B, cosp) on integreerimiseks valitud pinna
kiilje normaal. | -

4. Kui pind X on antud ilmutamata kujul vorrandiga
F(x,y,2)=0, siis toimime analoogiliselt nagu esimest liiki
pindintegraali korral.

siis

siis

_ N 8.2.1. Leida pindintegraal
J= [[2*dxdy,
=

kus 3 on siddri x2+4y2+22=1 alumise poole iilemine kiilg.

Lahendus Kasutame arvutusvalemit (19). Sfddri vbrrandist saame, et
integreerida tuleb moéoda pinna

z=—Jl—2—32, (xy) €D={(xy): 2+y’<1}

iilemist kiilge. Seega valemis (19) tuleb paremal integraali ette votta pluss-
mairk. Valemi (19) podhjal saame

J= [ (1 —x—y)dxdy, kus D={(x9): 2421}
D



Minnes iile polaarkoordinaatidele, saame
2n 1

B 1 4 '
fr-fddpf (1——r2)rdr=-—2—.
0 .

0

Ulesanded

Leida jargmised pindintegraalid (vt. ndide N 8.2.1).
1123. ffz2dxdy, kus T on sfaidri x24y2+22=a2 iilemise poole
A , |

alumine kiilg.
1124, ff22dxdy, kus X on ellipsoidi x2424+222=2 iilemise

=z
poole iilemine kiilg.

1125, ff22dxdy, kus 2 on ellipsoidi x2/a®+42/b24-22/c2=1
z ' .

sisemine kiilg.
1126. [f (x*412)V4dxdy, kus 2 on xy-tasandil oleva ringi
=

. x2 42 a? alumine kiilg.
1127. [fxdydz+ydzdx+zdxdy, kus T on tasanditega x=0,
. & . .
y=0, z=0, x=1, y=1 ja z=1 piiratud kuubi positiivne
kiilg.
1128. ffxdydz4ydzdx+zdxdy, kus X on sfadri x4 2+22=
=

=a? viline Kkiilg. -
1129. [fy*zdxdy+xzdydzt+-x2ydzdx, kus I on sellise keha
=

pinna valiskiilg, mis asetseb esimeses oktandis ja on pii-
ratud pindadega z=x2+}+y?, x24y2=1, x=0, y=0 ja
z=0.

§ 8.3. GAUSSI—-OSTROGRADSKI JA STOKESI VALEMID

Olgu funktsioonid P(x,y,2), Q(x,y,2) ja R(x,y 2) miira-
tud tokestatud ruumilises piirkonnas E, mille rajapind on 3.

1. Gaussi—Ostrogradski valem. Olgu piirkond E kinnine ja
tema rajapind X tiikiti sile. Kui [unktsioonid P, Q ja R ning

nende osatuletised Py, Q, ja R, on pidevad piirkonnas E, siis
kehtib valem

JSPdydz+Qdzdx+Rdxdy= [[f (P++Qy+R;)dxdydz, (23)
z E

kus pindintegraal vasakul on voetud mddda pinna I viliskiilge.
Valemit (23) nimetatakse Gaussi—Ostrogradski va-
lemiks. Ta avaldab suvalise teist liiki pindintegraali mésda
kinnist pinda ¥ teatava koimekordse integraalina,
Valemit (23) kasutatakse pindintegraali arvutamisel kolme-
kordse integraali abil ning kujundite ruumalade arvutamisel.
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Kui funktsioonid P, Q ja R rahuldavad piirkonnas E tingi-
must Px+Q,-+R;=1, siis piirkonna E ruumala Vg on arvutatav
valemiga

Ve= é’f Pdydz+Qdzdx+Rdx dy. (24)
Viimasest valemist (24) saame erijuhuna jargmised valemid:
Ve= £_fzdx dy <7 (25)
Ve= £f‘xdy dz - (26)
VE= £fy dzdx - (27)
VE=%J;f x dy dz-+y dz dx+2z dx dy. (28)

o Stokesi valem. Olgu kahekiilgne pind 3 ja tema rajajoon
I tiikiti siledad. Kui funktsioonid P, Q ja R ning nende osatule-
tised Py, Pz, Qx Qz R ja R, on pidevad pinnal X, siis kehtib

valem
[P dx+Qdy+R dz=
L
= [J (Ry— Q:)dy de (P:— Re)dz dick (Qx — Py)dxdy,  (29)

kus joonintegraal on voetud médda joont L pqsitiivses suunas
pinna X kiilje suhtes, mida modda integreeritakse.

Valemit (29) nimetatakse Stokesi valemiks. Ta aval-
dab teist liiki joonintegraali modda kinnist joont L teatava teist
liiki pindintegraali kaudu. Valemit (29) kasutatakse jooninteg-
raalide arvutamisel pindintegraali abil.

Niited

N 8.3.1. Leida Gaussi-Ostrogradski valemi (23) abil pindintegraal
J= ffzdx dy,
p

kus 3 on esimeses oktandis asetseva kera x2+ 4222 a? osa pinna viéliskiilg.
‘Lahendus. Et P=0, Q=0 ja R=2 ning P.=0, Q,=0 ja R,=1, siis

valemi (23) pGhjal saame
J= [ [ dxdydz,
E

kus E on esimeses oktandis asetseva kera 124 y2+22<a? osa. Et kera ruumala
on 4mna?/3, siis valemi (59) pdhjal paragrahvist 6.6 saame J=ma?/6.

N 8.3.2. Leida kera x2+4y2422<Ca? ruumala valemi (28) abil.
Lahendus. Tuleb arvutada integraal (28) modda sidari 242+t =a?
viliskilge. Votame sfddri vorrandi parameetrilisel kujul

x—acosgsin®, y=asingsing, z=acosé,
kus 0<Cp<C2n ja 0<CH<m, ja kasutame arvutusvalemeid (16), (17) ja (18),
vottes u=¢ ja v=0 ning A= {(¢g, 0): 0<<p<2m, 0<<O<T).
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Arvutame kodigepealt jakobiaanid

Yo 2 .
A= |7% 9| =—qg2cos ¢ sin?,
Yo <¢
z X
B= | ® %! =—a?singsin?§,
Zg g
X U ]
C= | ?7%] =—a?sinfcos 0.
Xg Yo

Uurides suunda, mida omab sfdiri normaal n= (cos e, cos g, cosy), mille
koordinaadid on antud vdrdustega (9), nieme, et ta on sfdiri sisekilje nor-
maal. Seega antud juhul on sfdari positiivseks kiiljeks tema sisekiilg. Et vale-
mis (28) tuleb integreerida mooda sfdari viliskiilge (praegusel juhul moodda
sfadri negatiivset kiilge), siis arvutusvalemites (16), (17) ja (18) tuleb votta
integraalide ette miinusméirgid..

Valemi (28) ja arvutusvalemite (16), (17) ja (18) pdhjal saame

a

3 ' )
Veg=— ?ff [cos @ sin 8 (—cos ¢ sin? 8) +
A

+ sin @ sin 6 (—sin ¢ sin? 0)+cos 6 (—sin 0 cos 0)] dg do=
2n E
a® a® 4a°n
=.-——ff sin9d¢d9=——fdcpfsin9d9= z .
3 3 v 3
A o o

Ulesanded

Leida Gaussi-Ostrogradski valemi (23) abil jargmised pind-
integraalid (vt. ndide N 8.3.1).

1130. [fxdydz+4ydzdx+zdxdy, kus 2 on sfadri x2442422==q?
=

valiskiilg.
1131. ff (y+z)dydz+ (z — x)dz dx+xy dx dy mooda kinnise sile-
z .

da pinna X viliskiilge.
1132, [f2x%dy dz-}2¢°dz dx+2°8dxdy moédda pinna X viliskiilge,
z

kui Z on keha x24+y2<Ca? 0<Cz<Cb rajapind.
1133. [fxdydz+ydezdx+zdxdy mododa kuubi sisekiilge, kui
: .

kuup on piiratud tasanditega x=0, y=0, z=0, x=1, y=1
ja z=1.

1134. [f (x cosa-tycos 42z cosyp)dS mooda siledat pinda 2, mis
z

-

on keha E rajapind, kui keha E ruumala cn Vg ja n=
= (cos a, cos B, cosy) on pinna ¥ viliskiilje normaal.
1135. [[uxdydz+4uydzdx+u,dxdy modda kinnise sileda pinna

z
5 viliskiilge, kui funktsioon u(x,y,z) rahuldab Laplace’i

vorrandit e~ uyy—+u..=0.
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1136. [fuydydz4-u.dzdx+ (x+y)dxdy modda kinnise sileda
=

pinna ¥ viliskiilge, kui funktsiooni u teist jarku osatule-
tised on pidevad ja funktsioon u rahuldab vérrandit u.,=0.

1137. [fyzdxdy-txzdy dz+xy dzdx mddda keha E rajapinna 3
=

valiskiilge, kui keha E on piiratud silindriga s®4-y2=a2
(¥, y==0) ning tasanditega x=0, y=0, z=0 ja z=b.
Leida jirgmiste kehade E ruumalad valemite (25)—(28) abil

(vt. ndide N 8.3.2).

1138. Ellipsoid x%/a?4-y2/b2+22/c2<< 1.

1139. E on kehade x2-++y2+22<(4a? ja (x — a)2}y2<Ca? {ihisosa.

1140. Keha E on piiratud pindadega x=0, 2z=0 ja x=ucos v,
Yy=usinv, z=-—u-+3cos v, kus u=0.

1141. Keha E on piiratud pindadega z=¢, z=—c ja x=
=acosucosv-fbsinusinv, y=acosusinv—>bsinucoswv,
Z=csin u.

Arvutada Stokesi valemi (29) abil jargmised joonintegraalid.
1142. [ x?dx+y*dy-+chzdz, kus L on kontuur.
L

1143. [ x*y3dx+i2dy4-2zdz, kus L on ringjoon x2+y2=a? 2=0,
L

vottes pinnaks I poolsidéri x24y24-22=a? (22=0) ja integ-
reerides médda pinna X iilemist kiilge. -

1144. [ (2x4-y)dx —2ydy+zdz, kui L koosneb kolmnurga ABC
L

kiilgedest, kus A= (0,—1,0), B=(0,2,0) ja C=(2,0,0),
vottes pinnaks X kolmnurga ABC ja integreerides méoda
pinna X iilemist kiilge.

§ 8.4. VALJATEOORIA ELEMENDID

Skalaar- ja vektorviljad. Olgu kolmemdatmelises ruumis antud
piirkond E. Kui piirkonna E igas punktis (x, gy, 2) on mdiratud
iiks reaalarv U funktsiooniga U=U(x,y, z), siis deldakse, et piir-
konnas E on antud skalaarvali U.

Skalaarvilja U nimetatakse diferentseeruvak s, kui
funktsioon U=U(x, y, z) on diferentseceruv. Skalaarviljas U pindu
U(x, y, 2) = C=const nimetatakse nivoopindadeks.

Diferentseeruvas skalaarviljas U vektorit

grad U= (U, U,, U)) (30)

nimetatakse skalaarvilja U gradiendiks punktis (x,y, 2).
Vektori (30) tdhistamiseks kasutatakse siimboolset vektorit

5} 0 6)
V(o o )
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mida nimetatakse nablaks ehk Hamiltoni operaato-
riks. Vektori nabla abil kirjutatakse

grad U=VU.

Vektor grad U on nivoopinna normaal. Laplace’i operaatorit
AU=Uy+U,,+U., vdoib vektori nabla abil kirjutada kujul
AU=VVU.

Kui piirkonna E igas punktis (x,y,2) on médratud vektor

A= (P,Q,R), kus P=P(x,y,2), Q=Q(x,4.2) ja R=R(x,y, 2}
on punktis (x, y, z) madratud funktsioonid, siis deldakse, et piir-

konnas E on defineeritud vektorvili A— (P,Q,R).

Kui veltor A= (P, Q, R) on diferentseeruv piirkonnas E, s.o.
funktsioonid P, @ ja R on diferentseeruvad piirkonnas E, siis

vektorvilja %T nimetatakse diferentseeruvaks.
Tuletis antud suunas. Olgu piirkonnas E antud mingi telg [,
mis ldbib punkti A= (a, b, ¢} ja mille suund on madaratud iihik-

vektoriga zs(cosaa, cos B, cosp). Olgu M=(x,y,2) suvaline
punkt teljel I Tahistame AM abil punkti A ja M vahelise kau-

guse. Kaugus AM vdetakse plussmérgiga, kui vektori AM ja
telje 1 suunad iihtivad, ja miinusmargiga, kui nende suunad on

vastupidised.
D 8.4.1. Piirvddrtust
—U
U _ iy YD —UA) (31)

ol ma AM

nimetatakse funktsiooni U(x,y,z) tuletiseks antud suu-
nas [ punktis A.

Tuletis (31) kujutab funktsiooni U muutumise kiirust telje I
suunas. Erijuhul, kui telg ! on x-, y- vbi z-telg, siis tuletis (31)
on vastavalt osatuletis Uy, Uy voi U..

Kui funktsioon U on diferentseeruv piirkonnas E, siis kehtib

valem
oU _
Tzchos.a—l—Uy cos f-+U; cos p, (32)
mida kasutatakse tuletise (31) leidmiseks.
Selleks, et funktsiooni U tuletis telje ! suunas oleks maksi-
maalne, peab telje [ suund iihtima vektori grad U suunaga. Sel
korral tuletis on vordne grad U pikkusega. '

Vektori voog ja divergents. Asetsegu vektorviljas A=
— (P, Q, R) kahekiilgne pind 3, mille iiks kiilg olgu méidratud

ithiknormaaliga n= (cosa, cos §, cosp).
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- -
Vektori A vooks Ws ldbi pinna X antud suunas n nimeta-
takse pindintegraali

Wae [[A-mdS— [[ (Pcosa+Qcos p-+Rcosp)dS.  (33)

3 b
Kui pind 2 on tiikiti sile ja funktsioonid P, Q ja R on pidevad

pinnal ¥, siis vektori A voog (33) eksisteerib.

Olgu X piirkonna E rajapind ja ;: pinna X viliskiilje normaal.
Vaatleme piirprotsessi E—M, kus piirkond E tombub kokku
punktiks M & E nii, et piirkonna E diameeter ldheneb nullile.

Piirvdartust

div A= lim 2= (34)

E->M VE

nimetatakse vektori A divergentsiks punktis M= (x,y,2).

Kui funktsioonid P, Q ja R ming nende osatuletised P, Qy ja
R, on pidevad piirkonnas E, siis divergents (34) eksisteerib ja
kehtib valem |

div A=P.+Q,+R., (35)

mida kasutatakse divXarvutamiseks.
Vektori nabla abil voib valemi (35) kirjutada kujul

divA—=V-A. (36)
ja Gaussi-Ostrogradski valemi (23) kujul
[fn-AdS= [[fv-AavV. (37)
= E

-

Vektorvilja A, mille igas punktis on diV/;{:O, nimetatakse
solenoidvialjaks. Valemist (37) on ndha vorduse (36) tottu,

et solenoidviljas vektori A voog 1dbi iga kinnise pinna on vordne
nulliga. Seepérast solenoidvilja nimetatakse ka allikavabaks
vialjaks.

Vektori tsirkulatsioon ja rootor. Olgu piirkonnas E madratud

vektorvili A= (P, Q, R), kus funktsioonid P, Q ja R on piirkonnas
E pidevalt diferentseeruvad funktsioonid. Asetsegu joon L piir-
konnas E.

Joonintegraali

[ Pdx+Qdy+Rdz (38)

nimetatakse vektorif? lineaarseks integraaliks mddda
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joont L. Kui joon L on kinnine, siis joonintegraali (38) nimeta-

takse vektori A tsirkulatsiooniks mésda joont L.
Vektorit

rot A= (Ry—Qz, Pz_Rx; Qx"_Py) (39)
nimetatakse vektori A_} rootoriks. |

Vektori nabla abil voime vektori /?rootori (40) kirjutada kujul
rot A= VXA, (40)

Vektorvilja A, mille igas punktis on rot A=0, nimetatakse
keerisevabaks vidljaks.

Vektorvilja A nimetatakse potentsiaalseks, kui leidub
diferentseeruv funktsioon U, et A=grad U. Sel korral funktsiooni
U nimetatakse vektorvdlja A potentsiaaliks.

Selleks et vektorvdli A pinnaliselt iihelisidusas piirkonnas E
oleks potentsiaalne, on tarvilik ja piisav, et ta oleks keerisevaba,

S. G.
Ry:Qz, P.=R,, Qx:Py (41)

Kui joon L on pinna I rajajooneks, siis voib Stokesi valemi
kirjutada kujul

[Pdx+Qdy+Rde= [[rotA-ndS, (42)
L z

kus n= (cosa, cos 8, cosp) on pinna I selle kiilje ithiknormaal,
mille suhtes joon L integreerimisel labitakse positiivses suunas.

Niited

N 8.4.1. Leida skalaarviljas U==x2+2y--32? nivoopind, mis labib punkti
Py==(2,1,0), ja midrata gradient selles punktis Py.

Lahendus. Et U(P;) =86, siis otsitav nivoopind on x24-2y+32?=6.
Leiame vektori grad U, s.o. vektori (30). Saame grad U= (2x,2,62), kust
nieme, et punktis Py on grad U(Pg) = (4, 2,0).

N 84.2. leida funktsiooni U=x4y54-2? tuletis vektori m=(3,4,0)
suunas ja vaartus punktis Py=(1,0, 5). ,

Lahendus. Muudame antud vektori m {ihikvektoriks n. Saame n=
==(3/5, 4/5, 0). Niiid valemi (32) pdhjal

ou
——a-?—=5x43/5+5y44/5—|—220$3x4+4y4.

Tuletise vdartus antud punktis P, on
oU(Po)
ol

3.

230



Ulesanded

Leida jargmistes skalaarviljades U nivoopinnad, mis labivad
antud punkti Po, ja médrata gradient selles punktis Py (vt. nédide
N 8.4.1).

1145. U=x2+y2—2% Po=(1,1,1)
1146. U=4zarctan (y/x), Po=(1,1,1)
1147. U=z+4e*v, Py= (1,0, —1)

Toestada jargmised valemid, kus C=const ning f, U ja V on

diferentseeruvad funktsioonid.

1148, grad CU=Cgrad U

1149. grad (U+V)=grad U+tgradV

1150. grad (UV)=V grad U+UgradV
U VgradU—UgradV

1151. grad—v— v

1152. grad[(U)=f(U) gradU

Leida jargmiste funktsioonide U tuletised antud vektori n
suunas ja vaartused margitud punktis Py (vt. ndide N 8.4.2).

(V=£0)

1153. U=2xy+2yz, n—(1/2, —1/2, 1/¥2), Po=(2,0,2)

1154, U=x3+1y3+23, n=(1,2,2), Po=(2,1,1)

1155. Leida punktid, milles funktsiooni U=x2— 343y — 24+
tuletis igas suunas on null. |

1156. Leida skalaarvilja U=U (x, y, z) tuletis vilja V=V (%, ¥, 2)
gradiendi suunas.

1157. Millises suunas funktsioon U=xsinz—ycosZz punktis
(0, 0, 0) muutub kéige kiiremini?

1158. Leida vektori A= (x, y, 2) voog koordinaatide. alguspunk’ti
poolt ldbi tasandi x+y—+z=1 osa, mis asetseb esiimeses
oktandis.

1159. Leida vektori X-—— (xy, y+z,x+22) voog koordi_naatide
alguspunkti poolt 14bi tasandi 2x+y-+42=2 osa, MIS aset-
seb esimeses oktandis.

1160. Leida vektori A= (x, y, 2) voog keha x*+y2<a? 0<<z<<h
seest.

1161. Leida vektori X= (x,y,2) voog ldbi pinna
z=1—VetyZ, 0<z<]
tema vilisnormaali suunas.
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Leida jargmiste vektorite A divergentsid mirgitud punktis Pe.

—

1162. A= (xy2, x%y, 2%), Po=(1,—1,1)
1163, A= (x®+y2+22) 2 (x, 4, 2), Po=(—1,2,—2)
1164. A= (x, 4, 2), Po=(x, 4, 2)
1165. /T:exy(__x, y, xyz), Po=(x,y,2)
Niidata, et jirgmised vektorviljad A on solenoidviljad.
1166, A—=yz(4x, —y, —2)
1167. X:exy(y, —x, (x2—y?)z)

Toestada jargmised valemid, kus }T ja B on diferentseeruvad
vektorid ning U ja V on diferentseeruvad funktsioonid.

1168. div (A+B) —div A+-div B
1169. div CA=C divA (C=const)

1170, div (UA) =AVU+U divA
1171. divVU=AU
1172. div (UVV)=UAV+VU-VV

Leida jargmiste vektorite A rootorid margitud punktides.
1173. A= (xz, —% xy), Po=1(4,1,2)
1174. A= (x?, zcosx, ysin2x), Po=(0, 1, 2)

1175. A= (x,—22,y%), Po=(x, Y4, 2)

Toestada jargmised valemid, kus A ja B on diferentseeruvad

vektorid, U on diferentseeruv funktsioon ning 1 ja g on kons-
tandid. '

1176. rot (AA+uB) =2 rot Ad-urot B
1177, rot (UA)=U rot A+grad UXA
1178. div (Xxg)zrotﬁ-g—g-rotg
1179. Niidata, et vektorvali E= (yz, xz, xy) on keerisevaba.

1180. Naiidata, et vektorvali ngradU on keerisevaba, kui
funktsiooni U teist jarku segatuletised on pidevad.

1181. Niidata, et iga diferentseeruva vektori A korral vektorvali
rot A on solenoidvali.

-

1182. Naiidata, et vektorvdli A=(x,y,2) on potenisiaalne ja
leida selle potentsiaal U.
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1183.

1184.

1185.

Toestada, et kui vektorvdli A on solenoidvili ja on potent-
siaalne, siis divgrad U=0 ja et sel korral véalja potent-
siaal U rahuldab Laplace’i vorrandit AU=0.

—

Leida vektori A= (x24%, 1,2) tsirkulatsioon modéda kon-
tuuri L: 224y2=a?, 2=0, kus a=-const.

Niidata, et kui vektorvili Z on potentsiaalne, siis vektori

A tsirkulatsioon selles viljas moéoda iga kinnist joont L
on vordne nulliga.



VASTUSED

§ 1.1

I. Sp=1—(n+1)-}, S=1, 2. 3S,=1—(3n41)"}, S=1/3. 3. 3Sp=
=141/241/3—(n+1)"1— (n42)~' — (n+3)7}, S=11/18. 4 S.=
=1— (2n+43)-!, S=1. 5. Sp=1— (n+1)-2, S==1, Uldliige esitada vahena
A/n?—B/(n+1)2 6. 28, = n(n+1), S=oco. VL MAP I, iilesanne 50.
7. 68, =n(n+1)- (2n41), S=oo. Vi. MAP [, iilesanne 51. 8. Sa=(n+2)1/* —
— (n+1)12—1, S=—1. Vt. MAP I, iilesanne 974. 9. S,=[n/(n+1)]'7
S—1. Fsitada rea iildliige kahe murru vahena. 10. Sp=4[1 — (—1/2)"]/3,
S=4/3. Vt. MAP 1, iilesanne 53. 1. S.=(n+1)-2— (n+1)-1, §=0. Rida
jaotada kahe rea vaheks ija kasutada iilesannete 1 ja 5 vastuseid. 12. 7/2.

Rida vaadelda kahe geomeefrilise rea summana. 13. 'S In 14. 3 —
e ,;é; k+1
2 simFl e S me [
= k(k+1) = k(k+1) “~ = (k—1)242
l oo
— ] 18. Z’kﬁ Vi. MAP I, dlesanne 52. 19. Hajub TT 1.1.1 pdhjal,
k2-1-2

k=1

sest limu,==0. 20. Hajub TT 1.1.1 pdhjal. Vt. MAP I, § 2.1. 21. Hajub
TT 1.1.1 pohjal. 22. Hajub Cauchy kriteeriumi KT 1.1.1 pohjal. Arvestada, et
Inn<<n ja teisendused viia ldbi analoogiliselt nditega N 1.1.3. 23. Hajub
Cauchy kriteeriumi KT 1.1.1 pdohjal. Arvestada, et tanx>x, kui 0<<x<ls/2, ja
teisendused viia liabi analoogiliselt niitele N 1.1.3. 24. Hajub TT 1.1.1 pdhjal.
Vt. MAP 1, § 2.1. 25. Hajub TT 1.1.1 pdhjal.

§ 1.2

96. Koondub 1 vordluslause KT 1.2.1 pdhjal, sest 1/{(n42)37]<C(1/3)".
27. Koondub 1 vordluslause KT 1.2.1 pdohjal, sest 1/[n27]<C (1/2)". 28. Koon-
dub 11 vordiuslause KT 1.2.2 pohjal, sest u, ~2/n% 29. Hajub II vordlus-
jause KT 122 pdhjal, sest 1, ~ I/n. 30. Koondub TI vordluslause
KT 1.22 podhjai. sest u, ~ 1/n% 31, Koondub II vordiuslause KT 1.2.2
pdhjal, sest un~1/n° 32. Hajub II vordluslause KT 1.2.2 pohjal. Viia irrat-
sionaalsus lugejast nimetajasse. siis on ndha, el 2un ~ n-12, 33. Koondub II
vordluslause KT 1.2.2 pdhial, sest u, ~27x/37. 34. Koondub 11 vordluslause
KT 1.2.2 pbhjal, sest tin~27m/3%. 35. Hajub II vordluslause KT 1.2.2 pdhjal,
sest #n ~ m/n. 36, Koondub II vordluslause KT 1.2.2 pohjal, sest un,=
—2sin? (a/2n) ~a?/(2n%). 37. Hajub II vordluslause KT 1.2.2 podhjal, sest
tn~m/nl% 38, Koondub II vordluslause KT 1.2.2 pohjal, sest up~1/(n2%).
39, Hajub II vordluslause KT 1.2.2 pohjal, sest Un~ (2/n)12. 40. Koondub
I1 vordluslause KT 1.2.2 pdhjal, sest un ~ (2/n)%2 41. Koondub. 42. Koondub.
Kasutada jargmist seost: Inn=0(n®) iga >0 korral. 43. Hajub iga a korral.
44, Hajub. Vorrelda reaga iilesandest 25. 45. Koondub D’Alembert’i tunnuse
KT 1.2.3 jirgi. 46. Koondub Cauchy tunnuse KT 1.2.4 jargi. 47. Koondub
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Cauchy  tunnuse KT 1.2.4 jirgi. 48. Hajub D’Alembert’i tunnuse KT 1.2.3
jargi. 49. Koondub Cauchy tunnuse KT 1.2.4 jirgi. 50. Koondub D’Alembert’i
tunnuse KT 1.2.3 jargi. 51. Koondub Cauchy tunnuse KT 1.2.4 jidrgi. 52. Hajub
D’Alembert’i tunnuse KT 1.2.3 jirgi. 53. Koondub D’Alembert’i tunnuse
KT 123 jirgi. 54. Hajub Cauchy tunnuse KT 1.2.4 jargi. 55. Koondub.
56. Koondub. 57. Koondub, kui a<Cl, ja hajub, kui e==1. 58. Koondub.
59. Koondub. 60. Koondub. 61. Koondub. 62. Koondub, kui b>>1. 63. Hajub.
Tunnuse rakendamisel saame n(l —unsi/tin)=--2(n+1)1/24+0(1). 64. Koon-
dub, kui a4b>1. Kasutada valemit (18), vdttes x=1/n. 65. Koondub, R,=C
< (2n-+1)-1. 66, Hajub. 67. Hajub. 68. Koondub, Rr<CIn—!'n. 69. Hajub.
70. Koondub, kui a>1, ja hajub, kui a<Cl; Ro<C(a—1)})-'In1-2n. 71. Koon-
dub, Ro<<In (14-en) —n. 72, N>1000. 73. N>23. 74. N>el®, 75. N>eB,
76. Ndidata rea Y n?/n! koonduvust. 80. Koondub. 81. Koondub. 82. Koondub.
83. Koondub. 84. Koondub iga ¢ korral. 85. Koondub iga b korral. 86. Koon-
dub. 87. Hajub. 88. Koondub. 89. Koondub, kui ¢>1/2. 90, Koondub, kui
p>3/2. Kasutada valemit (17), II vordluslauset KT 1.22 ja niidet N 1.2.5.
91. Hajub Cauchy tunnuse KT 1.2.4 jidrgi. On erijuhtum p=0 {ilesandest 90,
92. Koondub, kui p>2, ja hajub, kui p<c2. Kasutada Raabe tunnust KT 1.2.5
ja valemit (18).

§ 1.3

93. Koondub absoluutselt. Vi, {ilesanne 45. 94. Koondub tfingimisi niite
N 1.1.3 ja Leibnizi tunnuse KT 1.3.1 jdrgi. 95. Koondub absoluufselt Cauchy
tunnuse KT 1.3.3 jdrgi. 96. Koondub tingimisi Leibnizi tunnuse KT 1.3.1 ja
integraaltunnuse KT 1.2.7 jirgi. 97. Koondub absoluutselt integraaltunnuse
KT 1.2.7 jirgi. 98, Koondub tingimisi Leibnizi tunnuse KT 1.3.1 ja 1 vardlus-
lause KT 1.2.1 pohjal, sest |u,{>1/(n+2), 99. Koondub absoluutselt iga a
korral 1 vordluslause KT 1.2.1 péhjal, sest |u,|<C1/n%2 100. Koondub tingi-
misi Leibnizi tunnuse KT 1.3.1 jirgi ja |un|=1/nl/? tottu. 101. Koondub tin-
gimisi. Kasutada valemit sin («+f)=sinacosf4cosasinf ja Leibnizi tun-
nust KT 1.3.1. Absoluutselt ei koondu 1I vordluslause KT 1.2.2 pahjal, sest
sin (1/n) ~1/n. 102, Hajub TT 1.1.1 pdhjal. 103. Koondub absoluutselt.
104. Hajub. 105. Koondub absoluutselt. 106. Koondub absoluutselt iga a
korral. 107. Hajub. 108. Koondub tingimisi. 109. Koondub absoluutselt, kui
|a| <<1; koondub tingimisi, kui a=—I1; hajub, kui a==1. 110. Koondub
Dirichlet’ tunnuse KT 1.3.5 jidrgi, Votta en=1/n. 111. Koondub Abeli tunnuse
KT 1.3.4 jédrgi. Votta e,=cos(1/n). 112. Koondub Dirichlet’ tunnuse KT 1.3.5
jargi. 113. Koondub Abeli tunnuse KT 1.3.4 jirgi. Votta e,=n/(n+1).

§ 1.4

119. X=A=(—o0, o), S(x) = (14x?)/x, S(0)=0. 120. X=A=(—1, 1),
S(x) = 1/(1 —x?%). Arvestada, et x*"=(x)n 121. X=A=(—1/2, 1/2),
S(x) = (14+2x)71. 122, X=A=(1,5), Sx)=0G—x)-1. 123 X=A—
= (—op, —1) U (], 00), S(x) =x/(x—1). 124, X=A=(l/e, &), S(x)=
= (l—Inx)~!'Inx. 125. X =A = (knm, (k4+1)n), kus keZ: S(x) =
= (I —cosx)~1. 126. X=[—1, 1), A= (—1, 1) D'Alembert’i tunnuse KT 1.3.2
jargi. 127. X=A=[—1, 1] D’Alembert’i tunnuse KT 1.3.2 jirgi. 128. X==A=
== (—o0, oo0) I vordluslause KT 1.2.1 pdhjal, sest 1/(n24x2)<<1/n2 129. X=
= (—oo, —1] U (1, ), A= (—oo, —1)U (I, o). Kasutada D’Alembert’i
tunnust KT 1.3.2. 130. X==(—oco, c0), A=J. Iga x korral Leibnizi tiiiipi rida.
Absoluutse koonduvuse uurimisel arvestada, et |u,|~1/n, ja rakendada II
vordluslauset KT 1.22, 131, X=A=(—1, 1). 132, X=(—o0, —2] (0, o),
A=(~—o0, —2)J (0, o). 133. X=A=(—o0, o). 134, X=R\{0, —1, —2, ..},
A=, 135, X=A=(—o0, —1) |J (—1/3, ). 136. X=A=(—2, o), 137. X=
=A=(—o0, ). 138, X=A=(1, o). 139. Jaa. 140. Ei. 141. Jaa. 142. Jaa.
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143. Jaa. 144. Ei. 145. Jaa. 146. Ei. 147 A=U= (—oo, o). Kasutada Weier-
strassi tunnust KT 1.4.2. 148 A=U=(—o0, o), 149. A=U=(—o00, o0},
150. A=U=[—I, 1]. 151. A=U=X, kus X on rea koonduvuspiirkond.
152, A — U = (—o0, ). 153, A=, U=(—o0, ©). 154 A=g, U=
= (—o0, 00), 185. A=, U=[—2, 2]. 156. A=, U=][a, o) iga a<<0
korral 157. A=U=[kn — n/6, kmn--n/6], kus be=Z. 158, A=U= (—o0, ™).
159. A=0, U=([—1,1]. 160. A=R\—N, G=/[a, «)\—N, kus —N=
={—1, —2, ..}, iga a<<0 korral. 165. 0. 166. 1. 167. m/2. 168. —m. 169. 1/2.
170. 6. 171. 5m/2. 172. 1/3. 175. —2. 176. 1.

177. R—=1, X=[—1, 1), A=(—1, 1). 178. R=1/3, X=A=(—-1/3, 1/3).
179. R—1, X=A=(=1,1). 180. R=5 X=A=(—5,5). 18l. R=1/2,
XA (—1/2, 1/2). 182, R—4, X=A=(—4, 4). 183. R=1/2, X=4=
— (—5/2, —3/2). 184. R=10, X=A=(=T, 13). 185. R=0, X=A={0}.
186, R, X—A==[—1, 1]. 187. R=oco, X=A=(—oo, o0). 188, R=1. Kui
a>1, siis X=A=[—1, 1]; kui 0<a<l, siis X=[—1, 1), A= (—1, 1).
189. R—l/e, X=[—l/e, 1/e), A=(—l/e, 1/¢e). 190. R=1/e, X=A=
— (—1/e, 1/¢). 191. R—o00, X=A==(—oo, c0). 192. R=e, X=A=("—¢, e).
193. R—=0 X=A=1{3}. 194 R=1/e, X=A= (2—1/e, 24 1/e).
195. —In(l —x), x= [—1, 1). 196. (1—x)-2 x=(—1,1). 197 (1-4-x)~2,
re (—1, 1). 198. 2 —x)-1ln 3—x), x= (1, 3), f(2)=L. 199. x~"1n (14-x).
xe (—1, 1], f(0)=1 200, 2(l—x)7 xe (—1, 1), 201 2x2(1-4x) -3,
xe (—1, 1). 202. arctanx, =xe<[—1, 1]. 203. In2+4 x/2 + x2/8—
—x4/192, 204. x4 x%/3. 205, x — x3/3.  206. 1 4+ x + 2x2 4 3x% 4- Bzt
207. 1 —x-4 x3/6 —x*/24, 208. x2—92x%/3. Kasulada valemit  (57).
209. x—~(I_+1/2)x2+(1+1/2+1/3)x3-—(1+1/2+1/3+1/4)x‘. Kasutada 1val.e-

n o X — n

(- -] x__.

mit (56). 210. ‘é'o(_l "——2—11;——. 211. E(ﬂl)n_l - .
« 9n/2sin (nn/4) = © (2x)™
212, Eﬂ - xm®, 213. go(—l)"(u/4)2“(x—2)2“. 214.75J praat
R=oo. 215. i;»-(:—lm R—co. 216, 37 (—1)" P Reoo.
<~ nl -~ 22n+1 (2n41) !
217. Zm,’(—l)" (27 , R=o00, 218. _l.iv(___l)n-x (2x)7 , R=o00. Kasu-
o (2n)! 2= (2n)!
tada valemit sin?x= (1 —cos2x)/2. 219 1-|-i- 2” (=D g .
2= (2n)!
© (xIna)®
Kasutada valemit cos?x = (14-cos2x)/2. 220. Z—T, R = oo.
n=90
221, ﬂZ=,'0(—1)ﬂ (2n+1)!x2"+1, R=co. Kasutada valemeid (52) ja (53)
o x2n+1
ning arvestada, et f(x) = xcosx—sinx. 222 ,,2_0 TINEITIL = oo,
o0 x2n _ o0 . . co nt .
223, Eo o)1 , R=o0. 224. né: (n41)xm, R=1. 225. né:ox . R=1.
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xﬂ. n

226, 37 (n41)=n, R=1. 227. 3~ R=2 228 % R=3.

n =0 n =0 n =0

-} 1 1 ‘ oo
229. Z( on+l + 3n+l )xn, R=2. 230 Z(—l)nH

n =0 n =0
231 1n8+2°°( 1)n+l A p—s 232. S @n—DU g pnis R :
X . —1)» , R=8. . —.3nxn+l, R=—.
) nd Eo (2n)!!

3
ne=1

233. 1+ﬁ; (—1)»

n =0

3n+l '

x’n +1

R =1.

’
n

(2n — 1)1 xm

(2n 4+ 2)11 (n41)1
235. Zm;»——xL R==o0. 236, Z”.f:l— R=1 237.&(-1)*19:—111‘31
< (2n+1)! st o417 ’ n@2n—1)"

n="0 n=0
Re1. 238 T had (2n— 1)1 dntl R—1. 239 nx = (2n—3)Il
=1. , —— —— —_—X , =1. , — —, e e
2 Eo (@n) 11 (2n+1) 2 E @)l

, R=o.

x2nt2 R=L1. 234. 14+ 3]
n=1

-~} nz’n—l—l
k —D=1: R=1. 240. —1)» K+l
us  (—1) R 2='0( ) Frr @t

= (—1)""lxn = (x—38)*n
= 00, . _ , =2, 242. —*
R= oo, 24l. In2—733] o R=2 > (1) !

:n=1 n=0

[ nn |
o phnl - sin —:—2—+l)
R=o0. 243. 42 , R=1. 244. E(——l)" x3r, R=oo.

. n!
n==

4n+1

n=>0

Kasutada valemit sin (a-—b).—-sinacosb—cosasin b. 245. 3‘2‘(1—2—’*)#‘,
n=>0
i xintl 1 > 1 —x
R=1, 246. —1)" , R=o0, 247. — —-N)r—,
EO( ) (2n41) (2n+1)! 2 Zsl( ) (2n)!n

R=o0, 248. x(1—x)7% x& (—1, 1). 249. 2x2(1 —x)73, x= (1, 1).
250. —x2(14+94-% xe (=1, 1). 951, (ex—1)/x, kui x7=0; f(0)y=1.
o592, x-tarctanx, kui x#0; f(0)=1, re [—1, 1]. 253 (1 —cos x) /x, kui
x50; f(0)=0. 254. 1/2. 255. 0. Arvestada, et arcsinx~x. 256. —oo. Arves-
tada, et sinx~x ja limln g=Inlima. 257. —2/3. 258. 0,747. 259. 0,24488.
260. 2,835, 261. 0,946. 262. 0,6449. 263. 0,072,

§ 1.6

v 1 -

4 - sin(2n41)x oo sin nx
265. 2+— _ Koondub. 266. 2 —1)nti
+ ~ E ot 1 Koondub. Z (—1) "

. Koondub.

. x 4 = cos(2at+l)x ]
267. ——— 7 ’~ .. Koondub absoluutselt ja fihtlaselt PT 1.6.3
2 n= (2n+1)? -

ﬂ oo
ohjal. 268. —— —1)n+l
pohj -3 D

n=1

sin nx 2 1
. Koondub. 269. —T:shn — 4

n 2
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2sinpm? =

+2 (;)2 (cos nx — n sin nx)] . Koondub. 270. TZ(_I)TLX
n=1

n sin nx 0S nx
————. Koondub. 271 ——]—42 (—1)» ———. Koondub absoluutselt
n2

n=1\

n=1

n? — n?

> sinnx * sin nx
ja fhtlaselt. 272. 51 —2 3/———_ Koondub. 273. 37—
n n

n=1 n=]
T 4T = cos [(Zn4-1)nx/T
274, — Z L@nt1)me/T] . Koondub absoluutselt ja. iihtlaselt.
2 m? - (2n--1)2 ‘
4n? ®  COsNX ®  sinnx , 2
3 +4‘ZT—4“ZT‘ Koondub. 276. .l. 277, — —

n =1 n=l
“iﬁ'M—. Koondub  absoluutselt ja iihtlaselt.  278. T
- 4n* — 1 | i : 2
__i o cos@n—1)x . Koondub absoluutselt ja iihtlaselt. 279. ki +
ne= (@2n— 1)? 4
2 = cos(2n—1)x

+— | Koondub  absoluutselt ja  ihtlaselt,  280.
T (2n—1)2 .

. Koondub.

275.

n=1

4 « sin(2n+l)x Koondub 081 8 > nsin2nx Koondub
- . ndaubp. . — . -
T 2n—+1 O? T El 4n? — | oondt
8 = sin (2n+1) X S _ sin x
282. — 37 . Koondub iihtlaselt ja absoluutseli. 283.
moe= o (2n1)° o _ -

n=0

b n sin nx
+2 3 (1)
=2 .
tust, vottes x=m. 285. n?/8 Kasutada iilesande 278 vastust, vottes x=0.

. 2
286. 1/2. Kasutada {ilesande 277 vastust. 287. =n%/32. 288. xﬂz%--}-

R Koondub. 284. m?/12. Kasutada iilesande 275 vas-
n? — , . .

oo cos nx co sin nx oo sin nx
1Y —_ . 3= 2 - +1_ . _ -
-]—42]( 1) pe i x3=2n E]( nn» " + 1221( 1)» Pra
. n == 1= n=
© gin? na

289. a%+2 Z’—_—2—~=na, a{n —a)/2, (n?®— 3na+-3a?)/6.
n

n=1

§ 2.1

290. D=={(x,y): x =R, y>0} y 0, kinnine. 291. D={(x, y): x?4-y2<4},
x24-y?=4, kmmne 292, —-{(x y): x2+y2<4} x2+y?=4, lahtine. 293.
D= {(x,y): x>—y}, x+y=0, lahtine. 294. D= {(x,94): x+y> 0,
x>0 x+#1); x=0, x=1, x+y = 0; lahtine. 295. D = {(x, y}: y = x},
y==x, kinnine. 296. D = {(x,y): y= [—]1, 1]}; y=—1, y=I; Kkinnine.
297. D={(x,y): |x{=1, |y|<l1}; x=—1, x=1 y=-—I1, y=1!; kinnine.
298. D={(x, y): —1<<x?y<l}; y——x2+l y=—x?—1; kinnine, 299. D=
= {(x, y): ¥*>y}, y=x?, lahtine. 300. D= {(x,y): x=0, y=0, y*>x}; yi=x,
x==0, y=0. 301. D_{(x y): x>—1, y>—1, ys=0}; x——l y=—1, y=0;
lahtine, 302. D= {{x,y): 2<x2+y <3}, xX*+47=2, x2+y2—3 lahtine.
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303. D={(x,y): 2<x®+y?<<4 2+y?+#3}; x+y2=2 Pty’=4, r4y’=3.
304. D={(x,y): 2nn<<x<<(2n+1)m, @end-Dn<r<< (2n4+2)a, y<0, ne Z};
x=nn, y=0; kinnine. 805. D=R? kinnine. 306. D={(x, y}: 24+ y?=2nn, n=
=0, 1, ..): x24y?=2nmx; kinnine. 307. D={(x,y): Inn<<x2-y2<Z (2n+-1)m,
n=0, 1, ...}; x*+y?=nmn; kinnine. 308. D={(x, y): lyl < 1x]|, x0}; |yl=
=|x|, x=0. 309. Malelaud, mis on piiratud sirgetega x=0, x=38, y=0 ja
y==8, kus laua rajajoon ja mustad ruudud moodustavad mairamispiirkonna.
310. Samad. 311. Erinevad. 312. Erinevad. 313. Samad. 314. Erinevad.
315. Samad. 316. Erinevad, sest g ei ole punktis (0,0) miaratud. 317. D=
={(x, y): x>0, y=>0}. 318. D={(x,y): x=0, y=0}. 319. D={(x,y): xy=
=x+y}. 320. 5/4. 321. —1. 322. 0. 327, (y2 — x2) / (2xy), (x®2—y%)/(2xy),
(2 — %%/ (2xy), 2xy/(¥* —y?). 328. 1+y, x+1/y.

§ 2.2.

329. E={(x,y,2): x=0, y=>0, 2==0}. 330. E={(x,y,2): x=0, y=0}.
331, E = {(x,4,2): xy=0, 2>0}. 332, E={(x,9,2): % yz& (—1, 11}.
333. E={(x,y,2): x*Fy*+2?<<4}. 334. E on kogu xyz-ruum, vilja arvatud
punktid, mille koik koordinaadid on paaritud taisarvud. 335. 3/4. 336. 1,25.
337. 0. 338. {(x,4,2zw): xy=0, z€ R, w=z+ (xy)2}. 339, {(x,y,2 w):
x>0 y==0 z>—1, w=x"Py-2+In(z+1)}. 340. {(x, 4,2, w): x4-y270,
Z =R we (3+2) /(2 ry?)). 381 {(x,4,2, w): X+y20, 2750, w=(x*+y?)/
/lzIn (224y24+1)]}. 342, lnx+ty/z—z 343 x(x—y)/2+22 344. f(x,y)=
= (1 —x)2—y—-212, w(x,y,2)=x—y+(22)17—2~ 345. f(x,y) = 2x°4
+iny, w©(xy,2)=2%+r+(y2) "

§ 2.3

349. 4. 350. 16. 351. 1. 352. 0. 353. 0. 354. 2. 355. 1/8. 356. 0. 357. 0.
358. —oo. 359. 0. Minna iile polaarkoordinaatidele. 360. 0. Minna iile polaar-
koordinaatidele. 361. 0. Minna {ile polaarkoordinaatidele vb6i muutujate vahe-
tusega x?=u, y?=v taandada iilesandele 359. 362. 0. 363. 1. Votta u=xy ja
arvestada, et #—>0 korral tanu ~ u. 364. 1/2. 365. 0. Minnes iile polaar-
koordinaatidele, nieme, et xy/(x*4y?) <<1/2, 366. e. Votta u=x%y* 367. &
368. 1. 369. 1. Arvestada, et limu=limemuv==gliminu 374 A=0, B==1
375. A=1, B=1 376. A=1, B=0. 377. 0. 378. 0. 381 Pon=Po=(31).
382, Pgn=Py=(1,—1). 383. lim Pyn="Po== (x/2,0). 384. Pidev T 2.3.3 pohial.
385. Pidev T 2.3.3 pohjal. 388. Pidev, pidev x ja y jérgi. 389. Ei ole pidev,
pidev xjay jdrgi. 390. Ei ole pidev, pidev x jargi, ei ole pidev y jargi. 391. Pidev,
ei ole pidev x jargi, pidev y jdrgi. 392. Pidev, ei ole pidev x ega y jargi.
393. (0,0). 394. Katkev sirgel x+y=0. 395. Katkeb sirgel y+x=0., 396. Kat-
keb koordinaattelgedel, 397. Katkeb koordinaattasanditel. 398. Katkeb punktis
(0,0) ning ringjoontel x*4-y?=1 ja x2}y?~=2. 399. Lisada f(0, y)=y. 400. Li-
sada f(x,y) =0, kui x4y==0. 401. Lisada f(x,y)=0. kui x4y=kn, k= L.
402. Lisada f(x, y)=1/64, kui x+2y=38, 403. d<T&/5. 404. Veenduda, et D on
tokestatud kinnine hulk ja kasutada teoreemi T 93.8. 405 6=¢/12 406. d=¢/2.
407. §=25¢/16.

§ 3.1

411, 2.=3, z,=—2y. 412, 2:=2x, 2, =2y. 413, 2,=2e?*1%, 2, =3e2x 13,
414, 2o =23x2Y+2, zy=2x°. 415. uy=3x%y2% u,=x322+T, u,=2x%y2. 416. uy=
=1/x, uy=1/y, u,=2/z. 417. Ze==5(x+2y)4, 2y=10(x+2y)*. 418, 2:=2/y,
2y—=—2x/y%  A19. ze=xyt/ (142" 12 2, =228/ (1+2%4) 1% 420. 2x=
=—4sin(dx —y), zy=sin(4x —y). 421. z.=siny, 2y;=xC0S}Y. 422, zx=
—1/(y cos(x/y)), zy=—x/(yPcos (x/y)). 423. za=—y/(1+x%?), 2y=

=—x/(14-x2%). 424, zy=yx¥-!, zy=xvInx. 425. zZe=Yy(x+y)¥-!, 2y=

939



=z[In(x+y)+y/(x+y)]. 426. 2.=a=v[ylnatxy?/a], z,—a*¥[xIn atya?/a],
kus a=14uxy. Osatuletise z, saame osa tuletisest z., vahetades x ja y koh-
tadega. 427. zy=sinyxsinv-1 2z —zInxcosy. 428 u.,=2x, Uy=2zy*—1,
u=y*Iny. 429. Kui x50, siis fe==sin(y/x) — (y/x)cos(y/x), [,==cos(y/x);
kui x=0, siis [;(0,y)=0, [x(0,0)=0. Kui y==0, siis osatuletis f.(0, 5} ei
eksisteeri, 430. Kui a=x24y?3=0, siis fx==2xy?Ina+2x%y2/a. FEt funktsioonis
x ja y paiknevad siimmeetriliselt, siis vahetades x ja y kohtadega, saame arvuta-
mata f,=2yx*In a+2y°«?/a. Kui a=0, s.o. punktis (0,0), on f.(0,0)=0,
fv(0,0)=0. 431. Kui |x|4|y}|+0, siis fx=2xy?/a? [,=x2(x?— y2)/a% kus
a=x*+y% fx(0,0)=0, [,(0,0)=0. 432. Kui x40, siis f.=2x arctan (y/x) —
—yx*/a, fy=x%/a, kus a=x2+y% kui x=0, siis f«(0,y)=0, f+(0, y) =0.
433. Kui x+0 ja y=40, siis [~=2x arctan (y/x) —y, [,==x — 2y arctan(x/y);
kui x=0 ja y70, siis f«(0,y)=—y, [,(0,y)=0; kui x40 ja y==0, siis
fu(x,0)=2x, [x(x,0)=0; kui x=y==0, siis [:(0,0)=0, f,(0,0)=0." 434. Kui
b=xy 0, siis [x=xy?(3xsin(l/b)—cos (1/b)], [y = yx*[3ysin(l1/b) —
—cos(1/b)]; kui x=0, siis fx(0, y) =0, },(0, ¥) =0; kui y=0, siis f.(x, 0) =0,
fy(x,0)=0. 435. Kui b=uxys40, siis [x=2xy%sin (1/b)— ycos (1/b), f,=
=2yx*sin (1/b) —xcos (1/b); kui x=0, siis [x(0,y)=0, f,(0, y)=0; kui
y=0, siis [x(x,0)=0, f,(x,0)=0. 436. 2x:x=2, zy,,=2,y,=0. 437. 2yr=
=—2yy=0xy, 2xy=3(X*—y?). 438, 2ex=0, z,y;=2x/18 2z,=1—1/4%
439. zix=2cos(x4y)— xsin(x+y), zyy,=-—xsin(x+y), zzy=cos(x+y) —
—xsin(x+y). 440, zux=—A4y(x+y)75 zyy=4x(x+y)-3, z:y=2(x—y)X
X(x+y)-3 441, zee=y(y—1xv-2  z,,=x¥In?x, z,y;=xv"1(14ylnx)
(x>0). 442, 2ex=—1/(x+y")2 2yy=2(x — )/ (x+y°)?, 2xy=—2y/(x+y%)>2
443, zax=—2x/(14+x%)2 2yy=—2y/ (14492 2xy=0 (xy=1). 444, uy, =
=Uyy==llzy=—8, Upy=2—S§, Ux,=Yy—S, Uy, =X-——S5, kus s=(x+y42)-2
445, Uxx=—y?2?SIN VU, Uyy=—x22%S8inv, U,=—x2?sinU, HUry,=—2ZCOSU-—
—Xy2*sinv, Us,=ycosv-—xy’zsinv, uy,,=xcosv—xIyzsiny, kus 9=
= l4-xyz. 451. Osatuletiste faxyx ja frxxy pidevust. 452, Osatuletiste f., ja
fyx pidEVUSt. 453. Uks vastustest: osatuletiste fxy, fyx, fxyx, fxxy, fyyx, fyxy,.
fxyyx ja [xyxy pidevust. 454. z.y=2z,.=cosx. Kasutada teoreemi T 3.1.2,
mille pohjal zxy,=2yx, sest segatuletise z,. leidmine on lihtsam. 455. z,,=
=2y =2y/%. 456, Zxy=0%+V. 457. Urny=0. 458. 1y =lxy=e*¥?(|43xyz4
+x%y%2%). 459. —6(cos x-+cos y). 460. 2/ =esni—cost (cos t4sint). 461. 2 =

=5¢/(1"—1). 462. u:=2t cos 2{-}-sin 2¢. 463. z’t=2t+4t3+l. Kirjutada liit-

funkisioon kujul z=124x24-52, f=—¢, x=12, y=1/2 ia kasutada valemit (3)
kujul z: =2z t’t—}-zx x’t + z y’t. 464. z‘; = cos— (¢4 — £5) (1 + 4% — 5¢4).

465. z’x=ex(x+1)/(1+x2e2x). Kirjutada liitfunktsioon kujul z=arctan(xy),
x=x, y=e* ja kasutada valemit (3) kujul z; =zx‘x;+zy y’x. 466. u’x=
=2e*sinx. 467. ' = u x +u yy’t+uzz’t= 20y 4 uy/t - u,. 468, Z=
= ([ax?In y+f 2x In g)(—20) + (fyx® In y+-[x?/y) et cos £, kus x=1-—12, y=

= &SNt 469. 2y = Zullx + 25Uz = 3x2cos?ysiny, 2y = zuuy + 240y =
=x3cos y(1 —3sin’y). 470. z:=0, 2,=0. 471. z,=y*(2x++%Iny), Zy=
=3yl 472, 24=0, zy=—1. 473. w.=2uovu’"!, w,=zu’lnu, w,—
=2zou*~'4yu® Inu, kus u=xsiny, v=xcosy. 474 w.=e*®(y—o/(x2)+tuy),
wy=e"?(x —v/(y2)Fux), W,=—e%vv/2% kus u=1/(xyz), v=In(xy).

475.  z: = fu(u,v)(1 —y)+fo(u,v)v(1 —y), 2, = —xfu(u, v) — xf, (1, 0)v,
kus u=x—xy, v=e =¥, 476. z.=[(u)+xyfu () (1 —x"9), z,=xf.(u)X
X(x+1/x), kus wu=xyty/x. 477. we=f.(u,v)/y, wy=—xfu(u,v)/y’+
+io (1, v) /2, wo=—yfo(u,v)/2% kus u=x/y, v=y/z. 478. wx=2xe . (u, v),
wy=cefy(u,v)Inz, w,=e*[f(u,v)+fs(u,v)y/2], kus u=x2 v=ylnz.
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§ 3.2

479. dz=dx+3dy. Kasutada valemit (14). 480. dz=4(x — y)dx — 4x dys
481. dz=y dx+xdy. 482. dz= (ydx —x dy)/y2. 483. dz=e*>v(y dx+x dy).
484. dz=sin(xy) (y dx+x dy). 485. dz=y*Iny detxy>-1dy. 486. duy=
= (dx — 2dy+-3dz) /cos?(x — 2y+32). Kasutada valemit (18). 487. du=—
=-—sin(x*yz) (2xyz dx4x2% dy+x2y dz). 488. du=2xz(2yz dx+xz dy+2xy d2)u.
489. d’z="06xy’ dx>412x2y dx dy-+2x3 dy?. Kasutada valemit (15). 490, d2z—=
=2drdy. 491. d%2=2(dx*+dy?). 492. d2z—2sin 2y dx dy+2x cos 2y dy2.
493. d°2=6(dx*1-dy®). Kasutada valemit (16). 494. d%2=24x dx3+-6dx dy2.
495. d’u=2y dz?+2 dx dy+22dy d=z. Kasutada valemit (19). 496, d2u—
== —xy sin 2 dx? 4- 2 sin z dx dy + 2y cos z dx dz -+ 2x cos 2 dydz. 497, d3u =—
=6 dx dy dz. Kasutada valemit (20). 498. dPu = 6y2? dx3+18x22 dx? dy-4-
+36xyz dx?dz—418x%y dx d22+6x3 dy d22-{-36x%z dx dy dz. 499. dz=5! (x4+y+1})X
X (dx--dy)*. Kasutada valemit (26). 500. d°z2=—5!(dx+2dy) ¥/ (x+2y — 3)8.
501. d°w=—cos(2x4-3y — 5z) (2dx4-3dy — 5dz)®. 502. dw=0. Valemit (26)
kasutada ei saa, sest liitfunktsioonis w=ud, u=2x+y— 322 ei ole koostisosa
u lineaarne. Kuid funktsiooni avaldisest vahetult on niha, et iiheksandat jirku
osatuletised tulevad igal juhul vordsed nulliga. 503. dz= (e?* — 2xe?* — 1) dx.
Kasutada valemit (23). '504. dz=— [—sin x sin (2x4+1)42 cos x cos(2x-4-1)]dx.
905. dz=[4x(x241)arctan 24322 (x%4+1)2/(14-x5) ] dx. 506. dz=—2 In(y+1)dx+
+(2x41) (y+1)-1dy. 507. dz=—8x3 de+8y° dy. 508, dz==e?x—v[(2xL2x24
+2xy+y)de+x2(1 —x—y)dy].  509. dz= (4xy~+y?) dx+4(2x% — 3y24-2xy) dy:
Kirjutada funktsioon kujul T=uUvw, u=x—+y, v=2x—y, w=y ja kasutada
valemit (23).

§ 3.3

514. e* sin y=y+-xy4x2y/2 — ;*/6-F-a;s. 515. e¥ cos x3:=14y+y*/2 — x2/24-
+4°/6 —xy/2+as. 516, In(l4x4y) = x+ y— (x+y) %/24 (x+4)3/3+-as.
S17. z2=y+xy — y2/2443/3 — xy2/2+4x%y/2+as. 518. 2—=x — xy*+a;. 519, z=
=Xy +4as. 520. x/y=1-+Ax—Ay— AxAy/2 4+ Ay?+4-Ax Ay?/3 — AyP+a,.
621. e*¥ = 14 (Ax — Ay)+ (Ax — Ay)2/2+4 (Ax — Ay)3/34a;. 522 In{xy) =
= Ax-+Ay — (Ax’-Ay?) /24 (AP+Ay®) /3+as. 523, f(x, y) =—nAx+nAx Ay
+PAx%/6 — nAx Ay*+as. 524. 1,06. 525. 2,005, 526. 8,21. 527. 0,005. 528. 2x-+

+2y—z—1=0, n=(2, 2, —1). 529, 2x4+4y—2—5=0, n=(2, 4, —1).
530. Puutujatasandit mirgitud punktis Q, ei ole olemas T 3.3.1 pohjal, sest
funktsioon ei ole diferentseeruv selles punktis. 531. 2x —2y+4z — =0,

-

b d
n=(1,—1,2). 532. 2=0, n=(0,0,1). 533. Ei eksisteeri T 3.3.1 pohjal.
534. a=2. 535. a=3. 536. a=0. 537. a=0. 538. q=5. 539. g—23

§ 3.4

540. Jah, jah. y'=—(x"—y)/(y2—x). Kasutada teoreemi T 34.1.
541. Jah, jah, y’=—[(x+y+l)e?+l]/[x(x+y+1)ev+1]. 542. Ei, ei. 543. Jah,
el. 544, y = —e*/(14cosy), y”’ = e?*sin 4/ (14-cos y)® —ex/(14-cos y).
545. y'=(x+y—1)/(xFy+1), y"=4(x+y)/(xFy+1)3. 546. ¥y =—y/(y+x),.
Y '=2y/(y+x)?— y*/ (y+x)3. 547. y'= (x+y)/(x—y), y'=2(x4y%) /(x—y)*.
548. Jah, jah, z.=—1, 2y,=—y/(x+2). Kasutada teoreemi T 3.4.2. 549. Ei, sest
F(Po) #0. 550. Jah, ei. 551. zz=—1/(2-4cos 2), 2Zy=—1/(24cos z). Kasutada
meetodit M 34.2. 552, z.=—2/x, zy=—2/y. 553. 2z.=——sin 2x/sin 22, z,=
==—sin 2y/sin 2z. 554. z.= (y — 2%) / (2x2+32?), zy=x/(2x2+32%). Osatuletiste
leidmiseks kirjutada vorrand kujul x224-z3=xy, 555. Zxx==—(224-x2} /2, 2,y =
= —(P+47) /2, zey = —xy/2% 556, zax = [(1—2) + 2]/(1—2)3 2,y =
=[(1—2)"+421/(1 —2)3, 2zey=xy/(1—2)3. 557 Zex=2/X%, zyy=z/i?

16 Matem. anal. praktikum II 241



Zay=2/(xy). 558. d2z = —2dx2/5 — 2dx dy/5 — 394dy?/125. 859. d2z=—dx?+4
+2dx dy. 560. Zappe= g%~ — 3eHx—42e¥=—1), zyw=ev—z-—3e2(”—=)+2e3(v—7-),
Rxxy = nyx = vax -_— _ey+x—2z+2ey+2x—3z, zxyy=zyxy=zuu:=_ey+x—'22+
-2ex+2v-32, 561, u.== (y2—y)/4, y= (x2 — x) /u, u.=(xy —2)/u. 562, y' =
oty — ) (§—2), 2 =dr(z—x)/(z—y). 583 y'=(2re+1)/ (et 4er),
2’ == (2xe¥ — 1)/ (e¥+e?). 564. ' = (z cos x — y sin x)a, 2’ = (2 sin x4y cos x)a,
kus a= (y*42%~!. 565. y = (322 — 2x)b, 2'=(2x — 1} b, Y’ = (622’2 —2)b,
2" = (2—62"?)b, kus b= (322 —1)~1. 566. y=(x—2)a, Z=(y—x)a, Y=
= (14+y"?+2"%)a, 2 =—(14y*+2%)a, kus a=(z—y)~l. 567. ux=b,
vx==—b, u,="2yevb, v,=2ye*d, kus b= (e*+ev)—l. 568. ux=va, v.=—02a/u,
uy==va, vy=—0v%a/u, kus a=cos(x4y). Kaks viimast vordust saame eelmis-
test x ja y siimmeetrilise paiknemise tottu. 569. du=— (& dx+2v dy)/ (x+¥%),
do=—[v dx+ (x4 — yv) 1/ (x+y?). B70. uy=yva, v==Yyua, Uy=xva, Uy=Xua,
Upx==Uyy="Uzx=Uyy=0, Uxzy=704, Uxy=ta, kus a= (udv)—1. 571 ux=
== —ub, Uy==—0b, uy=—20b, vy=(xu — yv)b, Uxx=2ub?, tyy=2(3vy—xu)b?
Uy =40b2, Uxx=20b% 2,y =28y (yv—3)b?% vey=4(yv — 1)b% kus b= (x+y?) L
$72. Kirjutada sisteem kujul F=x(u, v)—x=0, G= (u,v)—y==0 ja kontrol-
lida teoreemi T 3.4.4 tingimuste tiidetust. 573. Kirjutada siisteem kujul F==
=u(x, y)— u=0, G=uv(x, y)—v=0 ja kontrollida teoreemi T 3.4.4 tingi-
muste taidetust, arvestades teoreemi ja (ilesande tahistuste erinevust. 574. Jah,
teoreemi T 3.4.6 pohjal, sest J=6y2z2462x?+0. 575. On soltuvad, sest v=
—u? — 9w. Teoreem T 3.4.6 ei anna vastust, sest J=0. 576. x+y+z—3=9,

-

n=(1,1,1). 877. 6x+43y+2z — 18=0, n=(6,3,2). 578. x+2y—4=0, n=
=(1,2,0). 579. 5xd-y+1lz—18==0, n=1{5, 1, 11).

§ 3.5

580. z. = x/2, zy,=—y/2. 58l 2e=212%, zy= —2%y. 582, zx=
— _8u—!sin v=—8y/(x*+y?), =y=8u~lcos v=8x/(x*+y%). 583 zz=2%,
2y=y. 584. 2x=2x, Zy=—VY. 585. zx=—cot & cos v=—x/z, zy=—cot usinv=
— —-y/z. 586, 2==3x(2/4)'", z,=—3y(2/4)'P. 587. zz=2X, 2y=2y. 588. zx==
= —3uv==3(y — x%) /2, 2y =3(utv)/2=3x/2. 589. Zex=08sin 20/u?, Zxy=
=—=8cos 2u/u?, zyy=—8sin 20/ul. 590. Zxx=2yy=2, Zey=0. B9L. Zzx==
——(u—v?)a, 2ay=(u'—10%q, 2y, =—(u*+v%)%a, kus a==1/(u?v?). 592,
2y —16x(357 — x7) / (P+yD)5. 593, Zyxy=0. 594 2yxx=—64y2=5 (y?+257).

595. x —2z-+2=0 n=(1,0,—1). Kasutada valemeid (34) ja (35) paragrali-
vist 3.3. 596. 6x —2y —z — 8=0, n= (6, —2,—1}. 597. 3x+43y —z—10=0,
n=(3 3, —1). '

§ 4.1

598._y';f+1f=(1. 599. y’i"t—}—Qy;—kyzO. 600. y’:j +y=0. 601 y’(’z ey ==0.
602. 4" —y" —u,Fuy=0 603ty +y=0. 604. tiy” -2y’ =2. 605. v =0.

606. v’ +y=0. 607. x’I — xu=0. 608. x’;J——Qx’ =0. 609, xx” +x?—1=0.
; 1 Yy v

tti ¥
610. x';'yy:o. 611, x;’;y —]—xx;5=0. 612, u’t’t+8uu’f=0.- 613. ”7; ==().
614. t5u’t”“—|—(3t4—i—l)u’:i—}—u.'t—'——O. Vatta teisendus kujul x=1/f, y==u/t.
615. u;=u. 616. u’:t=0_ 617. u’;t-—u’i=u. 618. u';g'r=u.. 619. u’;x-——qu’x—i—
4+ (x2 —1)u=0. 620. .u’;x—l—1=0. 621 u’:xx;o. 622. W=r"/r. Tdhistada r=u,
g=1t ja vaadelda kui iubhtumit 4.1.3. 623. r’=r, (p’t-—_——'—l. Funktsiconid

y=x(t) ja y=y() tuleb - asendada uute funkisioonidega r=r(t), p=o(f).
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Leidnud tuletised x’t=r’t cos p — r sin cptp’r ja y’t=r’t sin g-r cos tp(p’i, paigu-
tame nad vOrrandisiisteemi, kust médrame r’t ja ¢',. 624. k=(r2-|-2r;2—rr” Y/
o

/(P

§ 4.2

625. u;=0. Asendus on kujul (18), seepdrast kasutada valemeid (19).
626. u,=0. Asendus on kujul (23), seepdrast kasutada valemeid (24). 627. us+
+-ug=essht 628, u;— u;=0. 629. u,e=0. Asendus on kujul (18), seepérast
kasutada valemeid (19) ja (21). 630. us,=0. 631, Usat2ustHtsr — ts—Ur==0.
Asendus on kujul (23), seepdrast kasutada valemeid (24) ja (25). 632. us==0.
633. 2”31=Sult. 634- wss=0. 635- st=1/2, 636. w_g:O. 637. st”‘i‘wst-_—-"zw.
638- wSt=0. 639. WQ3+(t/S"‘—1)wtt:0. 640- w:xy:'o. 641. W(wxx+Wyy)=
=wfc +w'~;. Asendus ei muuda vorrandi kuju. 642, W=u, 643 W=r2u,,.

644. W=u_, 645. Urrtte/r-Ht1y, /P =0. 646. Uyp =0,

§ 4.3

650. locmax z=2(—1,0)=1. 651. locmin z=2(1,0) =-2. Kriitilises punk-
tis (—1,0) lokaalset eksireemumit ei ole. 652. Kriitilises punktis (0, 1) ekstree-
mumit ei ole. 653. locmaxz=2z(0,0)==1. 654, locmin z=2z(1,0) =—1..
655. locmin z=2(1, 1) =—1. Kriitilises punktis (0, 0) lokaalset ekstreemumit
ei ole. 656. locmin 2=2(0, 0)==2. Tuleb leida vahetu analiliisiga, sest tunnust
PT 439 kasutada ei saa A;=A,=0 tdttu. 657. locmin z==2(1,2)=3—In4.
Punkt (—1,2) (kus osatuletised on nullid) ei kuulu funktsiooni madramispiir-
konda. 658. locmax z==z(n/3, n/3)=23'%3/8, locmin z = z(2n/3, 2m/3) =
——31/23/8. 659. Punktides (1,1) ja (—1, —1) locmin z=-—2. Punktis (0, 0)
lokaalset ekstreemumit ei ole, mida nditab funktsiooni viirfuste vordlus sir-
getel y=x ja y=—X punkti (0,0) lédheduses. 660. locmin u=u(—1, —2, 3) =
— 14 661. locmaxu=u(l,1,1)=1. Mitterange lokaalne ekstreemum on, Kui
y=0, x#0, x4+2y+327+7. 662. Statsionaarses punktis (I,—1) on z=2+%4,
seega lokaalne maksimum on 6 ja lokaalne miinimum on —2. Osatuletised
leida ilmutamata funktsiooni diferentseerimise eeskirja M 3.4.1 pohjal.
663. maxz=2(0,—1)=2, min z=2(0, 1/2) =—0,25. 664. max z==z(—1,0) =
=2z(1,0)=3, min z=2(0, 1) =z(0, —1)=1. 665. max 2=2(1,0)=0, minz=
=2z(0,1)=—3. 666. max z=z(—1,0)=2(0,—1)=1, minz= z(0,0) = 0.
667. max z=2(0,1)=2(0, —1)=3/e, min z=2(0, 0) =0. 668. Punktis (0,0)
on ainuke lokaalne maksimum (0, 0)=0, kuid naiteks punktis (5,0) on
2(5,0)=25. Seega punkt (0,0) ei ole globaalse ekstreemumi punkt. Osatule-
tised on nullid ka punktis (2, 2), kuid see punkt ei kuulu funktsiooni maéra--
mispiirkonda D. 670. 104-10410. 671. 3-3-3-3. 672. Kuup. 673. r=y=(2V)!B,
z=(2V)'3/2, kus x ja y on vanni pdhja modimed ja z on vanni korgus..
674. Kuup kiiljega 2R/3!2 675. Vardhaarne. 676. Vordkilgne kolmnurk.
677. Ristkiliku kiiljed on 2p/3 ja p/3. 678. Kolmnurga kiiljed on 3p/4, 3p/4
ja p/2. 679. Risttahuka kilgservad on 2a/312, 2b/3'2, 2¢/31%. 680. Vordkiilgne-
kolmnurk, 681, Vordkiilgne kolmnurk.

§ 44

683. Tinglik locmaxz=2z(0,0)=1. 684. Tinglik locmaxz=2(0,0)=0,
tinglik locminz=2(1,—1)=—1. 685. Tinglik locmax z(—1, 1) =2, tinglik
locmin 2==2(1, 1) =—2. 686. Punktides (0, n'/*) ja (0, —n!/?) tinglik locminz=
—0, punktides (xm'/%0) ja (—nit/2,0) tinglik locmax z==m. 687. Punktis (1,1),
qmillele vastab A1=——2," tinglik locmin z=2. 688. Punktis (2, 2), millele vastab

——1, tinglik locmax z=1; punktis (—2,—2), millele vastab A=1, tinglik
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docmin z=—1. 689. Punktis (4/5, 3/5), millele vastab 1=5/2, tinglik
locmin z=1; punktis (—4/5, —3/5), millele vastab A=—5/2, tinglik
locmax z=11. 690. Punktis (3,3, 3), millele vastab 1=9, tinglik locmin z=39.
691. Punktis (—1,2, —2), millele vastab A=1/2, tinglik locmin 2==—9; punk-
tis (1,—2,2), millele vastab A=—1/2, tinglik locmax z=9. 692. Punktis
(5,5,5), millele vastab 1=—25 tinglik locmax u=123. Tunnust PT 4.4.1 ei
saa kasutada, teostada vahetu analiiis. 693. Punktis (1,1,2), millele vastavad
Ai=-—2 ja =0, tinglik locmin u=—6. 694. Punktis (1,1,1), millele vastavad
A=—1 ja u=1, tinglik loemax u=2; punktis (—1,1,1), millele vastavad
A=1 ja p=~1, tinglik locmin 4u——9  695. Punktis (0,0) tinglik locmin z=0.
696. Punktides (0,1) ja (0,—1) tinglik locmin z=0, punktides (1,0) ia
(—1, 0) tinglik locmax z==2. 697. Punktis (0, 0) tinglik locmin 2=0. 698. Punk-
tis (1,1,1) tinglik loomin z=25. 699. Punktis (0,2,0) tinglik locmax #==0.
700. Punktis (0, 0) tinglik globaalne max z==0. 701. Kogu sirgel y=x on
z=1, seega mitterange tinglik ckstreemum. Lahendada taandamisega harili-
kule ekstreemumile. Lagrange’i ja Smithi meetod ei vii sihile. 702. Punktis
(1, 1) tinglik locmax z=e. 703. Punktides (1,1) ja (—L1,—1) tinglik locmax z==
—1, punkiides (1,—1) ja (—1,1) tinglik locmin z=_-1. 704. Tinglikus
statsionaarses punktis (1 — 2714 ] —2-12) tinglik globaalne maxz=
= [2(2v2 — 1)]¥% Punktides (1,0) ja (0,1) tinglik globaalne minz=0. Vaa-
delda funktsiooni u=1—x?—y? sest juure drajitmine el muuda ekstreemu-
mite asukohta. 705. Funkisiooni midramispiirkonna D sees onl vaid iiks ting-
lik statsionaarne punkt (2,2), kus on tinglik globaalne max z=2. Piirkonna D
rajajoone punktides (0, 0), (2,0) ja (0,2) {inglik globaalne minz=0. Vaa-
delda funktsiooni u=xy, sest juure drajitmine ei muuda ekstreemumite asu-
kohta, 706. Punktis (n/6,7/6, n/6) tinglik max u=1/8. 707. Tinglikud ekstree-
mumid puuduvad. Tinglik statsionaarne punkt on (a,a,a), kus a==(8/3)V%
708. Punktides, kus kaks koordinaati on 4/3 ja kolmas on 7/3, on tinglik
max u=112/7; punktides, kus kaks koordinaati on 2 ja kolmas on I, on
tinglik minu=4. 710. (21/13,2,63/26). 711 (3,—1,1). 712 Zmax =212
713, Kuup kitlgservaga (S/6)V%. T714. Minimaalne pindala on 3'/23ab, kus a ja
b on ellipsi pooltelgede pikkused. 715. 27.

§ 5.1

793. 9. 724. 1. 725. 1 —In(14-e)+In2. 726. /2. Teha muutujate vahetus
2=y —2. 727. 1. Teha muutuja vahetus y=1/n, siis saab kasutada teoreemi
T 511 naiteks lgigus ¥Y=1[0,1]. 728. 26/3. 729. 25, 730. 1. 731. 2F'(y)=
=—In(14y~%. 732 F’ (y) =2y~ (cos ny* — cos y?). 733. F’ (y) =y~ arcsin 2y.
734. F’(y)=y—1(3cosy3-—cosy). Kasutada teoreemi T 5.1.5. 735. F'(y)=
—=4(14y) (2+y)1y! In[14+y|. 736. F’(y) =2(sin 24* — sin y)/y. 137. J=
—1-—cosl. 738. J=sin?l. 739. J=e. 740. J———1 Tekkiva integraali alg-
funktsiooni saab {ilesandest 765 (MAP I). 741 J=—arctan 3 — arctan 4=
——arctan(1/13). 742. J/=InT. 743. J=In(b+1)—In(a+1). 744 F,=
— g-lIn|14y+yz|, F.=(1+2)'In(l+y+y2). 745. Fy=y '[exp(y2®) —
—2exp(y%2)], F.=z"12 exp(yz?)—exp(y?2)]. 746, J(a) =marcsina. 747.
9l (a) = msgnaln(l 4 lal). 748 J@=0. 749. J(o) = nsgna(ln a4
+ (a2 — 1)12] —1n 2). 750. J=In(b+1) —In(a+1). 751 9] =In(b*+20+2) —
— In(a?4-2a+2). 752. J=arctan [(b—a)/(1+(a+1)(b+1))].

§ 5.2

»61. Kasutada tunnust PT 5.2.2. 762. Kasutada tunnust PT 5.2.3. 763.
Kasutada tunnust PT 52.1, vottes majorandiks g(x) =mn/[2(1 — x})'"].
764. Teha muutuja vahetus {=1/x. 766. Integraali ithtlase koonduvuse naita-
miseks kasutada teoreemi T 5.2.1. 767. Integraali {htlase koonduvuse niita-
miseks kasutada tunnust PT 5.2.2, vottes g(x)=x/(14x?), h(x, y) =sin(x+Y).
-768. Kasutada tunnust PT 5.2.3, vottes g(x)=1/x*e. 770. 1/18. 77l. ni?/8.
772. 2J(a) =Ina. 773. J(a)=In(a+1). 774 9 (a) =t In [a+ (14a?)"/?]. Dife-

244



rentseerimisel parameetri jdrgi saadud integraalis teha muutuja vaheius x=
—sint ja seejirel tani=u. 775. J{a,b)=Inb—1Ina. Diferentseerimisel para-
meetri @ jargi saame vorduse Jo=—1/a. Viimase integreerimisel a jargi saame
vorduse J(a, b) =—Ina+C (b}, kus C(b) on integreerimiskonstant. Selle kons-
tandi méiramiseks vdtame viimases vorduses a=b ja arvestame, et ldhte-
vorduse pohjal J(b, b)=0. 776. oJ(a, b) ==t In(a/b). Konstandi maaramiseks
votta a=b. 777. J(a, b)=mnln (a'/*+4b'?). 778. J(a, by =arctan(b/a}. Dife-
rentseerida algul parameetri a jargi. Saadud integraal leida ositi integreerimise
teel. 779. 2/(b)=msgnb. Integraali J(a,b) {ihtlane koonduvus on ndidatud
niites N 5.2.2. Teoreemi T 5.2.1 eeldused on tdidetud ja me voime piirile
minna integraalimirgi all. Integraali J(a, b) vairtus votta flesande 778 vas-
tusest. 780. 0. 781. —3/2. 782. 0. 783. 1. 784. J(a,b)=In(b/a) (a>0, 6=>0).
785. 27 (a) =na sgn a. Algul diferentseerida integraali parameetri a jdrgi, kasu-
tades valemit (9). 786. 2/(a)=masgna. Kasutada diferentseerimist para-
meetri jargi. 787. 2/=mnln (14-2%2). 788, 9 = (n/2)12. Teha muutuja vahetus
x2=*t. 789. 2Je= (m/2)'2 790. n'/2/2. 191, mb/2 — (@) 12, 792. n'2(bY2—all?).

§ 5.3

795. 3n/512. Teha muutuja vahetus sin?x=¢f. 796. n212/4, Teha muutuja
vahetus xf=t. 797. =m/8. Kirjutada integraalialune funktsioon kujul
x2(1 —x)12 798. n2Y?/4, Kasutada valemit (24). 799. 1/560. Teha muutuja
vahetus sin?x=¢. 800. m. Teha muutuja vahetus x2=4¢f. 801. =n/2v2, 802.
9n312/9. 803. I'(p+1). 804. B(m+I, n—m). 805, B(l/m; 1—1/n), kus
n<0 voi n>1. 806. B[(m+1)/2, (n4+1)/2]. 807. n? cos an/sin? am, 808.
n3(1-4cos?amn) /sin® ax. 809, man=!/[2I(n) cos (nr/2)]. a>0. 810. mar-!/
/[2F(n) sin (nn/2)], a>0. 811. (2n)'?/4. Teha muutuja vahetus x?=".
812. (2m)1/2/4.

§ 5.4

T 1
813. ;. 814. 0. 815. 0. 816. n%/4. 817. [(x)= f:?sinaycosxy dy.
0

alw

21 .
818. S(x) =—f—(1—~cosay) sin xy dy, kus S(x)=f(x), kui |[x|==a, ning
nY 'y
0
2:f , :
S(a)=1/2 ja S(—a)=—1/2. 819. f(x) =-;_Ly‘2(s1n ay — ay cos ay)sin xy dy,
v

. 9
kus |x|+a. 820. S(x)=——fy-2(sinay—aycosay)sinxydy, kus S(x)=
ut
0

=f(x), kui |x|¥a, ning S(@)=1/2 ja S(—a)=-—1/2. 82L S(x) =
! 1 '
'=-2—- -—[sin(x——a)y—sin(x—b)y]dy, kus S(x)=f(x), kui x=*a ja xb,

31',0 Y

_ |
ning S(a)=S(b)=1. Kasutada valemit (33). 822. S(x)_——*—n-f (1443 -1X
9
X (cos xy+y sin xy)dy, kus S(xy=f(x), kui x7%0 ja S(0)=1/2. Kasutada
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[ ] o
valemit (33). 823. [(x}= [e °vcosxydy 824 [(x)= [e °¥sinxydy.
0 0

oo oo

2 sinny 2 1 ny
825. f(x) =— I sinxy dy. 826. f(x) = — cos - cos xy dy..
0

[ ] oo

827, f(x)=—2- f sin ay elxv dy. 828, [f(x)= — fexp(iyx—y2/4)dy..
T Y 2Yn _w

0

-_ 00

27

fyexp(iyx—y2/4)dy. Kasutada eelmise {ilesande 828
4yn %

lahendust. 830. F(y)=(2/m)'Pa/(y*+a?). 831. F(y)=—i(2/n)2ay/(y*+a?).
832. F(y)=exp [—(¥*+a?%) /2] chay. 833. F(y)=(2/n)Y%a/(y*+a?). 834

829. f(x)=

F(y)=1(2/n)y/(y*+a?). 836. [(x) =—:%f (14y%)~tcos xy dy. Kasutada iiles-
! ,

2
ande 833 wvastust. 837. f(x)=u-fy(1+y2)-lsinxy dy. Kasutada {ilesande
j‘tn

0
834 vastust. 838. f(x)=e"%, x = [0, ). 839. f(x) =2x/[n(1+x?)], x = [0, o).

§ 6.1

2 x/2 1 2

840. J= ['dxff(x,y)dy= [dyff(x, y)ydx. 841. J= fdx ff (x, y)dy+

-—x/2

+fdx _[f (x, y)dy= /‘dJ [f(x yydx. Esitus valemi (7) jargi on antud

kahe mtegraall summana, kuid v6ib kirjutada ka iihe integraalina
2 1
J= f dx ff(x, y)dy, mis on ka dige, kuid integraali arvutamiseks sobimatu.
-2 ]x“‘2 .
2 1 1 2

1 a
842, J= I dxff(x, yydy= fdy_['f(x, y)dx. 843. J= [dx f fx, y)dy=
b o b b 1 —a

1

b
= fdy _['f(x,y)dx, kus a= (1 —x%)12 ja b= (1—y’)l2 844, J= .
1 ] 1 x2
deIf(x y)dy= [dy ff(x y)dx, kus c=yl/% 845. J= ]'dx ['f (x, y)dy__

| yi,rs

= [ dy [f(x, y)dx. 846. ['dyff(x, y)dx. 847. fdyff(x, y)dx. 848.

o yin

j‘dx ff(x y)dy, kus a= (1 —x?)1/2. 849, fdy ff(x y) dx+fdy ;f(x y)dx.
y/2 v/2

850. fdy ff(x, y)ydx + fdyf f(x, y)dx, kus a= (y+ )12 851,
-1 —-a ' 0 —a -

1 (1--x2)12

1 a
f dx f f(x, y)dy 852. [ dy J f(x,y)dx, kus a= arccosy.  853.
x2— 0 ——a
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n—b

1

fay [ f(x, y)dx, kus b=arcsin y. 854. 1/6. 855. 1/10. 856. m. 857. 2. 858. 3/2,
0 b

Arvestada; et ex—v=exe—¥, 859. 1/3. 860. 1/2. 861. 5m?/322. 862. 33/140.

2na v 2nta

A 1:
863, 35ma*/12. Lahenduse  algus: J == f dxf y?2dy = ) Y dx ==
[ 0

0
2n

| 8
=-é-fa3(1—cos £)3a(l — cos t)df=... . 864. 85m/128~2,086. 865. —m/2<C
0]

< J<l4m,

§ 6.2

866. 4rn/3. 867. n/6. 868. 2m/3. 869. m(cos 12 — cos 4n?). 870. n?/16.
871. 4n. 872. 4m. 873. 2x/9. 874. 32/9. 875. —2/3. 876. 32/9. 877. 24m. 878. 7.
879. 224/3. 880. 4/3. 881. m/2, Teha asendus u=x+y, v=x—y ja seejdrel
minna iile polaarkoordinaatidele. 882. 5m/2, Teha asendus x=u+l, y=v
ja sg.ejz'irel minria iile polaarkoordinaatidele. 883. 1/840. 884, =

T

3 ; : . m[4 w .

=zf sin? 2¢ dtpf f(rcos3p, rsint)rdr. 885. J== [dp [[(rcosg,r sing)r dr,
0 0 —aj4 0

kus w==acos!/? 2¢.

§ 6.3

886. 3/4. Kasutada valemit (25). 887. 2. 888. 16 —6/In 2. 889. 75—8In2,
800. 5. 891. ma?. Kasutada valemit (25), minnes iile polaarkoordinaatidele.
892. mab. Kasutada valemit (25), minnes iile elliptilistele polaarkoordinaati-
dele. 893, m(b?— a?)/4. 894. 3ma2/2. 895. ma’. 896. o Minna iile polaarkoor-
dinaatidele. 897. 222 Minna iile polaarkoordinaatidele, 898. 5ma’/8. 899. 3/4.
Minna 1ile elliptilistele polaarkoordinaatidele. 900. 397/25. 901. 3ma®, 902. ab/70.
Minna ile ildistele elliptilistele polaarkoordinaatidele, voites s==8. 903.
wab (a?/c*4-b?/d?) /4. 904. 1/6. 905. 560/3. 906. 3/4. 907. 61/248/5. 908. m/2.
909. (8 — 31/23)/6. 910. 1/6. 911. 16. 912. 22w, 918. ;(31/%6=£5) /3. 914. 16/3.
915, 3m. 916. 4m(6422—3). 917. m. 918. mabc(2-—21/%)/3. "919. 14, 920,
2m (2122 — 1) /3. 921. 4mala— (a? —b%)V?). 922, 21%2x;. 923 16(812 —1) /3.
924. 2a%(m —2). 925. 4m. Votta integreerimise piirkond yz-tasandil. 926. mal-+
dmh? In [(a4-t) /R], kus ¢= (a2+h%)12 927. a(f —a) [b(6 — p)+a(sin d—siny)].
928. 92mha?/3. 929. 4a?/3. 930. 4a®bk/3, kus a>b on ellipsi poolteljed.
031, vo==0. y-=4b/(31). 032, xe= (1 — 7/4) (14-22), yo= (m/2—1) (2+2'1%) /8.
933. x.=—a/2, y.=38a/b. 934. x.=05a/b, ye==16a/{9m). 935, x.=mna, Yc=
—5a/6. 936, x.—=-—a/5, ye=0. 937. x.=—(64+151)a/(80+4407), yc==0.
938, Ju=1J,= (1 —5n/16)a*. 939, J.=2lma"/32. [,=497a%/32. 940. 4/.=
—4J, = 3na*/22.

§ 6.4
) ' 3—=x ’
941. J = {fdxdyf f(x,y,2)dz, kus D= {(x,y): #+4’<], x=0};
- D i _

: 1 o
J= [dx f[[(x,y,2)dy dz, kus D=1{(y,2): _-y'l_“"‘_ x"’s-:yg]/_—“l R 1<z
0

D{x)
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. _
<3—x}. 942. J= [fdxdy [[(x,y,2)dz, kus D={(x,y): ¥*+y’<l}; J=
D 2

1
= [dx [[[(x,y,2)dy dz, kus D(x)={(y,2): —V1 —X<y<V] — 4% 2<2<
-1 D(x)
1—x—

v .
<4}, 3. J= [fdxdy [ [(ry2)dz kus D={(x,1): 0<x<], 0y
0

D

1
<1—x}; J=fdx[f[(x,y,2)dydz, kus D(x) = {(y,2): 0sy<l—=,
0 D(x) ’
I—x2-y?2 -

Ozl —x—y}t. 4. J= [[dxdy [ f[(x4 2)dz kus D={(x,y):
D 0

i1} I= _]l'dxfff(x,y,z)dydz, kus D(x)={(y, 2): —V1 —x<y<<

-1 D(x)

[ w
<Vl—s 0z 1—22—y}. 945, J= [[dxdy ff(xy,2)dz, kus
D -

w=cVl— 2/ — y?/b> ja D= {(x y): @421}y J=
= [dc[[[(x,y.2)dydz, kus  D(x) = {(y,2): y2 /b2 22/c? << 1 — x2/a%}.

—a D{x)
946. 6. 947. 4. 948. 40/3. 949. 101n (4/5). 950. 8m/3. 951 1/2. 952. 1/364.
953. 11.

§ 6.5

956. m/2. 957. n?/4. 958. 3a%(31/2—212). 959. 0. 960. 8c?/9. 961.
4 (b — a®) /15. 962. 3m. Minna iile eiliptilistele silinderkoordinaatidele, vottes
x=3rcosgp, y=2rsing, z=nh, kus 0<<ep<C2n, 0<<r<l, 0=<h=C1. 963. 2/5.
964. n/8. 965. m/2. 966. /10, 867. 2:v/3. Osa lahendusest: minnes lile sfaar-

koordinaatidele, saame
E 1 n

20 1 n
| sin 6 dé fa . d(r®—4r cos 6+4+4
J=—~fdfpfr2drf 2 =——f rdrf ( ' + )‘=
0 0 o ¥
1

o Vri—dr cos0+4 2% r? —4r cos 044
1

=n:frdr(V(r—}-2)2—‘V(r--2)2)=nlfrdr(r‘+2—lr——-2|).
K 0o’
Et r—2<0, siis edasi arvestame, et |r—2|=—(r—2). 968 4mas/15,
969. 8m(b5— a5)/15. 970. 4mabe/5. 971. 6m%. 972, 59ma’/480. 973. mabc’/4.

§ 66

974. 128. 975. x/2. 976. 7/12. 977. 16. 978. 7/24. 979. 3/35. 980. ma®/3.
Minna iile sidarkoordinaatidele, arvestades kujundi siimmeetriat. 981.
Smabc(3 — 5'/%) /12, 982. 4mabc/35. Minna iile {ildistele ellipsoidkoordinaatidele,
vottes s=¢=3, siis antud pinna Kkorral 0=<{r<Cl, 0<<O<n ja O<<p<C2m
983. ma’b4c/192. 984. a'/2. 985. abc(a-+b+c)/2. 986. 3a'/2. 987. a*/24. 988,
162n. 989. n’at/4. 990. kma*c/2, kus k on vordetegur. 991. 6kma?, kus & on
vordetegur. 992. (a, a, a). 993. (3a/5, 3b/5, 9(ab)'/?/32). 994. (3a/8, 3a/8, 3a/8).
995. (0,0, 2a/5). 996. [.,=abc3/60, [,,=a%bc/60, l.x=0ab%/60. 997. [.,=
—4nabc®/15, I,,=4na%bc/15, [..=4nab3c/15. 998. 4ma?/9, kus m=Fkna* on
kera mass ja k on vordetegur. 999. [,.==m(a’42c%/3), kus m==2mpa’c on
silindri mass ja ¢ on tema tihedus.
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§ 6.7

1000. 7. 1001. m/8. 1002. Hajub. 1003. m/3. 1004. 3m. 1005." Hajub.
1006. 2n. 1007. 2n. 1008. 212, 1009. Hajub. 1010. 4x/3. 1011, 0. 1012, Hajub.
1013. 8na(lna-—1). 1014. Hajub.

§ 7.1

1015. 5/21n 2. Kasutada valemit (4). 1016. 5Y/21n 3Y/2 1017. 5121n (5/3)/2.
Kasutada valemit (5). 1018. 1/2. Kasutada valemit (3). 1019. 2na(2a)l2.
1020. 16a2/3. 1021. 1/2. Kasutada valemit (6). 1022. m/2. 1023. ma®/2.
1024. [(n?4-4)%2 —8]/12. 1025. na?/2. Minna iile polaarkoordinaatidele ja
kasutada valemit (6). 1026. 2m. Minna dle polaarkoordinaatidele ja
kasutada valemit (6). 1027. 0. Minna iile polaarkoordinaatidele ja kasutada
valemit (6). 1028. 14-2!2 Kasutada aditiivsuse omadust ja jaotada kontuur
osadeks AB, BC ja CA. 1029. 24. 1030. 2a*(2 — 212}, Esitada joone vorrand
polaarkoordinaatides ja kasutada valemit (6). 1031. 8an321/2. 1032, 21/2.
1033. (8 — 21/22)/3. 1034. a*(7+2'/213)/16. 1035. 3'72a*/32. 1036. 2ma.

§ 7.2

1037. 2(8%—1)/27. 1038. shl. 1039. e 1040. 2VZ(e? —1). 1041. 3.
1042. In(142%2). 1043. 5. 1044. 312, 1045. 5/3. 1046. 1. Minna iile polaar-
koordinaatidele. 1047. 12m. Minna iile polaarkoordinaatidele ja siimmeetria tottu
leida neljakordne pindala osast, kus 0<Co<Cm/2. 1048. m. 1049. ni/2. 1050. 16,
1051. 24-31/28n/9. 1052. (4/3, 4/3).

§ 7.3

1053. 1. Kasutada valemit (26). 1054, —4. 1055, —40/3. Kasuiada valemit
{27). 1056. 3. 1057. —mn/4. Kasutada valemit (24). 1058. 2;t. Kasutada vale-
mit (25). 1059. 0. Vastuse saame omaduse II pohjal, sest sirgldik AB on
risti y-teljega. 1060. 0. Vastuse saame omaduse II pohjal, sest sirgloik AB
on risti x-teljega. 1061. 3. 1062. —32. 1063. 2. Kasutada definitsioonavaldist
(17) ja arvutusvalemeid (26) ja (27). 1064 0. Kasutada arvutusvalemeid
(24) "ja (25). Mblemad integraalid arvutada korraga, arvestades, et
Ccos?f —sin? f=cos 2f. 1065. —2m. Arvutada mdlemad integraalid korraga
valemite (24) ja (25) pohjal. 1066. ma*/2. Kahekordne integraal arvutada iile-
minekuga polaarkoordinaatidele. 1067. 0. Kahekordne integraal leida iilemine-
kuga elliptilistele polaarkoordinaatidele x==ar cosg, y=>brsing, kus 0<Cr=C1
ja 0<<ep<<2m. 1068. —mna3/8. 1069. 13. 1070. 1/35. 1071. —4m.

§ 7.4

. 1072. Soltumatu, Kasutada teoreemi T 7.4.1. 1073. Soltuv. 1074, S&ltu-
matu, 1075. Soltuv. Kasutada teoreemi T 7.4.4. 1076. Soltumatu. 1077. Soltu-
matu. 1078. U(x, y) =x* — x2y>+1*+C. Meetodi M 7.4.1 korral vdtta a=b=0.
1079. U(x, y) =xe®v — 5y®ex-+C. 1080. U(x,y)=In|x+y| — y/ (x+y)+C . voi
U(x, y) =In]x+y|+x/(x+y) +C. 1081. U(x, y) = (x*+4*)24-C. 1082. U{x, y) =
—y? cos x+x2cos y4-C. Votta a=b=0. 1083. U(x, y) = x? — cos (x+y) +4*+C.
1084. U(x,y) = C—cos(x+y). 1085. U(x,y,2) = arctan (xyz)+C. 1086.
U(x,y, 2) =xyz+4C. 1087. 8. Kasutada valemit (38). 1088. 5/8. 1089. 64.
1090. 4. 1091. 13. Kasutada valemit (46). 1092. 10/3. 1093. 2. 1097. Votta algul
joonintegraal mddda ringjoont x24-y?==a2, saame 2n, Vottes joonintegraali
modda suvalist kontuuri L, iihendame kontuuri L sirgldigu abil ringjoonega
x24-y2=a?. Nii saame teha kontuuri, mis ei imbritse punkti (0,0). Sellise kon-
tnuri korral saab kasutada juba teoreemi T 7.4.3, sest tdisdiferentsiaali tunnus
ei ole tdidetud vaid punktis (0, 0).
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§ 75

1098. mab. Kasutada valemit (50). 1099. 3mab/8. Kasutada valemit (50).
Siimmeetria tottu votta neljakordselt osa, kus 0C¢<Cm/2. 1100. 6na?. 1101, 1/3.
1102. 1/15. 1103. 2a%?. Kasutada valemit (51), tehes asenduse y/x=t voi
y/x=tant. 1104. —14. 1105, Fa. 1106. m(r2B—r":4)/2, kus ra ja rp on vasta-

valt punkti 4 ja punkti B kaugused punktist O.

§ 8.1

1107. 611/212, 1108. 14'/254. 1109. n. 1110. 0. Kasutada valemit (3). Saadud
integraalis minna iile polaarkoordinaatidele. Enne arvutada integraal ¢ jérgi,
mis on 0, siis on niha, et teist keerulist integraali arvutada pole vaja. 1111.
na?(2+4a) /4. Kasutada valemit (3). Saadud integraalis minna {ile polaarkoordi-
naatidele, 1112. 2na%/15. 1113. 5¢%/n. Kasutada valemit (2). Pinna X vorrandis
minna {ile parameetrilisele kujule x=acosu, y=asinu, z=v, kus 0<Cu<|2n,
0<Cv<Ca/m. Saadud integraalis jaotada piirkond A4 kaheks osaks 0<Cu<<m, kus
|sinu|=sinu, ja n<Cu<<2n, kus |sin u|=-—sin y. Valemit (3) kasutada ei saa,
sest ei saa avaldada z==z(x,y). 1114, n(14242)/2. 1115. 14. Kasutada vale-
mit (4) ja arvutusvalemit (3). 1116. 2a2(m—2). 1117. 4a2 1118. 8a% 1119.
n2a8/2. 1120, 2m;c arctan {(c/a). 1121. =/2Y%2, 1122, (a/2,a/2,a/2).

§ 82

1123. —mna*/2. Kasutada arvutusvalemit (19). 1124. n. Kasutada arvutus-
valemit (19) ja minna iile elliptilistele polaarkoordinaatidele. 1125. 0.
1126. —4ma®?/5. 1127. 3. Kasutada definitsioonavaldist (14) ja arvutusvale-
meid (19), (20) ja (21). 1128. 4ma®. 1129. n/8.

§ 8.3

1130. 4ma®. 1131. 0. 1132. na®h(3a24-b%). Kolmekordne integraal leida
meetodiga M 6.4.1. Saadud kahekordses integraalis integraalialusest {funki-
sioonist  2b(x2+y?)+b3/3 leida integraalid molemast liidetavast eraldi.
1133. 3. 1134. 3Vg. Valemi (22) abil minna ile teist liiki pindintegraalile.
Siis kasutada valemit (23) ja arvestada valemit (59) paragrahvist 6.6.
1135. 0. 1136. 0. 1137. a%h(16a+3nb)/24. 1138. 4mabc/3. Minna {ile para-
meetrilisele kujule x=acos¢sing, y=bsingsind, z=ccosh, kus O0<Cp=< 2,
0<<O<<n ja kasutada valemit (28) ning arvutusvalemeid (16), (17) ja (18).
1139. 16a3(3n — 4)/9. Kasutada valemit (25) ja arvutusvalemit (19) ning minna
itle polaarkoordinaatidele. Siimmeetria tottu piisab leida neljakordne ruumala
osast, kus 0<<o=(m/2 ja O0<Cr<C2acos¢. 1140. 6. 1141. 4mjc| (a?+4b?/2)/3.
1142. 0. 1143. —na®/8. 1144, —3.

§ 8.4

1145, x24y?—22=1, gradU=(2,2.—2). 1146. 4zarctan(y/x) ==,
grad U= (—2,2, ). 1147. z+e*v=0, gradU=(0,1,1). 1153. y(14-2'2) —

—x—2z, —4. 1154, x24642+622, 16. Valemi (32) kasutamiseks tuleb vektor n
muuta samasuunaliseks iihikvektoriks. 1155. (1,1,0) ja (I,—1,0). Valemi (32)
pohjal tuleb leida punktid, kus U,=U,=U,=0. 1156. grad U grad V/|grad V.
1157. y-telje negatiivses suunas. 1158. 1/2. 1159. 10/3. 1160. 3ma%h. 1161, 1.
1162. 29. 1163. 2/3. 1164. 3. 1165. xye*v. 1173. (4,—1,0). 1174. (—1,0,0).
1175. (2y+2z,0 0). 1182. U=x+y+z-+C. 1184, na%/8.
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DIFERENTSEERIMISE POHIVALEMID

1. ¢’=0 (c =const) 14. (arcsin x)*:—f_—x—
2. x'=1 15. (arccos x)' = —ﬁ
3 F)= .-% 16. (arctan x)’ = 1_:)(;
S r_ 1

4. (Vx)'= N 17. (arccot x)’ = e
5 (%' =ax"! 18. (sh x)’ =ch x
6. (@)'=a’lna 19. (chx)’=shx
7_ x):= x ' ! 1

(e e | 20. (th x)". chix
8. (Iogalxl)’=7|1n—a 21. (cthx)' = - sl'fzx
9. (Inixl)'=- 22 (arshx)’= \/11—;(2
1_0. (sin x)" =cos x 23. (arch x)’:—-\/;;:T
11. (cos x)' = —sin x 24. (arth x)"=-7_1xz-—

1 i 1

12. (tan x) = coSix - 25. (arcthx)’ = 1222
13. (cot x)' = — —to—

Sin“x



INTEGREERIMISE POHIVALEMID

1) j0odx=C 7) [e'dx=e*+C

2) [dx=x+C 8 (¥ =inixixc

3) S%=———-}-+C 9) fsinxdx= -cosx+C
4) _S%:ZJYHC - 10) {cos x dx=sinx+C’
5) Sx“dxz—’a‘a;;+0 11) Sgl%— —cotx+C

6) a*dx =135 +C 12) SCOS =tanx+C

13) f—\/_ld—%xz—'-—_arcsin x+C= —arccos x+Cy |

14) 5 > =arctan x + C= —arccot x + C,

T4x

15) [sh xdx=ch x+C 17) jﬂh—z,; cthx+C

16) ich xdx=sh x+C 18) j—%ﬁ-—th x+C
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