Globaalsed ekstreemumid

1. Leidke jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid.
a) f,=x*+y>—xy, (K€ {x,): ¥ +y* < 1}
b) flx,y)=x*-y*+2, (x,peixy: F+y*<1};
c) flx,y)= x= 2y-1, (x,y)e{(x,y): 0<xy<l,0<x+y<1}
d) foy)=x*-xy+y*, @y ef{y: Ixl+yl<1);
e) f(x,y)=(@2x*>+3y 2y~ =) (x,3) € {(x,3): x> +y* <4k
f) Naiidake, et funktsioonil f(x,y) = X —4ax® + 2xy— y2, (x,y) € [-5,5] x [-1,1] on iiks-
ainus lokaalne ekstreemum, mis ei ole globaalseks ekstreemumiks.

2. Jaotage arv 30 kolmeks positiivseks liidetavaks nii, et nende korrutis oleks maksimaalne.

3. Esitage arv 81 nelja positiivse arvu korrutisena nii, et nende summa oleks minimaalne.

4, Kéikidest risttahukatest, millel on tihesugune ruumala, leidke see, mille tdispindala on
minimaalne.

5. Missuguste mootmete korral on antud ruumalaga V risttahuka kujulisel vannil vdhim
pindala?

6. Antud kerasse raadiusega R joonestage suurima ruumalaga risttahukas.

7. Koikidest iihe ja sama alusega ning tipunurgaga kolmnurkadest leidke see, mille pindala
on suurim.

8. Koikidest antud perimeetriga kolmnurkadest leidke see, millel on maksimaalne pindala.

9. Leidke antud perimeetriga 2p ristkiilik, mis p66rlemisel iimber oma iihe kiilje moodus-
tab maksimaalse ruumalaga keha.

10. Leidke antud perimeetriga 2p kolmnurk, mis pé6rlemisel timber oma iihe kiilje moo-

dustab maksimaalse ruumalaga keha.
2 yz z2 _ . .

11. Joonestage elhps01d1 S+ b2 — = 1 sisse maksimaalse ruumalaga risttahukas.

12. Missugune peab olema kolmnurga kuju, et kolmnurga sisenurkade siinuste korrutis
oleks maksimaalne?

13. Missugune peab olema kolmnurga kuju, et kolmnurga sisenurkade siinuste summa
oleks maksimaalne?

14. Ndidake, et mittenegatiivsete arvude xj, ..., x,, geomeetriline keskmine ei tileta aritmee-
tilist keskmist.



Vastused

[}[@)]max f = f(0,-1) =2, min f = £(0,1/2) = —0,25;[p)|max f = f(~1,0) = (1,0) =3, min f =
f(0,1) = f(0,-1) = I;[0)| max f = £(1,0) = 0, min f = £(0,1) = -3;[d)] maxf = f(-1,-0) =
f(0,-1) =1, minf = £(0,0) = 0;[¢)) max f = f(0,1) = £(0,-1) = 3/e, min f = £(0,0) = 0; [{)]
Punktis (0,0) on ainuke lokaalne maksimum f(0,0) = 0, kuid nditeks punktis (5,0) f(5,0) =
25. Seega punkt (0, 0) ei ole globaalse ekstreemumi punkt.

2l 10+10+10.
3-3-3-3.
41 Kuup.

L @eV)s : Lo -
5L x=y=02V)3,z= — kus x ja y on vanni p6hja md6tmed ja z on vanni korgus.
6. Kuup kiilj 2R

uup kiiljega —.
p kuljeg V2
Vordhaarne.
8l Vordkiilgne kolmnurk.
2
9L Ristkiiliku kiiljed on ?p ja g
3
10, Kolmnurga kiiljed on TP Tp ja Z
2a b 20
11} Risttahuka kiilgservad on — .
V3 V3 s
12} Vordkiilgne kolmnurk.

Vordkiilgne kolmnurk.

Lahendused

—2x3y* +2x% -3x)e” S 0,
—2y3y* +2x° 3)e S

Statsionaarsed punktid mé4drame siisteemist { Stis-

3
teem on samavéadrne tingimusega (x, y) € {(0,0), 0, £1), (+7 0) ( . Neis punkti-

3
3v3e 1
des saab f vddrtused hulgast {0,3e_1, + \/;e ,3e_% } Rajal {(x,): x* + y* = 4} omandab

funktsioon viirtused (2x° +12 —3x%)e? € [-16€?,16e?] (ithe muutuja funktsiooni analiiiis!).
Neist vidrtustest suurim on 16e* (punktis (2,0)) ja vdhim on — 16e? (punktis (-2, 0)).

. e . . 3x2-8x+2y = 0, .
Statswnaarsed punktld maarame susteemist { * 2§ _ Zi _ 0 susteem on sa-

mavdairne tingimusega (x, y) € {(0,0)}. (Punkt (2,2) ei ole madramispiirkonnas.) Leiame hes-
6x—-8 2

siaanid: H(x, y) = ( 9 o

), millest jareldub, et H(0,0) on negatiivselt mdiratud, seega

2



range lokaalne maksimum. Leiame, et f(0,0) = 0.

Paneme téhele, et f(5,0) = 25ja f(—5,0) = —225, mistdttu punktis (0, 0) ei ole globaalne ekst-
reemum.

Olgu D = {(x,y): x>0,y > 0,30 — x — y > 0}. Ulesanne on leida funktsiooni f: D — R, kus
fx,y)=x-y-(30—x—y), suurim vaartus.

Vaatleme sulundit D = {(x, V):x20,y>20x+y §30}. Hulk D on tokestatud ja kinnine, see-
ga Weierstrassi teoreemi kohaselt funktsioon f: D — R saavutab seal oma suurima véartuse.
30y —-2xy— y2 = 0,
30x-2xy— ¥ = 0,
stisteem on samavéirne tingimusega (x, y) = (10, 10). Seega mujal kui punktis (10, 10) funkt-
sioonil f lokaalset ekstreemumit hulgas D ei ole. Saame, et f(10,10) = 1000. Rajal 4D on f
vadrtus null, seega punktis (10, 10) on globaalne maksimum.

Statsionaarsed punktid hulgas D’ = D leiame vorrandisiisteemist {

Lahendus 2. Aritmeetilise-geomeetrilise keskmise vorratus.

81 - 0
x2¥z o
3 81 . o 8
3L D=R")’, f(x,y,2) = x+y+z+——. Statsionaarse punkti tingimus { 1- xgzz = 0
xXyz
1
1- s = 0
Xyz
1 1
x2 x xz
~ . Xyz 1 2)/ 1
on samavédrne noudega (x, y, z) = (3,3,3). Hessiaan H(x, y,z) = H ? ? ﬁ on
1 2
Xz yz 2z

positiivselt mdiratud iga (x, y, z) € D korral. Lause pdhjal on punktis (3,3,3) funktsioonil f
globaalne miinimum f(3,3,3) = 12.
Lahendus 2. Aritmeetilise-geomeetrilise keskmise vorratus.

74 74 1 1
HOlgu fikseeritud V > 0, D = (R")?, flx,y) =2xy+2x-—+2y.-— = 2xy+2V~(— + —). Tarvis
Xy Xy Xy

) 2V
- =
on leida funktsiooni f vdhim védartus hulgas D. Statsionaarse punkti tingimus s
2x-= =
2
y

on samavddrne tingimusega (x, y) = (W NV )
Tahistame D; ={(x,): x>0,y>0,x+y < 24/ 2V}. Paneme tihele, et (\S/V, W) € D;. Lah-
tises kumeras hulgas D; on lause pohjal punktis (\S/V NV ) funktsiooni f vdhim véartus

4V
— 2
3
f (\/3 v,V V) = 6V/V2, sest hessiaan H(x, y=| * 4y | on positiivselt madratud iga
2 _
¥3



X+ 7)\2 16V2
(x,y) € D korral. Téepoolest, kuna xy < (Ty) < V4V2, siis By3 -4>0
2V(x+ avy2v
Kui aga (x, y) € D\Dy, siis x+y > ZW, mistdttu f(x,y) =2xy+ —( y) Z22Xy+—m =
Xy Xy

2/ 8VV2V =25V3 > 6v/ V2, kuna 28 = 256 > 216 = 6°. Kokkuvéttes on punktis (\/_ \/_)

funktsiooni f vihim véartus hulgas D.

%4 1% 1 1
H Olgu fikseeritud V >0, D = (R")?, f(x,y) = xy+2x- — +2y- — = xy+2V - (— + —). Tarvis
Xy Xy x )y
onleida funktsiooni f vihim vdartus hulgas D. Statsionaarse punkti tingimus e

on samavddrne tingimusega (x, y) = (\/3 2V, V 2V).
Tdhistame Dy = {(x,)): x>0,y >0,x+y < 2V/4V}. Paneme tihele, et (\/3 2V,V ZV) € D;. Lah-

tises kumeras hulgas D; on lause pdhjal punktis (\/3 2V,V ZV) funktsiooni f vdhim véartus

4V
1

; 3
f(\/3 2V, v ZV) =33 4V?2, sest hessiaan H(x, y) = X 4v | on positiivselt médédratud iga
l R
3
+ 32 16V
(x,y) € D korral. Téepoolest, kuna xy < (%) < \3/ 16V2, siis T3
X2y
2V(x+ 4V V/av
Kuiaga (x,y) € D\ Dy, siisx+y > 2V 4V, mistéttu f(x,y) =xy+ (x+y) Zxy+ >
Xy Xy
2\/4V V4V =23 V5 >3V/4V2, kuna2’ = 128 > 108 = 33-4. Kokkuvdttes on punktis (\/3 2V, V/ 2V)

funktsiooni f vihim véartus hulgas D.

-1>0.

@ Olgu fikseeritud R. Risttahuka servapikkused olgu x, y ja z, siis x>+ y* + z> = 4R?. Ulesanne
on leida funktsiooni f(x,y) = x-y-1/4R? — x2 — y2 suurim véirtus hulgas D = {(x,y): x >
0,y>0,x*+y* <4R%.

Vaatleme sulundit D = {(x,): x >0,y > 0,x> + y? 4R2}. Hulk D on tokestatud ja kinnine,

seega Weierstrassi teoreemi kohaselt funktsioon f: D — R saavutab seal oma suurima vaar-
4xR? - 2xy2 -x3

VA4RZ - x2—y?
4yR%-2x%y—y3
/ARZ—2— )2

) S 1k kti (2 ZR)
eega mujal kui punktis
V3 V3

Rajal 0D on f

tuse. Statsionaarsed punktid hulgas D’ = D leiame vorrandisiisteemist

2R 2R
V3'V3

funktsioonil f lokaalset ekstreemumit ei ole. Saame, et f (

slisteemn on samavéérne tingimusega (x, y) = (

2R ZR) 8R3
v3'v3l 33

4



vadrtus null, seega punktis ( ) on globaalne maksimum.

V3 V3
Olgu kolmnurga alus a ja tipunurk a. Ulejdinud kaks kiilge olgu b ja c, mille vastasnurgad
a-b-siny  a®

2 , ~ 2sina

olgu B ja y. Kolmnurga pindala on -sin Bsiny. See on ithe muutuja ekst-

reemumiilesanne funktsiooni f(x) = -sinxsin(r — a — x) jaoks vahemikus (0,7 — a).
@

Globaalne maksimum on 5
S

2sina
T—a\2 . T—a
) punktis x = —

(sin

ina

Olgu fikseeritud p (pool iimbermaotu). Ulesanne on leida funktsiooni f(x, y) = v/p-(p—x) - (p — |

suurim vaartus hulgas D ={(x,y): x>0,y >0,x+ y <2p}.

Vaatleme sulundit D = {(x,y): x>0,y >0,x+y <2ph Hulk D on tokestatud ja kinnine, see-

ga Weierstrassi teoreemi kohaselt funktsioon f: D — R saavutab seal oma suurima viirtuse.
pip—y)2p-2x—1y)

2y/p(p-0(p-y)x+y-p)
p(p-x)2p—-x-2y)

2p(p-0)(p-yx+y-p)

Statsionaarsed punktid hulgas D’ = Dleiame vorrandisiisteemist

2p 2 2
slisteemn on samavéairne tingimusega (x, y) = (?p’ ?p) Seega mujal kui punktis ( ?f? :)
2p 2P\ _ P g
funktsioonil f lokaalne ekstreemumit ei ole. Saame, et f 3'3) 33 Rajal 0D on f

2p 2
vadrtus null, seega punktis (?p' ?p) on globaalne maksimum.

@ Uhe muutuja ekstreemumiilesanne, f(x) = 7x*(p — x) 16igus [0, p]. Globaalne maksimum
2
on punktis x = ?p
Olgu kolmnurga kiiljed a, b ja c, kusjuures kiilg a olgu pdorlemisteljeks. P66rdkeha koos-
neb kahest pohjati kokkupandud koonusest. Koonuse pdhja raadiuse ruut on b?(siny)? =
(2 — a? — b?)2
_p? 2_gp_ 7@ -0)
(cosy) v

(bz (Cp-b-a)®-a®- b2)2)

. Sealjuures a + b + ¢ = 2p. Koonuste koguruumala on

fb) =

- a. See on ithe muutuja ekstreemumiilesanne va-

2p—a
5

4a?

hemikus (0,2p — a). Globaalne maksimum on punktis b =

Moeldud on, et risttahuka servad on paralleelsed koordinaattelgedega. Olgu fikseeritud
x2 2 zz

R. Risttahuka servapikkused olgu x, yja z, sus b2 = =4.Ulesanne on leida funktsiooni
x2 ¥ P
fx,=x-y-c\/4- ) suurim véértus hulgas D = {(x,y): x>0,y >0, — + = <4}.
a?
P

Vaatleme sulundit D = {(x,y): x >0,y > < 4}. Hulk D on tokestatud ja kinnine,

b
seega Weierstrassi teoreemi kohaselt funktsmo n f: D — R saavutab seal oma suurima véar-

5



cy- (4a®b? -2b%*x% - a?

ab\/4a?b? — a*y* — b?
cx- (4a’b? - 2a%y? — b?

ab\/4a?b? — a?y? — b?
2a 2b
Seega mujal kui punktis ( a )

2a 2b 8ab \/_ v
a aoc .
Nk \/_) 33 Rajal 6D on f

on globaalne maksimum.

tuse. Statsionaarsed punktid hulgas D’ = D leiame vorrandisiisteemist

slisteem on samavéirne tingimusega (x, y) =

5

funktsioonil f lokaalset ekstreemumit ei ole. Saame, et f (

vadrtus null, see kti 2a 2b

, seega punktis (\/§’ \/§)
Olgu D = {(x,y): x>0,y > 0,7 — x— y > 0}. Ulesanne on leida funktsiooni f: D — R, kus
f(x,y) =sinxsin ysin(m — x — y), suurim véartus.
Vaatleme sulundit D = {(x, y): x >0,y > 0,x+ y < z}. Hulk D on tokestatud ja kinnine, see-
ga Weierstrassi teoreemi kohaselt funktsioon f: D — R saavutab seal oma suurima vartuse.
cosxsinx+y) = 0,

Statsionaarsed punktid hulgas D’ = Dleiame vorrandisiisteemist . .
sinxsin(x+2y) = 0,

siisteem on samavadrne tingimusega (x, y) = (g, g) Seega mujal kui punktis (g, g) funkt-
T 3v3

sioonil f lokaalset ekstreemumit hulgas D ei ole. Saame, et f (§ §) =3 Rajal 6D on f

vadrtus null, seega punktis (g, g) on globaalne maksimum. Otsitav kolmnurk on vérdkiilg-

ne.

Lahendus 2. Jenseni vorratus.

Olgu D ={(x,y): x>0,y > 0,7 — x— y > 0}. Ulesanne on leida funktsiooni f: D — R, kus

f(x,y) =sinx +siny +sin(r — x — y), suurim véartus.

Vaatleme sulundit D = {(x, V:x=20,y>0,x+y<ml. Hulk D on tokestatud ja kinnine, see-

ga Weierstrassi teoreemi kohaselt funktsioon f: D — R saavutab seal oma suurima viirtuse.

cosx+cos(x+y) = 0,

cosy+cos(x+y) = 0.

Stisteemist jareldub, et cosx = —cos(x + y) = cosy, millest x,y € (0,7) tdttu x = y. Niisiis

Statsionaarsed punktid hulgas D’ = Dleiame vorrandisiisteemist {

b2

cos x = —cos2x, millest jareldub, et 2(cos x)2 +cosx—1=0. Niisiis cosx = X mistottu x = 3
~ . .. o T 7 . .

Kokkuvottes leiame, et siisteem on samavéadrne tingimusega (x, y) = (g, g) Seega mujal kui

punktis (g, %) funktsioonil f lokaalset ekstreemumit hulgas D ei ole. Saame, et f (g, ]3—[) =

3Vv3
T\/_. Rajal 0D on f avaldises {iiks liidetav null, jarele jadb f(x,y) =sinx +siny voi f(x,y) =
2sinx voi f (x,y) =2siny. Et uikski neist vidrtustest ei saa iiletada arvu T > 2, 0n punktls

(Z 3 ) globaalne maksimum. Otsitav kolmnurk on vérdkiilgne.

Lahendus 2. Jenseni vorratus.



