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1. Kahe ja kolme muutuja funktsiooni méaidramispiirkond, selle raja, kin-
nisus ja lahtisus.

Olgu X ja Y hulgad.
def eeskiri, mis hulga X igale elemendile x
seab vastavusse kindla elemendi f(x) hulgast Y.

X -kujutuse f lihtehulk (e. mddramispiirkond),
Y —kujutuse f sihthulk,
f(X)={f(x): xe X} -kujutuse f védrtuste hulk (e. muutumispiirkond).
Olguf: X—>Yjag:U—V.

def x=u
f=¢g = Y=W,

VxeX=U f(x)=g(x).

Teatavasti R = {(x1,..., Xm): X1,..., Xm ER}.
Sageli tahistame hulga R"" elemente ka suurte tihtedega, niiteks X = (x1,..., Xm).

Kujutus e. funktsioon f: X > Y

OlguX,YER™.

[Y-X]| dzef\/(yl —x1)2+...+ (ym — xm)? (punktide X ja Y vaheline kaugus).
Olgu 6§ > 0 ning Ac R™.

Us(A) X e R™: [X—A| <5} (punkti A §-iimbrus).

Olgu D c R™.

A on D sisepunkt &L 3550 Us(A)c D.

ef

A on D rajapunkt &L vs>o { Us(A) D # O,

Us(A) n (R™\D) # .
D° d:ef{Xe R": X on D sisepunkt} (hulga D sisemus),
oD d=ef{X €R™: X on D rajapunkt} (hulga D raja).
Lause. D° < D.

Lause. Hulga R"” iga punkt kuulub tépselt iihte kolmest hulgast: D°, 0D, (R™\D)°.

Don lahtine <% p=p°.

D on kinnine (d=e£) oDc D.



OlguDcR?, f: D—>R.
g

Gr f (x5, £(x,)): (3 y) € D} (funkisiooni f graafib.

Analoogiliselt defineeritakse funktsiooni graafik, kui D = R™.
1. Leidke jargmiste funktsioonide madramispiirkonnad D ja joonistage need. Leidke hulgad 0D. M4a-
rake, millised hulkadest D on kinnised ja millised on lahtised.

- s o=
b) f(x,y)=1/4—x%—y2; _ 1 2_ 2.
Y) = /32—y

& f(xy)=In(1—x— ) e R
d f(xy)=In(x+y); n f(xy)= g + [4—x2 —y2;
e) f(x,y)=In(x+y)+—; In(x

Inx o f(x,y)= ysmx
0 f(xy)=3+1/—(x=y)% P) [(xy) =cosla” +
g f(x,y)=x+e+arccosy; Q flxy)= lncos(x2+y );
h) f(xy)=V1—x2+4/1—y% 1) f(xy) =1/sin(x? + y2);
) flxy)= /1—(x2+y)2 s) f(x,y)= arcsm%
) f(x,y):ln(le—i-y)—i-sinx; 0 f(x,y) =~/sinnxsinmy+4/4—|x—4|+
R fy)= s /16— (y—a)2,

2. Millistes jirgmistes paarides on samad funktsioonid ja millistes erinevad?

a) f(xy)=|xy|, g(x,y) = xysgnxsgny; e) f(xy)=In(x*|y|), g(x,y) =2In|xy|;
b) f(x,y)=Inx+Iny, g(x,y) =In(xy); f) f(x,y)=In(x*y), g(x, y)—21n(IXIf)
O flxy)= xzy, g(x,y)=xyy; g f(xy)=|xyl g(x,y)=emlV.

d flxy)= , 8(x ,y):x_y;

3. Maddrake médramispiirkonnad D nii, et jirgmistes paarides oleksid samad funktsioonid.
a) f(x,y)=Inx*+Iny, g(x,y)=2lnx+Iny;
b) f(xy)=Vxy/y g(xy) =y
o f(xy)=xye'e’, g(xy)=xye?
4. Arvutage jargmiste funktsioonide vdirtused antud punktides A, B ja C.
%+ y2
2xy

__arctan(x—y)
» A=(21); b) flxy) = arctan(y — x)’

¢) f(x,y)=In(sinxcosy), C= (Z 0).

a) f(x'y)z B—(Z 1)
5. Joonistage jairgmiste funktsioonide graafikud.

a) f(x, )—l—x y,kusO<y<x<1 o f(xy)=x>—y% kus|x| <1, |y|<1;
b) flxy)=x"+)% kus f(x,y) <4 d flxy)=1- x| |y| kus f(xy) >0,



. 1 1), 1 . x2_y2
6. Leidke f(y,x), f(—x,—y), f (;,;) ja m,kulf(x,y) = “ony
7. Leidkef< y)]af( > kulf(xy)—x—i-;

8. Leidke jargmiste kolme muutuja funktsioonide mééramispiirkonnad E.

a) f(x,yz)=1+Vx—\y—Vz d) f(x,yz)=arcsinx—arccos(yz);
b) f(x,3,2) =1/x(22 +1) —~/ye%; e f(xy2)= 4—x2—y21—z2;
o f(xyz)=In(xy)+Inz D f(x’y’z)=3+cosnx+cosny+cosnz'

9. Arvutage jargmiste funktsioonide véddrtused antud punktides A, B ja C.
arctan(x+ y+ z 1443  1—4/3

a) f( X,z ) # A= ,0,
arctan(x y—=z)’ 2 2

b flo,y)=u"’+w T u(x,y)=x+y v(x,y)=x—y w(xy)=xy, B=(-12);
o) f(x,y2)=sin(uv) +cos(vw), u(x) =arcsinx, v(y) =Ilny, w(z) =arccosz, C=(1,e,—1).

)

10. Veenduge, et jairgmised funktsioonid on elementaarfunktsioonid ja leidke nende graafikud.

a) w=z+.xy; c) w:2+_z;
xz-}-y2
2, .2
b) w=L§+ln(z+1); d) w:$.
y zIn(x? 4+ y% +1)

11. Leidke funktsioon f(x, y, z), kui
a) f(x,yz,z)=lnx+y—z; b) f(x+y,x—yz2) =xy+y*>+2°.

12. Leidke funktsioonid f ja g, kui
a) g(x,y2)=f(1+Vxy)+v2z ja glxpl)=x—y
b) g(x,3,2)=f(Wxe)+/yz ja g(x,50)=2x+y.

13*. Olgu antud hulgad D1, D, — R™. Toestage, et

d(D1 N Dy) < (0D1) u (0Dy).

2. Mitme muutuja funktsiooni piirvairtus ja pidevus.

Olgu D cR™.

A€eR™ on hulga D kuhjumispunkt &L vs>o (Us(A\{A}) nD# .

Olgu f: D — R. Olgu A hulga D kuhjumispunkt ning L€ R.

Jim £(X) =L &L Ye>035>0:VxeD 0<|X—A|<6= |f(X)—L| <e.

Analoogiliselt iihe muutuja piirvéédrtusega defineeritakse ka 16pmatud piirvddrtused ning piirvaértus
protsessis | X[ — co.
Lisaks sellele defineeritakse veel moningad 16pmatud piirvaartused, nditeks juhul D < R?

lim f(xy)=L <> Ve>036>0IM>0:(0<|x—a| <6 A y<—M)=|f(xy)—Ll <e.

y—>—w0



Sellise vottega saab defineerida ka tihepoolseid piirvéartusi, ndudes, et mingi muutuja erinevus oma
loppvadrtusest oleks mingi kindla méargiga. Kuna iga lahtise kera sees on lahtine risttahukas ja vastu-

pidi, siis voib néude \/(xl —a1)?2+...4+ (xm — am)? < 6 asendada ndudega min{|x; —ay |,...,|xm —
aml|} <é.

Olgu D; c D.

f alt tokestatud hulgas D g, {f(X): Xe D1} on alt tokestatud,

f tlalt tokestatud hulgas D; Qe {f(X): Xe D1} on iilalt tokestatud,

f tokestatud hulgas D (g) f on alt ja tilalt tokestatud hulgas D;.

Lause. f tokestatud hulgas D; <= 3K >0:VXeD; |f(X)|<K.

Kdik tihe muutuja funktsiooni piirvdiartuse omadused - piirvddrtuse monotoonsus, iihesus, aritmeeti-
ka, lause tokestatud ja hddbuva suuruse korrutisest ning keskmise muutuja omadus — on pohimottelis-
te muutusteta timber kirjutatavad mitme muutuja juhule.

Teoreem (Heine kriteerium). Olgu L€ Ru {+00}, olgu A hulga D = R kuhjumispunkt, olgu f: D — R.

Jim fX) =L < vx(my < p\{a} (lirrlnX(") =A=lim f(X(") = L).

Teoreem. Olgu L€ R U {+00}, olgu A hulga D < R™ kuhjumispunkt, olgu f: D — R.
Tédhistame punkti A ldbivad pidevaid jooni méddravad vektorfunktsioonid jargmiselt:
{ { y: (—1,1) > R? kus y(r) = (x(¢), y(¢)) ja x, y: (—1,1) — R on pidevad, }
L£=1ry: .
7(0)=A
li X)=L Vye g li t))=L.
Jim, £(X) < Vyeg lim f(y(1))

Heine kriteerium ja piirvéértus pidevate joonte kaudu kehtivad ka ldpmatute protsesside jaoks.

14. Leidke jargmised piirvadrtused.

2 2
a) lim 2y; ) - e
b) Exyil;{ ()2 +3y); (x,7)—(0,0) xx—;_{yz
X)) .
m) lim -7
C) ( )lm( )M, (x,y)a(oo,oo) x4-|-y4
xX,y)—(2,2 ¥y ' ; "
mx ) lim X+ y“)sin—;
& um EL (x,y)a(o,o)( y)sin—
() =(00) sinx 0) im ;
! ( )im( ) * (x,y)—(2,0) tan)gy
oo Y . sin5x
f) Txy p) (xy)l iy
(xy oo)m_l "
N 1~ Y e
& fim —, q) im - :
(x.y)—(00) x2+y (x,y)—(00,00) \ x> +y
2 -
h  lim %; b lim <1+ 1 ) ;
(x.7)—(00) 2+ x* + y? (x,y)—(90,00) 22
i) lim VY. ' I y'
x>0+ x+Inx’ s) ll_>ms 1+5)
—0+ = y
j) lim In(xy) ( 2 z)ﬁ
x— . ; t) lim 14 x2y?)« 72
y—>gi xsiny - o -
k) lim el y-; u) lim (x2+y2)x v
()=o) 472 (x,)—(0,0)



15. Naiidake, et jargmised piirvéddrtused ei eksisteeri.

i . +y
a) lim ; ¢ lim al ;
(x,y)—(0,0) x+;/ , (x,y)—0 X+ y22
b lim & lim .
(x,y)—(0,0) X —y=+xy (x,y)—(0,0) y—x

16. Leidke korduvad piirvddrtused lim lim f(x,y) =: Aja lim lim =: B jirgmistest funktsiooni-
x—=ay—p y—bX—a

dest mirgitud punktis Py = (a, b).

In(1+x+y
b ) =t ey 0.0)

¢ f(x,y)=sin 2xJ—C|—y'P0 = (00,00).

x+y?
a f(xy) = Tty Py = (0,0);

17. Niidake, et jargmistel funktsioonidel piirvadrtus punktis (0,0) on olemas, kuid korduvaid piir-

védrtusi lim lim f(x,y)ja lim lim f(x,y) ei eksisteeri.
x—0y—0 y—0x—0

0s y

.11 e 1. ¢
a) f(x,y):(x—i—y)sm;sm;, b) f(x,y)=(x y)cosxsm—2

18. Nadidake, et jargmised funktsioonid on pidevad oma méi4ramispiirkonnas.

- . x?y? .
a f(xy) sinx +eY’ 9 fxy) =] 212 kui x2 + 3% #0,
0, kuix2+y2=0;
1
x+y+z i (—) kui x#0,
b) f(xy2) = T ITE d flry)={ Yy
Inz , kui x =0.

19. Millised jargmistest funktsioonidest on punktis A = (0,0) pidevad, pidevad muutuja x v6i muu-

tuja y jargi.
2 2_ .2
*) i X —y .
——,  kui |x|+ 0, —, kui|x|+ 0,
El) f(x,y): x2+y2 | | |y|¢ C) f(xyy): x2+y2 | | |y|;é
L kui || + |y =0;

0, kuix=y=0;
d) f(x,y)=1/2y—x%—y%
1

Xy L2 2
——, kuix“+y“#0, —, kuixy#0,
b) f(x,y)z{ Xy e) f(x,y)={ Infxy| Y
0, kui x* +y“=0; 0, kui xy =0.

20*. Toestage, et funktsioon f(x,y) on pidev lahtisel hulgal D, kui
1° g(x) = f(x,y) on pidev muutuja x funktsioon iga y korral,
2° h(y) = f(x, y) rahuldab Lipschitzi tingimust, s.o. leidub konstant L > 0, et

|h(y)—h(y)| < Lly—Y|



suvaliste punktide (x,y) € Dja (x,y’) € D korral.

3. Katkevuspunktid. Osatuletiste arvutamine.

Olgu D R?,A= (a,b)e D°, f: D —>R.
fA )d_ef fob)—f(ab) . flathb)—f(ab)

¥ x—a h—0 h
Osatuletise seos iihe muutuja funktsiooni tuletisega on jargmine.

Defineerime funktsiooni fj (x) = f(x, b), siis fi mddramispiirkond on {x€R: (x,b) € D}.
Niitid fx(A) = f{ (a).
of

Levinud téhis f(A) asemel on ka ——(A).

(osatuletis muutuja x jargi punktis A).

Osatuletisfunktsiooniks ehk osatuletiseks (muutuja x jargi) nimetatakse funktsiooni, mis punktile A €
D° seab vastavusse arvu fx(A). Tahis: fy voi e
X

Osatuletis muutuja y jirgi defineeritakse analoogiliselt. Ka ruumis R" defineeritakse osatuletised ana-

loogiliselt.
21. Leidke jargmiste funktsioonide katkevuspunktid.
1 1
——, kui|x|+|y|#0, d) f(x,y)=sin—;
2 Flny)= { pergr LA R Sy sy
0, kuix=y=0; - .
Xy kui x+ £0 e) f(x,y,z) xyz’
b f(ry)=1 x+y YT D f(6y)=
TLo luix+y=0 Y -2
A
C) f(x'y)_ x3+y3’

22. Korvaldage jargmistel funktsioonidel katkevus méargitud hulgas D, s.t. lisage funktsioonile f kat-

kevuspunktides sellised vdartused, et f oleks pidev kogu hulgas D.
sinxy

a) f(x,y)zT, D =R?;
sinx + cos
b f(x.y>=T+y|y, D={(xy):|x+yl <1
et 2
D =R%;
9 flay)= 34+cot2(x—y)’
—/12—x—-2y
d) f(x.y)=—2x, D={(x,y):—7<x+2y<12}.
(x+2y)%—

23. Leidke jargmiste funktsioonide osatuletised.

D f(xy)=3g—y h flxy)=—+4%

b) f(xy)=x"+% y

o f(xy)=e2*T3; D f(xy)=4/1+x%y%
d) f(x,y)=x3y+2x: ) f(x,y) =cos(4x—y);
e f(xy2)=x>yz*+7y; K f(x,y)=xsiny;

f) f(xy,2) =In(xz) +In(yz); D f(xy)=tan;

g f(xy)=(x+2y)° Y v’



m) f(x.y)=arctani; p) f(xy)=Q1+xy)";
Xy __ _siny.

n) fEx,y;=xy; @ flxy)=x"Y

0 f(xy)=(x+y); N f(xy2)=x"+y~

24. Leidke jargmiste funktsioonide osatuletised.

Y . 221002 2 S22
xsin®, kuix#0, x“y“In(x“+y°), kuix”+y“#0,
a) f(xy)= X c) f(x,y):{ N7
(4.7) { 0, kui x = 0; 0, ) kui x* + y° =0;
X"y .
b) f(x,y)= x2arctan%, kui x # 0, d flxy) = —x2+y2, kui | x|+ |y| #0,
| 0 kui x = 0; 0, kui [ x| + |y| = 0.

25*. a) Niidake, et punkti (0,0) timbruses funktsioonil

1
flxy)= { (x+y)2sin(x®+y%) 2, kuix?+y% £0,
' 0, kuix2+y2=0

on olemas osatuletised fy ja fy, mis katkevad punktis (0,0), kuid siiski funktsioon f on diferentseeruv
selles punktis (0,0).

b) Niidake, et puntki (0,0) iimbruses funktsiooni

Flxy) = (2 +yH)sin(x® +y?) 7L, kuix® +y? #0,

4 0, kuix2+y2=0

osatuletised f¥ ja f) eksisteerivad ja on tokestamata (seega punkt (0,0) on nende katkevuspunkt), kuid
siiski funktsioon f on dierentseeruv selles punktis (0,0).

4. Osatuletiste arvutamine. Mitme muutuja funktsiooni diferentseeruvus.
Taisdiferentsiaal. Korgemat jéarku osatuletised.

DCcR? A= (a,b)eD® f: DR
hi,b+hy)—f(ab)—M-h1—N-h
f on diferentseeruv punktis A (2) dM,NeR: lim flath,bthy)—f(ab) ! 2 _
(h1,h2)—0 [(h1, o)

3fx(A), fy(A) ER,

f dif-vuse definitsioonis M = fy(A), N= f,(A) °

Olgu f diferentseeruv punktis A. Avaldist da f (11, h2) = fx(A) -1 + fy(A) - hy nimetatakse funktsiooni

f tdisdiferentsiaaliks punktis A argumendi muudu (1, h2) korral.

Sageli tdhistatakse argumendi muutu (h1, h2) asemel (dx,dy). Kui kontekst on selge, jaetakse punkt

A v6i muut &ra, voi kui muut on teada, asetatakse punkt A sulgudesse. Nii siis da f(h1, h2), df, df (A)

voivad soltuvalt kontekstist tdhistada {iht ja sama avaldist.

Koik diferentseeruvusega seotud definitsioonid ja tulemused on analoogiliselt kirja pandavad ka ruumis
R™. Nii nditeks muuduks on sellisel juhul vektor (h1, ..., hpy), f-ni f tdisdiferentsiaaliks punktis A selle

muudu korral avaldis fx, (A) - by +...+ fx,, (A) - by, jne.

0.
Lause. f dif-v punktisA — {

9



OlguA=(a,b,c)€e R? 1 = (w1, v1,w1),r2 = (up, v2, wr) € [Rz\{o}, kusjuures vektorsiisteem ry, rp olgu

lineaarselt soltumatu (see tdhendab, et vektorid r; jar ei ole kollineaarsed).

Pinda 7 := {A + f1r] + frry: 11, i2 € R} nimetatakse tasandiks. Vektorsiisteemi r,rp nimetatakse selle
vy wp wp ux up v

tasandi rihiks.
vy wo wy Uy u vy )

Tédhistame n = <

Vektorit n =: (4, B, C) nimetatakse tasandi 7 normaalvektoriks.

Lause. {A+f1r] + tor2: 11, 02 €ER} ={(x,,2): A-(x—a)+B-(y—b)+C-(z—c) =0}.

Vorrandit Ax+ By+ Cz+(—Aa—Bb— Cc) = 0 nimetatakse selle tasandi zildvorrandiks. (Sageli tahis-
tatakse D = —Aa — Bb — Cc, siis omandab iildvorrand kuju Ax + By + Cz+ D = 0.) Uldvorrandist on
mugav vilja lugeda tasandi normaalvektorit (A, B, C). Sirget, mis 14bib punkti A ja mille sihivektor on
n, nimetatakse tasandi = normaaliks punktis A.

Normaalvektorit voib korrutada suvalise nullist erineva arvuga, tulemusena saadav vektor méérab ikka
sama sirge.

Ruumi R™ vektorite p = (p1,..., pm) jaq= (q1,..., Gm) korral tihistame {p,q) = p141 +... + Pmdm

(skalaarkorrutis) ning ||p|| = 1 /<{p,p) (vektori p pikkus).
Teoreem (Cauchy vorratus). Vp,q€ R [{p,q)| <|p| - |q]-
Olgu p,q # 0. Tdhistame Z(p,q) = arccos ﬂ (vektorite vaheline nurk). Cauchy vorratuse tottu

Ipll-lql
on vektorite vaheline nurk korrektselt defineeritud. Paneme tihele, et Z(p,q) € [0, 7].

Olgu ¢ sirge sihivektoriga s ja 7 tasand normaalvektoriga n.
Z(6,m) défg — Z(s,n) (sirge ja tasandi vaheline nurk).
Tédhistame punktide A ja B korral neid punkte ldbiva sirge tdhisega AB. Niisiis AB = {A+ (AB: te [R}.
OlguQc R3 ning olgu antud tasand 7 < R3. OlguAeQn.
7 on Q puutujatasand punktis A L ves035>0:vXeQ [X—A| <= ZL(AX, %) <e.
Tingimust, et 7 on Q puutujatasand, voib lithemalt kirjutada nii: )l(in[l‘ Z(AX, ) =0.

XeQ
Analoogiliselt defineeritakse ka see, millal sirge  on I' C R? puutujasirge: noutakse, et A€ ¢ NI ning
lim Z(AX,¢) =0.
X—A
XeQ
Sealjuures £ (¢1,£2) dzefL(sl ,82), kus sy,82 € R? on vastavalt sirgete ¢1 ja ¢ sihivektorid.

Ruumi R® punktihulkade kirjapanekul margitakse sageli tiles ainult punktihulka médrav(ad) tingimus(ed).
Nii niiteks kirjutatakse {(x, y, f(x,y)): x€ D} asemel z= f(x, y). Hiljem ndeme, et ka parameetriliselt

x=x(u,v),
antud pinna {(x(u, v), y(u,v),z(u,v)): (u,v) € A} asemel kirjutatakse { y = y(u,v),
z=2z(u,v).

Lause. Olgu f pidev punktis A.

. — punktihulgal z = f(x, y) leidub z-teljega mitteparalleelne
f dif-v punktis A= (a, b) puutujatasand punktis (a, b, f (a, b)).

(z-teljega mitteparalleelsus tihendab, et puutujatasandi normaalvektor (A, B,C) ei ole kollineaarne
vektoriga (0,0,1) ehk et (4, B) # (0,0).)

Juhul, kui f on dif-v punktis A, siis puutujatasandi vorrand on z— f(a, b) = fx(A)-(x—a)+ fy(A) - (y—
b).

10



Niisiis tdisdiferentsiaali avaldis da f (x — a, y — b) mirgib z koordinaadi muutu pinna z = f(x, y) puu-
tujatasandil punktis (a, b, f(a, b)), kui xy-tasandil liigutakse punktist (a, b) punkti (x, y).

Lause. fy, fy pidevadp-sA = [ on dif-v punktis A.

Lause (Schwarz). fyy, fyx pidevadp-sA = fyy(A) = fyx(A).

Lause. f, f dif-vadp-sA = fxy(A) = fyx(A).

OlguneN.

f on n+ 1 korda diferentseeruv p-s A (d:ef) [ koik n-jarku osatuletised on diferentseeruvad p-s A.
Nii néiteks

f on kaks korda diferentseeruv p-s A g} fxja fy on dif-vad punktis A.

Olgu f n korda dif-v p-s A.

f n-ndar jirku tdisdiferentsiaaliks punktis A argumendi muudu (h1, hp) korral nimetatakse avaldist

n
Y a—f(A)-hfl-h§2.Tahis:dg(h1,h2).

k k:
kit kp=n 0X1 0y
26. Leidke jargmiste funktsioonide osatuletised.
2 Y 2 X .
x“arctan = — y“arctan—, kuix#O0A y#0,
Q) )= <’ g
0, kuix=0vy=0;
x3y3sinl kui xy #0
b f(x,y)= xy’ ’
0, kui xy =0;
1
2.2 :
—, k 0,
9 f(x,y)z{ x“y Smxy ui xy #
0, kui xy =0.
27. Leidke jargmiste funktsioonide teist jarku osatuletised.
a) f(xy)=x"+y; B flxy) =
b) f(xy)=x"y—y'x g f(xy)= (x+y2)y
o f(xy)=xy+=; h) f(x,y)=arctan +y;
d) f(xy) = xsin(x+y); 1=y
x—y ) f(x,y2)=xyz+In(x+y+2z);
e) f(va’):x+y; ) f(x,3,2) =sin(1 + xyz).
L _J 0, kuix=0vy=0, . .
28. Niidake, et funktsioonil f(x,y) = { 1, Kuix#0Ay#£0 punktis (0,0) osatuletised on ole-
mas, kuid ta on katkev selles punktis.
Xy Kui x2 4+ 2
L 5 Kuix“+y”#0, ) )
29. Niidake, et funktsioonil f(x,y) =< x“+y punktis (0,0) osatuletised fx(0,0)
0, kui x% + y2 =0
ja fy(0,0) eksisteerivad, kuid ta on katkev selles punktis
X —y? L2 2
30. Niidake, et funktsioonil f(x,y) = vy x2+y?’ kui x”+y” #0, punktis (0,0) segatuletised
0, kui x% + y2 =0

fxy ja fyx eksisteerivad, kuid fxy(0,0) # fyx(0,0).
31. Leidke jargmiste funktsioonide segaosatuletised fyy.
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a) fgx yg—x +ysing ¢ f(x,y)=ycosy+e*tY.

b) f(x,y —xmcosx-i-y Inx;

32. Leidke jargmiste funktsioonide mérgitud osatuletised.

a) f(xy)=x+xIn(xy), fexy=%
b) f(x,y)=e"+e%, Jxyz=%

o f(xy)=y*>+x3siny+y3sinx, frxxyyy =%

33. Leidke jargmiste funktsioonide tdisdiferentsiaalid.

a) f(xy)=x+3y f(x, )=—COS(xy)

b) fEx,y;=2x2—4xy; g f(xy)=

o f(x,y)=xy flx,yz )—tan(x 2y+3z);
d f(x.y)=§; f(x,3,2) = cos(x*yz);

e) f(x,y)=el ™, ) f(x2) =exp(2x’yz®).

34*. Olgu n positiivne tédisarv. Oeldakse, et funktsioon f on n+ 1 korda diferentseeruv punktis A, kui
tema koik n-jarku osatuletised on diferentseeruvad punktis A. Tdestage, kasutades ainult alapeatiikis
19.2 (Loone-Soomer) sonastatud tulemusi, et kui f on kolm korda diferentseeruv punktis A, siis f on
kaks korda diferentseeruv ja diferentseeruv punktis A.

5. Mitme muutuja funktsiooni diferentseeruvus. Korgemat jarku osatule-
tised ja tdisdiferentsiaalid. Liitfunktsiooni osatuletised.

Olgu D cR?, Qc R?, f: Q - R, g,: D — R, kusjuures ¢(D), (D) Q. Tahistame iga (x,y) € D
korral F(x,y) = f(o(x,y),y(x,))-
Lause. Olgu A€ D°, B:= (p(A),¥(A)).
s | = Fx8) = fu(®) 02(8) + £y (B) -y (a).
Analoogiline lause kehtib osatuletise jaoks muutuja y jirgi. Analoogiline lause kehtib ka juhul, kui Q
R"ja D = R™, kus n ja m on suvalised naturaalarvud.
35. Leidke jargmiste funktsioonide margitud tdisdiferentsiaalid.

a) f(xy)=x%y" d*f=% 0 flxy)=xt+xy* d’f=%

b) f(x,y)=x+xy, d*f=% g f(x,y2) =xy+yz®, d°f=%
o f(x,y)—x +y2, d2f=?; h) f(x,y,2z) =xysing, d2f=?;
d) f(x,y)—xsinzy, a’f =z D foyz)=xyz df=%

e) f(x,y)=1+x +y3, d3f=?; j) f(x,y,z)=x3yzz, d3f=?

36. Niidake, et punktis (0,0) funktsioon

f(x,y)=\/m
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on pidev ja omab osatuletisi fx(0,0) ja f(0,0), kuid ei ole diferentseeruv selles punktis (0,0).
37. Niidake, et funktsioon

xy?
flry)=1 x24y%’
0, kuix2+y2=0

kui x% + % #0,

on pidev ja ta osatuletised fx ja fy on 16plikud, kuid punktis (0,0) funktsioon ei ole diferentseeruv.
38. Leidke jargmiste liitfunktsioonide tuletised.

_ ) 1
a) z=e""3 x=sint, y==coss;

b) z=In(1—xy), x=1, y=15;

C) u=xyz x=sint, y=cost, z=2t;

d) z=t2+x2+y2,x=t2,y=\/f;

e) z=tan(r+x°—y), x=1%, y=1%

f) z=arctan(xy), y=e¢%;

g) u=e*(y—z), y=sinx, z=cosx;

h) u=u(x,yz2),x=2t,y=Int,z=t+1;
. sin ¢

i) z=f(x,y)x21ny,x=1—t2,y=e

39. Leidke jargmiste liitfunktsioonide osatuletised.

2

a) z=u u,u:xcolsy, v =Xxsiny;

xX+y.

b) z=ulnv,u= ,v=¢e

x+y
— el =12 — .
c) z=ue ,u=x°,v=xlny;
u
d) z=arccot—, u=xsiny, v=xcosy;
e) w=u”,u=x2+22,v=yz;
f) w=xye", u=—,v=In(xy).
y pav (xy)

40*. Olgu funktsioonil f: R™ — R pidevad osatuletised, kusjuures leidugu K > 0 nii, et <K

of
6Tj X)

koigi punktide X € R™ ja indeksite j = 1,..., m korral. Toestage, et f on Lipschitzi funktisoon, st. leidub
konstant L > 0 selliselt, et mistahes punktide X, Y € R” jaoks kehtib vorratus | f(X) — f(Y)| < L| [ X—Y]|.

6. Tuletis antud suunas, gradient.

Olgu ¢ = (I1,1p) #0.Olgu D R?, f: D—RningAe D°.
Of /avdef . f(A+1-€)—f(A)

LA im 22—~/ J ¥/
g™ = limy fe]
Eksisteerigu fx(A), fy(A) €R.

grad f(A) = V(&) E(f<(), f,(A)) (E-ni f gradient p-s A).

of 1

L=, o0,

. ot ]

Paneme tédhele, et vektori m - € pikkus on 1. Taolist vektori ldbijagamist oma pikkusega (et saada tihik-
vektor) nimetatakse vektori normeerimiseks.

(tuletis vektori € suunas).

Lause. f dif-vp-sA —
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Lause. f dif-vp-sA — ‘Z—];(A)‘ < VF@A)].

Sealjuures g—];(A) =|Vf(A)] < £€11Vf(A),

of
Tw——vr@l < envra).
41. Leidke jargmiste funktsioonide u gradient punktis Py.
a) u=x+y, Pog=(1,0);
b) u=x+y, Po=(1,-1);
c) u=x2+y2, Py =(1,2);
& u=x*+y% Po=(0,-1);
_

e u=—3, Pp=(-22)
X
2

D u==3, Py=(-10);
X

g u=x>+y*—z%, Po=(1,1,1);
h) u=4zarctanX, Py =(1,1,1);
X

i) u:\/x2+y2+(z+8)2+\/x2+y2+(z—8), Py = (9,12,28).

42. Leidke grad u ja tema pikkus, kui u = 4/ x2 + y2 + z2.

1
43. Millistes punktides |gradu| = 1, kui u = In - kus r = \/(x— a)2+(y—b)2+(z—c)??

44. Niidake, et funktsioon u = In(x? + y? + z?) rahuldab seost u +2In|Vu| = In4.
1 16

45. Olguu= 22 +In <x + —) . Leidke punktid, kus grad u = (1, —?,O>.
y

46. Olguu= (x2 + yz)% +1/5z. Leidke punktid, milles u gradiendi pikkus on 3.

47. Toestage jargmised valemid, kus C = const ning f, u ja v on diferentseeruvad funktsioonid.

a) grad(u+C) =graduy; e) grad u_ w, Kkus v #0;
b) gradCu = Cgradu; v v2

c) grad(u+ v) =gradu+ gradv;

d) graduv=vgradu+ ugradv; f) grad f(u) = f'(u) grad u.

48. Leidke jargmiste funktsioonide u tuletised antud iihikvektori 772 suunas punktis Py.

- 1 11
a u=xy+yz+2, mz(—,—— —> Py =(2,0,2);

2" 2"\
1 R 1 1 1
R N =575 7) P=(AVaNA).

49. Leidke jargmiste funktsioonide u tuletised antud vektori k suunas punktis Py.

0 e E—0-, =)

-

b) u=xy+yz+1, k=(12,-3,—4), Py=(0,—2,—1).
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50. Leidke funktsiooni u = 4/ x2 + y2 tuletised punktis Py = (3,4) koordinaattasandi esimese vee-
randi nurgapoolitaja suunas ja punkti Py raadiusvektori suunas.

51. Leidke funktsiooni u = xyz tuletis punktis Po = (1, —2,2) selle punkti raadiusvektori suunas.

52. Leidke punktid, milles funktsiooni u = e* (x — y3 + 3y) tuletis igas suunas on null.

53. Millises suunas funktsioon u = xsinz — y cos z punktis (0,0,0) muutub kdige kiiremini?

54. Millises suunas peab lifkuma punkt P = (x, y, z), ldbides punkti Py = (—1,1,—1), et funktsioon

X z
u= ; + Y + T kasvaks maksimaalse kiirusega?
55*% Tuntud on jirgmine tulemus: tdhistame F(X) = f(¢1(X), p2(X)), siis

01 o0p2
o WG WER 08 O gy 201y O ) 2y
1(4),2(8))

fdif-v punktis B:= (¢
Tooge néide, et f diferentseeruvuse eeldust ei saa norgendada, see tdhendab, tooge nidide funktisooni-
dest 1, @2 ja f ning punktist A, mis véidraks implikatsiooni

991\ 992
D), 22 (wyem oF  of  opy.. of. 0
o = 3L W=Z®) L+ L m L.

au( ), au( )€

7. Vorranditega F(x, y) = 0ning F(x, y, z) = 0 médédratud ilmutamata funkt-
sioonide diferentseerimine. Joone F(x, y) = 0 puutuja ja normaal, pin-
na F(x, y,z) = 0 puutujatasand ja normaal (erijuhuna pinna z = f(x, y)
puutujatasand ja normaal).

Tahistame Rs, 5,(a, b) = Us, (a) x Up, (b) (lahtine ristkiilik). Analoogiliselt defineerime ka lahtise rist-

tahuka.
Teoreem (Ilmutamata funktsioonide pdhiteoreem). Olgu D R?, F: D—>R,A= (a,b)eD°
36 > 0: F ja F), pidevad Up(A)-s, 36,0°> 0,3f: Us(a) — U (b)
=0 = ¥(x.9) € R (@ b) Fx,y) =
Fy(8) #0 e Hoale
Teoreem (Ilmutamata funktsioonide pdhiteoreem). Olgu D [R F:D—>R,A=(ab)e
. . . 36,0 >0, EIf.U(g( )= Ug(b) :
36 >0: F, Fy ja Fy pidevad Uy (A)-s V(x,) € Rs o (a,b) F(x,y) =0 y= F(x),
R B e Us(a) f'() = xB L0
x a x)=
= ’ Py f()°

0ey= f( )-

Teoreem (Ilmutamata funktsioonide pshiteoreem). Olgu D c RS, F:D>RA= (a,b,c)eD°.

EIH>0.FJanp1devadUe( ) 361r62v0>0:3f3Rél,(’)‘z(arb)_’Ua(C)

F(A)=0, _ _
Fo(A) #0 Y(x,1,2) € Rs, 5,0(ab,c) F(x,y,2) =0 z= f(x,y).
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Teoreem (Ilmutamata funktsioonide pohiteoreem). Olgu D [R?’, F:D—->RA= (a, b, c) e D°.
361,62,0>0,3f: Rs, 5, (a,b) — Uy (c)

30>0:F, Fy, FyjaF, V(x,¥,2) €Rs, 5,0(a bc) F(x,y,2) =0 z= f(x,y),
idevad U, Fx(x,5,f(x,¥)) ))
p (A )0 — . felxy) = X
F(A)= . V(x,y)€R (a,b) szJ’y X,y
( )7&0 Y 01,00\ f( ) Fy xy, Xy
xy) =
Y Fz(xyf(xy)
OlguDcR3, F: D—R,A=(a,b,c)€D°.OlguQ = {XeR>: F(X)=0}.
Lause.
Aeg, Fe(A) - (x—a) + Fy(A)- (y—b) + Fz(A) - (2— ¢) = 0
F, Fx, Fy, Fz pidevad p-s A, O;CIQ uutu'atasanyd unkJ;isA ’ -
VE(A) #0 puuty p '
Olgu D c R?, F: D—R,A=(a,b) e D°.OlguT = {XeR?: F(X) =0}.
Lause.
AeT,
F, Fy, Fy pidevad p-s A, = Fx(A)-(x—a)+Fy(A)-(y—b) = 0onT puutujasirge punktis A.
VF(A) #0

Funktsiooni f: R?> — R tasemejooneks (tasemel k) nimetatakse punktihulka {(x,y): f(x,y) =k}
Funktsiooni f: R® — R tasemepinnaks (tasemel k) nimetatakse punktihulka {(x, y,z): f(x,,2) = k}.
56. Skitseerige jargmiste funktsioonide tasemejooned/tasemepinnad.

a) f(x,y)=x+y; d) f(xy)=vxy; 8 flxnyz)=x+y+z
b) f(x,y)=x*+y% e) [(xy)=1-lxI=Iy| h f(x,y,2) =x>+y*+ 2%
c) f(x,y):xz—yz; f) f(xvy):m; i) f(x,y,z)=x2+y2—z2.

57. Kas jirgmised vorrandid méiravad antud punkti Py timbruses pideva iihese fuktsiooni y = y(x)?
Kas sel funktsioonil y on olemas pidev tuletis selle punkti Pg timbruses? Tuletise olemasolu korral leid-
ke see tuletis.

33
a) x +y _3xy 0, P0_<2 2) C) x4_x2_y2+2y—1:0, P0:(0,1),
1
b) xe’ +In(x+y+1), Py=(0,0); d) y*x3 4+siny=0, Py=(0,0).

58. Leidke jargmiste ilmutamata funktsioonide y = y(x) tuletised y.

a) y+siny+e*=0; 0 Y +2xy—2=0;
b) x+y=e""Y; d) 1+ln(x2+y2)=2arctan%.

59. Kasjirgmised vorrandid méiravad antud punkti Py iimbruses pideva iihese fuktsiooni z = z(x, y)?
Kas sel funktsioonil on olemas pidevad osatuletised zy ja zy selle punkti Pg iimbruses? Osatuletiste ole-
masolu korral leidke need osatuletised.

a) P+y +22+2xz=1, Py=(1,1,—1);
b) xz+ysinz=0, Pg=(1,0,1);
c) zz(x—i-yz)% +arctanz=0, Py=(—1,—1,0).

60. Leidke jargmiste ilmutamata funktsioonide z = z(x, y) osatuletised zy ja zy.
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a) x+y+2z+sinz=0; c) COSZX+C052)/+COSZ

z=1;
b) 1+xyz=e"% d) 2(x+2z)=xy.

61. Leidke jargmiste koverate puutujad ja normaalid antud punktides.

2 2
X Y
a —+—=1,M=(6,6.4);
) 100 64 ( )

b) xy+lny=1,M=(1,1).

62. Leidke kovera x° + y2 + 2x — 6 = 0 puutuja ja normaali vorrandid punktis, mille ordinaat y = 3.
63. Leidke puutuja vorrand koverale x° + y° — 2xy = 0 punktis (1,1).

64. Leidke puutuja ja normaali vorrandid koverale y* = 4x* + 6xy punktis (1,2).

65. Leidke puutujatasand ja normaal jargmistele pindadele méargitud punktis Qg.

a) f(x,y)zx;—yz, Q=(2,—1,1); d) f(x,y)zarctan%,Qoz(1,1,%);
b) f(xy)=x*+y* Qo=(1,2,5); e) f(x,y)=|xyl, Qo=(0,0,0);
o f(x,y)=4/x*+y% Qo =(0,0,0); f) f(x,y)=1—]x+y], Qo=1(0,0,0).

66. Leidke jargmiste pindade puutujatasandid ja normaalid antud punktis Py.

XYy E _ . c) xy—z+e*=3, Py=(2,1,0);
Q) —+—+—=1, Py=(1,23);
TR 0=(1,23)
b) x*+y*+2°=3, Py=(1,1,1); d) 2+ +282+xyz=6 Py=(—1,1,2).

67*. Onantud funktsioon F(x, y) = 5x® +14xy—3y? —34x—22y+45. Kas vorrand F(x, y) = 0 méirab
punkti A = (2,1) imbruses pideva ilmutamata funktsiooni y = f(x)?

68*. Toestage, et astroidi x§ + y% = a% (a > 0) puutujaldik (puutuja osa, mis jiadb koordinaattelgede
vahele) on alati konstantse pikkusega.

69*. Toestage, et kaks hiiperboolide peret x> — y2 = aja xy = b moodustavad ortogonaalse vorestiku,
st. nende perede mistahes kaks esindajat 16ikuvad tdisnurkade all.

70*%. Toestage, et paraboolide pered y* = 4a(a— x) ja y* = 4b(b+ x) (a, b > 0) moodustavad ortogo-
naalse vorestiku.

71*. Toestage, et hiiperbooli xy = a? puutepunkt poolitab puutujaldigu.

8. Mitme muutuja funktsiooni lokaalsed ekstreemumid.

Olgu DcR™, f: D—RjaAe D°.
F-nil f on punktis A range lokaalne maksimum &L 3550 vxe Us(A)\{A} f(X) < f(A).

. . e def
F-nil f on punktis A range lokaalne miinimum <= 35> 0:VXe U A\{A} f(X) > f(A).
Mitterangete variantide korral jdetakse sona ,rangelt” d4ra ning ndutakse mitterangeid vorratusi.
Uldnimetus lokaalse maksimumi ja miinimumi jaoks: lokaalne ekstreemum.

A on f statsionaarne punkt g fo(A)=...= fy, (A)=0.

Lause.
3fx, (A),..., fx,, (A) ER,

f-nil f on punktis A lokaalne ekstreemum } - Aon f-ni f statsionaarne punkt.
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Olgu niitid A € Mat,, ([R), kusjuures AT =4 (siimmeetriline maatriks). Ruutfunktsiooni ®: R — R,
m

mis on antud seosega ®(hy, ..., hy) = Z a;jhihj nimetatakse maatriksile A vastavaks ruutvormiks.
ij=1
Olgu @ ruutvorm.

@ on positiivselt méciratud &L vhe R"™\{0} ®(h)> 0.
def
® on negatiivselt médratud <> Vhe R"™\{0} ®(h)<o0.

def
® on médiramata <= 3h,h' eR™ : ®(h) >0, d(h') <0.
Teoreem (Sylvester). Olgu ® ruutvorm, mis vastab siimmeetrilisele maatriksile A.

R a a
® on posit. mddratud <= aj; >0, 1 1215 0,...,detA>0.
az1  az2
a a
® on negat. mddratud <= aj] <0, all alz >0,...,(—1)"detA>0.
21 a2

NB! Sylvesteri teoreem ei kehti samal kujul poolmé&ératuse juhtude korral (st. Vh ®(h) > 0ja < 0jaoks).
Leidugu funktsioonil f kéik teist jarku osatuletised.
froxaA) faxn@) o fax,(A)

def fxz,x1 (A) fx2rx2 (A) fx2vxm (A)
Hp(A) = . . . . (f-ni f hessiaan p-s A)

Fomtr @) Fonrs®) o Frpnn (A)
Teoreem.

f on kaks korda dif-v punktis A,

A on f-ni f statsionaarne punkt,

[ hessiaanile Hy(A) vastav ruutvorm
on positiivselt mddratud

f on kaks korda dif-v punktis A,

A onf-ni f statsionaarne punkt,

[ hessiaanile Hy(A) vastav ruutvorm
on negatiivselt méadratud

[ on kaks korda dif-v punktis A,

Aon f-ni f statsionaarne punkt,

[ hessiaanile Hy(A) vastav ruutvorm
on mddramata

= f-nil f on punktis A range lokaalne miinimum,

== f-nil f on punktis A range lokaalne maksimum,

= f-nil f punktis A ranget lokaalset ekstreemumit ei ole.

NB! Kui asendada méératus positiivselt/negatiivselt poolméaératusega (Vh n’'H f (A)h > 0), siis teoree-
mi vdide ei tarvitse kehtida.
Lause. Olgu A € Maty (R).
Maatriksile A vastav ruutvorm on midramata <= detA<0.
72. Leidke jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid.

a) f(x,y)—l—(x+1)2—y2; e f(x,y)=x>—xy+y*—2x+y
b) f(xy)=x+y*-3x B f(xy)=x"+y°—3xy;

C) f(x'.y):x _( _1)’ g) f(x’y)ZA/x2+l+'(y2+l;
d) floy)=1—1/x2+y% h) f(x,y) =x"+y—2In(xy)

18



73. Leidke jargmiste funktsioonide lokaalsed ekstreemumid.

a) f(x,y)=sinxsinysin(x+y), A f(x,,2) =x*+y? + 22 +2x+ 4y —6z;
(xy)e{(xy):0<x, y<mh; d) f(xy2) =xy*23(7—x—2y—32);
b) f(x,y)=x*+y*—x*>—2xy—y% e) x>+ y>+2z>—2x+2y—4z—10=0.
x2 2

+y
74*. Funktsioon f: R*> — R on defineeritud vordusega f(x,y) = xye 2 . Leidke funktsiooni f
koik lokaalsed ekstreemumid. Leidke (koos pohjendusega!) funktsiooni f suurim ja vdhim véartus.

9. Mitme muutuja funktsiooni suurimad ning viahimad véirtused antud
piirkonnas.

OlguDcR™, f: D—>R,A€D.
F-nil f on punktis A globaalne maksimum g vXeD f(X) < f(A).

f
F-nil f on punktis A globaalne miinimum &L vxep fX) = f(A).
Rangete variantide korral noutakse, et X € D\{A} ning noutakse rangeid vorratusi.

D on tokestatud % 3K>0:VXeD IX| < K.
Teoreem (Weierstrass). Olgu f: D —R.
D kinnine,
D tokestatud, = JABeD: {
f pidev

Donkumer &% VX,YeD VAe(0,1) AX+ (1—A)YeD.
Lause. Olgu D c R kumer hulk, f: D — Rning A€ D°.

f on kaks korda dif-v D-s,

VX € D hessiaan Hy(X) on

positiivselt madratud,

A on f stats. punkt

f on kaks korda dif-v D-s,
VX€ D hessiaan H¢(X) on

negatiivselt médratud,
A on f stats. punkt

f-nil f on punktis A globaalne maksimum,
f-nil f on punktis A globaalne miinimum.

= f-l on punktis A range globaalne miinimum,

= f-lon punktis A range globaalne maksimum.

75. Leidke jargmiste funktsioonide globaalsed ekstreemumid max f ja min f.

a) f(xy) =224y —y (ny)e{(ny):+y2 <1
b) f(xy)=x"—y"+2,(x,y)e{(x,y):x*+y <1}
o f(x,y)=x—2y—1,(xy)e{(xy):0<x, y<1,0<x+y<1};

d fooy) =2 —xy+y% (ny)e{(xy): x| +|yI <1}
o) f(xy)= (22" +3p) exp(—x* —)?), (x.y) e {(x,y):x* + ) <4},
76. Ndidake, et funktsioonil f(x,y) = ©—ax’+ 2xy— y2, (x,y)e{(x,y):—5<x<5 —-1<y<1}
on iiksainus lokaalne ekstreemum, mis ei ole globaalseks ekstreemumiks.
77. Niidake, et funktsioonil f(x,y) = (1+e”)cosx— ye? on Idpmata palju lokaalseid maksimume
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ja mitte {ihtegi lokaalset miinimumi.

78. Jaotage arv 30 kolmeks positiivseks liidetavaks nii, et nende korrutis oleks maksimaalne.

79. Esitage arv 81 nelja positiivse arvu korrutisena nii, et nende summa oleks minimaalne.

80. Koikidest risttahukatest, millel on ithesugune ruumala, leidke see, mille tdispindala on minimaal-
ne.

81. Missuguste mootmete korral on antud ruumalaga V risttahuka kujulisel vannil vdhim pindala?

82. Antud kerasse raadiusega R joonestage suurima ruumalaga risttahukas.

83. Kaoikidest tihe ja sama alusega ning tipunurgaga kolmnurkadest leidke see, mille pindala on suu-
rim.

84. Koikidest antud perimeetriga kolmnurkadest leidke see, millel on maksimaalne pindala.

85. Leidke antud perimeetriga 2p ristkiilik, mis pé6rlemisel {imber oma iihe kiilje moodustab mak-
simaalse ruumalaga keha.

86. Leidke antud perimeetriga 2p kolmnurk, mis pddrlemisel timber oma iihe kiilje moodustab mak-
simaalse ruumalaga keha.

N A . .

87. Joonestage ellipsoidi Z + 2 + 2= 1 sisse maksimaalse ruumalaga risttahukas.

88. Missugune peab olema kolmnurga kuju, et kolmnurga sisenurkade siinuste korrutis oleks maksi-
maalne?

89. Missugune peab olema kolmnurga kuju, et kolmnurga sisenurkade siinuste summa oleks maksi-
maalne?

90. Naiidake, et mittenegatiivsete arvude xi, ..., X, geomeetriline keskmine ei ileta aritmeetilist kesk-
mist.

91*. Olgu antud kaks korda diferentseeruv funktsioon f: R?> — R. Tahistame iga punkti X e R? korral
Ox (I, 1) = fux(X) - lf +2fy(X) -l - I+ fyy(X) - lg. Olgu iga X korral ®x positiivselt mddratud, see
tdhendab, iga X jaiga (I3, l2) # 0 korral ®x (I, 1) > 0, ehk iga X korral fxx(X) > 0ja

Fex(X) - fry(X)
Fry(X)  fyy(X)
punkt X, kus fx(X) = fy(X) = 0).

> 0. Toestage, et funktsioonil f on iilimalt iiks statsionaarne punkt (see tdhendab,

10. Kahekordse integraali arvutamine.

Olgu R=[a,b] x [c,d].

Vaatleme 16ikude [a, b] ja [c, d] alajaotusi (x1,...,xn) ja (y1,..., ¥r)-

Tahistame iga k€ {1,...,n} jale {1,...,r} korral Ry = [xg_1, x¢] X [y1—1,¥1] ja Sy, = (xp—1 — xg) -
(¥1—1,y;)- Téhistame T = T[Ry;] = (R11, ..., Rnr) ristkiiliku R alajaotuse.

Téhistame A(T) = max \/(xk —Xk—1)%+ (y;—y1—1)?. Tahistagu = = (Xy1,...,Xpr) suvalist vekto-
rit, kus Xgg € [xp 1, xk] x [yi—1, 1] iga ke {1,...,n}jale{1,...,r} korral.

Olgu ¥ ={T: T onristkiiliku R alajaotus}.

Olgu f: R—>R.

. s Linls def
f on integreeruvristkillikus R <

n r
&L 3reR:Ve>035>0:VTeT,VE MT) <6= | Y Y F(Xel)Sp, — 1| <e.
k=11=1
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Arvu I nimetatakse funktsiooni f mdidratud integraaliks ristkiilikus R ja tdhistatakse f f f(x,y)dxdy.
R

OlguDc R? tokestatud hulk. Olgu f: D—R.OlguR c R? selline ristkiilik, et R > D.
f(X), kuiXeD,

Defineerime funktsiooni F: R — R vordusega F(X) = { 0 kuiXe R\D

. def . f Ll
f onintegreeruv hulgas D & Fon integreeruv ristkiilikus R,

f(xy) dxdydzef F(x,y)dxdy.
D R

Sp def f f dxdy.

D
NB! Saab kontrollida, et eelnevad definitsioonid ei soltu ristkiiliku R > D valikust.
OlguDc XcR, f,g: X—>R.

Lause.
f ja g int-vad hulgas D, } ff ff
== x,y)dxdy < x,y)dxdy.
vXeD f(X) < g(X) S (0y)dxdy< ] g(x,y)dxdy
Lause.

int-v hulkades D ja Do,
f D 51_ 2 } o ff f(x,y)dxdysz f(x,y)dxdy-i—ff f(x,y)dxdy.
1NnD2=g D1UD; Dy D,
Lause.

int-v hulgas D,
! g/LE[R } - ff ’lf(x'J’)dXdJ’Z/lJ f(x,y)dxdy.
D D

Lause. f, g int-vad hulgas D =— ff (f(x,y)+g(x,y))dxdy = ff flx,y) dxdy—l—[f g(x,y)dxdy.
Lause. 0D on tiikiti sile joon =— HS%. P P

Teoreem (Lebesgue’i kriteerium). Olgu E = {X € D: f on katkev punktis X}. Olgu f tokestatud hulgas
D. Leidugu pindala Sp.

Sg=0 <= fonintegreeruvhulgas D.

Lebesgue'i kriteeriumil on laialdased rakendused. Néiteks:

* kui hulgal D on pindala ning f on tékestatud ja pidev hulgas D, siis f on integreeruv hulgas D;

* kui hulgal D on pindala ning f on tokestatud hulgas D ja tal on hulgas D 16plik arv katkevus-
punkte, siis f on integreeruv hulgas D.

Olgu y,¢: [a, b] — R sellised funktsioonid, et Vx € [a, b] v (x) < ¢(x).

Olgu D ={(x,y): x€[a,b], ye[w(x),p(x)]} (kévertrapets).
Lause. v, ¢ pidevad ldigus [a,b)] — 3Sp.

Lause.
3Sp,
f integreeruv kovertrapetsis D, b [ ro(x)
() — [ repasay=[ ([ sy ) ax
Vx€|[a,b] HJ f(x,y)dy b a \Jy(x)
v(x)
92. Joonistage jargmised integreerimispiirkonnad D ning asetage integreerimisrajad integraalis
b Blx) d 6y
ff f(x,y)dxdy valemite J dx f f(x,y)dyja J dy J f(x,y)dx jrgi.
b @ a(x) 7€)

a) D on kolmnurk tippudega (0,0), (2,0), (2,1);
b) D on kolmnurk tippudega (0,0), (2,1), (—2,1);
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¢) D onristkiilik tippudega (0,0), (2,0), (0,1), (2,1);
d) Donring *2 +y2 <1

e) D on on piiratud joontega y = x2, y=1

f) D on on piiratud joontega y = x%, y = x°.

93. Muutke integreerimisjérjekord jargmistes integraalides.

1 X 0 y+1
Y deffxy 4y, f) de J f(x,y)dx+
0 (l)nx —1 —/y+1
b) de J f(x,y)dy; L Vi
i 0 +de J f(xy)dx;
1 /1=y (Y
o [ar | reyna
0 1—y 2 CcoSXx
Lo 9 | dx | f(xy)dy;
d) de f(x,y)dy; e
01 - b4 sinx
o [ar j f(xy)dy; b [dx | rendy

(=]
o

94. Leidke jargmised integraalid.

a) ffxdxdy, kus D on kolmnurk tippudega (0,0), (1,1) ja (0,1);
b) ffydxdy, kus D on piiratud joontega y=0,x =1jay = x%;
c) ff sin(x+ y)dxdy, kus D on piiratud joontega y=—x, y=0jax =;
d) ff cos(x—y)dxdy, kus D on piiratud joontega y =0, y = x ja x = 71;
D
e) ffex_ydxdy, kus D = [0,In4] x [0,In2];
Inx . . :
f) ff < dxdy, kus D on piiratud joontegay =1, y=xjax =e;
y

1
2) ff —dxdy, kus D on piiratud joontega y =0, y =Inxjax =e.
X

95*. Leidke integraal

f y2 dxdy,
D
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kus D on piiratud x-teljega ja tsiikloidi x = a(t—sint), y = a(1—cos t) kaarega, kui 0 < r < 2w jaa > 0.

11. Kahekordse integraali arvutamine. Uleminek polaarkoordinaatidele.

Olgu T: R? — R?, kus T(u, v) = (&(u, v),n(u, v)).
T on injektiivne,
¢u, &y, Nu, Ny on pidevad R2-s,

2 L Sulu,v)  &u(u,v)
V(u,v)ER® J(u,v):= ne(wv) 1w v)
Teoreem. Olgu A  R? lihtne kinnine tiikiti sile joon. Olgu A = A. Olgu D = T(A).

T onregulaarne,
f onintegreeruv D-s, == ff f(x,y)dxdy = ff F(&(w,v),n(u,v))|J(u,v)|dudv.
Eyu janyy pidevad R?-s
Olgu E = {X € D: punktis X on rikutud T mdni regulaarsuse tingimus}. Muutujate vahetuse teoreem
kehtib ka olukorras, kus Sg =0ja ST—I(E) =0.
Levinud , peaaegu” regulaarsed muutujavahetused:

def
T on regulaarne <<

<0

e T(u,v) = (ucosv,usinv) (polaarkoordinaadid),

e T(u,v)= (aucosv, businv) (elliptilised polaarkoordinaadid),

e T(u,v)= L(u— v, u+ v) (poore nurga ul vorra).
V2 4

0lgu D  R? selline, et 3Sp. Olgu f, g: D — Rsellised, et VXe D f(x) < g(x).0lguk = {(x,y,2): (x,y) €

Dze[f(xy),8(xy)]}-

Ve [[ (g3 = £x) dnay.

Olgu niiiid K  [a, b] x R?. Iga x € [a, b] korral tihistame Dy = {(,z): (%, y,2z) € K}. NGuame, et keha
K rahuldaks jargmisi tingimusi:

1) Vx€[a,b] EISszff dydz;
D

2)Vx1,x2€[a,b] (Dy, € Dy,) v (Dx, € Dy, );

3) tdhistame S: [a, b] — R, kus S(x) = Sp_, olgu S pidev.
b

Siis Vg = J S(x)dx.

a
96. Leidke jargmised integraalid.

arctan xarccot y
dxdy, kus D = [0,1] x [-1,0];
)ff 1+ x2)(1+y2) yous (0111 |

b) ff x“+ y)dxdy, kus D on piiratud joontega y = x? ja y2 =X.

97. Leidke jargmised integraalid, minnes iile polaarkoorinaatidele.
a) ff«/x2+y2dxdy,kusD={(x,y): xz+y2 <4,x=0, y=0}

D
b) ff(x2+y2)2dxdy, kus D= {(x,y): x> + > <1, y=0};
D

23



) f[q/l—xz—yzdxdy,kusDz{(x,y): P +y* <1}
D

d) ffsin(x2 +y?)dxdy, kus D = {(x, y): n° < x> + y? <4an’};
D
e) ffarctanzdxdy, kus D={(x,y): x2 +y2 <1,x>0, y=0}.
D X
98*, Tihistagu U kolmnurka tippudega (0,0), (1,0) ja (0,1). Toestage, et

X—y h1
ff e dxdy="3,
U
t —t

kussht= % (hiiperboolne siinus).

12. Kahekordse integraali arvutamine. Uleminek polaarkoordinaatidele.
Kahekordse integraali rakendusi (tasandilise kujundi pindala, keha ruum-
ala, ruumilise pinnatiiki pindala).

99. Leidke jargmised integraalid, minnes iile polaarkoorinaatidele.
a) ffq/xz—i-yzdxdy,kusD:{(x,y): (x—1)%+y* <1}
b) f[xdxdy, kus D ={(x,y): x*+ (y—1)> <1, x> 0};
) 7[1/)62 +y2dxdy, kus D= {(x,y): x> + (y —1)?> < 1};
d) Tf(x2 +y?)dxdy, kus D = {(x,y): x> + (y+2)> <4};

D
e) ffydxdy,kusDz{(x,y):4x$x2+y2$8x,x$y$2x}.
D

100. Leidke xy-tasandil asetsevate kujundite pindalad, kui need kujundid on piiratud jirgmiste joon-
tega. Arvud a ja b on positiivsed.

a) y=x,y=1x=0; h) r=a(l+cosy) (kardioid);

b) y=e,y=e",y=¢ i) r =2acos4¢ (neljaleheline roos);

C y=2",y=2 ", y=4 S (2 4+ 12)2 = 242 v

d) xy=4,x+y=5; ) (x*+y5) =2axy;

e) 3x% =25y, 5y° =9x; K (2% + y?)? = 2a*(x* — y?) (Bernoulli lem-
f) 2+ y%=a% niskaat);

g r=acosg, r=>bcosy, (b> a); ) (% +y?)? =2ax>.

101. Leidke jargmiste pindadega piiratud kehade E ruumalad Vg, kasutades valemit

o= [[ rexaxay.
D
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a) Tasandidx=0, y=0, z=0jax+y+z=1.

b) Tasandid x=0, y=0, z=0, x =4 ja y =4 ning pédrdparaboloid z = x? + y + 1.

¢) Tasandid x =0, y =0, z=0ja x+ y = 1 ning elliptiline paraboloid z = 2x2 4 y +1.
d) Tasandid z=0ja x+ z =6 ning sﬂlndrld y=+/xjay= Zﬁ

e) Tasand z = 0, podrdparaboloid z = x*+ y2 jasilinder x*+ y =1

102*. Leidke kahekordne integraal
ff(x3 —3xy?)dxdy,
R

kus R={(x,y): (x+1)2+1?<9, (x—1)2+y?>>1}.

Koostage arvuti abil joonis, millel kujutatakse integrandi graafikut {(x, y, x> —3xy?): (x,y) € R}.

NB! Muid punkte peale nende, mis vastavad argumendile (x,y) hulgast R, mitte graafikule kanda!
(Noutav graafik ndeb vilja nagu auguga kartulikrops.)

13. Kahekordse integraali rakendusi (tasandilise kujundi pindala, keha ruum-
ala, ruumilise pinnatiiki pindala).

103. Leidke jargmiste pindadega piiratud kehade E ruumalad Vg, kasutades valemit Vg = f f(x,y)dxdy.
. . o1s 2 2 . . 2 2 2 2 D :
a) Koordinaattasandid, silinder x“ + y“ =1japind z =4/4—x—y~, kus x*+y“ <1, x =0 ja
y=0.

b) Tasandid x =1, y = 0ja z = 0 ning hiiperboolne paraboloid z = x%— y
¢) Tasandid x=0, y =0, z=0ja2x+3y = 12 ning silinder y2 = 2z

d) Tasandid z = 1ja z =12 —3x — 4y ning elliptiline silinder x?+4 y =4.
e) Sfadr x + y +22=3j ja poorparabolmd 2z=x>+ y2

f) Silindrid x? +y = l]ax +2° —1

g) Poordparaboloidid z =4 — P y ja2z=2+ x?+ y

h) Silinder x* + y2 = 3 ja kahekatteline huperbolgld 2 =x*+ y2 +3.

i) z=cosxcosy, z=0, |[x+y|< > jalx—y| <=

104. Leidke jargmiste ruumiliste pindade mérgitud osade pindalad.

a) Tasandi6x+3y+2z=12osa, kusx>0 y>0jaz>0.

b) Pinna z = xy osa, mis asub silindri x?+ y = 1 sees.

c) Sfiri x +2y2 + 22 = a® osa, mis on silindri x*> + y? = b? (b < a) sees.

d) Koonuse z° = x? + y2 osa, mille eraldab temast silidriline pind 22 =2 V.

e) Silindri z2 = 4x 0sa, mille eraldavad temast silinder y2 =4xjatasand x = 1.
f) Sfadri x> + Zy + z = a2 osa, mille 16ikab temast vilja silinder x“ + y“ = ax.
g) Koonuse x“ = y + z? 0sa, mis asub silindri x* + y2 = 2 sees.

14. Kolmekordse integraali arvutamine.
Kolmekordse integraali mdiste defineeritakse ja omadused sonastatakse ning tdestatakse pohimétte-
liselt samasugusel viisil nagu kahekordse integraali moiste ja vastavad omadused. Kdigepealt definee-

ritakse see integraal risttahukate [a, b] x [c,d] x [u, v] jaoks, kasutades risttahuksummasid. Seejérel
suvalise tokestatud hulga K korral valitakse risttahukas R D K (jatkates hulgas K mdiratud funktsiooni
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risttahukal R midratud funktsiooniks F nullfunktsiooni abil) ning defineeritakse, et

fffo(x,y,z) dxdydzd:effﬂ;?F(x,y,z)dxdydz.

OlguK c R3 tokestatud hulk.
Vi def f f dxdydz (keha K ruumala).
K

Lebesgue’i kriteerium védidab analoogiliselt kahe muutuja juhuga: olgu f: K — R tokestatud funkt-
sioon, olgu E = {X€ K: f on katkev punktis X} ja leidugu ruumala Vg, siis

Vg=0 <= f onintegreeruv hulgas K.

Nii néiteks, kui hulgal K leidub ruumala Vi ja f on pidev hulgas K, siis f on integreeruv hulgas K.
OlguD c R? selline, et 3Sp.

Olgu vy, ¢: D — R sellised funktsioonid, et V(x,y) € D w(x,y) < ¢(x,y).

Olgu K ={(x,y,2): (x,y)€D, z€ [y(x,y),¢(x,y)]} (kdversilinder).

Lause. v, ¢ pidevad hulgas D =— dJVg.

Lause.
AVg,

f integreeruv koversilindris K, o(x,y)
o(x,y) = fffo(x, ¥,z)dxdydz =ffD J f(x,y,2)dz | dxdy.
"

V(x,y)eD 3 fw(x » f(x,3,2)dz (xy)

Olgu niiiid K  [a, b] x R?. Iga x € [a, b] korral tihistame Dy = {(y,z): (%, y,z) € K}. NGuame, et keha
K rahuldaks jargmisi tingimusi:
1) Vxe[a,b] 3Sp, = ff dydz;

D

X
2)Vx1,x2€[a,b] (Dy, € Dy,) v (Dx, © Dy, );
3) tdhistame S: [a, b] — R, kus S(x) = Sp_, olgu S pidev.
3Vk,

. b

Lause. fintegreeruvkehas K, ] f(x,y,z)dxdydz=f ( I f(x.y.Z)dde> dx
Vxe[u,b]flff f(x,y,2)dydz K a Dy

D

Regulaarse kujutuse T': R — R definitsioon on samuti analoogiline, kusjuures T (u, v, w) =
= (&(u, v, w),n(u, v, w),{(u, v,w)) korral jakobiaan on kujul

cu(U)  &u(U) Cw(U)
J(U)=| nu(U) nu(U) nw(U)

(u(U)  &(U)  Cw(U)

Levinud ,peaaegu” regulaarsed muutujavahetused:
e T(u,v,w) = (ucosv,usinv, w) (silindrilised koordinaadid),
e T(u,v,w)= (ucosvsinw, usinvsin w, ucos w) (sfidrilised koordinaadid).

Olgu D =R™, olgu D sidus.
I def iga pideva lihtsa kinnise joone y(I) korral
Don thelisidus - < ;3 (1 fpoolt piiratud hulk ;5 sisalgl(lb) hulgas D.
OlguAc R? selline iihelisidus hulk, et leidub S A-Olgux,y,z: A—>R.
Olgu Q: A — B3, kus Q(t) = (x(u, v), y(u, v), (1, v)) iga (1, v) € A korral.
Vektorfunktsiooni Q véirtuste hulka Q(A) = {Q(u, v): (4, v) € A} nimetatakse pinnaks ruumis R, Kui
on antud funktsioonid x, y ja z, 6eldakse monikord, et pind on antud parameetriliselt.
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Olgu U = (u, v) € A. Téhistame

yu(U)  zy(U
(W) = (a(0), Bw),c(0) = (| Y 240
= (V) (V). 2a (1)) % (x5 (U), 70 (), 20 (V).

. def Xu, Xv, Yu» Yv, Zu, 2y pidevad hulgas A,
Q(a) onsile VUGAJEA(JI/I),B(U),C(U));«'&O. ¢
Lause. Olgu Q(A) sile pind. Olgu Ug € A. Téhistame 7 = {X: (n(Up),X— Q(Up)) = 0}. Kehtib koondu-
o 4(Q(U),n)
mine lim ————— =
U—U, |[U-Up|
Lause niitab, et siledal pinnal on igas tema punktis Q(U) puutujatasand 7y, mille normaalvektor on
n(U).
Olgu A kinnine iihelisidus hulk, kusjuures leidugu S . Olgu Q(A) sile pind.
def A=A1U...UAy,
T =(Ay,...,Ay) onhulga A alajaotus Vk=1,...,n A onkinnine ja 3Sy,,
VkI=1,.,n k#l=A nA) =

’

z4(U) xu(U)‘
zy(0)  xp(U) |

xy(U)  yu(U)

0.

Tahistame A(T) =  max diam(Ay).

=1,...,

Iga tasandi 7 = {(x,y,z): Ax + By + Cz+ D = 0} korral tihistame tdhisega p(U) punkti Q(U) pro-
o . _— _ n(Q(U))
jektsiooni tasandile 7. Arvutuslikult: p; (U) = Q(U) — ————

I |
Ax+By+Cz+D.
Hulga A iga alajaotuse T korral valime iga k = 1,..., n jaoks Uy € Ay ning tdhistame Qj = Pny, (Ag)-
Saab niidata, et hulkadel Q. leidub pindala.
n
def . . . .

S, = lim Sq, (pinnatiiki Q(A) pindala).

Q(a) A(T)_)Okgll Q. (P A)p

Lause. Sy =ffA [n(u, v)|dudv.

‘ng, kusng = (A,B,C) jan(x,y,z) =

B(xy)
105. Asetage integraalis ffff(x,y,z)dxdydz rajad valemite ff dxdy J f(x,y,2z)dzja
E b afx.y)
b
fdx f f f(x,y,z)dydzjérgi, kui E on piiratud jirgmiste pindadega.
@ D(x)

a) Silinder x> + y? =1 (x >0) ning tasandid z =1, x4 z=3ja x =0.

b) Silinder x* + y2 = 1 ning tasandid z=2ja z =4.
¢) Tasandidx=0, y=0, z=0jax+y+z=1.
d) Pindz=1—x*— y2 jatasand z=0.
X 2 22
e) Ellipsoid — + y +—==1.
a?  b? 2
106. Leidke jargmised integraalid.

a) ff[xzyzzdxdydz,kusE:{(x,y,z): 0<x<3,0<y<20<z<l}
E
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b) fffydxdydz,kusEz{(x,y,z):0$x$3,0$y$2,0$z$2—y};
E
c) fff(z+4)dxdydz,kusE={(x,y,z):—1<x<1,x2Sy<1,0$z<2};

dxdyd
@ f[fﬁ,kuszs:{(x,y.z):o<x<1,2<y<5,2<z<4}-
E

107. Leidke jéirgmised integraalid.

a) fff (1—x l—yzdxdydz kus E=[-1,1] x [-1,1] x [-1,1];

b) f f f xyzz3 dxdydz, kus E on piiratud hiiperboolse paraboloidiga z = xy ja tasanditega x =1,

E
y=xjaz=0;
c) (2x+3y—z)dxdydz, kus E on piiratud tasanditegax =0, y=0,z2=0,z=3jax+ y=2.

108. Olgu B ={(x,y,2): 1<x<e*, y=z y?+ 2% <4}. Koostage hulga B kohta arvuti abiga kolme-
modtmeline kontuurjoonis. Toestage, et

fff dxdydz 8—4v2
x 3
B

109*. Tdoestage, et iga 16igus [0, a] integreeruva funktsiooni f korral kehtib valem

JquJ-xdnyf %f(u—z)zf(z)dz.
0

110*. Kahekordset integraali kasutades leidke piirvéértus (m, ne€N)

111*. Toestage, et iga 16igus [0, 2] integreeruva funktsiooni f korral kehtib valem

1 xX+y

def dy f f(z J 22)f(2) dz+f(z —2)%f(2)dz.
1

15. Kolmekordse integraali arvutamine. Silindrilised koordinaadid, sfaa-
rilised koordinaadid. Keha ruumala leidmine kolmekordse integraali
abil.

112. Uleminekuga silinderkoordinaatidele leidke jirgmised integraalid.
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8

)

b)

)

d)

e)

f)

113.

a)

b)

)

d)

€)

f)

114.

a)
b)

)
d)
f)
g

fffzdxdydz, kus E on piiratud silindrigax2+y2=1(x>0, ¥ =0) ja tasanditega x = 0,
y=0,z=0jaz=2;

dxd d
fff al y L kusE={(x,5,2): ¥ +)2<1,0<z<1};

fff xzdxdydz, kus E on piiratud silindriga X%+ y2 =a® (x>0, y=>0) jatasanditega z =0,

z=1, y=xjay=x\/§;
f f f ydxdydz, kus E on piiratud silindriga ¥+ y2 = 2x, tasandiga z = 0 ja paraboloidiga

z=x>+ y2;
fff z7/ x2 4+ y2dxdydz, kus E on piiratud silindriga x> + y> = 2x (y = 0) ja tasanditega z = 0,

E

z=cjay=0;

fff(xz—i-yz)dxdydz,kusE:{(x,y,z): @ <x*+y*+22<b? z=0}.
E

Uleminekuga sfidrkoordinaatidele leidke jargmised integraalid.

fff zdxdydz, kus E on piiratud sfairi osaga x? + y2 +z2=1 (=0, 2> 0) jatasanditega y =0

]aZ—

fff«/xz—i-y +z2dxdydz kus E = {(x,y,2): ¥> +y* +2° <1, y = 0};
fff«/xz-i-y +22dxdydz,kusE0nkerax +y + 72 <z
E

dxdyd
fff 1eyee ,kusEonkerax2+y2+z2$l;
2+ )% +(z2—2)?

fff(xz—i-yz)dxdydz, kus E={(x,y,2): x¥* + y* + 2% < a’, z=0};

fff(xz—i-yz)dxdydz, kus E={(x,y,2): a®> < x*+ y* + 2% < b*}.
E

Leidke kehade ruumalad, kui nad on piiratud jargmiste pindadega. Arv a on positiivne.

Silindrid z =9 — y2 jaz=1+ y2 ning tasandid x = —1jax=5.

Paraboloidid z = x? + y2 jaz= 2x% 42 y2 ning silinder x*+ y2 =1

Paraboloidid z = x* + y2 jaz= x?+ 2y2 ning tasandid x =1, y = xja y =2x.
Silindrid y = x? ja3y=4— x? ning tasandid z =0jaz =9.

Hiiperboolne paraboloid z = xy ning tasandid x =0, y=0, x+y=1ljax+y==z.
Paraboloidid z = x* + J/2 jaz= 2x% +2 yz, silinder y = x? ning tasand y = x.

Pind (x° + y* + 22)? = d®z.
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X = acost,

X
. pikkus on vordne sinusoidi y = csin — {ihe
y=bsint b

115*. Olgu a > b > 0. Toestage, et ellipsi {

taisvonke kaarepikkusega, kui ¢ = \/a? — b2.
116*. Leidke ndide sirgestuvast joonest L R? ning funktsioonidest f, g, h: L — R nii, et
f(x,y)<g(x,y) <h(x,y)iga (x,y) € Lkorral, aga

Jf(x,y) dx > Jg(x,y) dxja Jg(x,y) dx < fh(x,y) dx.

L L L L

Miirkus. Ulesanne niitab, et teist liiki joonintegraal iildiselt ei ole monotoonne.

16. Esimest liiki joonintegraali arvutamine iile tasandilise joone. Esimest
liiki joonintegraali arvutamine iile ruumilise joone (parameetriliselt
antud joonte korral).

Olgu ¢1,¢2: [a,b] = R.Olguy(r) = (¢1(1),92(1)).

Olgu L =y([a, b)) lihtne pidev sirgestuv kaar.

Tahistame ¥ = {T: T on16igu [a, b] alajaotus}.

Olgu T[t, ..., ty] 16igu [a, b] mingi alajaotus. T4histame s = Cy([tp_r.t]) 188 k=1,..., n korral (osa-
kaarte y([#x_1, tx]) pikkused). Téhistame A(T) = klnlaxn(tk — tr_1). Tdhistagu & = (¢1,...,¢p) su-

=1,..,

valist vektorit, kus Q. = v(ér) € Y([#x—1, ]) iga k = 1,..., n korral. Tdhistame iga k = 1,..., n korral
Axg =1 (1) = p1(te—1) Ja Ay = @2 (tx) — p2(t—1)-
Olgu f: L>RjaleR.

Funktsiooni f esimest liiki joonintegraal iile joone L on I (dEBf)
n
f
&L 3leR:Ve>035>0:VTEeT,VE MT) <= Y f(Qu)si—1| <e.
k=1

Tahis: L f(x,y)ds.

S e . C e e def,
Funktsiooni f teist liiki joonintegraal koordinaadi x jargi iile joone L on I PN

n
&L 3reR:Ve>035>0:VTeT,VE MT) <= Y f(Qu)Ax—1] <e.
k=1

Tahis: J-L f(x,y)dx.

Funktsiooni f teist liiki joonintegraal koordinaadi y jargi iile joone L on I PEUN

n
&L IreR:Ve>035>0:VTeT, v MT) <= Y f(Qu)Ay—1|<e.
k=1

Tahis: J;_ f(x,y)dy.
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Lause.

b
foyds:Jf (1) ’(t)2+(p2()2dt

L sile,
s} = o= oo

[ renar={ rronecnar
NB! Nii esimest kui teist liiki joonintegraalidel on koik harilikud méératud (ja kahekordse) integraali
aritmeetikaomadused: aditiivsus, homogeensus ja aditiivsus piirkonna jargi.
NB! Esimest liiki joonintegraalil on ka jérjestusega seotud integraali omadused: monotoonsus ja kesk-
mise muutuja omadus. Teist liiki joonintegraalil {ildiselt ei ole jédrjestusega seotud omadusi. (Nende
olemasolu soltub joont médravate koordinaatfunktsioonide ¢; ja ¢ monotoonsusest.)
NB! Teist liiki joonintegraal vahetab mérki, kui vahetada joone labimise suunda.
NB! Ulaltoodud mdisted saab defineerida ja tulemused kehtivad ka juhul, kui méiste ,lihtne“ asendada
moistega ,lihtne kinnine“. Teist liiki joonintegraali korral mérgib tdhis L+ v6i lihtsalt L kinnise joone
labimist nii, et joone L poolt piiratud hulk ja&b vasakule, ja L— vastupidises suunas.
117. Leidke jargmised tasandilised joonintegraalid md6éda antud joont AB voi L.

ds 1
@) | = ABiy=;x—2,A=(0,-2),B=(4,0)
AB y
2
b) f%ds, AB: y=—2x—1,A=(0,—1),B=(1,-3);

ds
c) - AB:x=2y+3,A=(3,5),B=(51);

AB
d) fxyds, AB: x=cost, y=sint, te [0,%},A=(1,0),B=(0,1);

AB
e) Jﬁds, L: x=a(t—sint), y=a(l—cost), t€[0,27];
f) Jyds, L: x=a(t—sint), y=a(l—cost), t€[0,7];

L

7

g) fyds, AB: r=cos<p,(p€[0,§];
h) J(x—y)ds, AB:r=cos<p,(pe[—g,g];
i) f(xz-i—yz)ds, L: r=asing, p€[0,7];

j) Jarctan Y ds, kui L on Archimedese spiraali r = 2¢ osa, kus 0 < r < 7;
X

L
k) fq/xz—i-yzds, AB: x* +y* =d?, (x>0),A=(a,0),B=(0,a);
AB
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) |(x—y)ds, L:x*>+y>=2x

m) | xds, L:x2+y2=ay;

n) | (x+y)ds, kui L on kolmnurga ABC kontuur, kus A= (0,0), B=(1,0) jaC = (0,1);
0) | xyds, kui L on ristkiiliku ABCD kontuur, kus A= (0,0), B=(4,0), C=(4,2) jaD = (0,2);
p) | |y|ds, kui L on lemniskaat (x? + y?)? = a?(x* — y?) (a > 0).

SN S S S S

118. Leidke jargmised joonintegraalid modda antud ruumilist joont L.

3z°ds
a) | =, kus L on kruvijoone x = acost, y = asint, z = at esimene keerd (0 < t < 27);
x2+y?

L
3¢
b) J(x-}-Sz)ds, kui Lonjoone x=3t, y=—, z= Bosa,kus0<t<1;
NG
L
) szs, kui L on koonilise kruvijoone x = tcost, y = tsint, z= t osa, kus 0 < 1 < v/2.
L

17. Joone kaare pikkus. Silinderpinna pindala.

119. Leidke jargmiste xy-tasandil asetsevate joonte pikkused.

a) y=2xvx, x€[0,7];
b) y=chx, x€][0,1];

0 x=In(t—1), y=ln(t+V2—1)+/1? €[2,e+1];

d r=e?, <pe[027r]
e) r=2sin® ((’0>

T
f) y=1—Incosx, xe€ [O,Z].

120. Leidke jargmiste ruumiliste joonte mérgitud kaarte pikkused.
a) x=3t, y=31%, z=213, A=(0,0,0), B=(3,3,2);
b) x=e Tcost, y=e 'sint, z=e !, te[0,00).

121. Leidke vertikaalsete silinderpindade pindalad, kui pindade alumised servad on xy-tasandil ja
tilemised servad on médratud jargmiste joontega.

a) x¥*+y*=1, z=2xy, (x=0,y>0); 0 yY’=x z=1/x(1—4x).
b) x2+y2=4, 22=x2+4;
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122. Leidke silinderpinna y2 = 2x pindala, mis asub silindri 2% =2x —4x? sees.

123. Leidke silinderpinna ¥+ y2 = 2x selle osa pindala, mis asub kera x* 4 y2 + 2% = 4 sees.

124. Leidke xy-tasandil oleva kdvera x =2cost, y =sint, 0 < t < 27 mass, kui tema joontihedus on
p(xy) =1yl

18. Teist liiki joonintegraali arvutamine iile tasandilise joone. Teist liiki
joonintegraali arvutamine iile ruumilise joone (parameetriliselt antud
joonte korral). Uldise teist liiki joonintegraali leidmine.

125. Leidke jargmised joonintegraalid modda xy-tasandil asetsevat joont AB.

a) nydx, AB: y=sinx, A= (0,0), B=(7,0);
AB

b) fydx, AB:y:2—§,A:(4,0),B:(0,2);
AB

) J(xz—yz)dy, AB: x=./y,A=(0,0), B=(2,4);
AB

d) fxdy, AB:3x+2y—6=0,A=(2,0), B=(0,3);
AB

e) fydx, AB:x=cost,y=sint,te[O,g];
AB

f) fxdy, AB: x=2cost, y=sint, t€[0,2x];

g f cosydy, AB: x-telg, A=(0,0), B=(4,0);

h) J e’dx, AB: sirgloik, mis iihendab punkte A= (2,0) ja B = (2,6);
AB

i) dey, kui L on kolmnurga ABC kontuur, kus A= (0,0), B=(3,0) jaC=(0,2);

L
j) J(xz + y2) dx, kui L on kontuur, mille moodustavad sirged x=1, x=5, y=1jay=3.
L

126. Leidke jargmised tildised teist liiki joonintegraalid.

a) f cosydx+sinxdy, AB:y=x, A=(0,0), B=(m,7x);

AB

b) Jydx—i—xdy, L: x=acost, y=asint, te[O,g};
L

c) J(Z—y)dx—i—xdy, AB: x=t—sint, y=1—cost, A= (0,0), B=(27,0).
AB
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127. Leidke xy-tasandil olevate tasandiliste kujundite pindalad, kui nad on piiratud jargmiste joon-
tega.
a) Ellipsx=acost, y=bsint, te[0,27];
b) astroid x = acos® t, y = bsin®t, r€[0,27];
¢) kardioid x = a(2cost —cos2t), y = a(2sint —sin2t);
d) y=x2, x=y2;
e) joone (x+ y)3 = 2xy silmus;
f) Bernoulli lemniskaat (x* + y?)? =24 (x* — y?).

19. Greenivalemi abil pindalaleidmine. Integreerimisteest s6ltumatud ta-
sandilised joonintegraalid.

Teoreem (Greeni valem). Olgu ¢ R? lahtine ja tihelisidus. Olgu F,G: ¢ - R.Olgu D c 9.

D on kinnine,

0D on tiikiti sile,

Fja G on pidevad,

Fy ja Gy on pidevad
Lause.

N 1
D on kinnine, } — sD:f xdyzf (—y)dx=—f (—ydx+xdy).
oD oD oD

- ffD (Gx(x, y) —Fy(x, y)) dxdy = J’6D+ F(x,y)dx+ G(x,y)dy.

0D on tiikiti sile 2
Olgu¥ c R? lahtine jasidus. OlguA,B€ 4. Olgu F,G: ¢ — R pidevad.
y: [0,1] > R?, kus y(z) = (x(£), (1)) ja x,y: [0,1] > R,

Téhistame £ = { y: ¥(]0,1]) on tiikiti sile joon,

7(0) =A,
y(1)=B
Joonintegraal ‘[ Fdx+ Gdy on soltumatu def
AB e -
punkteA jaB iihendavast = Vrny2€L (1)) Fdx+Gdy = Lz([o ) Fdx+
integreerimisteest hulgas ¢
Gdy.

Lause. Olgu ¥ lahtine ja ihelisidus, F,G: ¢ — R pidevad, Gy, Fy pidevad.
VXe¥ Gx(X) =Fy(X) <

<= iga tiikiti sileda kinnise joone L c ¢ korral J F(x,y)dx+G(x,y)dy=0 <—
L

<= igakahe punkti A,B € ¥ korral JAB F(xy)dx+Glx,y)dy

on sdltumatu integreerimisteest hulgas ¢
< 3JU:9—RnijetUondif-vjaUx=F,Uy=0G.
128. Leidke Greeni valemi abil jargmised joonintegraalid.

a) J(l—xz)ydx—i-x(l—i-yz)dy, L: > +y* =d%
L

22

b) J(xy—i—x—i—y)dx-i—(xy-i—x—y)dy, L 5 +5=1
a b

L
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0 J(xy+x+y)dx+(xy+x—y)dy. L: x* +y? = ax.
L

129. Millised jairgmistest joonintegraalidest on integreerimisteedest s6ltumatud ja millised s6ltuvad?

a) J(4x +2y)dx+ (2x—6y)dy;
L
b) Jydx —xdy;
L
c) J(?:xz —2xy+y?)dx— (x* —2xy+3y?)dy.
L
130. Leidke funktsioonid U nende tédisdiferentsiaalide dU jargi.
a) dU = (3x® —2xy?)dx+ (3y* —2x%y) dy;
b) dU = (e?Y —5y3e*)dx+ (2xe?Y —15y%e¥)dy;

2
o dU:(x-i- y)dx+ydy
4 (xtiy)2
d) dU:M;
«/xz+y2

e) dU = (2xcosy— y?sinx)dx+ (2ycosx — xsin y) dy;
f) dU=[2x+sin(x+ y)]dx+ [2y+sin(x+ y)]dy;
g) dU =sin(x+ y)(dx+ dy).

131. Leidke jargmised joonintegraalid.

(23) (30)

a) f ydx+xdy; c) J (x* +4xy3)dx+ (6x%y* —5y%) dy;
(-1,2) (—2-1)
(12) (21)

b) f 2xy 3dx—(3x2 —y?)ytady; d) f 2xydx+x*dy.
(0,1) (0,0)

132. Niidake, etiga diferentseeruva funktsiooni f korral vorduvad jairgmised joonintegraalid nulliga,
kui L on kontuur.

a) Jf(x)dx+thydy; c) fozf(i/) (xdy —ydx).
L L
b) Jf(xy)(ydxﬂdY);
L

133. Leidke lihtne kinnine joon L, mille korral joonintegraal J( y3 —y)dx— 2x3 dy saavutab maksi-

L
maalse vddrtuse.
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Ndpundide: Greeni valem.

20. Astmerea koonduvuspiirkond, omadused (astmerea summa pidevus,
astmerea liikmeti integreerimine ja diferentseerimine). Tdhtsamate ele-
mentaarfunktsioonide astmeread, nende rakendusi.

Olgu (an) arvjada.

Kirjutist Z an ehkz an eth a, nimetatakse arvreaks ehk reaks.

n=1
n

Arvusid S, = Z aj nimetatakse rea Z an osasummadeks.
k=1
Rea Z ap summaks nimetatakse piirvadrtust h;tn Sn.

Rida Z ay on koonduv Ll jada (S,) on koonduv.

n
Kui rida ei ole koonduy, siis nimetatakse teda hajuvaks.
o0

Olgu (ap) arvjadaning a € R. Kirjutist Z an-(x—a)" nimetatakse astmereaks. Arvusid a, nimetatakse

n=0
selle astmerea kordajateks.

sl
Astmerida on funktsioonide f;;: R — R, kus f(x) = an - (x —a)", rida Z fn- Iga konkreetse x € R

n=0
0
fikseerimisel muutub astmerida Z ap - (x— a)" arvreaks.
n=0
0 def 0
Astmerea Z an - (x—a)" koonduvuspiirkond X = {x €R: arvrida Z an-(x—a)" on koonduv}.
n=0 n=0
O 1
Astmerea Z an - (x— a)" koonduvusraadius R 1 hm Aan|=1: hm‘ nt
n=0
Teoreem (Cauchy-Hadamard). (¢ —R,a+R)c Ac Xc[a—R,a+R].
0
Teoreem (astmerea liikmeti diferentseerimine). Olgu astmerea Z ap - (x — a) " koonduvusraadius
n=0
R>0.
0 0
Vxe(a—R,a+R) S(x) = Z an-(x—a)® = Vxe(a—R,a+R) §'(x)= Z nay-(x—a)" L.
n=0 n=1
0
Teoreem (astmerea liikmeti integreerimine). Olgu astmerea Z ap - (x—a)" koonduvusraadius R > 0.
=0
0 " x
Vxe(a—R,a+R) S(x)= Z an-(x—a)® = Vxe(a—R,a+R) f S(r)dt=
n=0 a

&, a
2oyt
n=

_On—i-l
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Q0

Teoreem (Abeli lemma). Olgu astmerea Z an - (x— a)" koonduvusraadius R > 0.
n=0

OlguVxe (a—R,a+R) S(x)= Z an-(x—a)"

0 0
Rida ), an(—R)" onkoonduv = an(—R)"= lim _ S(x).
,;0 nz=]0 x—(a—R)+
Olgu XcR,aceX®, f: X >R
& (n)
Astmerida Z an(x—a)™ on f Taylori rida punktis a &L vneno {0} an= ! n'(a).
n=0 :
Lause. Olgu R >0, aeR.
0 0
Vxe (a—R,a+R) f(x)= Z an(x—a)" = Z an(x—a)" on f Taylori rida punktis a.
n=0 n=0

R def . .
Maclaurini rida <= Taylori rida punktis 0.

Moned Maclaurini read:
D . n

X
X
L] = —
VxeR e E el
n=0

o
o (=D" 2511
e VxeR sinx = E —X s

0
e Vxe(—1,1] In(1+x)= Z X"

n=1

e Vxe(—11) (1+x)% =1+ )]

n
x2n+l.
2n+1

D18
/|\§

e Vxe[-1,1] arctanx =
n=0

Lause. Olgu a € (¢, d). Olgu f-nil f kuitahes korget jirku tuletised vahemikus b)

3 f ) (a)
3C,q>0:Vxe(c,d) YneN ‘f(” ‘<Cq — vxe(ed) f(x)= ) (x—a)".
n=0
Teoreem (Leibnizi tunnus koos jddkliikme hinnanguga). Olgu (a;) arvjada.
rida Z(—l)”an on koonduv,
0
(=

vneN ap = apt120, }
e

hrrzna":() VneN < ap.
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134. Leidke jargmiste astmeridade koonduvusraadius R ja koonduvuspiirkond X.

& nlx” & & 1\
a) ;17; b) r;ln"(x—s)”; ) ,;1 (1+;> (x—2)".

135. Leidke jirgmiste astmeridade summad S(x).

o Xl - n n
a) T ) Z n+1 ; 9 Y, (=1)"n(n—1)x"
n=0 n=2 ont1
b n—1. X
)nﬂnx X Z st W Z( Vi
= n=0
) (=D)"(n+1)x™; f) Z n(n—
n=0 n=2

136. Leidke jargmiste funktsioonide Maclaurini rida kuni astmeni x* kaasa arvatud.

a) f(x)=In(1+¢e%); o flx)= ;, o) f(x)=arctan®x;
A o In(1+x)
b) f(x)=tanx; d f(x)= Trxg 2 f) f(x)=1+—x_

137. Arendage jargmised funktsioonid Maclaurini reaks ja mé4rake nende ridade koonduvusraadiu-
sed R.

a) f(x)=In(1 +x) o f(x)= rctanx; e) f(x)=sinx;
b) f(x)=arcsinx; d f(x)= ) f(x)=cosx.
138. Arendage jargmised funktsioonid Taylori reaks antud punkti a timbruses.
a) f(x):ly a=2: o f(x)=e"sinx, a=0;
X X
b) f(x)=Inx, a=1; d f(x)=sinT, a=2.

139. Arendage jérgmised funktsioonid Taylori reaks antud punktis a ja méarake nende ridade koon-
duvusraadiused R.

a) f(x)=cos(x—3), a=3; c f(x)=In g2 x), a=1;
b) f(x)=sinx, a=1; d f(x)=e€" —2x+2 L1,

21. Astmerea koonduvuspiirkond, omadused (astmerea summa pidevus,
astmerea liikmeti integreerimine ja diferentseerimine). Tdhtsamate ele-
mentaarfunktsioonide astmeread, nende rakendusi.

140. Arendage jargmised funktsioonid Maclaurini reaks ja méérake nende ridade koonduvusraadiu-
sed R.
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0,
0;

=
[
S

2n+1’
x2n+1

(2n+2)

5-2
a) f(x)=e; p) f(x) "2
b) f(x)ze_x; 6—5x+x
—an X, qQ f(x)=xIn(1+x);
o flx)= S 55 n f(x)= ln(8x+ x);
d) f(x)=cos2x; s) f(x)= ;
e) f(x)=sin’x; v1=3x
f) f(x)=cos®x; v f(x) =\/1—i)-6x2;1
g f(x)=a% £, kui
h) f(x) = (x—tanx)cosx; w f(x)= x uTx;é
D) f(x)=shx; 1, kui x =
) flx)= chx;l v f)=4 =z kui x # 0,
b f(x)= ; B 1 * kui x = 0:
(1 _ x)z , ui x =0;
’ ) =1 I +2arctan x;
D f(x)_l_x; w f(x)—nm i arctan x;
) ) 1+ x X) f(x)zsin(lg;x );
m) f(x)=
— 03’ x) = — .
(11 %) V) X2 —3x+2
) f(x)=2_x; sint
) F) =5 AT =)=
0 fx)= 3—x’ 0
141. Leidke jirgmiste astmeridade summad S(x).
0 0
a) Z nx"; ) Z n—l)x" e) Z (-
n=1 = n=0
b) n(n—1) d) ; f) —
n=2 n=0 (n + 1)! n=0
142. Arvutage ligikaudu jargmised integraalid mérgitud tdpsusega a.
1 1 .
a) Jefxz dx, a=10"3; d) Jﬁdx, a=10"3;
0 0
1
4
b) Jefx dx, a=10"">; e) J'ln(l—i-\/f)dx, a=10"3,
04 0
c) Je% dx, 03
2
143*. Arendage funktsioon
X
t
f(x)=In|x| —f O ar
1
Maclaurini reaks ja méirake rea koonduvusraadius R.
144*. Leidke funktsiooni
1
f(x) - xz +x41
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Maclaurini rida.
145*. Arvutage ligikaudu jargmine integraal

1
2
f651nx dx
0

tdpsusega 104,

22. Fourier’ read.

Olgu (an)$_qja (bp)5_ arvjadad.

0
a
Funktsionaalrida ?0 + Z ap cos nx + by sin nx nimetatakse trigonomeetriliseks reaks.
n=1
Olgu [—n,n1]c X CR, f: X —> R. Olgu f 1digus [—7, 7] integreeruv.

oo 1 (7
. . L, a . Nu {0 =— dx,
Trigonomeetriline rida ?0 + Z apcosnx+ bysinnx  def vneNu {0} an T J_ﬂ f(x)cosnxdx

n=1 1 (" .
on f-ni f Fourier’ rida VneN bp = P J_n f(x)sinnxdx.
Lause.
Vxe(0,n) f(—x)=f(x) == f-ni f Fourier reakordajad b, =0 YneN,
Vxe(0,m) f(—x)=—f(x) = f-ni f Fourier reakordajad a =0 YneN.

leidub 16igu [a, b] alajaotus (xy, ..., xy,) nii, et
f on pidev vahemikus (xj_1, Xg),

Vke{l,...,n} ngcnkl,ﬁf(x)ER'

xgrgclk_f(x) eR.

def
f onlbigus [a, b] tiikiti pidev =N

Olgu f: R—R. Olgu p > 0.

f on p-perioodiline &L vrer flx+p)=f(x).
Teoreem (Dirichlet). Olgu x€R, f: R—R.

f on 2m-perioodiline,

f onloigus [—, 7] tiikiti pidev,

fx+h)— 11 (%)

/ .
=1 ER,
S hi)n(l”f( +h)h f(x) =>@+§ apcosnx+b sinnx—M
. X —f—(x n n =
f(x):= lim 2 eR, 2 = 2

0
ap . . .
> + Z apcosnx + by sinnx on f Fourier’ rida

n=1

146. Arendage jirgmised funktsioonid Fourier’ reaks 16igus [—, 7] ja uurige rea koonduvust.

a) f(x)=sgnx; e) f(x)=ﬂ;x, kui — < x<m;
b flx)={ b luimrsx<0, B fx)=e's kui—m<x<m

3, kui0<x<m; e i .
o f(x)=x, kui—-r<x<m 8) f(x)—512nnx, . Ul =7 <X <7
d f(x)=|x|, kui-m<x<m h) f(x)=x% kui-r<x<m.
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147. Arendage jargmised funktsioonid Fourier’ reaks mérgitud piirkonnas.

a) f(x)=x kui0<x<2m; o f(x)=lx|, kui—-T<x<T;
T—X
b) f(x)= 5 kui 0 < x < 2m; d) f(x)=x% kui0<x<2m.

148. Arendage jirgmised funktsioonid koosinusreaks 16igus [0, ] ja uurige nende koonduvust.

a) f(x)=1 o fx)=x

b) f(x)=sinx; d) f(x):n;x

149. Arendage jargmised funktsioonid siinusreaks 16igus [0, 7] ja uurige nende koonduvust.

1; f(x) = x(m—x);

c)
cosX; d) f(x)=—xcosx.

a) f(x)
b) f(x)

150*. Olgu funktsiooni f : [—7m, 7] — R (m—1)-jirku tuletis pidev ning m-jérku tuletis tiikiti sile. Olgu

0
a
24 Z ay cos kx + by sin kx funktsiooni f Fourier’ rida. Tdestage, et leidub konstant C > 0 nii, et iga

2 k=1
c . C " . - 1
n korral |ay| < PR ja |bn| < P (Landau siimbolite keeles: toestage, et ap, b, € O (nm+1)

protsessis n — 00.)

23. Fourier’ read. Euleri integraalid.

Lause. Olgu a,beR.
1
Pératu integraal J ““1(1—1)’"ldrkoondub <= a,b>0.
0

o0
Pératuintegraalf e 't* ldrkoondub <= a>0.

0
Olgu a, b > 0.

1
B(a,b) d:‘Eff 1211 — 1)’ 1 dt (beetafunkisioon),
0

def [®
I'(a)E J e "t 1dr (gammafunktsioon).

0 00 ua—1 1 1
Lause.B(a,b)=| —du,T(a)=]| (-=Inw)? "du.
(@h)= | s e @ = | (-mw

T'(a)T'(b
Lause. B(a,b) = M.
I'(a+b)

Lause.T(a+1) = al'(a).

L . Ol €(0,1).SiisT'(a)T(1—a) = — .
ause. Olgu a€ (0,1). SiisT'(a)T' (1 — a) prmp—
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151. Leidke jargmiste ridade summad.

8

1
Y Z_] 9 a2 1
st ke ( )" 1
b Z:: 2n—1)>2 D Z (2n—1)3"

152. Lihtudes funktsiooni f(x) = x, x € (—m, ) Fourier’ reaks arendusest, s.o0. vordusest

sinnx
x= 22 DI (—a<x<n)
a E a b
leidke selle liikmeti integreerimise teel valemi J f(x)dx— ?Ox = Z (—” sinnx — — cos nx) jargi
n n
n=1

funktsioonide f(x) = x? ja f(x) = x> Fourier’ reaks arendused vahemikus (—, 7).
153. Arvutage jirgmised integraalid, kasutades Euleri intergraale.

7 7 7
a) Jsin6 xcos* xdx; d) Jsin7 xcos? xdx; g) J'\/ tan xdx;
0 0
1 0
dx
b) J\/x—x2 dx; e) 7 h) .
1+x 1 .3 %
0 0 X
e8] 1 2
c) J s dx; f) szx/4—x2 dx;
(1+ x)2
0 0

154. Avaldage jargmised integraalid Euleri intergraalide kaudu.

1 1
1\” d
a) J(ln—) dx, (p>-1); c) J—x -dx, (m>0);
x L
0 (1—x )n
xMdx H
b) J (1+x)n 1’ (n>m>1); d) J'sinmxcos"xdx, (m,n>—1).
0 0
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Vastused ja lahendused

E}D ={(x,y): y=0},0D={(x,y): y=0}, D eiolelahtine ((0,0) € D\D®), D on kinnine;
]77

0.8+

0.6+

0.4

D ={(x,y): ¥* +y*> <4},0D={(x,y): x* + y?> = 4}, D on lahtine, D ei ole kinnine ((2,0) € dD\D);
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[ SR

U

-0.5—

]+
x

EID={(x,y): x>-y,x>0,x#1},0D={(0,y): y =0} U{(1,y): y = -1} U{(x,—x): x>0}, Don
lahtine, D ei ole kinnine ((0,0) € D\D®);

Rt
0.5+
S | ; | |
0.5 q L5 2
0.5+
yan ¢
X

[D]D = 0D = {(x, x): x€R}, D ei ole lahtine ((0,0) € D\D®), D on kinnine;
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0.5+

Q)

0.5

]+
x

[g]D =Rx[-1,1],0D = {(x,—1): xe R}U{(x,1): xER}, D eiolelahtine ((0,1) € D\D®), D onkinnine;
1.5

-1.5—
X

D =[-1,11%,0D = {(x,—1): xeR} U {(x,1): xe R} U {(=1,3): yeR}U{(1,y): yER}, D ei ole
lahtine ((1,0) € D\D®), D on kinnine;

1.5
Ol
- — | |
-1.5 E -0.5 ) 0.5 1 15
-0.5+
-1.5—
X

D ={(xy): —x>—1<y<—x?*+1},0D = {(x,—x*—1): xeR} U {(x,—x*> +1): xeR}, D eiole
lahtine ((0,1) € D\D®), D on kinnine;
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4+

D ={(x,y):¥>>x=0},0D={(3%): y=0}u{(0,y): y =0}, D ei ole lahtine ((0,1) € D\D®), D
ei ole kinnine ((0,0) € 9D\ D);

24

1.5

D]D = (—1,00) x ((—1,00)\{0}), 9D = {(—1,y): y= -1} U{(x,—1): x= -1} U{(x,0): x> —1}, Don
lahtine, D ei ole kinnine ((0,0) € dD\D);
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D={(x,y): 2<x?+y?><3},0D={(xy): ¥*+y*=2}u{(x,y): ¥* +y*> =3}, D onlahtine, D ei

ole kinnine ((1,1) € 0D

\D);

D= {(0,9):2<x*+y°<4,x22+y> 23}, D={(x,y): ¥®+y>* =2} Uu{(x,y): ¥+ > =3} U
{(x,y): x* + y*> = 4}, D ei ole lahtine ((2,0) € D\D®), D ei ole kinnine ((1,1) € 9D\D);

@ID = (Unez[2nm, (2n+1)7] x [0,00))0(Upez[(2n + 1), (20 +2)7] x (=00,0]), 0D = (Upez {nm} x R)U
R x {0}, D ei ole lahtine ((0,0) € D\D®), D on kinnine;
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104

-10-*-
X

.D R2, 0D = &, D on lahtine, D on kinnine;
.D oD =J%o{(x,y): x* +y* =2nx}, D ei ole lahtine ((0,0) € D\D®), D on kinnine;

>
N

=]

((0,0) e D\DO) D on klnnlne

—\
S

D] D = {(x,y): |y] < |x|,x # 0}, dD = {(x,y): |y| = |x|}, D ei ole lahtine ((1,1) € D\D®), D ei ole
kinnine ((0,0) € 0D\D);

/

\
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0[D = [0,8]2 AU, nez ([2m,2m+1] x [2n,2n+1] U [2m+1,2m +2] x [2n+1,2n+2]), D = [0,8]* A
Z xRUR X Z), D ei ole lahtine ((0,0) € D\D®), D on kinnine.

o

el

2 4 6 8
X

[} [@)]samad; b)) erinevad;[c)] erinevad;[d)] samad; [e)| erinevad; )] samad; [g)|erinevad, sest g ei ole punktis
(0,0) méadratud.
IID {(x,9): x>0,y >0LP]|D={(x,y): x=0,y = 0}[] D={(x,y): xy=x+y}.
4’. Lfc 0
_ P

—x* x? —X 2xy
2xy 4 ny ’ 2xy ' 2 —y2e

I1+%x+?
8L E = {(x,y,2): x>0y>0 z=0}; .E {(x,, ) x>0y>0} OlE={(x,5,2): xy>0,z2>0};

d|E = {(x,3,2): x,yz€ [-1,1]}; )l . = {(x,5,2): x> + y* + 2% < 4};|f)| E on kogu xyz-ruum, vilja
arvatud punktid, mille kik koordinaadid on paaritud tédisarvud.

elfa] 330 1. 2510
..{xy,zw xy=0,zERwW=2z+,/X }.{xy,zw 0y¢0z>—1w-fy7+
ln(z+l}{xy,zw).x +y2#£0zeRw = }I{xy,zw) P4y £0z#£0w=

x2+y2 }
zln(x?+y%+1)

@a)lnx+ —zx( y)+z.

2+y2
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L2 f(xy) = 1=x)% -y =2 g(x,3,2) = x— y + V22— V2 p)| f(x,y) = 2% +Iny, g(x,y,2) =
2x+y+./yz.

. l . 16; l 1; m 0; l l2 l 5 [ 0; 0; —o0; [K)| 0, minna iile polaarkoordinaatidele;

0, minna ule polaarkoordinaatidele; jm)|0, minna iile polaarkoordinaatidele vdi muutujate vahetusega

x% = u, y?> = v taandada iilesandele k);[n)0; o 1 votta u = xy ]a arvestada, et u — 0 korral tanu ~ u;

. 2,IO minnes iile polaarkoordinaatidele, ndeme, et g J:’yz <3 ,e votta u = x2 y2 I Hl Hl

arvestada, et lim u = limelt ¥ = gliminu

[6f]A=0 B=1BA=1, B=1[g]A=1, B=0.

[I7} ) o; )]0

Pidev, koik mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad oma midramispiirkonnas;

pidey, koik mitme muutuja elementaarfunktsioonid on pidevad oma méairamispiirkonnas.

[19}[)|Pidev, pidev x ja y jérgi;[b)|ei ole pidev, pidev x ja y jdrgi;[c)]ei ole pidev, pidev x jérgi, ei ole pidev
y jargi;[d)]pidev, ei ole pidev x jérgi, pidev y jérgi;[e)]pidev, ei ole pidev x ega y jérgi.

21}[a)] (0,0) .katkeb sirgel x+ y = 0;[c)|katkeb sirgel y+ x = 0 .katkeb koordlnaattelgedel [e)|katkeb

koordinaattelgedel; f) katkeb punktis (0,0) ning ringjoontel x> + y> = 1ja x> + y*> = 2.

22 aLlsada f(0,y)= y,.hsada f(x,y)=0kuix+y= 0,.llsada f(x,y)=0kuix+y=kn, kez;

d)[lisada f(x,y) = g, kui x +2y =8.

[l £ =3, fy=—2v] bl =2x, fy =2yfc] fe = 262559, f =362, (] e =322y +2, fy=x°

fx =3x%yz?, fy—x3zz+7 fe=2x3yz|f fx = x' fy= y f=% vax =5(x+2y)% fy= 10(x+

4 2.3
23’)4¥fx = %r fy= —i_)zc»' fx= \/l?/ny‘*’ fy \/1+x2y4ifx = —4sin(4x—y), fy =sin(4x—y);

fx=siny, fy = xcosy; fx=m,fy=—m;m)fx=—l+x%y fy:_#;fx:
yxy_lyfyZXyanC;fx:J/(x+Y)y_lv fy:f[ln(x+Y) x+y Ifx—a ylna+ ]fy—

2
a*Y[xlna+ > =-] kus a =1+ xy. Osatuletise f, saame osatuletisest fx vahetades x ja y kohtadega.
fx= smyxsmy L= flnxcosy Ifx =2x, fy= zyz 1 fz=y%Iny.
llKul X # 0, siis fy = sm— — —cos— fy= cosx, kui x = 0, siis fy(0, y) = 0 fx(0, 0) = 0. Kui
y # 0, siis osatuletis fy(0,y) ei eksisteeri. [b)|Kui x # 0, siis fx = 2xarctan Z - y fy = a ,kus a =

x2 4 y% kui x = 0, siis fx(0,y) =0, f;(0,y) =0.[c Kula—x +3y2#0, snsfx=2xy Ina-+

Et funktsioonis x ja y paiknevad siimmeetriliselt, siis vahetades x ja y kohtadega, saame arvutamata
3,2

fy=2yx*Ina+ 2y . Kui a = 0, s.0. punktis (0,0), on fx(0,0) =0, £y(0,0) =0.Kui |x|+|y| #0, siis

3 2(,2__ 2
fxzz’;%’ ,ﬁ,:% kus a = x* + y%; fx(0,0) =0, £,(0,0) =0.

Kuix;éOjay;éO, siis fx —2xarctan}—y, fy= x—2yarctany,kuix=0jay¢0, siis fx(0,y) =
—¥ fy(0,y) =0;kui x # 0 ja y =0, siisfy(xO)—x,fx(xO)—O kui x = y = 0, siis fx(0,0) =0,
fy(0,0)=0.]b Ku1b—xy¢0 siis fy = xy [3xsmz—cos b] fy —yx2[3ys1n——cos +]; kui x =0,
siis fx(O y) =0, fy(O y) =0; kui y = 0, siis fx(x,0) =0, fy(x,0) = 0.[c)| .Ku1 b = xy 7& 0, siis fx =
2xy? sml—o—ycosb, fy=2yx sm%—xcosb,kmx—o siis fx(0,y) =0, fy(0,y) = 0; kui y = 0, siis
fx(x,O) =0, fy(x,0)=0.

fxx =2, fyy=fay = O'fxx =—fyy=6xy, fxy= 3(x%—y?) 'fxx =0, fyy= 2_§, fxy =
1— Z,lfxx = 2cos(x+y) —xsin(x+y), fyy = —xsin(x+y), fxy =cos(x+y)— x51n(x+y)

frex = —4y(x+y)73 y fyy =4x(x+y)” -3 y fry =2(x=y)(x+y)” lfxeJ’ (y—1)xr=2 » fyy =

2xy
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2 - 1 . - 2(x—y?) 2y .
wIncx, fry =x¥"1(1 +ylr;x) (x> 0),fxx = x+y2)2, fyy = (= fry = G h)
Jrxx :_(IJE#)Z’ fyy: _Wr fxy:0 (xy # 1),fxx—fyy = fzz =-S5, fxy—z_sr frz=y—
s, fyz=x—s, kuss=(x+y+z)*2;fxx=—y2zzsin1/, fyy=—x*2%sinv, foz = —x2y?sinv, fyy =
zCosv—xyzZsiny, fyz = ycosv—xy zsiny fyzzxcosy x?yzsinv, kus v =1+ xyz.

31}{a)| £y = fyx = cosx;|p lfxy fyx=% vaxy —e
. fxxy =0;b fxyz = fzxy=¢€ Xrz(q +3xyz+x .fxxxyyy = —6(cosx+cosy).

_ . _ _ _ _ ydx— xdy _
| df = dx+3dy, df = 4(x— y)dx 4xdy,df ydx+xdy, df = & 2 d3];
e1+xy(ydx+xdy);df = sin(xy)(ydx+xdy);df= yxlnydx—i-xyx*ldy;df: ;
df = —sin(x?yz)(2xyzdx + x?zdy + x*ydz);[p| df = 2xz(2yzdx+ xzdy + 2xydz) f.
d2f = 6xy?dx? + 1222y dxdy + 23 dy%;|b)| d2f = 2dxdy;[0)] a2 f = 2(dx® + dy?);[d)] 2 f =
2sin2ydxdy + 2xcos2ydy?;le)| d® f = 6(dx3 + dy3);[P)| d3 f = 24xdx3 +6dxdy2; d®f =2ydz® +
2dxdy+22dydz; d?f = —xysinzdxz+2sinzdxdy+2ycoszdxdz+2xcoszdydz;d3f =6dxdydz;
d3f =6yz2dx® +18xz2 dx?*dy + 36xyzdx?dz +18x%ydxdz? + 6x3 dydz? +36x%zdxdydz.

. 4
Z,t = eSINI—COSt (cog £ 4sin t);z’t = %,u’t = 2tcos2t+sin2t;z’t =2¢+413+1,kirjutada

liitfunktsioon kujul z = t2 4 x% + y?, t = t, x = 1%, y = 1/t ja kasutada valemit z’t =2zt t’ + zxx; + zyy;;
X

z’t =cos 2(t+ 4 =) (1 +413 —5t4);z§C i+(x2+22 , kirjutada liitfunktsioon kujul z = arctan(xy),

x = x, y = e* ja kasutada valemit z\ = zyx} + zyyx, ul, = 2e* smx; u’t = uxxt + uyyt + uzzt =

2ux+u—ty+uz;z’tz(fxleny+f2xlny)( 26)+ (fyleny+fx )esintcost, kus x = 1—12, y = eSin L,
2

ysiny, 2y = zyly+zyvy = xgcosy(l—Ssinzy);zx =0, zy=0;

zx =ZylUx+2zyUx =3x%cos
v—1

0)|zx = y*(2x +x2Iny), zy = Xy L|d)|zx = 0, zy=—1;wx=2xvu , wy = zu'lnu, w; =

2zvu?~ 1—i—yu”lnu kus u = xsiny, v=xcosy;wx=e””(y—x—vz+uy), wy=e”“(x—y—vz+ux), wy =
eZZU’ yz’ v= ln(xy)

41] x+y= 1 (1,1);b)|x+y=0, (1,1);x2+y2 =5, (2,4);|d)|x*+y* =1, (0,—2);2y= %, (1,3);

y: 0, (0,2);x2 +y2-22=1,(2,2,-2); 4zarctan% =, (—2,2,7[); 2+ y2+(z+8)2 +
x2+y2+(z—8)2 =64, gradu = (9,12,28) 2.

gradu = (x,7,2), |gradu| = 24/2z.

43| Punktides, kus r = 1.
(~5.2.0).(5—10). 2

Punktid, mis asuvad silindril x% + y2 = 5.

(=3 ) (L,-1).
z- tel]e negatiivses suunas.
Vektori (2,0, —2) suunas.

_ (x+y+1)er+1 L .
I Iah Jah y y = —m C) El, €l. d) Iah, el.
/_ . — xty—l -
S8ty —_1+iosy'y x+y+1’y _y+x'y
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IIIah yjah. zxy = —1, z, = x+z El, sest F(Pg) #0.|c ]ah, ei.

D —_z __z. __ sin2x _ _sin2y, _
Zx - 2+C°SZ’ = 2+COSZ'Zx =T &= J”Zx = Tsin2z’ v = sin22’zx -

Osatuletiste leidmiseks kirjutada vorrand kujul xz2 + 23 = xy.

2xz+3z2 ’ sz-‘r?)z2 )
..2x+2y—z—l =0,/ =(2,2,—1);p)J2x+4y—z—5 =0, /i = (2,4, —1);[0)]puutujatasandit mérgitud
punktis Qg ei ole olemas, sest funktsioon ei ole diferentseeruv selles punktis; 2x —2y+4z—n=0,
n=(1, —1,2);z =0, 7= (0,0,1);|f)|ei eksisteeri.

B6}[)]6x+3y+22z—18=0,7i = (6,3,2);p)|x+y+2z—3=0,7i=(L,11);[0]x+2y—4=0, /i =(1,2,0);
[d]5x+y+11z2—18=0, 7i=(5,1,11).

[72}[a)]locmaxf = f(—1,0) = 1;[p)|locminf = f(1,0) = —2, kriitilises punktis (—1,0) lokaalset ekstree-
mumit ei ole; [c)] kriitilises punktis (0,1) ekstreemumit ei ole;[d)]locmaxf = f(0,0) = 1;[e)]locminf =
f(1,0) = —1pJlocminf = f(1,1) = —1, kriitilises punktis (0,0) lokaalset ekstreemumit ei ole;[g)[locmin f =
£(0,0) = 2;|h)|locminf = f(1,2) = 3 —In4, punkt (—1,2) (kus osatuletised on nullid) ei kuulu funkt-
siooni madramispiirkonda.

locmaxf f(3.%)= 3\[ ,locminf = f(23”, 2??) V3 ;Punktides (1,1)ja(—=1,—1)locminf =
—2. Punktis (0,0) lokaalset ekstreemumlt ei ole, mida naltab funktsiooni vddrtuste vordlus sirgetel
y = xjay=—x punki (0,0) liheduses.[c)]]locminf = f(—1,—2,3) = —14;[d)]locmaxf = f(1,1,1) =1.
Mitterange lokaalne ekstreemum on, kui y =0, x #0, x+2y+3z # 7.Statsionaarses punktis (1,—1)
on z =2+ 4, seega lokaalne maksimum on 6 ja lokaalne miinimum on -2.

[75} [p)] maxf = £(0,~1) = 2, minf = f(0,}) = —0,25; [p)| maxf = £(~1,0) = f(l 0) = 3, minf =
£(0,1) = f(0,—1) = lmaxf =f(1,0) =0, minf = f(O 1) = —3;[d)|maxf = f(—1,0) = f(0,—1) =
1, minf = £(0,0) = 0;je))maxf = f(0,1) = f(0,—1) = 2, minf = £(0,0) =0.

Punktis (0,0) on ainuke lokaalne maksimum f(0, 0) =0, kuid niiteks punktis (5,0) on f(5,0) = 25.
Seega punkt (0, 0) ei ole globaalse ekstreemumi punkt. Osatuletised on nullid ka punktis (2,2), kuid see
punkt ei kuulu funktsiooni médramispiirkonda.

[78l 10+ 10 + 10.

79 3-3-3-3.
Kuup.
1 (vl . o . o
x=y=(2V)3, z= "=, kus xja y on vanni pohja m66tmed ja z on vanni kdrgus.

Kuup kiiljega vz

83} Vordhaarne.

84} Vordkiilgne kolmnurk.
E Ristkiiliku kiiljed on Tp

14

ayg.
@ Kolmnurga kiiljed on 32 % ja

2a

g S

Risttahuka kulgservad 7 ja 27
88} Vordkiilgne kolmnurk.
89| Vordkulgne kolmnurk.
0 1 2 1 1 2y
92 a)deSf x,y)dy = deSf x,y)dx;|b) S dx § f(x,y)dy+§dx§ f(x,y)dy=5dy § f(xy)dx
— _X 0 E4 0 —2y
2 2

a 1

b
deSfxy )y =fayfrce) dx 13 ax§ snar= v § repasisa=vie2o
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—

x? 1

1 y3
b=+/1—y? HdeSfxy dy = deSfxy dx,kusc= y,)deSfxy dy=deSfx,y)dx.

(=]
Nj—

y

2
deSf (x,y) dx,deSf (x,y) dx,de S f(x,y)dy, kus a=~/1—x%|d deSf (x,y)dx+

0

<

Nl=

1—y Vi—x?
deSfxy )dx;fe) deSfxy dx+de § f(x,y)dx, kusa—\/)T de S f(x,y)dy;

—1 —a

T—

,¥) dx, kus a = arccos y; |l )de § f(x,y)dx, kus b=arcsiny.
b

3 ) (cosm? —cos4n?);le 1;
32 247[

16—,l75 81n2! I7m I !3”“ Hna Ia minna iile

) 57m

16 37[, 47!(2\@—3);71.

27‘[\/§; w; 2(12 (m —2);|g)|4n, votta

NN R
)| 14; b 2”(2‘[ D lo|147ala— a2~ b2} |d

eerimise purkond yz-tasandil.

3—x
ffdxdy § f(xy,2)dz, kus D = {(x,y): ¥* +y* <1, x = 0}; de I f(x,3,2)dydz, kus
1 0 D(x)

—
=
-
CD

105} ja

D(x)={(y,2): \/1—x2$y$\/1—x2,1<z<3—x};ffdxdySf(x,y,z)dz,kusD:{(x,y):x2+
D 2
<1} S dx [[ f(x,y,2)dydz, kus D(x) = {(3,2): —V1—x2 <y </1—x2 2<z<4};

-1  D(x)

1—x—y
[dxdy § flxyz)dzkusD={(xy):0<x<1,0<y<1—x}; de ff f(x,y,2)dydz, kus
D 0 0 D(x)

1—x%—y?

D(x)={(y2):0<y<1—x,0<z< l—x—y};ff dxdy | f(xyz)dzkusD={(x,y): x>+
D 0
1
y> <1} § dx ff f(x,y,2)dydz, kus D(x) = {(y,2): —/1—x2<y</1—x%,0<z2<1—x*—)%};
—1

I[fdxdyg (x,3,2)dz, kus w = cq/1 szaD {(x,y): x—2 y—2< 1}; de I f(x,y2)dydz,

—a  D(x)

2
kusD b2+ 2\1—%}.

3 ) 364’
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47t b5
b Else s v ol ] )
2, 10,. 5, osa lahendusest: minnes ule sfaarkoordlnaatldele saame

1 2 1
_ sinf do _n Td(r2—4rcosf+4)
Sd(pgr drS\/rz 4rcosf+4 ZSrdrg \/r*—4rcosf+4 —nSrdr \/(r+2)
nSrdr (r+2—|r—2|).Etr —2 <0, siis edasi arvestame, et |r —2| = —(r —2 4’{? ,IBH —c

l 128;|b l 5 ,l 17 l 16; l 54 I 355 a , minna {ile sfadrkoordinaatidele, arvestades kujundi

meetriat.
FE B N L
)

0;[n)| 1 ++/2, kasutada aditiivsuse omadust ja ]aotada kontuur osadeks AB BCj ]a CA; . 24;

V2).
118 a)sanS\f 8-2v2
119}/a) 28— i[b shl e;\/i(ez”— 1);3n;ln(1+\/§).
120} ja)|5; E{f

. a)| 1, minna {ile polaarkoordinaatidele; |b)| 127, minna iile polaarkoordinaatidele ja siimmeetria
tottu leida neljakordne pindala osast, kus 0 < ¢ < %; .
122 2
16.
124 2+ \[
125([a) . 29;[a]3:[e)] - Z;:[p] 27 [g)] o: o] os o] ] —32-
126} a 2 0, molemad integraalid arvutada korraga, arvestades, et cos? t — sin® t— cos2t; . —27.
127} [a)|wab;|b 3”“ , siimmeetria tottu vtta neljakordselt osa, kus 0 < 1 < %; c )| 67 a? . ile) 15,.

d
ﬂzi, kahekordne integraal arvutada tileminekuga polaarkoordinaatidele; |b)| 0, kahekordne in-
tegraal leida ﬁleminekuga elliptilistele polaarkoordinaatidele x = arcos¢, y = brsing, kus0 <r <1
ja 0 < ¢ < 2m;lc)|—
ﬂE Soltumatu msoltuv,.soltumatu
130} [a)

U(x,y) =3 x2y2+y +Cny ) = xe?¥ — 5y3ex+Clny =In|x+y|— x+y+C
\/m-;-C,U (x,y) = y? cosx+x? cos y+C, votta

voiU(x,y) =In|x+y|

x+y

a=b= ' X,¥)=x —cos(x+y)+y +C.U (x,y) =C—cos(x+y).

131/a)(8 s,hm [a]s.

134/ R=e, X = (—e,e)ip)|R=0, X = {3}[0|rR=1, X:(Z—%,Z-{- b,

135}[a)|—In(1—x), L1 (1—x) 72, xe (—1,1);0] (1 +x)~ —1-1);/d)|(2—x)"'In(3—
x), x€[L1,3), f(2)=1;x*lln(1+x),xe(—l,l],f(o)zl;ﬁfz(l— )73 xe(-1— 1)@ 2(1+

x) s,xe( 1,1); arctanx,xe[—l,l].

4 3
136 a) ln2+ +% 8 192,x—i—%;1—i—x+2xz+3xs+5x 1—x+ 6 24,x2—%
)x? + A+i+ D3 -+ +3+ Dt

n X 22 sin &t
a) ’;nfl) ; (_l)nfl (x—nl) . 2 - 1 z=: ( ) (%)Zn(x_z)Zn'
a) Z (Zx) ,R=; — o

x2n+1 n (zx)Zﬂ

" e o)
)" i R OO’VEO(_U )

e




n QD s 1y\n 2n
R= oo I Z yn—l (22}2), , R = 0, kasutada valemit sin? x = I_CZM;HI +1 n; %,

o0
R = oo, kasutada valemit cos? x = m; Z (xma) , R = ; Z (=nn %, R= oo;
= !

L jen+l x x x
ZW,R:@;Z Gn ),,R ooZ(n+1x R=1j| Zx" lR_lz(nH)Zx”,
n=0 . n=0 =

& x" & x" & 1 & n+1x"+H!
R:L) Z 2n+l'R:2;0) Z 3n+l'R:3;p) Z(2n+1+3n+1)x ,R=2,q) Z(_l) n
n=0 n=0 n=0
0

© o) _
R=1;ln8+ > (—1)"“,;%,12:8;"20—(2" Dignyntt p—1 ;1+n20(—1)"—(2" DU 2n+2

=1 (2n) (2n+2)1

0 X e} x;L
R=1;ju)|l+ Z (Tl)"RZOO; ) Z W,sz.

-l 1-x)"2% xe(-1,1) l2x 1—x)73 xe( , —x*(14x)72, xe(— 11)"’_1 kui

x#0, f(0 —lelarctanx kui x # 0, f( )=1, xe[-1,1] ,1 S8E kui x # 0, £(0) =
-|§|0,747,@0,24488,.2,835,@]0,946,@0,072.

0 0
146 % > %,koondub funktsiooniks f(x);2+ Z Sm(zzlﬁrll , koondub;

)2

EMS-

. ©
(—1)"+! SinAx, koondub; - % Zo %, koondub absoluutselt ja ﬁhtlaselt; e

Hy . o
> (—1)ntisinn koondub'gshn [% Z 1+1r22 (cosnx—nsinnx)],koondub;

3
IH
—

_ 0
2) 251;‘”2 PG i e > asinng koondub I Z 1)" €212, koondub absoluutselt ja tihtlaselt.

] 0 T T D cos (2n+1)nx
147} fa)|r —2 >, %, koondub; |b) Z %, koondub; [c) 5 — AT ——LI——, koondub abso-
| (L n=1 n=1 n? = (2nt1)?
2
luutselt ja {ihtlaselt;[d)[ 22~ + 4 Z Corslznx ar Y, Sm”x , koondub.
n=1

148} [a)| 1; — —4 Z COSZ"X , koondub absoluutselt ja tihtlaselt; — -4 Z %, koondub
I n=1
absoluutselt ja ﬁht]aselt;% + % Z %, koondub absoluutselt ja iihtlaselt.

n=1

4 sin(2n+1)x nsm2nx sin(2n+1)x
149, |a)| - Z W koondub Z koondub Eow,koondub abso-

. 0
luutselt ja iihtlaselt;|d)| 5% +2 3] (—1)"~! %, koondub.

n=2
B Hrels
| 127 ’ 32"

15

[

00 . 0 .
152l x :_+4 Z ( )ncosnx 27.[2 Z ( )n+1 51nnnx+12 Zl(_l)nsu:lgzx.
n=

1
153 m, teha muutuja vahetus sin® x = t; g, kirjutada integraalialune funktsioon kujul x2 (1 —

1
X)2; M WIO' teha muutuja vahetus sin? x = f; H ny/2 , teha muutuja vahetus x* = 1; n, teha
muutuja vahetus x2 = 4t H H 2”\[
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F(p+1);B(m+1,n—m);B(%,l— L), kus n<0voin> l;B[mT‘H,nT'H].
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	Kahe ja kolme muutuja funktsiooni määramispiirkond, selle raja, kinnisus ja lahtisus.
	Mitme muutuja funktsiooni piirväärtus ja pidevus.
	Katkevuspunktid. Osatuletiste arvutamine.
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	Mitme muutuja funktsiooni lokaalsed ekstreemumid.
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	Kahekordse integraali rakendusi (tasandilise kujundi pindala, keha ruumala, ruumilise pinnatüki pindala).
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	Teist liiki joonintegraali arvutamine üle tasandilise joone. Teist liiki joonintegraali arvutamine üle ruumilise joone (parameetriliselt antud joonte korral). Üldise teist liiki joonintegraali leidmine.
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	Astmerea koonduvuspiirkond, omadused (astmerea summa pidevus, astmerea liikmeti integreerimine ja diferentseerimine). Tähtsamate elementaarfunktsioonide astmeread, nende rakendusi.
	Astmerea koonduvuspiirkond, omadused (astmerea summa pidevus, astmerea liikmeti integreerimine ja diferentseerimine). Tähtsamate elementaarfunktsioonide astmeread, nende rakendusi.
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