
Numbrilised meetodid, kevad 2019
Teise kontrolltöö jaoks tarvilikud teadmised (loetelu ei ole veel lõplik!):

1. Peate oskama leida interpolatsioonipolünoomi (sh Lagrange’i fundamentaalpolünoome,
diferentssuhteid).

Antud on väärtuste tabel
xi -1 0 1
f (xi) 0 1 3

Moodustada selle alusel interpolatsioonipolünoom Lagrange’i ja Newtoni kujul.

Vastus: P2(x) = −(x + 1)(x− 1) +
3
2
(x + 1)x; P2(x) = x + 1 +

1
2
(x + 1)x.

2. Peate oskama hinnata interpoleerimisel tekkivat viga (teadma, kuidas esitub jääkliige).

Kui täpselt saab interpoleerides leida ln 19.5, teades ln 19, ln 20 ja ln 21 väärtusi?

Vastus: Kuna interpolatsioonipolünoomi jääkliige on kujul

R2(x) =
ln′′′(ξ)

3!
(x− 19)(x− 20)(x− 21), ξ ∈ (19, 21),

siis |R2(19.5)| ≤ 2
6 · 193 ·

3
8
=

1
383 ≈ 1.8 · 10−5.

3. Peate oskama lahendada lineaarvõrrandisüsteeme vähimruutude meetodil (sh defi-
neerima, mida tähendab lahend vähimruutude mõttes; oskama süsteemi Ax = b
jaoks välja kirjutada normaalvõrrandite süsteemi; oskama polünoomidega lähendada
vähimruutude mõttes).

Antud on väärtuste tabel
xi 1 2 3 4
f (xi) 4 0 2 4

Leida polünoom P1(x) = c0 + c1x, mis lähendaks antud andmeid vähimruutude mõttes.

Vastus: P1(x) = 2 +
1
5

x.

4. Peate oskama tuletada numbrilise diferentseerimise valemeid kasutades Taylori aren-
disi või Lagrange’i interpolatsioonivalemit. Valemeid pähe õppida ei ole tarvis. Jääk-
liikme esituse saamiseks võib olla kasulik Taylori valemi jääkliikme esitus integraalsel
kujul (töölehel antud (Taylori valemit koos jääkliikmega Lagrange’i kujul peate teadma)).
Peate oskama leida optimaalset sammu pikkust.

Tuletada numbrilise diferentseerimise valemid f ′(0) ja f ′′(0) arvutamiseks (koos jääk-
liikmega), kui on teada väärtused f (−h), f (0) ja f (h). Leida optimaalne samm h, kui
väärtused f (−h), f (0) ja f (h) on teada täpsusega ε ning on teada ka Mi = max

−1≤x≤1
| f (i)|.

Vastus: f ′(0) =
f (h)− f (−h)

2h
− f ′′′(ξ)

6
h2, optimaalne samm hopt = 3

√
3ε

M3
; f ′′(0) =

f (−h)− 2 f (0) + f (h)
h2 − f IV(ξ)

12
h2, optimaalne samm hopt =

4

√
48ε

M4
.
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5. Peate oskama kindlaks teha, kas antud diferentsavaldis
1
hk

r

∑
i=−l

bi f (x0 + ih) koondub

protsessis h → 0 tuletiseks f (k)(x0). Selleks panete kirja karakteristliku funktsiooni ja
kontrollite tarvilikke ning piisavaid tingimusi.

Kas

lim
h→0

1
2h3

(
f (x0 − 2h)− 2 f (x0 − h) + 2 f (x0 + h)− f (x0 + 2h)

)
= f ′′′(x0)?

Vastus: Ei, sest χ′′′(1) = −3! 6= 3!.

6. Peate oskama tuletada trapetsvalemit lihtkujul kasutades Lagrange’i interpolatsiooni-
polünoomi. Kasutades Newton-Cotes’i valemite kordajate omadusi peate oskama tule-
tada valemeid juhul n = 1, 2, 3 ilma jääkliikmeta, lisaks ka ristkülikvalemit koos jääk-
liikmega. Kõigi valemite puhul peate oskama tuletada liitvalemit koos jääkliikmega
(lihtkujul valem on ette antud).

Kui täpselt saab leida π = 4
∫ 1

0

dx
1 + x2 kasutades trapetsvalemit 8 sõlmega? Trapetsvalemi

jääkliige esitub kujul Rn( f ) = − (b− a)3

12n2 f ′′(ξ). Leida sõlmede arv, mis tagab täpsuse

10−5.

Vastus:
2

147
≈ 0.014;

⌈
1 + 100

√
20/3

⌉
= 260.

7. Lisaks eelpool toodutele võivad kontrolltöösse ka tulla ülesanded 28–31, 38–39, 42–45.
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