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@ Lineaarsete siisteemide lahendamine vihimruutude meetodil

© Funktsioonide lihendamine vihimruutude meetodil

© Poliinoomidega Iihendamine viahimruutude meetodil

[Ulesanded 37—38]
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Lineaarsete susteemide lahendamine

Vaatleme siisteemi

ayxy + ...+ ainxp = fi,

amiX1 + ...+ amnXxn = fm,

ehk Ax = f, kus
dalil dln X1 fl
ami ... amn Xn fm

Uldiselt m # n ning siisteemil (1) ei pruugi olla lahendit.
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Lineaarsete susteemide lahendamine

Defineerime x € R" korral vektori
n
fi— 2 ayx
j=1
R(x)=f—Ax =
n
fm — > amjXj
J=1
ning vaatleme saadud vektori 2-normi ruutu (ehk eukleidilise normi ruutu)

2

IRCIZ =D [ i =D apx
j=1

i=1
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Lineaarsete susteemide lahendamine

Definitsioon

Vektorit x € R” nimetatakse siisteemi (1) lahendiks vahimruutude mdttes
(vahimruutude lahendiks), kui tema korral

R(x)||> = min ||R(y)]?.
| R(x)| yn;;gnll W)l

Vahimruutude mottes lahend x on tavaline lahend parajasti siis, kui
IR()] = 0.

Loeng 10 Vahimruutude meetod 22.04.2019 5/27



Lineaarsete susteemide lahendamine

Vaatleme funktsiooni x — ||R(x)||?> ehk n muutuja funktsiooni

m n 2
i=1 j=1
Tegemist on ruutpoliinoomiga. Kui x on g miinimumpunkt, siis
og
=0, k=1,...,n,
B ) n
ehk
m n
22 ff—ZauxJ- (—ai) =0, k=1,....n,
i=1 j=1
ehk

m n m
ZZa;jaikxj-:Za,-kf;, k:].,...,n,
i=1

i=1 j=1
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Lineaarsete susteemide lahendamine

ehk
n m m
Z(Za;kaij)xj-:z:aikfh k:].,...,n,
j=1 \i=1 i=1
ehk
ATAx = ATf, (2)
kus
ai1 ami
AT = :
dln dmn

on transponeeritud maatriks.

Siisteemi (2) nimetatakse normaalvorrandite siisteemiks. Maatriks AT A
on n X n maatriks, sest A on m X n maatriks ja AT on n x m maatriks,
lisaks x € R" ja ATf € R".
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Lineaarsete susteemide lahendamine

Oleme naidanud, et kui x on tilesande (1) lahend vahimruutude m&ttes,
siis ta on siisteemi (2) lahend. Naitame ka vastupidist.

Olgu x € R" siisteemi (2) lahend, siis suvalise y € R" korral
If = Ayl|* = |If — Ax + Ax — Ay|?
=(f—Ax+A(x—y),f —Ax+A(x —y)) =
= |If — Ax|[> + 2(A(x — y), f — Ax) + |A(x = y)II* =
= |If — Ax|]> +2(x — y, AT(f — Ax)) + | A(x — y)|I?
> [|f — Ax||?,
sest AT(f — Ax) =0 ja ||A(x — y)||> > 0. Lisaks on siin kasutatud

skalaarkorrutise aditiivsust, kommutatiivsust ning omadust
(Ax, b) = (x,ATb).

Niisiis on siisteemi (1) lahendamine vahimruutude mdttes samavaarne
normaalvérrandite siisteemi (2) lahendamisega.
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Ulesanded

@ *(1 p) Toestada, et normaalvdrrandite siisteemil on alati olemas
lahend. Soovitus: tdestada, et ran ATA =ran AT, kus m x n
maatriksi A korral defineeritakse ran A = {Ax | x € R"}.

@ Tdestada, et vordusest AT Ay = 0 jareldub, et Ay = 0.
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Lineaarsete susteemide lahendamine

Teoreem

Normaalvérrandite siisteem (2) on iiheselt lahenduv parajasti siis, kui
maatriksi A veerud on lineaarselt s6ltumatud.

Toestus. Olgu

ai ain
a1 = yeeeydn = 5
dm1 dmn
siis y € R" korral
ail ... an ! ailyr + ...+ ainyn
Ay = : = cee e
dml --- dmn Yn amiyr + ...+ amnyn

=y1a1 + ...+ Ynan.
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Lineaarsete susteemide lahendamine

Niiiid
ai,...,anp on lineaarselt s6ltumatud <
s {iar+.. 4ty =0=y=...=y,=0} &
o {Ay=0=y=01ATAy=0=y=0] <

< siisteem (2) on iheselt lahenduv. []

(*) Kui Ay =0, siis AT Ay = 0. Vastupidine on tdestatud iilesandes 38.

Seepirast leiab aset vdrdus ker AT A = ker A, kus
ker A= {x € R" | Ax = 0}. Seda vordust kasutab ka tilesande 37 iiks
voimalik lahendus.
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Lineaarsete susteemide lahendamine

Naide 1

Vaatleme siisteemi

x1 =6, 10 6
x1+x =0, <& Ax=f kusA=1|11 7X—(X1>7f 0
X1+2X2:0 12

Sellel siisteemil lahend puudub. Kirjutame valja normaalvorrandite

slisteemi
T AT 3 3 X1 . 6
AAx=A"f & <3 5) (%)= lo)

Sel siisteemil on iihene lahend x; = 5, x2 = —3 ning see on algse siisteemi
lahend vahimruutude mdttes, st iga y € R2?, y # x, korral

If = Ay[> > |f = Ax[]* = (6 — x1)* + (0 — (xa +x2))* + (0 — (x1 + 2x))?
=124+ (-2)?+12=6.

v
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Lineaarsete susteemide lahendamine

Naide 2

Vaatleme siisteemi

{X1+X2+X3:67 Ax — f,

X2—|—2X3:0

X1
kus A = <1 1 1), x=\|x]|,f= <g) Sellel siisteemil on I6pmata

01 2
X3
6+t
palju lahendeid x = | —2t |, t € R. Kirjutame valja normaalvorrandite
t
susteemi
111 X1 6
ATAx=ATf & |1 2 3| [x]|=|[6
1 3 5 X3 6
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Lineaarsete susteemide lahendamine

Naide 2 jatkub

Normaalvdrrandite siisteemil on I6pmata palju lahendeid, samad, mis
algsel siisteemil. Iga lahendi x korral ||f — Ax||?> = 0.

Meenutame, et normaalvdrrandite susteem on alati lahenduv, kuid ta on
uheselt lahenduv parajasti siis, kui A veerud on lineaarselt soltumatud.

Loeng 10 Vahimruutude meetod 22.04.2019 14 /27



Lineaarsete susteemide lahendamine

Naide 3

Vaatleme siisteemi

Ax = f,

X1+ x2 +x3 = 6,
X1+x+x3=0

X1

111 6 . ) )

kus A = <1 1 1), X = >;2 , f= <0) Sellel stisteemil lahendid
3

puuduvad. Kirjutame valja normaalvdrrandite siisteemi

2 22 X1 6
ATAx=ATf & |2 2 2| |x]|=|[6
2 2 2 X3 6
Sel siisteemil on I6pmata palju lahendeid, mis rahuldavad tingimust
x1+x2 +x3 = 3.
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Funktsioonide lahendamine

Olgu antud sdlmed xo, . .., xm ja vastavad arvud fy, ..., f, (naditeks mingi
funktsiooni vaartused v3i lahisvaartused sdlmedes). Vaatleme |3hendit

p(x) = gpi(x),
=0

kus koordinaatfunktsioonid (o, ..., ¢, on antud. Kui m = n ja kordajad ¢;
leitakse stisteemist p(x;) = f;, i = 0,..., m, ehk

n
ZCJSOJ'(X;):f,-’ i=0,...,m, (3)
Jj=0

siis saadakse interpolant. Kui siisteemil (3) lahend puudub (mis on
loomulik nahtus, kui m > n), siis lahendades siisteemi (3) tundmatute c;
suhtes vahimruutude meetodil, raagitakse lahendamisest vahimruutude
mottes.
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Funktsioonide lahendamine

Antud juhul on siisteemi (3) maatriks

s.t. ajj = ¢j(x;). Seega on normaalvérrandite siisteemiks

m
Z(Z@k Xj QOJ(XI >q:Z(Pk(Xi)ﬁ, k=0,...,n.
i=0

j=0

Normaalvdrrandite siisteem on siin uheselt lahenduv parajasti siis, kui
pj(x0)
maatriksi A veerud : ,J=0,...,n, on lineaarselt soltumatud.

©j(Xm)
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Funktsioonide lahendamine

Vahimruutude mdttes lahendamisel voib olla sdlmede x, ..., x, hulgas
omavahel vordseid, naiteks tehakse igal vaartusel x; teatud arv (10 voi
100) mdGtmisi. Seejuures v3ib olla x; = x;, aga f; # f;.

Naide 4

v
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Poliinoomidega lahendamine

Valime ¢o(x) =1, p1(x) = x, ..., ©n(x) = x", siis Idhendiks on
poliinoom Pp(x) = co + c1x + ...+ cpx". Siisteemi (3) kordajad on siin
©j(x;) = xi, normaalvérrandite siisteem on

Z(ZX' )Cj:zm:xikfi, k=0,...,n. (4)
i=0

j=0

Teoreem

Normaalvdrrandite siisteem (4) on iiheselt lahenduv parajasti siis, kui
solmede xp, . . ., Xm hulgas on vahemalt n + 1 omavahel erinevat.
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Poliinoomidega lahendamine

Toestus. Tugineme eespool testatud teoreemile normaalvérrandite
siisteemi tihesest lahenduvusest. Selleks on tarvilik ja piisav, et
lahtesiisteemi maatriksi

veerud oleksid lineaarselt sGltumatud. See leiab aset parajasti siis, kui
maatriksi astak r(A) on vérdne veergude arvuga n+ 1. Kui on olemas
n+ 1 omavahel erinevat s6lme, siis on olemas n+ 1 jarku nullist erinev
miinor (Vandermonde'i determinant) ning seega r(A) = n+ 1. Kui ei ole
voimalik leida n 4+ 1 omavahel erinevat sdlme, siis igas n + 1 jarku miinoris
on vahemalt kaks rida vordsed ja miinor ise vérdne nulliga, mis tahendab,
et r(A) <n+1. O
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Poliinoomidega lahendamine

Naide 1b
Olgu antud punktid (0,6), (1,0) ja (2,0). Leida sirge y = ax + b, mis
lahendab neid andmeid vahimruutude mottes. Peaksime lahendama

slisteemi
b =06,

a+b=0,
2a+b=0

vahimruutude mottes. Naite 1 pohjal a= —3, b=15 ning y = —3x + 5.
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Poliinoomidega lahendamine

Naide 1b jatkub
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Poliinoomidega lahendamine

Niide 1b jatkub

Sirge y = ax + b on lahend vahimruutude mottes <

2
Z (ax; + b)) — min

i=0

Pohimotteliselt voiks vaadelda ka ulesannet, kus

a) 0r23<x lyi — (ax; + b)| — min  (Idpmatusnormi minimiseerimine)

el
2
b) > |yi — (axi + b)| — min  (1-normi minimiseerimine).
=
Variant a) on minimaks iilesanne, mida ildjuhul elementaarsete vaheditega

lahendada ei ole v3imalik, b) korral on ildjuhul probleemiks
absoluutvaartus, mis ei ole diferentseeruv.
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Poliinoomidega lahendamine

Naide 1b jatkub

a) 61
\

1.5
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Poliinoomidega lahendamine
Naide 5

e (xiyi)
—— y=1.538x—-0.360
— Po(x)

15.0 A

12.5 4

10.0 A

7.5 1

5.0 1

2.51

0.0 1
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Poliinoomidega lahendamine

Naide 5 jatkub

e  (xiy)
~——— y=1.535x-0.293
— Po(x)

15.0 1

12.5 4

10.0 A

7.5 1

5.0 1

2.51

0.0 1
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Poliinoomidega lahendamine

Naide 5 jatkub

30
e  (xiy)
~—— y=1.508x —-0.307

—r
204 9(x)

10

—10 A

-20

v
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