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Ulesande pustitus

Antud on sdlmed xg, . .., x, ja neile vastavad arvud fy = f(x), ...,
fn = f(xn). Kui interpolatsiooniiilesandes tuli taastada funktsioon f, siis
nutd tuleb taastada funktsiooni f tuletis voi kdrgemat jarku tuletised.

Uks vimalus on funktsiooni f lshendada interpoleeriva funktsiooniga ¢,
f(x) = v(x) + R(x),
siis diferentseerimisel saadakse
Fi(x) = ¢'(x) + R'(x)
ja f(x) saab ldhendada funktsiooniga ¢'(x). Analoogiliselt
F9(x) = ¢ M) + RO (x)

ning f(K)(x) asemel v3ib kasutada ¢(¥)(x). Peab aga arvestama, et kui
R(x) on viike, siis R'(x), ..., R®&)(x) ei tarvitse olla viikesed.
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Ulesande pustitus

Naide

Lahendame funktsiooni f(x) = sin(x) 5-astme interpolatsiooni-
poliinoomiga Uhtlasel vrgul. Viga |Rs(x)| = |f(x) — Ps(x)| < 0.12.
1.00 1 — f(x) =sin(x)
— Ps(x)
0.75 — Rs(x)
0.50
0.25
- 2 -1 1 2 3 4
-0.25
~0/50
0.75 1
~1.00 1
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Ulesande pustitus

Niide jatkub

Lahendades tuletisi interpolatsioonipol'Linoomi tuletistega, viga kasvab:
|Rs(x)| <0.12, |RE(x)| < 0.58, RY(x)| < 1.81.

—— Rs(x)
1.5 — Rs()
— R"s(x)
1.0 1
0.5
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Numbrilise diferentseerimise valemid uhtlasel vorgul

Olgu antud s6lmed x; = xp + ih, i = —n, ..., n, ning vastavad
funktsioonivaartused f; = f(x;). Vaatleme jargnevas olulisemaid praktikas
ettetulevaid valemeid:

kolme sdlme valemid:

/ 1 h? 111
f (XO) = %(ﬂ - f—l) - Ef (5)7 §€ [X_1,X1],

1 h?
f0) = 5 (Fa =26 +A) = SFY(E),  £elxrxnl,
viie s6lme valemid:

L

h4
12h(f_2 —8f 1 +8f —h)+ —FY(¢), ¢ € [x_2, X0,

30
1 _ i /f v
7 (x0) = 2h3(_f—2 +2f -2+ ) - 4 £7(8), € € [x_2,xa].

f'(x0) =
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Numbrilise diferentseerimise valemid uhtlasel vorgul

Tuletame nendest valemitest esimese kujul

! ]‘ h2 "
F1(x) = o5 (F(x+ h) = Fx = h) = =F"(&).

Eeldame, et f € C3[x — h, x + h]. Kasutame Taylori arendisi
h? h3
f(x + h) = f(x) + hf'(x) + ?f"(x) + Ef’"(ﬁl), & € [x,x + hl,

h? h3
f(x —h) = f(x) — hf'(x) + 3f”(x) - gf”’(fz), &2 € [x — h,x],

siis
3
i (Ot 1) = £ ) = 5 (207700 + (7760 + 7€)

2 " "

Loeng 11

Numbriline diferentseerimine

29.04.2019

7/ 26



Numbrilise diferentseerimise valemid uhtlasel vorgul

Jaab naidata, et eksisteerib £ € [x — h, x + h] nii, et

f”/(gl) + f”/(&) R/
2 = (g,

Eeldusel f € C3[x — h, x + h| kehtib

2 min f(2) < FE)+ () <2 max  f(2)

x—h<z<x+h x—h<z<x+h

ehk

r Yz
h?ig f"'(z) < (51) + (52) < max fm(z).
x—h<z<x+h 2 x—h<z<x+h

Pidev funktsioon f"” saavutab kd&ik vaartused miinimumi ja maksimumi
vahel, seeparast on olemas & € [x — h, x + h] nii, et M = f"(¢).
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Numbrilise diferentseerimise valemid uhtlasel vorgul

Teine vGimalus diferentsvalemite tuletamiseks on madala astme Lagrange'i
interpolatsioonivalemi diferentseerimine.

Vaatleme Lagrange'i interpolatsioonivalemit tihtlasel vorgul x_1 = x¢9 — h,
X0, X1 = Xo + h,

L x—x f’”
Y ) + R = 6 ] 2 )T

i=—1 i=—1 Jj=71 j=-1

Diferentseerides saame

1

f'(xo) Zfe ) + Ry(x0) = h+f + f h fm(g)( h?)
%0) 2/00) FRW0) =Tagps Hh T thop + 75

h2
= 2h (fl - ffl) - Ef/”(g)v f € [Xfl?xl]‘
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Ulesanne

@ Tuletada iilejaanud kolm numbrilise diferentseerimise valemit
vastavalt eeldustel, et f € C* vai f € C°.
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Kasutame valemeid

L

2 ~
S (f = ) = () = o) + R

f'(x0) = 5

ja

L

h* .
12h(f_2 —8f 14+ 8f — h)+ —FV(€) =: f'(x0) + R,

/ —
filxo) = 30

et leida funktsiooni f(x) = x* — 3x tuletis punktis 1.2.

h | F(12) R |12 R
0.1 |3.96000 -0.04800 | 3.912 0O
0.05 |3.92400 -0.01200 | 3.912 0
0

0

0.01 | 3.91248 -0.00048 | 3.912
0.005 | 3.91212 -0.00012 | 3.912
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Vigade moju numbrilisel diferentseerimisel

Numbrilisel diferentseerimisel (nagu ka interpoleerimisel) tahendab
tingimatu viga ebatapsusi funktsiooni vaartuste f; leidmisel (vead
mddtmistulemustes voi katseandmetes), tinglik viga on aga jaakliikkme
suurus voi selle hinnang.

Kui vahendada jaakliiget, suureneb tingimatu vea mdju. Vaatleme selleks

jargmist naidet.
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Vigade moju numbrilisel diferentseerimisel

Taylori arendisest f(xp + h) = f(x0) + hf'(x0) + %2f”(§) saame numbrilise
diferentseerimise valemi
f(xo+ h)—f(x) h

f'(x0) = p > f(£).

Olgu f € C?[xo, x0 + 0], |f"(x)| < M, f; = f(x;),i = 0, 1. Leitakse
fo=fy+e, A = fL =& ja arvutatakse & ﬂj kui tuletise f'(xp) lahend. Siis

A-f o _|A-h A-f O _
P f'(x0)| = h h + 5 =
g g "
_ f1—f1_fo—fo_|_f(§)h<
h h 2 -
2 M
<f+—h—g(h).

Kui h — 0, siis %h — 0 (jaakliikme hinnang ehk tinglik viga vaheneb),
kuid 25 — oo (tingimatu vea & m3ju suureneb).
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Vigade moju numbrilisel diferentseerimisel

Funktsiooni g(h) = 28 + ¥ h uurimisel saame g’(h) = -2 4 Y ja
g'(h) =0 annab h =2,/ Seejuures g"(h) = %5 > 0, mis tihendab, et

h =2,/ korral on avaldis g(h) minimaalne.

Praktikas voib see tahendada seda, et kui andmed f; on saadud liiga
vaikese sammuga, tuleb osadest andmetest loobuda.
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Kasutame valemit f'(x) ~ 5= (f(x + h) — f(x — h)), et leida funktsiooni
f(x) = sin x tuletis punktis 0.8. Algandmed esitame 5 komakohaga ehk
tapsusega € = 0.5- 1072,

h  #(0.8) f(0.8) —(0.8)

0.1  0.69555 0.00116
0.05 0.69640 0.00031
0.02 0.69675 -0.00004
0.01 0.69700 -0.00029
0.005 0.69700 -0.00029
0.002 0.69750 -0.00079
0.001 0.69500 0.00171

Tapseima tulemuse annab sammupikkus h = 0.02 (antud valemi ja
fikseeritud ¢ korral).
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Numbrilise diferentseerimise valemite koonduvus

Vaatleme vordsete vahemike tagant paiknevaid s6lmi xg — /h, ..., xg + rh,
kus I, r > 0.
zo—th ... x9—h Zo zo+h ... xo+rh

Olgu antud numbrilise diferentseerimise valem

F0) (xo) = Z bif(xo + ih) + Ru(f). (1)

i=—1

Loeme k, I, r ja kordajad b; fikseerituks. Valemis (1) esinevat osa

hk Z bif(xo + ih) nimetame diferentsavaldiseks.
i=—1
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Numbrilise diferentseerimise valemite koonduvus

Definitsioon

Utleme, et valem (1) voi selles esinev diferentsavaldis koondub, kui iga
funktsiooni f € CK[xo — 4, xp + 8] korral protsessis h — 0

1 < :
" > bif(xo+ih) = B (xg)  (ehk Ry(f) — 0).
i=—1

RShutame, et koondumist kasitletakse siin protsessis, kus sGlmi ei voeta
juurde, vaid nendevaheline kaugus vaheneb piiramatult, kusjuures
kasutatavad s6lmed paiknevad etteantud Sablooni kohaselt.
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Numbrilise diferentseerimise valemite koonduvus

Vétame kasutusele diferentsavaldise karakteristliku funktsiooni
r
x(z) = Z b;z',
i=—1

kus vaatame x: C — C vdi x: C\ {0} — C. Osutub, et valemi (1) paljud
omadused sdltuvad selle funktsiooni kaitumisest.

Teoreem

Selleks, et numbrilise diferentseerimise valem (1) koonduks, on tarvilik ja
piisav, et
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Numbrilise diferentseerimise valemite koonduvus
Naide

Vaatleme numbrilise diferentseerimise valemit

2
" (x0) = 2}13( f(xo—2h)+2f(xo—h)—2f(xo+h)+f(x0+2h)) —%fv(ﬁ) .

Ry(f
Moodustame karakteristliku funktsiooni )
2 1
_ 2 : 2
X(Z)_i—_zb’ZI 22T

Kontrollime tingimusi (2): x(1) =0, X'(2) =

X'(2)=-Z+2+1x"(1)=0 x"(2) =
seega teoreeml poh jal

—2—12—14—2, xX'(1) =0,
L x"(1)=6=23|,

1

Z3
12

5

1
ﬁ(_f(XO — 2h) + 2f(X0 — h) — 2f(X0 + h) + f(Xo + 2h)) th f/”(Xo).
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Numbrilise diferentseerimise valemite koonduvus

Teoreemi toestus. Kasutame diferentsavaldises Taylori arendisi

k!

<Zr: b,-i2> +..4
i=—1

:f(h);O) (Zb> hkxol) (Z’“)
(K)(x
+fk(!°)<2b >+Zb

i=—1 i=—1

kus 9 — 0 protsessis h — 0, kui f € C¥.
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Numbrilise diferentseerimise valemite koonduvus

Vaatame vordusi

( r
> bi=0 (f(x0) kordaja),
I——/
Z bii=0 (f'(x0) kordaja),
I_fl
Z bii? =0 (f"(xo) kordaja),
i=1 (3)

r
k—1
Z b,‘l == 0,
i=—1
r ok

S b =1 ehk 3 biik = k!

Li=—1 =1

Arvestades, et Z b
i=—1

taidetuse korral (1) koondub ehk Ry(f) — 0 iga f € CK korral.
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Numbrilise diferentseerimise valemite koonduvus

Teisipidi, eeldame, et (1) koondub ehk R,(f) — 0iga f € C* korral
protsessis h — 0. Kasutame testfunktsiooni f, mille korral

f(xo) =1, (x0) =0,...,fF)(x) =0,
siis saame esimese vdrduse (3). Kui vétame £ nii, et
fx) =0,f"(x0) =1,...,fK)(x) =0,
saame teise vorduse (3), kui aga f on selline, et
f(x0) =0,...,FVD(x) =0,fF)(x) =1,

saame viimase vdrduse (3). Sobivad testfunktsioonid on naiteks
flx) ==l i—01,... k.

J!
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Numbrilise diferentseerimise valemite koonduvus

Senise aruteluga oleme naidanud, et (1) koondub parajasti siis, kui
kehtivad vordused (3). Teoreemi vaites olid aga v&rdused

( r
W = % h=o
X/(]-) = > bi=0,

Esimesed kaks vdrdust on komplektides (4) ja (3) samad. Arvestades teist
vordust on samavaarsed ka kolmandad. Selliselt jatkates (4) < (3). O
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Ulesanne

@ Ulesanne* (1 p) Tdestada, et valem (1) koondub parajasti siis, kui
tema karakteristlik funktsioon avaldub x(z) = z7/(z — 1)kQ(2), kus
Q on poliinoom ning Q(1) = 1.
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Numbrilise diferentseerimise valemite koonduvus

Naidetena vaatleme valemeid
@ '(x) = :(f(x + h) — f(x)) — 5£"(€),
@ F(x) = g (F(x+h) — F(x — h)) = LF"(€),
© f(x) = L(f(x+h) —2f(x) + f(x — h)) — I FV(¢).

Jaakliikmetele saab sellise esituse anda siis, kui f € C?, f € C3ja f e C*
vastavalt valemile.

Esimeses valemis karakteristlik funktsioon on x(z) = z — 1, siis x(1) =0,
X'(z) = 1 X (1) = 1! Teises valemis x(z) = 5 (z— 1), x(1) =0,
X'(z) =31 (1+ %), ¥(1) = 1! Kolmandas vaIem|s x(z)=z-2+1
x(1) = O, X(2)=1-2% ¥ (1) =0 x"(2) = 3, x"(1) = 2! Seega, kui
f € C1, siis esimeses ja teises valemis diferentsavaldis koondub tuletiseks,
kui aga f € C?, siis kolmandas valemis diferentsavaldis koondub teiseks
tuletiseks, kui h — 0.
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Numbrilise diferentseerimise valemite koonduvus

Jaakliikmete jargi saab otsustada valemite koonduvuskiiruse lle. Oeldakse,
et valem (1) koondub kiirusega h™, kui |Rp(f)| < ch™ kiillalt sileda
funktsiooni f korral. Esimeses valemis on koonduvuskiirus h, teises ja
kolmandas valemis h?. Koonduvuskiirust valemis (1) on vdimalik leida
diferentsavaldise jargi, kasutades pikemaid Taylori arendisi.
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