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Tuntumad on algebralised vorrandid kujul
ax"+aix" 1+ ... +a,ix+a,=0, ap £ 0.

Juhtude n=1,...,4 korral on olemas lahendivalemid. Kui n > 5, siis
ildiselt radikaalides lahendada ei saa (Abel, 1824).

Meie vaatleme vorrandeid
f(x) =0,

kus f on suvaline the muutuja funktsioon.
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https://math.vanderbilt.edu/schectex/courses/cubic/
https://en.wikipedia.org/wiki/Abel-Ruffini_theorem

Iteratsioonimeetodite lldine idee: valitakse alglahend xg voi alglahendite
komplekt xp, ..., Xk, seejarel leitakse jarkjargult jargmised |ahendid
(kasutades eelnevaid)

X0y -y Xk = Xkl =7 Xk42 — -« - -
ehk leitakse jada x,.

P&hikiisimus: Kas jada x, koondub lahendiks?
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Sissejuhatus. Loigu poolitamise meetod

Vt funktsiooni f : [a, b] — R, mis on pidev ning mille korral f(a)f(b) < 0.
Siis on teada, et eksisteerib x* € (a, b) nii, et f(x*) = 0 ehk x* on
vorrandi f(x) = 0 lahend.

Votame xp = a, x;1 = b, xp = % Kui f(x0)f(x2) <0, siis x3 = XOJ2FX2'

kui f(x1)f(x2) < 0, siis x3 = X522, Edasi poolitatakse seda I3iku, mille
otspunktides on funktsiooni f vaartused vastandmargilised, jne. Kehtib
hinnang
. —a
’X,, X ’ = 2n—1 n—_>>oo 0,

st viga kahaneb geomeetrilises progressioonis teguriga %
Vt naidet ja joooniseid siit.
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https://amsi.org.au/ESA_Senior_Years/SeniorTopic3/3j/3j_2content_1.html

Harilik iteratsioonimeetod

Olgu antud vérrand

x = g(x). (1)
lga vorrandi kujul f(x) = 0 saab viia kujule (1) valides naiteks
g(x) = x — f(x) vai g(x) = x + 3f(x).
Harilikus iteratsioonimeetodis on vaja tihte alglahendit xp, jargmised
lahendid leitakse eeskirja

Xnt1 = &(xn), n=0,1,...,

kohaselt.
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Harilik iteratsioonimeetod

Naide

Vaatleme lineaarset vorrandit x =

x=3
2 1

mille tapne lahend on x = —3.

Valime alglahendiks xg = 1 ning kirjutame valja esimesed

iteratsioonisammud:
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Harilik iteratsioonimeetod

Niide jatkub

Vaatleme lineaarset vorrandit x = 2x + 3, mille tapne lahend on x = —3.
Valime alglahendi xg ning kirjutame valja esimesed iteratsioonisammud:

xo=1 xg = —4

x=2-143=5 x1=2-(—4)+3=-5
xp=2-54+3=13 xX=2-(-5)+3=-7
x3=2-13+3=29 x3=2-(-7)+3=-11
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Harilik iteratsioonimeetod

Teoreem (koonduvusteoreem)
Olgu

1) g:[a,b] — [a,b], st x € [a, b] = g(x) € [a, b],
2) g on ahendav I3igus [a, b], st 3g < 1 nii, et
lg(x1) — g(x2)| < qlx1 — x2| Vx1,x2 € [a, b], x1 # X2, korral.
Siis vorrandil (1) on I3igus [a, b] parajasti liks lahend x*, iga xo € [a, b]
korral x, — x*, kehtib hinnang

n

[xn = x*| <

< 1_q!xO—Xl-

()
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Harilik iteratsioonimeetod

Teoreemi toestus tahvlil.
Toestuse skeem:

e (xp) C [a, b];

@ (xp) on Cauchy jada ehk fundamentaaljada;
e Ix* € [a, b] : x* = g(x*);

@ lahendi uhesus;

e hinnang (2).
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Raudvara

(xn) on Cauchy jada < Ve > 03N >0:n,m> N = p(xp, xm) < &
Ruumis R kaugus p(xn, Xm) = |[Xn — Xm|.

Iga koonduv jada on Cauchy jada, vastupidine kehtib vaid taielikes
meetrilistes ruumides (nt R).

Naiteid mittekoonduvatest Cauchy jadadest

0 000 o Xn+£
@ Ruum Q on mittetaielik. Jada xo = 1, xp41 = —"* koosneb

ratsionaalarvudest, kuid koondub arvuks v/2 Z Q.

e Vahemik X = (0,2) on mittetaielik. Jada x, = % koondub arvuks
0¢X.

g : R — R on pidev punktis a Iil;n g(x) =g(a)
&SVe>030>0:|x—al<d=|g(x)—g(a)| <e
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Harilik iteratsioonimeetod

Teoreem jaab kehtima, kui tema sdnastuses 15ik [a, b] asendada
reaalarvude hulgaga R v&i poolsirgega [a, 00) voi (—oo, b].

Teoreemis ja jarelduses 1 v3ib ahendavuse ndude 2) asendada tingimusega,
et g on diferentseeruv ja |g’ (x)| < g < 1 Vx € [a, b] (v8i Vx € R, [a, o0),
(—OO, b])

Toestuseks margime, et tehtud eeldusel

glx1) —gle) =g'(§)a —x), &€ (x,x),

ja kui x1,x2 € [a, b], siis £ € [a, b] ja ahendavuse tingimuse annab vdrratus
&'l <qg<1
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Harilik iteratsioonimeetod

Naide

Vérrandil x3 4+ 4x% — 10 = 0 on I8igus [1, 2] parajasti iiks lahend. Esitame
selle vdrrandi kujul (1), selleks on mitmeid vGimalusi:

(a) x = g1(x) = x — x3 — 4x2 + 10;
(b) x = ga2(x) = (X2 — 4x) /%,

(c) x = g3(x) = 1(10 — x?)1/2

(@) x =g = ()"

(e) x = gs(x) = x — £EEEA0

V&tame alglahendiks xg = 1.5. Esitame hariliku iteratsioonimeetodiga
saadud lahendid jargnevas tabelis.
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Harilik iteratsioonimeetod

Naide jatkub
n () (b) (o) (d) (e)

0 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5

1 -0.875 0.8165 1.286953768 1.348399725 1.373333333
2 6.732 2.9969 1.402540804 1.367376372 1.365262015
3 -469.7 v/ —8.65 1.345458374 1.364957015 1.365230014
4 1.03-10° 1.375170253 1.365264748 1.365230013
5 1.360094193 1.365225594

6 1.367846968 1.365230576

7 1.363887004 1.365229942

3 1.365916734 1.365230022

9 1.364878217 1.365230012

10 1.365410062 1.365230014

15 1.365223680 1.365230013

20 1.365230236

25 1.365230006

30 1.365230013
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Harilik iteratsioonimeetod

Niide jatkub

Analiitisime teoreemi eelduste taidetust
(a) g(x) =x—x3—4x2+10
g1(1) =6,81(2) = —12 = &1([1,2]) £ [1,2] —1)
1g'(x)| =|1-3x2-8x| >1 Vxel[L2] -2)
(b) g2(x) = (X2 — 4x)"”
x* =~ 1.365, gj(x*) ~3.4>1 —2)
(c) &3(x) = ( X2
gi(x) = (10 x3)~1/2 < 0Vx € [1,2] (g3 on rangelt kahanev)
5(2) = £ <laa) g
1<1.28~ g3(1.5) < g3(x) < g3(1) = 1.5 Vx € [1,1.5] 1)
lg3(x)| < |g3(1.5)] ~ 0.66 Vx € [1,1.5] 2)
1/2
(d) ga() = (#2)
lga(x)] < 0.15 ¥x € [1,2] 2)
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Ulesanded

@ Olgu vdrrandil x = g(x) lahend x* ning funktsioon g ahendav
vahemikus (x* — §,x* +§), § > 0. Tdestada, et kui
xp € (x* —0,x* 4 0), siis harilik iteratsioonimeetod koondub lahendiks

x*.

@ Olgu vdrrandil x = g(x) lahend x* € [a,b] ning 0 < g'(x) < g <1
Vx € [a, b]. Tdestada, et iga xo € [a, b] korral harilik
iteratsioonimeetod koondub lahendiks x*.

© Leida naide funktsioonist g: R — R, kus |g(x1) — g(x2)| < |x1 — x2|
Vx1,x2 € R, x1 # xp, aga vorrandil x = g(x) ei ole lahendit.

© Sama, mis lilesanne 3, kus R asemel on mingi poolsirge [a, ).
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Geomeetriline tolgendus

)
y=z y=g()
x1 = g(xo) p--------- o> .
r2 = gl -4 |
T* Ty T1 Zo -

Siin 0 < g’(x) < 1, meetod koondub.
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Geomeetriline tolgendus

Ty = g(1) - f

r1 = g(zo) F------ -

s

Siin g’(x) > 1, meetod ei koondu.
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Geomeetriline tolgendus

Yy y=z
N
Ty = 9(351) TS
z1 = g(mo) [ -~ - T———— — y =g(z)
Lo : £
.’L'lx*.’lﬁg Zo

Siin —1 < g’(x) < 0, meetod koondub.
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Ulesanne

@ Teha joonis juhu g’(x) < —1 kohta.
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Hariliku iteratsioonimeetodi kaitumine lahendi umbruses

Eeldame, et g on pidevalt diferentseeruv. Olgu x* v&rrandi (1) lahend, s.t.
x* = g(x*). Olgu leitud iteratsioonijada x, eeskirja x,+1 = g(xn),
n=20,1,... kohaselt. Siis Lagrange'i valemi p&hjal

Xny1 — X* = g(xn) — g(x*) = g'(&n) (xn — x¥),

kus &, € (Xn, x*) VOI &, € (X*, x5). Kui x, = x*, siis &, =~ x* ja
g'(&n) = g'(x*), sest g’ on pidev. Seega

Xpt1 — X" =~ g/ (x*)(xp — x¥).

Viga x, — x* kaitub lahendi x* imbruses ligikaudu nagu geomeetriline
progressioon teguriga g’(x*). Kui g’(x*) = 0, siis koondub harilik
iteratsioonimeetod kiiremini igast geomeetrilisest progressioonist. Kui
|g’(x*)] > 1, siis harilik iteratsioonimeetod ei koondu lahendiks. Kaikidel
juhtudel niitab g’(£,) mark, kas lahendid x, ja x,+1 paiknevad Uhel pool
vOi erinevatel pooltel lahendist x*.
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Ulesanne

@ Tdestada, et kui g’(x*) =0, siis iga g > 0 korral ‘X";i,,x*‘ — 0, kui
n — oo (st. juhul g’(x*) = 0 koondub harilik iteratsioonimeetod
kiiremini igast geomeetrilisest progressioonist).
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Hariliku iteratsioonimeetodi kaitumine lahendi umbruses

Naide

Olgu vaja lahendada vérrand x?> —a =0, kus a > 0, st leida ruutjuur
arvust a. Viime vorrandi kujule (1).
Q x =2, st g(x) = 2. Iteratsioonivalem on x,1 = 2.
Siin g'(x) = —% ning g'(x*) = —ﬁ =-1
Eelnev arutelu ei voimalda vaita koondumist ega ka seda valistada.
Tapsema analiitsi pohjal juhul a > 1 iteratsioonimeetod ei koondu,
juhul a < 1 koondub aeglasemalt igast geomeetrilisest progressionist.

@ 2x=x+2 & x=1(x+2). Iteratsioonivalem on
x,,+1:%<x,,+x%>.5iing’( ) = (1——)Jag( *)=0.
Iteratsioonimeetod koondub kilremlnl igast geomeetrilisest
progressioonist.

Sellest, kuidas arvutid tegelikult ruutjuurt arvutavad, saate lugeda siit ja
siit.

Loeng 2 Harilik iteratsioonimeetod 18.02.2019 23 /24


https://www.quora.com/How-do-programming-languages-and-calculators-perform-square-root-calculations
https://en.wikipedia.org/wiki/Methods_of_computing_square_roots

Ulesanne

@ Taestada, et kui g on m korda diferentseeruv, g™ on tdkestatud ja
g'(x*)=0,...,gmV(x*) =0, siis harilikus iteratsioonimeetodis
kehtib hinnang

|Xn+1 — x| < const|x, — x*|™.

© Toestada lilesande 7 abil, et ruutjuure leidmise meetod

Xnt1 = 3 (x,, + X%) on ruutkoonduvusega.
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