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Ulesande pustitus

X; — interpolatsioonisélmed

f; — interpoleeritavad vaartused

©(x;) = f; — interpolatsioonitingimused
i=0,...,n

© — interpolant

f

fo f3
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Ulesande pustitus
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Ulesande pustitus

Klassikalise interpolatsioonitilesande korral on antud sdlmed x; € R ning
interpoleeritavad vaartused f; € R. Otsitakse funktsiooni ¢ : R — R nii, et
o(xi)="fi,i=0,...,n.

Vaadeldakse ka mitme muutuja funktsioonide interpoleerimist, kus antud
on sdlmed (x;, y;) € R? ning interpoleeritavad viirtused f; € R. Otsitakse
funktsiooni ¢ : R? — R nii, et p(x;,y;) =f, i =0,...,n.

Parameetrilise interpoleerimise korral on antud punktid P; = (x;, y;) € R?
ning otsitakse parameetrilist koverat ¢, mis labiks neid punkte, st
0:la,b] > R? p(t)=P;, i=0,....n,a=ty<t; <...<t,=h.
K&vera kuju sdltub siin parametriseeringust. R? asemel v3ib vaadelda
ruumi R™, tulemuseks on endiselt parameetriline kover.

Arvutigraafikas on enamasti tarvis kujutada 3D pindasid, neid vaadeldakse
kui parameetrilisi funktsioone ¢ : [a, b] x [c, d] — R3.
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Ulesande pustitus
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Ulesande pustitus

Taht S PostScript fondis Times Roman bikuup Bezier' pind
(kuup Bezier' kdver) Allikas: Wikipedia
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Ulesande pustitus

Antud kursuses me piirdume klassikalise interpolatsiooniiilesandega ning
vaatleme ainult erijuhtu, kus interpolandiks on poliinoom. Pisut
puudutame ka mitme muutuja funktsioonide interpoleerimist
poliinoomidega.
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Interpolandi olemasolu ja tihesus

Olgu interpolatsioonisdlmed x;, i =0, ..., n, paarikaupa erinevad.
Vaatleme interpolatsiooniiilesannet ¢(x;) = f;, i = 0,...,n. Olgu meil
antud koordinaatfunktsioonid )y, . .., %, ning interpolant avaldugu kujul

o =ctho+ ...+ cmtm,

kus kordajad ¢y, . .., cm tuleb maarata interpolatsioonitingimustest. Tekib
lineaarne vorrandisiisteem

coo(xi) + ...+ cm¥m(x;))=1f, i=0,...,n,
mille Uheseks lahenduvuseks on tarvilik, et m = n. Susteem
coo(xi) + ...+ caton(xi) =fi, i=0,...,n,
on lheselt lahenduv parajasti siis, kui
Yo(x) -+ ¥nlx0)
Yo(xn) -+ Un(xn)

£0.
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Interpolandi olemasolu ja tihesus

Vaatleme juhtu, kus koordinaatfunktsioonid on poliinoomid v;(x) = x/,
siis ¢(x) = co + c1x + ... + cpx" (interpolatsioonipoliinoom). Vastav
determinant on Vandermonde'i determinant

1 x xg Xy
1 x X12 X7 (%)
Lo T E e =
i>j
1 X, x> - X"

= (xn—XO)...(Xn*anl) :

(Xn—1 = X0) - -+ (X1 — Xn_2) -

: (X1 —Xo) 75 0.

Vorduse (*) tdestust vaadake nt siit.

Interpoleerimine 08/15.04.2019


https://math.stackexchange.com/questions/1336408/proving-determinant-of-vandermonde-matrix

Interpolandi olemasolu ja tihesus

Suvaliste arvude fy, ..., f, korral leidub parajasti liks poliinoom
Pn(x) =co+ cax+ ...+ cox" nii, et Pp(x;) =, i =0,...,n.
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Interpolandi olemasolu ja tihesus

Kuidas leida interpolanti?

Uheks voimaluseks on lineaarse suisteemi
2 .
otaxitoxi+...+cx'=Ff, i=0,...,n,

lahendamine. Siis poliinoom Pp(x) = ¢y + cix + ... + c,x" interpoleerib
vaartusi f;, i=0,...,n.
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Interpolandi olemasolu ja iihesus (Neville'i skeem)

Teine vGimalus sellesama poltiinoomi konstrueerimiseks on Neville'i skeem:

Olgu p; 0-astme poliinoomid ehk konstantsed funktsioonid p;(x) = f;,
i=0,...,n.

Olgu pj i+1 1-astme poliinoomid ehk lineaarsed funktsioonid

(x = xi)fix1 + (Xit1 — x)f;

Pi,i+1(X): , 1=0,....,n—1.
Xi+1 — X
P1
e
Po P3
—eo— — ——
} } } } }
X0 X1 X2 X3 X4
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Interpolandi olemasolu ja iihesus (Neville'i skeem)

Teine voimalus sellesama polinoomi konstrueerimiseks on Neville'i skeem:
p

Olgu p; 0-astme poliinoomid ehk konstantsed funktsioonid p;(x) = f;,

Olgu pj j+1 ulimalt 1-astme poliinoomid ehk lineaarsed funktsioonid

(X — Xi)fi+1 + (Xi+1 — x)f,-
Xji+1 — Xi

pi,l'+1(X) =

Po1

P12
P23

P34
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Interpolandi olemasolu ja iihesus (Neville'i skeem)

Olgu pj 41 ulimalt 1-astme poliinoomid ehk lineaarsed funktsioonid

x = xi)fit1 + (Xip1 — x)fi
Pi7i+l(X) _ ( ) + ( + ) '
Xi+1 — Xi
Olgu pjj+1,i+2 tilimalt 2-astme poliinoomid ehk paraboolid

VA 4 (Xiao — .. _
Pi,i+1,i+2(X) _ (X Xl)pl+1,l+2(x) (Xl+2 X)pl,l-i—l(x)’ i=0,... n—2.
Xiy2 — X;

Po12 P234
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Interpolandi olemasolu ja iihesus (Neville'i skeem)

Jne. Uldiselt

(X = Xi)Pis1,...ivk(X) + (Xitk — X)pi__ivk—1(x)
Xitk — Xi

pi....i+vk(x) =

Iga poliinoom p; ;i interpoleerib vaartusi f;, ..., fi k. Polinoom
Po...n(x) on dlimalt n-astme poliinoom, mis rahuldab kdiki
interpolatsioonitingimusi py_»(x;) = f;, i =0,...,n.
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Ulesanne

@ Olgu antud xg,...,xn, X; # Xj, kui i # j, ja fo,...,f,. Olgu pi itk
poliinoom, mille aste ei iileta arvu k, ja p; . ,+k(xj) f,
j=1i,...,i+ k. Toestada, et

 (x=xi)pit1,.ivk(X) + (Xipk = X)Pi . ivk—1(x)
Pi....i+k(x) = 7
Xitk — Xi

kui pj(x) = fj iga x ja iga j korral.
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Lagrange'i fundamentaalpoliinoomid

Kolmas vdimalus interpolatsioonipoliinoomi konstrueerimiseks on
Lagrange'i interpolatsioonivalem.

Olgu antud paarikaupa erinevad xp, ..., x,. Vaatleme poliinoome

n
(x=x0) ... (x = xi—1)(x = Xix1) ... (X = xn) T X—X
Cni(x) =11 :
(xi —x0) .- (xi —xi—1)(xi = xix1) .. (xi — xn) o Xi — Xj
J#
i=0,...,n. Tegemist on n-astme poliinoomiga, kusjuures
1, j=i
Kni(xj) = 51_/ = ’ . , .
0, j€{0,....n}\ {i}.
Poliinoome £,;, i = 0,..., n, nimetatakse sGlmedele xp, ..., x, vastavateks

Lagrange’i fundamentaalpoliinoomideks.
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Lagrange'i fundamentaalpoliinoomid

Lao Uy Lo l43 lag

X0 X1 X2 X3 X4
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Ulesanded

@ Olgu wp(x) = (x — xp) ... (x — xn). Naidake, et

wn(x)
(x = xi)wn(xi)

lhi(x) =

@ Toestada, et £,;, i =0,...,n, on lineaarselt s6ltumatud.
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Lagrange'i interpolatsioonivalem

Olgu antud s6lmed xo, ..., Xxp, X; # X;j, kui i # j, ja vastavad arvud
fo, ..., f,. Poliinoom

n

Pa(x) =Y filni(x) = folno(x) + ... + falnn(x)
i=0

on interpolatsioonipoliinoom, mis rahuldab interpolatsioonitingimusi
P,,(X,'): f,', i:0,...,n.
P&hjendus:

@ Kuna /,; on n astme poliinoomid, siis nende lineaarse kombinatsiooni
P, aste ei uleta n.

e Vaorduse £pi(x;) = d;; tottu kehtib

3

i=0
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Lagrange'i interpolatsioonivalem

Kasutades varemtoodud £,; avaldisi voime kirjutada

Zf x—xo) (X = Xim1) (% = Xi41) - (x = xn)
p—

i—0 (= xic1) (G = xig1) - (X0 — xn)

:Zfin,—x Zf(x—x T(xi)’
i=0 J )

J=0

kus wp(x) = (x = x0) ... (X — Xn)-

Seda valemit nimetatakse Lagrange’i interpolatsioonivalemiks.
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Lagrange'i interpolatsioonivalem

Taiendused:

@ Interpolatsioonipoliinoom ei muutu, kui muudame Lagrange'i
interpolatsioonivalemis sdlmede jarjekorda.

PShjendus: kui muuta solmede jarjekorda, siis Lagrange'i valemis
muutub liidetavate jarjekord, liidetavad ise ei muutu. Naiteks liidetav
ﬁ% on mairatud sélmede komplekti xo, . .., x, ja indeksiga i,
ta ei muutu s6lmede jarjekorra muutmisel.

@ Lagrange'i fundamentaalpoliinoomid £, . .., £,, moodustavad baasi

koigi tlimalt n astme poliinoomide ruumis Pp,.

P&hjendus: dim P, = n+ 1 ja Lagrange'i fundamentaalpoliinoomid on
lineaarselt sdltumatud. Iga P € P, korral P(x) = >-7_ o P(xi)lni(x),
mis tuleneb sellest, et P ja Y i, P(xj){n; rahuldavad mdlemad samu
interpolatsioonitingimusi, nende aste ei uleta n, kuid
interpolatsioonipoliinoom on liheselt maaratud.
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Diferentssuhted

Olgu antud paarikaupa erinevad argumendi vaartused xp, ..., X, ja
funktsiooni vaartused f(xp), ..., f(x,). Defineerime diferentssuhted
rekursiivselt:

0. jarku diferentssuhted f[x;] = f(x;);

esimest jarku diferentssuhted
Flxil — flxil

f i Xj] = s ] ;
[Xi, xj] =X i # ]
teist jarku diferentssuhted
flx; — flxj, x; . .
f[Xi7Xj7Xk]: [XJ,Xk] [X XJ]? 175./7 J#k7 k#“
XK — Xj
k. jarku differentssuhted
Flx ) ) 7f[Xi17"'7Xik]_f[le?"'?Xik—l]
[Xips Xiys - - - Xi, ] = fo— .
ik io
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Diferentssuhted

Naide
Olgu x; =i, i =0,...,4, ning f(x) = x3. Siis 0. — 4. jarku diferentssuhted
fxi,...,xi+k] avalduvad kujul
i 0 1 2 3 4
DG 0 1 2 3 4
Fx] 0 1 8 27 64
flxi, xiy1] io=1 553=7 =19 =37
flxi,xiv1, xip2] | 5= =3 =6 3= =9
f[Xi,...,Xi+3] %:1 %:1
flx0, x1, %2, X3, x4] | =5 =0

*Ulesanne. Olgu f n korda pidevalt diferentseeruv. Niidake, et iga k < n

korral
1

k! (k)( )

Loeng 8-9 Interpoleerimine 08/15.04.2019 24 / 63

lim f[x,x+ h,...,x+ kh] =
h—0



Diferentssuhted

Lause

Kehtib vordus

. f(xi)

f[X07X17 T ,Xn] - ; (X,' s Xo) N (X,' s X,'_1)(X,' = Xi-i-l) N (X,' s Xn)

“ f(x; %L f(x
ok - :Zw'(<x?)'

[T&estus tahvlil.]

Jareldused:
QO (A+H)x0,...,xn] = filx0,- .., Xn] + f2[X0s - -+, Xn],
Q (cf)[x0,---,xn] = cf[x0,.-.,Xn],
© diferentssuhe on siimmeetriline argumentide suhtes.
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Newtoni interpolatsioonivalem

Neljas voimalus interpolatsioonipoliinoomi konstrueerimiseks on Newtoni
interpolatsioonivalem. (Neid v3imalusi on veel.)

Olgu antud paarikaupa erinevad sdlmed xp, . .., x, ja vastavad arvud
f(x0)s- .-, f(xn).

Lause

Interpolatsioonitingimusi P,(x;) = f(x;), i = 0,..., n, rahuldav dlimalt n
astme poltiinoom avaldub kujul

Pn(x) = f[xo] + f[x0, x1](x — x0) + f[x0, X1, x2](x — x0)(x — x1) + ...+
+ flx0, -+, Xn](x — x0) - - - (X — Xp—1)-

[Tdestus tahvlil ]
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Newtoni interpolatsioonivalem

Newtoni interpolatsioonivalemis kasutatavate diferentssuhete arvutamine
toimub kolmnurkse skeemi abil

X fIx

’ f{ 0} f[xo, x1] fl ]
X: X X0, X1, X

! ! fx1, x2] 0 2
X0 fx2] fl |
. X0, X1, » Xn),

Xn—1 f[anl] __________________________________
f[anlyxn]

Xn  f[xn]

kusjuures interpolatsioonivalemis kasutatakse ainult iga veeru esimesi
elemente.
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Ulesanne

@ Leida, kui palju tuleb teha korrutamisi ja jagamisi, et arvutada
Lagrange'i interpolatsioonivalemi abil P,(x), x # x;, i =0,...,n.
Sama kiisimus Newtoni valemi korral.
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Interpoleerime f(x) = |x| vaartusi sdlmedes xp = —1,x; = 0,x = 1.
1) Lineaarse siisteemi

o+ axi+ox? =f(x), i=0,...,2,
lahendamine annab ¢ = ¢; = 0, ¢ = 1 ning Pa(x) = x°.
2) Neville'i skeem annab po(x) =1, pi1(x) =0, p2(x) = 1.
(x =x0)f + (x1 — x)fy

po1(x) = P =(x+1)-0+(—x)-1=—x,
praf) = B 20 gy 1 1mm 0=

(el + (o — o () Gt D+ (- x)(—x)
po12(x) = po— = >
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Niide jatkub
3) Lagrange'i fundamentaalpoliinoomid on f20(x) = @
lo1(x) = LD gy () = L

Lagrange'i interpolatsioonipoliinoom on

2
Pa(r) = 3 Fx)ino) = 2 4 BN
i=0

4) Diferentssuhted
xo=-1 flx] =1
x1=0 flx]=0
xx=1 flx]=1

f[Xo,Xl] =-1

flxo, x1, x| =1
f[Xl,XQ]:]_ [0 ! 2]

Newtoni interpolatsioonipoliinoom on

Pa(x) = f[xo] + f[x0, x1](x — x0) + f[x0, X1, %2](x — x0)(x — x1)
=1—-(x+1)+(x+1)x
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Niide jatkub

Kaik neli meetodit annavad interpolatsioonipoliinoomiks Py(x) = x2.
Erinevus seisneb vaid selles, millist baasi poltinoomide ruumis P,
kasutatakse.

Juhul 1) on baasiks

{1,x,x2,x3,...,x"},

juhul 3) on baasiks

Jj=0 XN
JF#i
juhul 4) on baasiks
{1,x — x0,(x = x0)(x = x1)y ..., (x = x0) .. (x — Xp—1)} -
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Korvalepdige. Bernsteini poliinoomid

*Ulesanne. (1 p) Defineerime x € [0, 1] korral Bernsteini baaspoliinoomid

n

_)xi(l—x)”_i, i=0,...,n.

/

Bin(x) = (

Juhul i ¢ {0, ..., n} olgu Bjn(x) = 0. Tdestada iiksikasjalikult, et

o Bi,n(X) (1_X) i,n— l(X)+XBi71,n71(X);
@ Bin(x) >0, x € [0,1];
@ > loBin(x)=1;

Q Bin-1(x) = =1Bj p(x) + ELBjjq n(x);
@ poliinoomil B; 4(x), x € [0,1], on iiks lokaalne maksimum punktis £,
mis on ihtlasi ka globaalne maksimum.

Interpoleerimine 08/15.04.2019 32 /63



Korvalepdige. Bernsteini poliinoomid

*Ulesanne. (0.5 p) Olgu f € C[0,1]. Defineerime Bernsteini poliinoomi

Po(x) = g f <,’1> Bi n(x). (1)

kus

Bin(x) = <’7>Xi(1 — X)) i=0,...,n,

1

on Bernsteini baaspoliinoomid.

Kas poliinoom (1) interpoleerib funktsiooni f vaartusi sélmedes ﬁ
i=0,...,n? Pdhjendage. Naidake, et funktsiooni f(x) = x? korral esitub
Bernsteini poliinoom (1) kujul

n—-1, 1

Pa(x) = X —|—EX.

Leidke vahim n, mille korral max |P,(x) — x?| < 107672
0<x<1
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Interpolatsioonivalemi jaakliige

Olgu f : R — R interpoleeritav funktsioon ning P,
interpolatsioonipoliinoom, st iilimalt n astme poliinoom, mille korral
Pn(xi) = f(x;), i = 0,...,n. Tahistame jadkliikme

Ra(x) = f(x) — Pa(x).
[Ima taiendavaid eeldusi tegemata saab vaita vaid, et

R,,(X,') = f(X,') — P,,(X,') = 0, I = 0, ceeyn.
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Interpolatsioonivalemi jaakliige

— f(x)=1/(1 +x3)
—— Pg(x)
—— Rs(x)

1.0

—0.50 A
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Interpolatsioonivalemi jaakliige

Eeldame, et xg, ..., X, € [a, b] ning f € C"T[a, b]. Fikseerime x € [a, b],
olgu esialgu x # x;, i = 0,..., n. Vaatleme abifunktsiooni

©(z) = f(z) — Pp(z) — Kwn(2) = Rn(z) — Kwiy(2),

kus K on konstant ja wp(z) = (z — X0) ... (z — xp). On n3ha, et
©(x;)=0,i=0,...,n,iga K korral. Olgu K selline, et ¢(x) =0, mis
tihendab, et Rn(x) — Kwn(x) = 0 ehk K = Ze(3)

wn(x) "
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Interpolatsioonivalemi jaakliige

— Rn(2)
—— Kwn(2)
0.6 1
0.4 4
0.2 A1

—-0.2 1
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Interpolatsioonivalemi jaakliige

— Rn(2)
— Kwn(2)

1.0 A

0.5 1

—-0.5 1

—-1.0 1
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Interpolatsioonivalemi jaakliige

—— phi(z) = Rp(2) — Kwp(2)
2.0

1.5
1.01

0.5 1

[ ]
qg

v

—0.5 1
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Interpolatsioonivalemi jaakliige

Funktsioonil ¢ on I8igus [a, b] n+ 2 erinevat nullkohta xo, . . ., x,, x. Rolle'i
teoreemi pdhjal on funktsioonil ¢’ vahemikus (a, b) vdhemalt n+ 1 erinevat
nullkohta, need asuvad funktsiooni ¢ nullkohtade vahel. Analoogiliselt
jatkates, funktsioonil ¢ on n erinevat nullkoha, kuni funktsioonil (1)
on vahemikus (a, b) vahemalt iiks nullkoht &, o("t1)(¢£) = 0.

Kuna & soltub fikseeritud arvust x, siis oleks korrektsem kirjutada, et
leidub & = &(x) nii, et ("D (£(x)) = 0.

Leiame niiiid ("1
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Interpolatsioonivalemi jaakliige

Diferentseerime funktsiooni
o(z) =f(z) — Pp(z) — K(z — x0) - .. (z — xn),
n+ 1 korda. Saame
o (2) = F(MH)(2) — K(n+ 1)1,

millest

PM(E(x)) = FI(E(x)) ~

Rol) (4 1y =,

wn(x)

(n+1) (g(x
ehk Ro(x) = Zrilwn(x).

Kui x = xj, siis wp(x) = 0 ja Ry(x) = 0, mistSttu saadud R,(x) esitus
kehtib, seejuures voib £ votta suvalise.
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Interpolatsioonivalemi jaakliige

Lause

Olgu xp, ..., X € [a, b] paarikaupa erinevad sdlmed, f € C"*1[a, b] ning
P, tlimalt n astme poliinoom, mis interpoleerib funktsiooni f vaartusi
solmedes x;, i =0,...,n. Iga x € [a, b] korral leidub £(x) € (a, b) nii, et

_ A (e())

(n+1)! wn(x);

kus wp(x) = (x — x0) - . . (X — Xn).

Arvestades, et f("1) on pidev, on ta tdkestatud I3igus [a, b]. Olgu

Mpy1 = _max ‘f (n+1) (x )) Siis |Rp(x)] < nﬂl, lwn(x)]|, see vdimaldab

hinnata |nterpoleer|m|se tapsust.
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Ulesanded

Kas funktsioon x — f("1)(£(x)) on pidev? Kas ta on mingi arv kordi
pidevalt diferentseeruv?

@ Tdestada, et eksisteerib lim Fint1)(£(x)).
Soovitus: kasutada L'Hospitali reeglit.
@ Tdestada, et on olemas &; € [a, b] nii, et

Fr(g) = lim FOH(E(x))

X—rX;

@ Tdestada, et funktsioon x — F("1)(£(x)) on pidevalt diferentseeruv.
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Interpolatsioonivalemi jaakliige

@ Todestada, et kui f € C™1[a, b] ja x; — xo, i =1,...,n, siis
interpolatsioonivalemist saab piirvaartusena Taylori valemi

(n)(x
f(x) =f(x0) + f'(x0)(x —x0) + ...+ f n(! 0) (x —x0)"
f("+1)(§) .
+ m(x — XO) +1.
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Interpolatsioonivalemi jaakliige

Jaakliikmele on véimalik anda ka teistsugune esitus. Olgu
x #x;,i =0,...,n, lelame f[x, xp, ..., x,]. Kasutades juba tdestatud

valemit
n

f[X07X1,...,xn]:an¢
i=0 Jl:[(Xifx])

j=0

B f(x) f(xo0)
b0, = (x —x0) - .- (x — xn) i (x0 = x)(x0 —x1) - - (x0 _X")+
Foot ()

(%0 — Xx)(Xn — x0) - - - (Xp — Xn—1)

Korrutame vorduse mdlemad pooled labi avaldisega wp(x), siis
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Interpolatsioonivalemi jaakliige

Flox0, - oxalon(x) = 5= ;();)w ((j)_ Xn)
f(x0)wn(x)
(XO — X)(Xo — X1) - (Xo - Xn)
- f(xn)wn(x)

(xn — x)(Xn — x0) - - - (Xn — Xn—1)
= 1~ ) =)
(x —x0) ... (x — xp-1)
— ) (xn —x0) - - - (Xn — Xn—1)

= F(x) = > F(xi)lni(x)
i=0
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Interpolatsioonivalemi jaakliige

Oleme saanud jaakliikmele jargmise esituse
Ra(x) = f[x, x0, - - ., Xn]wn(x).
Siin ei ole funktsiooni f kohta mingeid sileduse ega pidevuse ndudeid.

Kui eeldada, et f € C"1[a, b], siis saime eespool, et

Ra(x) = %wn(x). Kahte jaikliikme esitust kdrvutades saame

jargmise tulemuse

Teoreem diferentssuhte esitusest

1) ¢ € (a, b).

n

Kui f € C"[a, b] ja xo,...,xn € [a, b], siis f[xo,...,xn] =

Erijuhul n = 1 saame siit Lagrange'i valemi

f(x1) — f(xo)

f[Xo, Xl] = X1 — X0

= f/(f), £ e (Xo,Xl).
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Interpolatsiooniprotsessi koondumisest

Olgu antud I3ik [a, b] ja sGlmede siisteem x,,; € [a,b], n=0,1,..
i=0,...,n, see on kirjutatav kolmnurksel kujul

X00
X10, X11
X20, X21, X22

Vaatleme mingit funktsiooni f: [a, b] — R. Moodustame
interpolatsioonipoliinoomid P, nii, et P, aste ei lleta n ja

Pn(xni) = f(xni), i = 0,...,n, tehes seda iga n =0,1,... korral. Selliselt
moodustub interpolatsioonipoliinoomide jada P,, n=0,1,.... Plstitame
kiisimuse: kas max |Pn(x) — f(x)] = 0, kui n — 00?
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Interpolatsiooniprotsessi koondumisest

Teoreem [Faber, 1914]

lga sGlmede siisteemi xp; € [a,b], n=0,1,...,i=0,...,n, korral on
olemas funktsioon f € C|a, b] nii, et Ta§b|P,,(x) — f(x)| — 0 ei leia aset,
asx

kui n — co. On olemas isegi funktsioon f, kus Ta§b|Pn(x) — f(x)| = oo,
a<x<

kui n — oo.

Saab néidata, et interpoleerides iihtlasel vérgul funktsiooni f(x) =
x € [-1,1], kehtib r<naé<b\P,,(x) — f(x)| = oo, kui n — oo (Runge
a<x<

1
1+25x2"

fenomen).
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Interpolatsiooniprotsessi koondumisest

Saab niidata, et interpoleerides Uihtlasel vrgul funktsiooni f(x) = mﬁ

x € [-1,1], kehtib max |P,(x) — f(x)| — oo, kui n — oo (Runge
a<x<b

fenomen).
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Interpolatsiooniprotsessi koondumisest

Saab niidata, et interpoleerides Uihtlasel vrgul funktsiooni f(x) = mﬁ
x € [-1,1], kehtib Tazb\P,,(x) — f(x)| = oo, kui n — oo (Runge
a<x<

fenomen).

— fix)

Pn(x)
_1/00 —6.75 —050 —025 0p0 025 050 0. 1.00
-0.25 -
—0.50 -
-0.75 A
-1.00 A
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Interpolatsiooniprotsessi koondumisest

Saab niidata, et interpoleerides Uihtlasel vrgul funktsiooni f(x) = mﬁ
x € [-1,1], kehtib Tazb\P,,(x) — f(x)| = oo, kui n — oo (Runge
a<x<

fenomen).

n=16
2.

N | N

-100/ -0.75 -0.50 -0.25 0.0 0.25 0.50 0.75 | 1.p0

-8

—-10

—12 4

—-14 4
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Interpolatsiooniprotsessi koondumisest

Saab niidata, et interpoleerides Uihtlasel vrgul funktsiooni f(x) = mﬁ
x € [-1,1], kehtib Tazb\P,,(x) — f(x)| = oo, kui n — oo (Runge
a<x<

fenomen).

n=32

(\ T T T T T T T /\
-100 -0.75 -0.50 -0.25 0.)0 025 050 075 Lpo

—1000 A

—2000 1

—3000 4

—4000 1

—5000 1

Interpoleerimine 08/15.04.2019 49 /



Interpolatsiooniprotsessi koondumisest

Samas saab iga 18igul pidevat funktsiooni kuitahes tapselt poliinoomidega
lahendada:

Weierstrassi teoreem

Olgu f € Cla, b]. Eksisteerib iilimalt n astme poliinoomide P, jada, mille
korral rlla?b|P,,(x) — f(x)| = 0, kui n — oco. (Siin P, ei pruugi olla
a<x<

interpolatsioonipoliinoomid.)

— fix)

Pl = 2 (B, o(x)

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
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Interpolatsiooniprotsessi koondumisest

Samas saab iga 18igul pidevat funktsiooni kuitahes tapselt poliinoomidega
lahendada:

Weierstrassi teoreem

Olgu f € Cla, b]. Eksisteerib iilimalt n astme poliinoomide P, jada, mille
korral rlla?b|P,,(x) — f(x)| = 0, kui n — oco. (Siin P, ei pruugi olla
a<x<

interpolatsioonipoliinoomid.)

— flx)

Po(x) = 2 fliB, o(x)

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
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Interpolatsiooniprotsessi koondumisest
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Interpolatsiooniprotsessi koondumisest

Samas saab iga 18igul pidevat funktsiooni kuitahes tapselt poliinoomidega
lahendada:

Weierstrassi teoreem

Olgu f € Cla, b]. Eksisteerib iilimalt n astme poliinoomide P, jada, mille
korral rlla?b|P,,(x) — f(x)| = 0, kui n — oco. (Siin P, ei pruugi olla
a<x<

interpolatsioonipoliinoomid.)

— flx)

Po(x) = 2 fliB, o(x)

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
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Interpolatsiooniprotsessi koondumisest

Kui valida s6lmed sobivalt, naiteks funktsiooni f(x) = mﬁ x € [-1,1],

korral valida interpolatsioonisdlmedeks T¥ebd3ovi sdlmed x; = cos( ),

i=0,...,n, siis leidub ka ilimalt n astme interpolatsioonipoliinoomide P,
jada, mille korral max |Pp(x) — f(x)| — 0, kui n — 0.
a<x<b

— f(x)=1/(1 +25x?)
—— Pn(x)

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 “0.00 0.25 0.50 0.75

Interpoleerimine

08/15.04.2019 51 /63



Interpolatsiooniprotsessi koondumisest

Kui valida s6lmed sobivalt, naiteks funktsiooni f(x) = mﬁ x € [-1,1],

korral valida interpolatsioonisdlmedeks T¥ebd3ovi sdlmed x; = cos( ),

i=0,...,n, siis leidub ka ilimalt n astme interpolatsioonipoliinoomide P,
jada, mille korral max |Pp(x) — f(x)| — 0, kui n — 0.
a<x<b

— f(x)=1/(1 +25x?)
—— Pn(x)

1.00
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Interpolatsiooniprotsessi koondumisest

Kui valida s6lmed sobivalt, naiteks funktsiooni f(x) = mﬁ x € [-1,1],

korral valida interpolatsioonisdlmedeks T¥ebd3ovi sdlmed x; = cos( ),

i=0,...,n, siis leidub ka ilimalt n astme interpolatsioonipoliinoomide P,
jada, mille korral max |Pp(x) — f(x)| — 0, kui n — 0.
a<x<b

— f(x)=1/(1 +25x?)
—— Pn(x)

o4 —= e 8 o o o o 5 5 5 o ss=m
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25

0.00 0.25 0.50 0.75
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Vigade moju interpoleerimisel

n

Iga s6lmede siisteemi korral rgagbz |¢ni(x)| > cInn, kus c on positiivne
PE=Yiso
konstant.

Analiitisime selle tulemuse valguses andmete vigade mdju interpoleerimisel.
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Vigade moju interpoleerimisel

Oletame, et tipsete vaartuste f(x,;) asemel leitakse arvud f,; nii, et
|fai — f(xni)| < e. Leitud arvude f,; abil moodustatakse tegelikult

kasutatavad interpolatsioonipoliinoomid P Z foilni(x). Siis

~ n

- = PR . . <

%, [Pa(x) = Pal)] = max, 2“"' o) ()] <
i

foi — 14
< a?fébZ\ i — ()| i (¥)] <
< £ max Z\E,,, )| — oo, kui n — oo.
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Vigade moju interpoleerimisel

n
Siin hinnangutes vdivad vorratused olla vordused, sest _max Z [0ni(x)] =

i=0
n

= Z |€ni(x0)| mingi xo € [a, b] korral ja vastavalt £,;(xg) markidele vGib
i=0
esineda sobivalt f,; — f(x,;) = L& nii, et

n

ag\xaé(b Z;(fni - f(Xni))gni(X) >
> 1Y (o = £ (xni) ) ni(x0)| =
i=0
= Z ‘fm f(X,,, ’ Mm(xo ‘ = 52 ’En/ XO

i=0

Poliinoomidega interpoleerimine on ebastabiilne algandmete vigade suhtes,
kui suurendada poliinoomide astet.
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Mitme muutuja funktsioonide interpoleerimine

Olgu tasandil antud omavahel erinevad punktid (xo, o), - - -, (Xn, ¥n), lisaks
veel arvud fy, ..., f,, mis voivad olla mingi funktsiooni f vaartused
fi = f(xi,yi), i =0,...,n. On vaja leida ilimalt m astme poliinoom Pp,

nii, et Pp(x;,y;) = f;, i =0,...,n. Polinoomi Py, iildkuju on

Pm(x,y) = coo + crox + C20X2 + .o+ cmox™ +

+ cory + cixy + enx’y + ...+ cm_lle'”*ly +

+ Co,m—1ym*1 + C1,m—1Xym*1 +
+ comy™.

Interpolatsioonitingimused annavad lineaarse siisteemi kordajate ¢j;
maaramiseks. Kordajaid on (m+1)+m+...+1= w
interpolatsioonitingimusi ehk vorrandeid n+ 1. Siisteemi iiheseks
lahenduvuseks igasuguste andmete f; korral on tarvilik, et

m—+1)(m+2
n+1:7(+)2(+).
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Mitme muutuja funktsioonide interpoleerimine

Siisteemi iiheseks lahenduvuseks on tarvilik, et n+1 = (’"H)zﬂ kus m
on poliinoomi aste ning n+ 1 s6lmede arv.

Kui m =0, siis n =0 (1 s6lm), kui m = 1, siis n = 2 (3 s6lme), kui

m = 2, siis n =15 (6 s6lme), kui m = 3, siis n =9 (10 s6lme) jne.
Interpolatsioonipoliinoomi tiheseks maaramiseks ei saa sdlmede arv olla
suvaline.

Lisaks ei saa need solmed paikneda suvaliselt. Kolme s6lmega
interpolatsiooniiilesanne ilimalt esimese astme poliinoomi leidmiseks on
iheselt lahenduv parajasti siis, kui kolm punkti (x;,y;), i = 0,1,2, ei asu
ihel sirgel. Kuue sdlmega (x;,y;), i =0,...,5, llesanne on uheselt
lahenduv parajasti siis, kui sdlmed ei asu uhel teist jarku joonel (ellips,
parabool, hiiperbool, kaks sirget), kiimme sdlme ei tohi asuda ihel
kolmandat jarku joonel jne.

Ei ole vGimalik saada nii haid jaakliikme esitusi kui tihe muutuja juhul.
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Mitme muutuja funktsioonide interpoleerimine

Vaatame veel iihte voimalust interpoleerimiseks kahe muutuja juhul, kus
s6lmede paiknemine on eriline. Oletame, et on antud ristkilikuline

solmede vork (xj,yj), i=0,...,n,j=0,...,m.
yﬂ
Ym-t . . . .

©
©
©
©
I

K]
o
8]
3
HV
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Mitme muutuja funktsioonide interpoleerimine

Olgu antud fj, i =0,...,n,j=0,...,m. Lahendame
interpoleerimisiilesande jargmiselt. Fikseerime j € {0,..., m} ja leiame P
kui Glimalt n astme iihe muutuja poliinoomi nii, et P}(x;) = fj,
i=0,...,n. Selliselt toimime iga j korral, tulemusena saame poliinoomid
PO(x), ..., P™(x). Seejirel leiame kahe muutuja poliinoomi
Pnm = Pnm(x,y), mis on argumendi y jargi iilimalt m astme poliinoom nii,
et

Pam(x,yj) = Pi(x), Jj=0,....m.

Selliselt saadav kahe muutuja poliinoom P, (x, y) on ilimalt n+ m astme
poliinoom. Seejuures iga i ja j korral Ppm(x;, yj) = Ph(x;) = fjj. Selliselt
saadud poliinoom Ppp, = Pam(x, y) ei pruugi olla minimaalse astme
poliinoom, mis rahuldab interpolatsioonitingimusi.
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Mitme muutuja funktsioonide interpoleerimine

Naide
Olgun=1 m=2,s6lmed xg =0, x1=1, =0, y1=1, y» =2 ja

interpoleeritavad vaartused foo = f11 =0, figp =fo1 = foo =1, A2 =2 on

antud joonisel.
Leiame esmalt poliinoomid

P?(x) = X, Pll(x) =1-x, P12(x) =x+1,

Seejarel leiame kahe muutuja poliinoomi

P12(x,y) = coo + cory + ooy

+ c1ox + crixy + craxy?,

mis iga x korral interpoleerib sdlmedes y; vaartusi

Pi(x).

mis iga fikseeritud j korral interpoleerivad vaartusi fj;.

v
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Mitme muutuja funktsioonide interpoleerimine

Niide jatkub

P12(x,y) = coo+cory + coay? + crox+c11xy + craxy?
Tingimused

P12(X,O) = P?(X),
Pia(x,1) = P}(x),
Pi12(x,2) = 12(x)

ehk

Coo + C10X = X,
Coo + Co1 + Co2 + ciox + c11x + ciox =1 — X,
Coo + 2¢co1 + 4coo + ciox + 2c1ix +deppx = x+ 1

maaravad kordajate vaartused lheselt.

v
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Mitme muutuja funktsioonide interpoleerimine

Naide jatkub
Saame Pia(x,y) = %y — %yz + x — 4xy + 2xy2.
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Mitme muutuja funktsioonide interpoleerimine

On v&imalik interpoleerida teises jarjestuses, fikseerides algul
i€{0,...,n}, leides Pi, = PI (y) nii, et PL(y;)=f;,j=0,...,m.
Selliselt toimitakse iga indeksi i korral ning seejarel leitakse kahe muutuja
poliinoom Py, = N,,m(x,y), interpoleerides muutuja x jargi, kasutades
Pi (y) funktsiooni vairtustena, s.t. Pon(xi,y) = PL(y), i=0,...,n.

@ Toestada, et Poy(x,y) = Pum(x,y). Soovitus: kasutada Lagrange'i
interpolatsioonivalemit.
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Mitme muutuja funktsioonide interpoleerimine

Naide jatkub

Kas saaks interpoleerida ka 2.-astme poliinoomiga

Pa(x,y) = coo + c10x + Cory + caox? + crixy + cooy??
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