Monda afiinsest geomeetriast

Selles peatiikis vaatleme punktiruume ja nendega seotud teisendusi. Kogu késitlus
toimub aksiomaatiliselt.

Lahtepunktina peab olema ette antud mingi vektorruum V.

Afiinse ruumi moiste

Definitsioon 1. Mittetiihja hulka A iile vektorruumi V nimetatakse afiinseks
ruumsiks, kui on antud kujutus

+: AXV — A, (X, Z) — +(X, %) =: X + 7,

mis rahuldab kahte jargmist aksioomi.

I°VXeAVZyeV X+ @4y =X+2)+7
2°VX,YeAdreV . X+2=Y. R
Vorrandi X + 7 =Y ainsat lahendit tahistame £ =: XY

Afiinse ruumi A elemente A, B, ..., X, Y, ... nimetatakse punktideks. Vektorruumi
V nimetatakse afiinse ruumi A sihiruumiks.

Jargnevas teeme moned lihtsad tdhelepanekud afiinse ruumi definitsioonist. Need
tdhelepanekud tugevdavad veendumust, et afiinse ruumi iiheks prototiiiibiks on
kooligeomeetrias (ilma rangete definitsioonideta) kasutatav ,punktide ruum®.

Koigepealt paneme téhele, et afiinne ruum (erinevalt vektorruumist) on homogeen-
ne: iikski punkt pole teistest ,erilisem* (néiteks ei ole mingit nullpunkti®).

Lause 1. Iga punkti X € A korral vorrandil X + ¥ = X on tdpselt iks lahend

Z=0.

Téestus. Olgu fikseeritud X € A. Aksioomi 2° pohjal leidub tépselt iiks vektor
H, et X—l—)a2 = X. Niitame, et ﬁ = 0.

Saame, et
X=X+ XX =X+ (XX+0)=(X+XX)+0=X+0.

Kuna vektor )?)_(} on iiheselt madratud, siis )?} = 0. ]
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Lause 2. Mistahes X,Y € A korral ﬁ = —XY.

TV i TR
Toestus. Teame, et leiduvad iiheselt madratud vektorid XY ja Y X omadustega
X+XY=Y ningY%—YX = X. Seega

Y+ (YX+XY)= (Y +YX)+ XY = X + XY = X.

Lahendivektori iihesuse tottu Y*X2 + W = 6, millest Y*X2 = —)ﬁ/. O

-
Lause 3. Mistahes X,Y,Z € A korral XY + ﬁ = ﬁ

=
Toestus. Viide jareldub vordustest X + (XY + ﬁ) = Z ning X + ﬁ = Z ning
aksioomist 2°. O

Lause 4. Olgu O € A. Mistahes punktide X,Y € A ning ¥ € V korral kehtib
SaMavaarsus

X+7=Y & OxX+i=O0Y.

Toestus. Kui X + & =Y, siis £ = XY ning viide jareldub lausest 3.
Y

—- —— —
Kehtigu 072 +7Z=0Y,siis ¥ =0Y — O*Xz, millest lause 2 tottu 7@ = OY +ﬁ

)W. Seega X +7 =Y.

oo

Lause 5. Hulkade A ja V wvahel on iksihene vastavus.

Toestus. Peame konstrueerima bijektsiooni p: A — V. Fikseerime suvaliselt punk-
ti O € A. Téhistame p(X) = OX. Veendume, et ¢ on injektiivne ja siirjektiivne.

— . —
Kehtigu ¢(X) = gp(i)), siis OY — sz = 0, millest lause 2 tottu XY = 0. Seega
X =X4+0=X+XY =Y. Niisiis ¢ on injektiivne.

Mistahes vektori ¥ € V korral (O + &) = #. Niisiis ¢ on siirjektiivne. m
Lause 5 néitab, et A= {0+ 2: ¥ € V}.

Definitsioon 2. Afiinse ruumi mootmeks nimetatakse tema sihiruumi moodet:

dim A =dimV.

Kui tahame rohutada, et dim A = n, siis tdhistame A" := A.

Definitsioon 3. Afiinse ruumi A" reeperiks nimetame hulka {O; €;}, mis koosneb
punktist O € A ning A" sihiruumi mingist baasist {€;}.



Definitsioon 4. Punkti X € A" kohavektoriks reeperi {O; €;} korral nimetatakse

vektorit OX. Punkti X € A" koordinaatideks reeperi {O;¢€;} korral nimetatakse
tema kohavektori koordinaate baasil {¢;}.

Olukorras OX = Z:cié kirjutame X (z1,...,x,) voi lihemalt X (z;). Punkti

i=1
koordinaadid méaaratakse iiheselt, sest kohavektor ja vektori koordinaadid baasil
méadratakse iiheselt.

Paneme téhele, et afiinses ruumis endas pole mingit (algebralist) struktuuri. (Ainus
tehe on punktile vektori liitmine). Koolis ei lubata punkti koordinaate kirjutada
kujul X = (21, x9), kasutatakse ainult varianti X (z1,z5). Seda motiveerib soov
hoida ,punktide ruum* (ehk afiinne ruum) lahus ,vektorite ruumist” (afiinse ruumi
sihiruumist). Samuti voib kirjutisest X = (z1,x2) jadda mulje, et punktid ning
vektorid on kuidagi samastatavad, see omakorda viib aga (ekslikule) mottele, et
vektorite ruumist (niiteks R?, iildisemalt R™) voiks liitmise ja arvuga korrutamise
tehted (ehk algebralise struktuuri) iile tuua ka punktide ruumi.

Uleminekul reeperilt {O;¢&;} reeperile {O';¢;'} toimub teisendamine jirgmiselt.
Tahistatakse

! — — J
00" = 1€ + 2y . ..+ Cpép,
- / — — —
€1 = c11€1 + Co1€2 + ...+ Cpi€n,
- / — — -
€n = Cip€1 Tt Con€2 + ...+ Coptn,
Ci1 Ci2 ... Cip C
Co1 Co9 ... Cop Co
C =
Ch1 Cpn2 ... Cpp Cp
0 O ... O 1

Kirjutame {O; é; } i>{O’; ¢;'}, kui reeperiteisendusmaatriks tileminekuks reeperilt
{O; €} reeperile {O';¢€;"} on C.

Lause 6. Olgu {O;é;} i>{O;e§-}. Siis C = Eny1, kus E,qy1 on (n + 1)-jirku
thikmaatriks.

Toestus. Lause 1 pohjal

6: O? = icié},
i=1
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millest vektorsiisteemi €7, ..., €, lin-soltumatuse tottu ¢; =cp = ... = ¢, = 0.

n
Kunae; = Z cjiej, t = 1, ..., n, siis jille vektorsilisteemi 1, . . . , €, lin-soltumatuse
7j=1
. 1, kuit=y .. - .
tottu c;; = { 07 kii i y: j’ (Kirjutatakse ka ¢;; = d;; ja nimetatakse Kroneckeri
delta.) O

Lause 7. Olgu {0} —5{0;&'}, (08"} 25{0":2,"} ning (0.7} -S5{0",&"}.
Siis C = A B.

Téestus. Koigepealt paneme tihele, et nii C kui ka A B viimane rida on (0,0,...,0,1).

Edasi saame, et
00" — >,

teisalt aga

00" = 00'+00" =3 aéi+> b =
i=1 j=1

n

= Z a;€; + Z b (Z aijé;) =
j=1

i=1 i=1
n n
= E a; + E bjaij €;.
=1 7j=1

Vektorsiisteemi €71, . . ., €, lin-soltumatuse tottu

n
ci:ai—l—g bjaij, z:l,,n
j=1

n
Paneme aga tdhele, et arvud a;+ E bja;;,1=1,...,n, ongi maatriksi A B viimase
J=1
veeru esimesed n elementi.

Lopuks, iga i = 1,...,n korral

n
e, = E cjiej
=1



ning
n

&" = bué' = by (Z ajk%) => (Z ijbki) €j.
k=1

k=1 j=1 j=1 \k=1

Vektorsiisteemi €7, . . ., €, lin-soltumatuse tottu

n
Cji = E ajkbk,-, jzl,,n
k=1

n
Paneme aga tédhele, et arvud Zajkbki, j = 1,...,n, ongi maatriksi AB i-nda

k=1
veeru esimesed n elementi. OJ

Jareldus 8. Olgu {O;é;} E>{O'; é'} ning {O';¢;,"} 2>{O; ). SiisD=0C .
Téestus. Lause 7 pohjal on kompositsioonteisenduse {O; ¢;} —{O; €;} maatrik-
siks C'D. Lause 6 pohjal on niiiid C' D = FE, ;. Rakendades sama arutelu ka

teisenduse {O'; &'} —{0'; &'} jaoks, saame ka vorduse DC = E, ;. O

Osutub, et afiinse ruumi A reeperite hulga R(A") ning rithma

( )
Ci1 Cl2 ... Cipn C
Co1 C22 ... Cop Co
GL(n+1,R) := oot ot e emein e, €ER 3 C GL(RH1,R).
Cnl Cp2 Cnn Cn
(\o o ... 0 1 )

vahel on tiksiithene vastavus (isegi isomorfism).

Definitsioon 5. Fikseerime punkti A € A ning sihiruumi V mingi m-modtmelise
alamruumi M™. Afiinse ruumi A m-tasandiks nimetatakse tema alamhulka

A+M" ={A+2Z: 2 €M™},

Vottes @ = 0 nieme, et A € M™.

Saab néidata, et mistahes B € A + M™ korral A + M™ = B + M™. (Pirast
tahistamisi A+b = B, kus b € M™, ja B+(—g) = A, on sisalduvuste A+ M™ C B+M™
ja B+M™ C A+ M™ kontroll vahetu.)

Osutub, et afiinse ruumi A iga m-tasand A + M™ on afiinne ruum sihiruumiga
M™. (Vahetu kontroll: tehe ruumis indutseerib tehte m-tasandil; aksioomid kehtivad,
kuna nad kehtivad kogu ruumis A.)



Definitsioon 6. Afiinse ruumi A alamhulka B nimetatakse A alamruumiks, kui
B on m-tasand (mingi m korral). Juhul m = n — 1 nimetatakse alamruumi B
hiipertasandiks, juhul m = 1 sirgeks ja juhul m = 2 tasandiks.

Afiinses ruumis saab anda m-tasandite (sealhulgas sirgete ja tasandite) parameetri-
lised vorrandid koordinaatides. Loomulikul viisil defineeritakse ka 16igu keskpunkti

1
moiste: 10igu AB keskpunktiks on punkt A + 51@

Afiinsesse ruumi saab sisse tuua kahe punkti vahelise kauguse moiste, kui eeldada,
et vektorruum on eukleidiline ruum (st. tal on defineeritud skalaarkorrutamine).
Sellisel juhul nimetatakse tekkivat afiinset ruumi eukleidiliseks afiinseks ruumiks.
Kui eukleidilise afiinse ruumi reeperi baas on ristbaas, nimetatakse seda reeperit
ristreeperiks.

Vaadeldakse ka afiinseid ruume, mille sihiruum on varustatud skalaarkorrutamise
mingi analoogiga ruume (nt. pseudoeukleidiline ja siimplektiline afiinne ruum).



Afiinsed teisendused

Olgu A ja A’ afiinsed ruumid sihiruumidega V ja V' iile sama korpuse K.

Definitsioon 7. Kujutust f: A — A’ nimetatakse afiinseks kujutuseks, kui leidub
selline lineaarkujutus ¢: V — V', et

FX+0) =f(X)+9(F) VXecAVFeV.

Lineaarkujutust ¢ nimetatakse afiinse kujutuse f homogeenseks osaks. Kui A = A’,
siis nimetatakse f afiinseks teisenduseks.

Naiteks R™ on afiinne ruum sihiruumiga R™. Jargnev lause kirjeldab koik afiinsed
kujutused ruumist R™ ruumi R.

Lause 9. Olgu f: R™ — R. Jdrgmised vdited on samavdidrsed.

(i) f on afiinne kujutus;
(i) leiduvad arvud ay, ..., an,,b0 € R nii, et iga (xq,...,2,) € R™ korral

flzy, .. xm) = a1 + ..+ T + b;

(iii) iga (x1,...,2m), (Y1,-.-,Ym) € R™ ja t € [0,1] korral
flxr+ 1 =y1, .. tem + (1= )ym) = tf (@1, .o o)+ A=) f (Y1, - - -, Ym)-
Toestus. ,,(1)=(ii)“ Olgu f afiinne, siis leidub lineaarkujutus ¢: R™ — R nii, et
iga (z1,...,2y,) € R™ korral
flzr, oo xm) = f0,...,0) + (21, ..., 2m)) = f(O,...,0) + o(x1, ..., 2m).

Téahistame a; = ¢(1,0,...,0), ..., apn = ©(0,...,0,1), b = f(0,...,0). Kujutuse
¢ lineaarsusest jareldub niiiid vahetult, et

flzy, ... xm) =z + ... + Ty + 0.

»(i1)=(1)* Defineerime kujutuse ¢: R™ — R seosega ¢(z1,...,Ty) = a121 + ...+
AT Siis iga (x1,...,2,) € R™ (afiinne ruum) ja (yi,...,yn) € R™ (tema
sihiruum) korral

@y ewm) + (yoym) = f@E g0 Tm 4 ym) =
= @1<371+yl)+"'+CLM(xm+ym)+b:
= (amx1+ ...+ aptm +0) + (ay1 + ... + apYym) =
= f@n. o zm) o, Ym),

7



mis tdhendab, et f on afiinne.
,(i1)=-(iil)* Vahetu kontroll. Kasutada tuleb ka, et b = tb+ (1 — t)b. (Ise!)
,(iii)=(ii)*“ Defineerime ¢: R™ — R seosega

o(xy, ... xm) = flz1,...,xm) — f(0,...,0), (x1,...,2m) € R™

Naitame, et ¢ on lineaarne.

Vahetu kontroll néitab, et ¢(0,...,0) = 0. Néitame, et kujutusel ¢ on samasugune
kumeruse-nogususe omadus nagu funktsioonil f. Olgu (z1,...,2m), (Y1, -, Ym) €
R™ ning ¢ € [0, 1], siis

oz, + 1=y, ...ty + (1 =ym) = [tz + 1 =y, ..., txm + (1 —)ym) —
— f(0,...,0) =
= t(f(x1,...,2m) — f(0,...,0)) +
+ (L=t (f(y1, - Ym) — f(0,...,0)) =
= to(xy, ..., xm)+ (1 —=)o(Y1, - Ym)-

Muuhulgas jareldub siit olukorras (y1,...,ym) = (0,...,0), et iga ¢t € [0, 1] korral

o(txy, ... tey,) =te(x, ..., o) (1)

Juhu ¢ > 1 jaoks aga annab seos (1), et

1 1 1
") (—(txl), ce —(txm)> = —p(txy, ... txy,).
t t t
Kokkuvottes iga t > 0 korral

o(txy, ... tey) =to(xy, ... Tn).

Kujutuse ¢ aditiivsuse toestame naiteks jargnevalt: olgu (1, ..., zmn), (Y1, -, Ym) €
2

R™, siis
1 1

1 1
= 2 = - ey, T Ty —UYmn | =
90(2 x1+2 Y1, ,2I+2y>

N | —

(@1, xm) + (W1, Ym) = 90(2 (l(xlntyl),...,

1 1
= 2. (590($177xm)+§90(y1?7ym)> =

= (p(xlw"axm) +90(y177ym>
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Edasi saame, et iga (z1,...,%,) € R™ korral

0 = ©0,...,0) =@(x1 + (—21), ..., T + (=) =
= o@1,.. xm) (=21, ., —Tm),
millest
o(=21,. ., —Tp) = —o(T1, ..., Tpy). (2)
Niisiis, kui ¢ < 0, lubab vordus (2) saada, et

oty ... tey) = e(=t)(—z1),..., (=) (—zp)) =

= (=t)o(—x1,...,—Tp) =
= (=O)(=plas,. . 2m)) =
= to(T1,...,Tm).

Kujutuse ¢ lineaarsus (ehk homogeensus ja aditiivsus) on toestatud.

Jargnevalt tuleb sisse viia tdhised aq, ..., a,,, b ning viia toestus lopule tapselt nagu
tegime implikatsiooni ,,(i)=-(ii)* toestamisel. (Ise!) O

Tingimus (iii) sisuliselt tdhendab, et afiinsed kujutused R™ — R on parajasti need,
mis on korraga kumerad ja nogusad.

Tingimus (ii) iitleb aga, et afiinsed kujutused R™ — R on tépselt need, mille graafik
on (juhul m = 1) sirge (voi korgemamaootmelistel juhtudel tasand voi hiipertasand).

Uldisemalt tihendab kujutuse afiinsus seda, et ta viib mingi iihe punkti kindlaks
punktiks ja tema kiitumine jiilejidinud osas“ (tegelikult kohavektoritel) on #ra
maéadratud lineaarkujutuse poolt. Teisiti deldes, afiinse kujutuse saame lineaarku-
jutusest  konstandi liitmisel”. Jirgnev teoreem veelgi tdpsustab seda seost.

Teoreem 10. Mistahes lineaarkujutuse p: V. — V' ning iga kahe punkti A € A
ja A" € A" korral leidub selline iiheselt mdadratud afiinne kujutus f: A — A,
mille homogeenseks osaks on ¢ ning mille korral f(A) = A'.

Téoestus. Defineerime
FX) = A 1 p(AX), XeA

Vahetu kontroll niiitab, et f(A) = A, f(X +§) = f((A+AX)+§) = F(X)+ (@)
(seega f on noutavate omadustega) ning f on iiheselt maiaratud: kui f on afiinne
ja sama homogeense osaga, f(A) = A’ siis f(X) = f(A+ B) = f(X). O



Definitsioon 8. Afiinse ruumi A punktisiisteemi {Ag, Ay, ..., A} nimetatakse

afiinselt soltumatuks, kui vektorsiisteem {AgA1, AgAs, ..., AgAy} on lineaarselt
soltumatu.

Paneme téhele, et afiinselt soltumatus punktisiisteemis on punkte iithe vorra roh-
kem kui sihiruumi vastavas lineaarselt soltumatus vektorsiisteemis.

Teoreem 11. Olgu {Ag, Ay, ..., A} n-mootmelise afiinse ruumi A" afiinselt sol-
tumatu punktisisteem ja {Aj, A, ..., A} afiinse ruumi A punktisisteem. Siis
leidub theselt madratud afiinne kujutus f: A" — A’ omadusega f(A;) = A iga
1=0,1,...,n korral.

Téestus. Vektorsiisteem {AgAj, AgAs, ..., AgA,} on afiinse ruumi A" sihiruumi
V™ baas. See voimaldab defineerida kujutuse

— — — —
Vahetu kontroll niitab, et kujutus ¢: V" — V'’ on lineaarkujutus. Teoreem 10

annab meile niiiid {iheselt médratud afiinse kujutuse f: A" — A’ homogeense
osaga o ning omadusega f(Ag) = Aj. Sealjuures

FA) = F(Ao+ AoAl) = A+ p(AAr) = Ao + ApAl = A!
igai=1,...,n korral. Kujutuse f iihesus tuleneb rakendatud tulemuste iihesusest.
n

Teoreem 11 iitleb muuhulgas, et tasandi afiinne teisendus on méaaratud, kui kir-
jeldada, kuidas teisenevad kolm punkti, mis ei asu iihel sirgel. Ruumi afiinne tei-
sendus on madratud, kui kirjeldada, kuidas teisenevad neli punkti, mis ei asu iihel
tasandil.

Valime néiteks O € A ja defineerime f(X) = O iga X € A korral. Siis f on afiinne
teisendus, sest

fX+D)=0+4+0=0+0(F) = f(X)+0(Z), XecATecV

kus 6: V — V on nullteisendus.

Osutub, et rddoplike vektori @ € V vorra, mis defineeritakse seosega
T A— A, (X)=X+a, XeA,

on afiinne teisendus, kusjuures tema homogeenseks osaks on V samasusteisendus.
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Afiinset teisendust f: A — A nimetatakse tsentroafiinseks, kui leidub O € A
omadusega f(O) = O. (Punkti O nimetatakse teisenduse f piisipunktiks.)

Saab niidata, et fikseerides suvaliselt O € A, on iga afiinne teisendus f: A — A
tiheselt esituv roopliikke ja tsentroafiinse teisenduse (piisipunktiga O) komposit-
sioonina.

Viimane asjaolu voimaldab kirja panna punkti koordinaatide teisendamise valemid
afiinse teisenduse f korral. Idee on analoogiline sellega, kuidas lineaarteisenduse
rakendamisel korrutatakse teisenduse maatriks vektoriga. (Praegusel juhul tuleb

veel liita vektori O f (O) koordinaadid, kus O on reeperi alguspunkt.)

Definitsioon 9. Kahte sama sihiruumiga m-tasandit A + M™ ja B + M"™ nime-
tatakse paralleelseteks, kui B ¢ A + M™.

Saab néidata, et kui f: A — A bijektiivne afiinne teisendus, siis

e iga m-tasandi A + M™ korral on f(A+M™) = f(A) + p(M™) m-tasand
(vahetu kontroll, ¢(M™) on m-mootmeline, kuna f on bijektiivne, mis omakorda
tahendab, et homogeenne osa ¢ on bijektiivne);

e kui m-tasandid A™ := A+ M"™ ja B™ := B+ M"™ on paralleelsed, siis m-
tasandid f(A™) ja f(B™) on paralleelsed
(tuleb tihele panna, et f(B) ¢ f(A™) — vastasel korral f(B) = f(A) + &' mingi
7' € o(M™) korral, jérelikult ¢ siirjektiivsuse tottu f(B) = f(A + Z) mingi
x € M"™ korral, mis annaks f bijektiivsuse tottu B € A™, vastuolu).

Muuhulgas bijektiivse afiinse teisenduse korral sirged kujutuvad sirgeteks, tasandid
tasanditeks, sealjuures paralleelsed sirged voi tasandid kujutuvad paralleelsetekst
sirgeteks voi tasanditeks.

Olgu f kahemdootmelise eukleidilise afiinse ruumi (ehk tasandi) bijektiivne afiinne
teisendus. Afiinse teisenduse f korral iildiselt nurgad ja loikude pikkused ei siili.

Saab niidata, et f korral jisivad muutumatuks iihe sirge punktide lihtsuhted,
samadel voi paralleelsetel sirgetel olevate loikude pikkuste suhted ning ré6pneli-
nurkade pindalade suhted. Sealjuures, kui S(d, b) on vektoritele @, b ehitatud r66p-

kiiliku pindala, kehtib w = |det C|, kus C' on baasiteisendusmaatriks

a?
tileminekul baasilt €, é; baasile f(é1), f(€2). Suurust |det C| nimetatakse bijek-
tiivse afiinse teisenduse [ determinandiks.

'Oeldakse, et iihel sirgel asuva kolme erineva punkti A, B ja C lihtsuhe on \ =: (ABC'), kui

AC = \CE.
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Ruumi bijektiivse afiinse teisenduse korral on analoogilise konstandi (determinan-
di) rollis rooptahukate ruumalade jagatis.

Tasandi bijektiivse afiinse teisenduse kditumist iseloomustab jargmine joonis.

A
B
A\

T T a7

gﬂ/g%o
ST
ST
A A A A A4

Saab niidata, et tasandi voi rTuumi (vastavalt iile R* voi R*) bijektiivne teisendus,
mis kujutab iga sirge jélle sirgeks, on afiinne teisendus.

hA™

~ X
\

Seega bijektiivse teisenduse afiinsuse kriteerium tasandil voi ruumis on kujutada
1ga sirge sirgeks.
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