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Statistilise anallusi idee: usaldusvahemikud
ja hupoteeside testimine



Meeldetuletus eelmisest loengust: valimite ja
valiminaditajate varieeruvus

Hinnatud kommikoti kaal

hinnang juhuvalimi pdhjal (R)
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Valim on juhuslik, tldkogum mitte




Juhuvalimi pdhjal arvutatud keskmised, protsendid jm naitajad
on suure valimi korral ligikaudu normaaljaotusega, mille
keskmine on uldkogumi vastav naitaja

Histogram of vkaal
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Kommide valim oli suhteliselt vaike: n=20. Sellest ka
vaike ebasimmeetria (erinevus normaaljaotusest)



Normaaljaotusega suuruse puhul jaab 95% vaartustest vahemikku
keskmine + 2*standardhalve.
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Seega on valimikeskmise puhul teada, et ta jaab 95% tdendosusega mitte kaugemale kui
2 standardhalvet tUldkogumi keskmisest.

Valimikeskmise standardhalve kannab nimetust standardviga ja on valimi pohjal

hinnatav kui SE = — , kus s on valimi standardhéalve ja n valimi suurus

Vn



| ) I ) I ]
5 m-2s 10 . m ] 15 M+2s
(Uldkogumi

keskmine)

20

O
2*SE X 2*SE
(Uks v&imalik

valimikeskmine)

Tahistame valimikeskmist kui x. Vahemik X + 2SE kannab ligikaudse 95%
usaldusintervalli ehk usaldusvahemiku nimetust

Usaldusintervallil on keskne roll statistilise anallidsi juures — enamasti
arvutatakse see koigile valimi pohjal saadud hinnangutele



Naide: 20 keskmist 95% usaldusvahemikuga
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 Niide: TU Eesti Geenivaramu andmed — ainult need, kes on siindinud
aastatel 1960-1974

“Maslond | nased | mehes

Parnumaa 167,9 167,3; 168,5 181,5 180,5; 182,5
VOorumaa 414 165,3 164,8; 165,9 173 179,2 178,2; 180,1
Tartumaa 885 166,6 166,2; 167,0 463 180,4 179,7; 181,0

Kas selle tabeli pohjal saab 6elda, et ...

* Parnumaa naiste (antud vanusgrupi) keskmine pikkus on tle 167 cm?
e Parnumaa meeste keskmine pikkus on alla 182cm?

Kas/miks ei piisa otsustamiseks vaid keskmistest pikkustest?

Kas selle tabeli pohjal saab jareldada, et Vorumaal elavad [ihemad inimesed kui Parnumaal?
Kas Tartumaal elavad pikemad inimesed kui Vérumaal, aga l[Ghemad kui Parnumaal?



Statistilised hiupoteesid

 Praktiliselt kdigi traditsioonilise statistilise anallilisi meetodite eesmark on teatud
statistiliste hupoteeside kontroll.

* Tavaliselt on iga uuringu planeerimisel paika pandud toohtpoteesid, mida soovitakse
toestada.

Naide. Soovitakse testida, et koik Eestis elavad inimesed on liUhemad kui 2m30cm. Kui
moota Ule 100, 1000 voi ka 100000 eestimaalast ja need kdik jaavad lihemaks kui 2,30, siis
ei ole see hupotees siiski toestatud (enne kui tdepoolest kdik on tle moddetud). Kui aga
leitakse kasvoi Uks inimene, kes on pikem kui 2m30cm, siis on see hlipotees kummutatud.

* Moraal: hipoteesi kummutamine voib tihti olla praktiliselt teostatav Glesanne kui selle
toestamine

* NullhGpotees (null hypothesis) on vaide, mida peetakse tdeseks niikaua kuni andmetest
ei leita piisavat tdendusmaterjali selle kummutamiseks — nullhlipoteesi ei tdoestata. Kui
nullhGpotees kummutatakse, siis see tahendab et voetakse vastu sisukas ehk
alternatiivne hiipotees



* Oletame, et Uks pood on otsustanud kampaania korras teha kingituse 20%-
le ostjatest, kusjuures kingisaajad valitakse juhuslikult loosimise teel.

* Poe omanik avastab, et miuja on teinud kingituse 20-st esimest kliendist 7-
le ja kahtlustab muujat pettuses (jagas tuttavatele kingitusi?). Kas tal on
oigus?

* Selge, et keskmiselt voiks 20-st inimesest 4 saada kingi, aga selge, et
juhusliku varieeruvuse tottu voib tegelik kingisaajate arv 20 inimese seas
varieeruda.

e Kui suur varieeruvus on ootusparane ja millest alates voib kahtlustada, et
midagi on valesti?



Olgu X kingisaajate arv 20 inimese seas
Tdendosus, et mitte iikski inimene 20-st ei saa kingitust, on: P(X = 0) = 0,8%Y = 0,012.

Téenaosus, et tapselt iiks inimene saab kingituse, on P(X = 1) = 20-0,2- 0,89, (20
vdimalikku kombinatsiooni, igailihe tden3osus on 0,2 - 0,819).

Toenaosus, et k inimest saavad kingituse, on:
P(X = k) = C5, 0,2°(1 —0,2)*,
kus C%, on kombinatsioonide arv 20-st k kaupa.

Saame Gelda, et X on binoomjaotusega, parameetritega 20 ja 0,2. Uldine valem:
P(X =k)=C, p"(1 —p)" 7",

kus C* on kombinatsioonide arv n-st k kaupa



e Kingisaajate hulk 20 kliendi seas on binoomjaotusega, parameetritega 20 ja 0, 2.
Vaatame, millise tdenaosusega on voimalik saada kink 0...20 kliendil. Samuti hindame
toenadosust, et kingi saab 7 voi rohkem inimest 20-st:

R: pr<-dbinom(0:20,20,0.2)

plot (pr, type="h")
l-pbinom(6,20,0.2)

pr
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Naeme, et ausa loosimise korral on tdenadosus, et kingi saaks 7 voi enam inimest, 8,7%

Kas see toenaosus on suur voi vaike?

See toendosus (tdenadosus, et nullhipoteesi kehtimisel saadakse vaadeldud voi
aarmuslikum vaartus) kannab p-vaartuse ehk olulisuse toendaosuse nimetust.
Kokkuleppeliselt kummutatakse nullhtipotees, kui p<0,05 (ehk 5%)

Seda reeglit jargides saame otsustada, et andmed on pigem kooskdlas hlipoteesiga, et
loosimine toimus ausalt



|| Statistilised seosed

table(sugu, maiust)
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Statistilised seosed

* Meeldetuletus: s6ltumatud vs séltuvad sindmused
e P(Ohtul sajab vihma) voi
P(6htul sajab vihma|hommikul on taevas pilvine) voi

P(dhtul sajab vihma| kuu faasiks on ,taiskuu®)

e Sindmused A ja B on soltumatud, kui sindmuse tGhe toimumise
tdenaosus ei soltu teise sindmuse toimumisest

e SOltumatute sindmuste korral: P(A ja B) = P(A)P(B)



ihti on statistilise analtusi eesmargiks hinnata,
kas tunnused on sdltumatud voi esineb neil
omavaheline seos

- Seos suitsetamise ja infarkti riski vahel?

- Seos poliitilise erakonna eelistuse ja hariduse vahel?
- Seos poes kdlava muusika ja ostueelistuste vahel?

- Seos aktsiahindade ja USA valimistulemuste vahel?
- Seos pikkuse ja kaalu vahel?

- Seos hariduse ja kehamassiindeksi vahel?

- Seos kehamassindeksi ja eluea vahel?

- Seos kohvijoomise ja eluea vahel?



Uks lihtne reegel: alusta alati seose
graafilisest uurimisest!

e Kuidas luua graafik, mis toob esile voimaliku seose olemasolu voi
puudumise?

* Graafilise meetodi (ja hiljem ka analttsimeetodi) valik sdltub
tunnuste tuupidest



Naide: kas varskete puuviljade s66mine soltub
SOOst?

* Varskete puuviljade s6omisel on oluline seos mitmete haiguste riskiga
(risk on vaiksem neil, kes rohkem vitamiinirikkaid toite tarbivad)

 Eestis on meeste keskmine eluiga vaga palju lihem kui naistel (74 vs
82 aastat).

» Kas osaliselt on see selgitatav sellega, et meeste eluviisid kipuvad
olema ebatervislikumad?



R-i abil saadud toortabel (geenivaramu

andmed):
> table (fl$vpuuv, £1$Ssugu)

W N

M N
1060 1219
5918 7204
5716 11584
3627 12392

# el s60 Uldse
# 1-2 paeval nadalas
# 3-5 pdeval nadalas

# 6-7 paeval nadalas



Teeme veidi huvitavama tabeli (veeruprotsentidega):

> stat.table(list (vpuuv, sugu),contents=1list (count (), percent (vpuuv)),data=fl)

—————— sugu-------
vpuuv M N
________________________ Naeme, et 6,5% meestest ja
1 1060 1219 arv 3,8% naistest ei s60 Uldse
6.5 3.8 protsent ouuvilju.
2 5918 7204

lgapaevaselt s66b puuvilju
22,2% meestest ja 38,2%
naistest

Kuidas seda graafiliselt
4 3627 12392 kujutada?



Uks vdimalik joonis:

plot{table(f1$sugu,f1$vpuuv)) Nn Mosaic plot: tulba laius
M N vastab grupi suurusele
< (proportionaalselt), varviliste

tulpade korgused
protsentuaalsele jaotusele

1-2




Lisame ka vanuse
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Veidi lihtsam joonis (aga kaob ara
grupisuuruste info):

Keedetud juurviljade s6dmine

100% 7
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0O 1-2 paeval
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Kaks pidevat tunnust

Lihtne hajuvusdiagramm (scatter plot)
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(Messerli, F., New England Journal of Medicine, 2012)


https://www.nejm.org/doi/full/10.1056/NEJMon1211064

Pidev tunnus ja nominaalne- voi jarjestustunnus: grupeeritud karpdiagramm
(Box plot)

Pikkused vastavalt siinniaastale
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Kahe tunnuse vahelised seosed erinevate andmetlupide
korral

Binaarne tunnus | Nominaalne

tunnus (categorical
variable)

Pidev utnnus Hajuvusdiagramm
(Continuous Korrelatsioon
variable) Lineaarne regressioon

SHEEG RS Grupeeritud 2x2 tabel,
karpdiagramm, sansisuhe,
T-test, Wilcoxoni test, riskisuhe
logistiline regressioon

NINIGEEILGTE Grupeeritud 2xk tabel, m x k tabel,
tunnus karpdiagramm, grupeeritud grupeeritud
error bar plot, tulpdiagramm tulpdiagramm
dispersioonanallius hii-ruut test hii-ruut test




Seose uurimine ja testimine sagedustabelis: Hii-ruut
testi idee

Naide: maiustuste tarbimine geenivaramu andmebaasis 18-20-aastaste
noorte hulgas

_m 1-2 pdeval nadalas | 3-5 pdeval nadalas | 6-7 paeval nadalas

Kas maiustuste tarbimise sagedus soltub soost?



Seose uurimine ja testimine sagedustabelis

Naide: maiustuste tarbimine geenivaramu andmebaasis 18-20-aastaste noorte hulgas

1-2 paeval 3-5 paeval 6-7 paeval
GELEIES GELEIES GELEIES

1732

Kas maiustuste tarbimise sagedus soltub soost?




Seose uurimine ja testimine sagedustabelis

Naide: maiustuste tarbimine geenivaramu andmebaasis 18-20-aastaste
noorte hulgas

Arvutame reaprotsendid

table(sugu, maiust)

o [
1-2 paeval 3-5 paeval 6-7 paeval —
WEGEIER WEGEIER a

WELEIER
IVETEI 94 (5.4%) 589 (34.0%) 696 (40.2%)  353(20.4%) [FEEAFLAN
MM(Z.Q%) 735 (33.6%)  881(40.2%) 510 (23.3%)
o 158 00 | 1520 3390|1577 oaw) |30z 37

maiust

3-5

Kas maiustuste tarbimise sagedus soltub soost?

.
@

sugu



Seos s00 ja maiustuste s6dmise vahel

1-2 paeval 3-5 paeval 6-7 paeval

WELEIER WELEIER WELEIER
94 (5.4%) 589(34.0%) 696 (40.2%) 353 (20.4%) 1732 (100%)
70 (4.0%) 585 (33.8%) 696 (40.2%) 381 (22.0%)
64 (2.9%) 735(33.6%) 881 (40.2%) 510 (23.3%) 2190 (100%)
88 (4.0%) 739 (33.8%) 881 (40.2%) 482 (22.0%)

Kokku | 158 (4.0%) 1324 (33.8%) | 1577 (40.2%) | 863 (22.0%)  |3922 |

Hii-ruut testi (y? test) idee: vordleme tegelikke ja oodatavaid sagedusi
Kui Oi; on vaadeldud (observed) sagedus i-ndas reas ja j-ndas veerus ning £i; vastav oodatud
(expected) sagedus, siis arvutatakse x? statistik jargmiselt:

2 — (Oij — Eij)2 2 2 :
X=> , kus x* ~ x°(df) ja df =(r—1) x (v—1)
—7< E;
1 =1 7=1
Siin r on ridade arv ja v veergude arv tabelis; df - x% statistiku vabadusastmete arv (maarab
statistiku jaotuse nullhipoteesi kehtimisel)



Hii-ruut statistiku jaotused nullhipoteesi kehtimisel (x> —jaotuse tihedusfunktsioonid)
erineva vabadusastmete arvu korral ja 95% kvantiil (vaartus, millest suurema statistiku
vaartuse korral kummutatakse nullhlpotees, st p<0.05)

df=1 df=2
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1-2 paeval 3-5 paeval 6-7 paeval

WELEIER WELEIER WELEIER
94 (5.4%) 589(34.0%) 696 (40.2%) 353 (20.4%) 1732 (100%)
70 (4.0%) 585 (33.8%) 696 (40.2%) 381 (22.0%)
64 (2.9%) 735(33.6%) 881 (40.2%) 510 (23.3%) 2190 (100%)
88 (4.0%) 739 (33.8%) 881 (40.2%) 482 (22.0%)

Kokku | 158 (4.0%) 1324 (33.8%) | 1577 (40.2%) | 863 (22.0%)  |3922 |

Analtus R-i abil:

> chisqg.test (table (sugu,maiust))
Pearson's Chi-squared test

data: table(sugu, maiust)
X-squared = 18.833, df = 3, p-value = 0.000296



|| Statistiliste mudelite
maailm



Mille poolest erinevad ja mille poolest sarnanevad
automudel ja paris auto?




Mis on mudel?

* Annab lihtsustatud pildi tegelikkusest
* \VGimaldab uurida mudeli abil kujutatava objekti teatud omadusi

e Statistiline mudel on mudel andmetele

e Statistilise analtlsi eesmargiks on tihti leida mudel, mis on kooskolas
vaadeldud andmete jaotusega ja/vOi tunnustevaheliste seostega

 Juba vaide tunnuse jaotuse kohta (koos parameetrihinnanguga)
kujutab endast mudelit

e Siiski, enamasti kui raagitakse statistilistest mudelitest, moeldakse
nende all seosemudeleid

e Statistiline mudel erineb muudest matemaatilistest mudelitest selle
poolest, et ta sisaldab alati juhuslikku komponenti



Naide

Andmed
Meeste pikkused geenivaramu andmebaasis Mudel
o N(mean=178.62,SD=7.14)
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Seosemudelid ja regressioonanaltus

matemaatiline funktsioon, mis kirjeldab kahe
vOi enama tunnuse vahelist seost — tihti eesmargiga moista andmete
tekkimise protsessi.

Kdige tavalisemat mudelite hindamise metoodikat nimetatakse
ja vastavaid mudeleid

Regressioonanallusis eristatakse tunnuste erinevaid rolle:

* Funktsioontunnus (tahist. Y) —tunnus, mille jaotust soovitakse kirjeldada
teis(t)e tunnus(t)e kaudu

* Argumenttunnus (X), ehk ka seletav tunnus (explanatory variable, covariate) —
tunnus, mille abil soovitakse funktsioontunnuse jaotust kirjeldada

* Argumenttunnuseid voib olla rohkem: X,, X,, ..., X,

e Deterministiliku, ehk tapse matemaatilise mudeliga on tegemist siis, kui
Y=f(X), st tunnus Y avaldub tunnuse X funktsioonina

e Statistilise mudeli puhul eeldatakse, et E(Y|X) = f(X), st tunnuse Y tinglik
keskvaartus (kui X vaartus on teada) avaldub X funktsioonina



Naide: seos pikkuse ja kaalu vahel (arstitudengite andmed)

Keskmine kaal soltub pikkusest

Sirge vorrand:

o y=a+ bx

120
|

kaal

Aga pikkus ei maara kaalu tapselt! Seega
on korrektne kirjutada:

E(Y|X)=a+bX

voi Y, = Bo+ L1 X + &5,
160 170 180
| ks E(g;]X;) =0
pikkus

ja 1=1,...,n



Lihtne lineaarne regressioon
Kahe tunnuse erinevad rollid:

Y — soOltuv tunnus (valjundtunnus, funktsioontunnus, outcome variable)

Peamine huvipakkuv tunnus, mille puhul pakub huvi, kui palju on tema
varieeruvus seletatav teiste tunnuste abil.

X — sOltumatu tunnus (argumenttunnus, kovariaat, seletav tunnus,
explanatory variable, covariate).

Regressioonimudel: . = Po + B1X; + €5,




Regressioonimudel ja regressioonisirge
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(kuidas saadi kordajad

-125.5 ja 1.10?)
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Anallusi eesmark: parameetrite hindamine

regressioonisirge tous
(tunnuse X kordaja)

125.5+1.10+x X + €
‘~\\\\\\\\

Vabaliige (konstant)



Kuidas hinnata mudeli parameetreid?

Vahimruutude meetod: leiame sellised parameetrite
vaartused, mis minimiseerivad:

n

Z(Yz — Bo — XB1)?

1=1

Kuidas seda tegema peaks?



Kuidas hinnata mudeli parameetreid?

Vahimruutude meetod: leiame sellised parameetrite
vaartused, mis minimiseerivad:

5(50;/31) — Z?:l(yé — Bo — Xiﬁl)Z

Seega vaja lahendada:

88(/807;81) _ : 88(/807/81) _
0o =0 Ja 951 -




Vahimruutude meetod

Vaja lahendada:

n

Z(Yi — Bo — Xip1)X; =0

1=1

ja



Vahimruutude meetod — maatrikskujul

n

> (Yi—Bo— Xif1)X; =0

o=1l

> (Yi—Bo— Xif1) =0

=1

Vorrandid maatrikskujul:

X'(y — Xb) =0

(X'X)b = X'y

b= (X'X) X'y

o= ()

o

I Xo

\l X,/




Alkoholi tarbimine ja keskmine eluiga erinevates riikides
www.gapminder.org — hajuvusgraafik ja regressioonisirge
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Alkoholi tarbimine taisealise elaniku kohta (l/aastas)


http://www.gapminder.org/

Haridustase riigiti....

1 Mali
-, Kanada
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Keskmine haridustase (aastates)



Haridus, eluiga ja alkohol

Haridustase ja eluiga Haridustase ja alkohol

Keskmine eluiga

Keskmine alkoholi tarbimine (l/aastas)
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Alkohol, eluiga ja haridus

Keskmine haridustase
alla 10 aasta
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Alkoholi tarbimine

Keskmine haridustase
vahemalt 10 aastat
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Alkoholi tarbimine
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Mitmene regressioon: lisame veel seletavaid tunnuseid

Mitmene lineaarne regressioonimudel:
Y = ﬁ() +ﬁ1X1 +ﬁ2X2 + +ﬁka + &

Ndide:

kaal

160 170 180 190 200

pikkus

kaal = —98,0 + 0,90 X pikkus + 5,53 X sex + ¢

Sugu kodeeritud kui 1- naine, 2-mees



Alkohol, haridus ja eluiga?
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Alcohol

Alkoholi seos elueaga soltub riigi keskmisest haridustasemest — kehvema
haridusega riikides paistab moju olevat tugev ja selgelt negatiivne
(alkoholitarbimise ja hariduse koosmoju!)



Mitmene regressioon R abil

> summary (1lm(kaal~pikkus+sugut+vanus, data=stud))

Call:
Im(formula = kaal ~ pikkus + sugu + vanus, data = stud)
Residuals:

Min 10 Median 30 Max

-19.044 -5.012 -1.101 3.610 40.068

Coefficients:
Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])
(Intercept) -106.45111 10.40384 -10.232 < 2e-16 **x*

pikkus 0.90440  0.06347 14.249 < 2e-16 *** ) N
sugu 4.87656  1.26280 3.862| 0.000128 *** R%: nn kirjeldatuse protsent —
vanus 0.42617 0.16612 2.565 0.010606 * mudeli prognooside ja Y

Signif. codes: 0 Y***’ (0.001 ‘**’ 0.01 ‘*x’

vahelise korrelatsiooni ruut

0.05 Y." O

Residual standard error: 8.165 on 486 ees of freedom

(4 observations deleted due issingness)
Multiple R-squared: 0.5618, Adjusted R-squared: 0.5591
F-statistic: 207.7 on 3 and 486 DF, p-value: < 2.2e-16

Signif. codes: 0 ‘***’ (0,001 ‘**" 0.01 *** 0.05 . 0.1 Y " 1



Binaarsed argumenttunnused

e Tihti pakuvad huvi tunnused, mis naitavad mingi haiguse
vm seisundi olemasolu voi puudumist: (vaartus 1 seisundi
esinemisel ja 0 selle puudumisel)

* Soovitakse uurida, kuidas haiguse voi seisundi esinemise
antud argumenttunnuste vaartuste korral
soltub nendest argumenttunnustest

e Kui uuritavaks tunnuseks on mingi haiguse esinemine, siis
neid tinglikke tdenaosusi saab monikord tdlgendada kui
hinnanguid ning sellele, millest ja millisel
moel see risk soltub



Logistiline regressioon

e Mudel:

lnp

1—> = Po + b1 X1+ X + o+ [r X

/ NS

Logaritmitud Sansid Argumendid
(log-odds) (Riskifaktorid)

p =P =1]X, X5, ..., Xx)

Argumenttunnused vdivad olla binaarsed, diskreetsed voi pidevad

Parameetrite hindamine: suurima toepara meetod (eeldatakse, et Y on
binoomjaotusega)



Naide: diabeedi esinemise toenaosus soltuvalt kehamassiindeksist

mud<-glm (t2d~bmi, family=binomial, data=fen)

pr<-predict (mud, newdata=data.frame (bmi=15:65), type="resp")
plot (15:65,pr, type="1",

xlab="BMI", ylab="Predicted probability of T2D")
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Diabeedi levimus (prevalence) soltuvalt
kehamassiindeksist ja geneetilise riski tasemest —
ogistilise regressioonimudeli prognoosid
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Veel mudeleid

e Uldistatud lineaarsed mudelid (nende hulka kuulub ka logistiline regressioon)

g(E(Y)) = Bo + 1 X1+ ... + B Xy
Sobivad siis, kui Y jaotus kuulub nn ekspontentsiaalsesse perre

Erinevad mudelid soltuvalt funktsioontunnuse voi argumenttunnuste tiubist:
* Koosmojudega mudelid (iihe argumenttunnuse modju sdltub teise vaartusest)
 Juhuslike mojudega mudelid (argumenttunnused)

* Mudelid kordusmootmistele (funktsioontunnused)

 Mudelid elukestusandmetele (funktsioontunnused)

e Struktuurivorrandite mudelid (keerukam soltuvusstruktuur)

* Jne.



Naide: struktuurivorrandite mudelid
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R? =0.951
Rho = 0-864

Corr = 0.467
cR2 = 4.76% <

Rho = 0:987

Corr = 0-397

vig | cR2 = 16-36%
Yy

Corr = 0-971
cR2 =95.24%

R? = 0.963

Crop
Rho = 0-920

management

Corr = 0-898
cR2 = 83-64%

Rho =1
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