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0.1 Tahistused

ac X
a¢d X
XcCcY

AUB
ANB
X\Y

definitsioon (vordub, rohutatult)

element a kuulub hulka X

a ei kuulu hulka X

hulk X sisaldub hulgas Y (NB! mitterange kuulumine)
mujal voidakse eristada C ja C, meil C=C
hulkade iihend

hulkade tihisosa

hulgast X lahutatakse hulk Y

jareldub

on samavadrne (molematpidi jareldumine)
kehtib iga x korral

leidub selline x

naturaalarvud 1,2, 3, ...

naturaalarvud koos nulliga 0,1,2,3, ...
taisarvud ..., —2,—1,0,1,2,...
ratsionaalarvud g, q#0

irratsionaalarvud

reaalarvud

kompleksarvud

faktoriaal 1-2---n



0.2 Kreeka tahestik

¢, p, ®

Y, ¥
w,

alfa
beeta
gamma
delta
epsilon
dzeeta
eeta
teeta
loota
kapa
lambda
muu
nuau
ksii
omikron
pii

roo
sigma
tau
tipsilon
fii

hii

psii

oomega

0.2.
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0.3 Reaalarvud

Arvud moodustavad mingis mottes matemaatika vundamendi. Erinevat
tiitipi arvudel voivad olla erinevad omadused ja kasutusvaldkonnad. Enne

reaalarvudeni joudmist peame tutvuma veidi lihtsamate arvudega.

,{Deﬁnitsioon 0.1]

Téahistame siimboliga N koigi naturaalarvude hulka R
N={1,2,...}
ja stimboliga Z koigi tdisarvude hulka
zZ={..,-2,-1,0,1,2...}.
S J

Definitsioon 0.2]

Ratsionaalarvudeks nimetatakse arve z, mis on esitatavad kujul

B = B, kus p € Z ja q € N. Koigi ratsionaalarvude hulga tdhista-

me siimboliga Q.

Ratsionaalarvudeks on parajasti need arvud, mis on esitatavad loplike
kiimnendmurdudena (niiteks 3.895) voi lopmatute perioodiliste kiim-
nendmurdudena (néiteks 15.98787 ..., mida kirjutatakse lithemalt kujul
15.9(87)). Kiimnendmurdude korral kasutatakse antud konspektis kiim-

nendkoha eraldamiseks punkti.

Niide 0.1 Ratsionaalarvuks ei ole v/2. Niitame seda.

Oletame vastuvéiteliselt, et V2 on ratsionaalarv, s.t esitub kujul V2 =
B, kus ¢ # 0 ja p,q € Z. Seejuures eeldame, et harilik murd % on
gntud taandatud kujul (néiteks 3, aga mitte %) Siit jareldub, et p ja g
ei saa molemad korraga olla paarisarvud (muidu saaksime kahega ldbi
jagada). Algsest vordusest saame ruutu tostmisel
2= ‘Zz ehk p? = 2¢°.
Siit jareldub, et p on paarisarv, kuna tema ruut esitub kahekordse arvu
¢? korrutisena. Kuna p on paarisarv, siis ta esitub kujul p = 2r, kus r
on mingi téisarv. Uuesti vaadates saame
2 2

4
~ ehk 2= chk ¢’ =22
q

p

q

9 —

Viimane téhendab, et ka ¢ peab olema paarisarv (kuna paaritu arvu
ruut on ise ka paaritu). Saime vastuolu sellega, et ¢ ja p ei tohi korraga
olla paarisarvud. Jarelikult eeldus V2 e Q oli vaar.

SO0

Saksa matemaatiku Leopold
Kroneckeri (1823 - 1891) sonul
(vabas tolkes) on “naturaalar-
vud loodud Jumala poolt. Koik
teised arvud on loodud inimese

poolt.”

'Negatiivsete arvude sissetoo-‘
misega saab esitada néiteks
jargmise anekdoodi:  Fiusik,
bioloog ja matemaatik nde-
vad, kuidas tihja majja sise-
neb kaks inimest. Hiljem valjub
sealt aga kolm inimest. Fitsik
matleb: “Tegemist on mootmis-
veaga.” Bioloog arvab, et ini-
mesed wvahepeal paljunesid ja
matemaatik “tleb: “Praegu on
majas miinus tiks inimest. Kui
niutid tdpselt iiks inimene sise-

neb majja, siis on maja uwuesti

tiihi.”
\ )

-

Eksamil (ka praktikumi tun-
nikontrollis) voidakse néiteks
kiisida ratsionaalarvu definit-
siooni. Proovige seda sonastada
parajasti siis, kui konspekti
kéeparast ei ole, ning nii, et teie
vanatiddi ka asjast aru saaks.
Kas see, mille te sonastasite,
defineerib ikka kiisitud ratsio-

naalarvu moiste iiheselt dra?

Analoogiliselt voidakse kiisida

irratsionaalarvu, reaalarvu ja

kompleksarvu kohta.




Igapédevaelus saaksime hakkama ka ainult ratsionaalarve (murde) kasu-
tades, matemaatilises teoorias aga mitte. Nagu just /2 niol niitasime,

leidub veel teistsuguseid arve.

Definitsioon 0.3}

Arve, mis on esitatavad lopmatute mitteperioodiliste kiitmnend-

murdudena, nimetatakse irratsionaalarvudeks. Irratsionaalarvude

hulga tahistame siimboliga I.

Irratsionaalarvudeks on niiteks 2 = 1.41421356237..., © =
3.14159265359 ..., e = 2.71828182846... (naturaallogaritmi alus),
© = 1.61803398875 ... (kuldloike parameeter), jne.

Definitsioon 0.4}
Koik ratsionaal- ja irratsionaalarvud moodustavad reaalarvude hulga.

Koigi reaalarvude hulga tdhistame stimboliga R.

Reaalarvude hulga kirjapanekuks kasutatakse kirjutusviisi
R={z: —co<z <o} vdi R=(-00,00).

Iga loplikku kiimnendmurdu a = «o,a1a3...q, (niiteks 8.765210448)

saab esitada lopmatu kiimnendmurruna kahel erineval viisil:
a=a,aas...a,00... VoI a=a,a1as...(a, —1)99....

Naiteks, 2.500... voi 2.499....

A Markus 0.1 ~

Edaspidi vélistame kiimnendmurru esitamise kujul, mis 16peb numb-

riga 9 perioodis. See eeldus voimaldab holpsamini defineerida reaalar-
vude vordlemise eeskirjad. Seega reaalarvudeks nimetame koiki lopma-

tuid kiimnendmurde, mis ei 16pe numbriga 9 perioodis.

0.3. Reaalarvud

Kuna irratsionaalarvudel on
Iopmatu arv  kiimnendkohti,
siis on selge, et péariselus ei ole
voimalik 16pliku aja jooksul
nende koiki komakohti vélja
arvutada.  Mootmistel — voib
kasutada néaiteks jargmist

lahenemisviisi:

3.14155 < 7 < 3.14165

| — 3.1416] < 0.00005.

p
Arvuhulkade vahel valitseb seos

NCZCQCR,

ICR.

Siinjuures oo ja —oo ei ole
mingid arvud, nendega ei
saa sooritada aritmetilisi teh-
teid ning nad ei asetse kuskil
reaalteljel, vaid on matemaati-
kas abivahendina kaasatud kui
Hlopmatuse* siimbolid, mida ka-
sutatakse reaalarvude ja nende
hulkadega seotud omaduste kir-
jeldamisel. Antud (,lopmatuse)
stimboli kasutuselevott pannak-
se inglise matemaatiku John
Wallis’e (1616-1703) arvele.

. J
Reaalarvude vordlemine. Reaalarve a = a,a1as...04 ... ja b =
B,B1P2 ... 0By ... nimetame vordseteks, kui

Ol:ﬂ, 041:517 a2:627 CRER) an:ﬂna

Utleme, et reaalarv a on suurem kui reaalarv b ja kirjutame a > b (ehk
b on viiksem kui a ja kirjutame b < a), kui on tiidetud iiks jargmistest
tingimustest: 1) a > 3,

2) a = B > 0 ja leidub indeks & > 1 nii, et

ay =01, az=PH3, ..., ap_1=Pk-1, o> Lk

3) a = < 0 jaleidub indeks & > 1 nii, et

ay =01, az=PH, ..., ap_1=Pk-1, o <P
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4) a = = —0 ja leidub indeks k& > 1 nii, et

ay =B, ar=p, ..., ap_1=Pr-1, ar <P

Reaalarv a on méidratud, kui on teada eeskiri tema téiskoha ja iga kiim-
nendkoha leidmiseks. Praktikas kasutatakse irratsionaalarvude asemel nen-
de ratsionaalarvulisi ldhendeid. Naiteks saab igat reaalarvu x € R esitada

tiheselt ahelmurruna (seda teemat antud kursus ldhemalt ei vaatle)

1
$=a0+717

ap + —
as + ...

kus ag on mingi taisarv ja a (k > 1) on positiivsed taisarvud. Ligikaudseks
arvutamiseks voib kasutada “piisavalt” pikka ahelat.

A Markus 0.2 N

Reaalarve kujutatakse arvsirge punktidena. Arvsirge punktide hulga ja

reaalarvude hulga vahel on iiksithene vastavus: igale reaalarvule a vas-
tab parajasti iiks punkt A arvsirgel (reaalarvu a kujutis), igale punktile
A arvsirgel vastab parajasti iiks reaalarv a (punkti A koordinaat). See-

tottu kasutataksegi “reaalarv a” asemel ka véljendit “punkt a”.

e ~
Vastaku reaalarvule a arvsirge

punkt A ja reaalarvule b arvsir-
ge punkt B. Siis arv |a — b| on
vordne punktide A ja B vahelise
kaugusega. Erijuhul b = 0, saa-

me, et |a] on punkti A kaugus

I L L L L \i—lw!fllll
98-76-5-4-3-2-1012345%6 72829

Reaalarvu absoluutvairtus. Reaalarvu a absoluutviartuseks nimeta-
takse arvu |a|, mis rahuldab tingimust
a, kuia>0,

la| =

—a, kuia<0.

Absoluutvairtuse tahtsamad omadused:

1. |a| >0,

2. |~ al = lal,

3. +a <|al,

4. [la] = [ol| <fa+b] < |a] + [0,
5. Jab] = |al o,

6. ‘Z’:'l“b: b # 0.

Alustades naturaalarvudest, laiendasime arvude valdkonda kuni reaalar-
vudeni. Sellisel juhul on niiteks vorrandil 22 — 2 = 0 kaks reaalarvulist
lahendit: z; = v/2 ja o = —v/2. Mida teha aga vorrandiga z2 + 1 = 07?
Sellisel juhul tekib arvu ruut z2, mille viifirtus on negatiivne: -1. Meil oleks
vaja, et kehtiks 71 = v/—1 ja x5 = —v/—1. Kuna ruutjuur negatiivsest ar-
vust ei ole defineeritud, siis tulebki vélja, et puhtalt reaalarvudest ei piisa
ning meil tuleb arvude valdkonda veelgi laiendada. Osutub, et selline samm

on véiga hésti kooskolas iildisema matemaatilise teooriaga.

nullpunktist.
.

J

-

Peame meeles, et iga reaalarvu

a € R korral
Va? = |al.

Naiteks, /25 =

—5, kuna juurimine on definee-

5 ja mitte

ritud alati {iheselt mittenega-
tiivse arvuna. Seda ei tohi se-
gamini ajada vorrandi lahen-
damisega. Vorrandil voib olla
rohkem kui iiks lahend, néiiteks

22 = 25 lahenditeks on 27 = 5

ja xo = —b.
.

~




0

0.4. Reaalarvud

.4  Summa stiimbol

s 1
. a1 .. lithidal Summa siimbol tuleb kreeka
Kui on vaja liita arvud aq,as,...,a,, n € N, siis seda saab lithidalt suurtihest sigma 3, mille viiike
mérkida sigma stimboli (ehk summamdrgi) abil tiht on kujul o.
n
ar+ax+...+a, = E a;,
i=1
kus a; on summa dldliige, i on summeerimisindeks (i =1,...,n).
- J

Summamairgi Y abil tdhistatakse iihelaadsete liidetavate summat, seejuu-

res siimboli » jérel on naidatud, millse “kujuga” liidetavaid tuleb liita.

Naéiteks

n
Zai:am+am+1+...+an,

i=m

korral leitakse summa antud summa tldliitkme a; pohjal, kus koigi liideta-

vate saamiseks liidetakse jarjest liikmed alates indeksist m kuni indeksini

n,

ladhtudes summeerimisrajadest m ja n.

Naide 0.2 Esimese 100 naturaalarvu liitmistehte saab kirja panna

kujul
100
1+2+...+100:Zi.
=1
OO0

Niide 0.3 Kirjutame summa lahti

N
n 2 3 4 N
—1)nt = Z 4y (-
;2( e A A A A o
000
Naiide 0.4 Kirjutame summa lahti
90
> f(k) = f(5) + f(6) + ... + f(90).
k=5
000
Naiide 0.5 Keerulisem néide, binoomvalem:
n - n! n—iypi n n—1 n(n_ 1) n—272 n—1,1n
(a+b)" = Zma b =a"+na b—i—fa b+.. . +nab™ " +b".

=0

SO0
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PEATUKK 1. MAATRIKSID JA DETERMINANDID

1.1 Maatriksi moiste

,[Deﬁnitsioon 1.1} N
Maatriksiks nimetatakse timarsulgude vahele paigutatud m reast ja

n veerust koosnevat ristkiilikukujulist arvude tabelit

a1 ai12 000 QA1n
a1 a2 Q2p,
)
Aml  Am2 Amn
kus arve a;; nimetatakse maatriksi elementideks, i = 1,...,m ja
j=1,...,n. Sellisel juhul rasgitakse m x n maatriksist.
\ J

Maatriksi elemendi a;; esimene indeks ¢ néitab rida (reaindeks) ja teine
indeks j niitab veergu (veeruindeks), milles element asetseb. Tavaliselt
tahistatakse maatriksit ladina téhestiku suure tédhega (niiteks A, B,...)
ning maatriksi elemente tahistatakse indeksi(te)ga varustatud véikese ti-

hega (néiteks a;;,b;j,...). Lithidalt saab sama maatriksit A esitada ka
kujul
wu Amxn = (aij)mxn

voi veelgi lithemalt
A = (aij).

Naide 1.1 Maatriksiteks on naiteks

4 6 9
2
2 0o -1 3
A= ., B=(5), C= , D=1{o0
1 0 -2 5 2
3 0 -
Siinjuures a1 = 8, b1 = 5, 43 = —7 ja do; = 0.
RS
,[Deﬁnitsioon 1.2] N\

Kui maatriksi ridade ja veergude arv on vordne, m = n, siis nimetame

maatriksit ruutmaatriksiks voi ka n-jarku ruutmaatriksiks.

Kui maatriksis on ainult {iks rida voi veerg, siis nimetame seda maatrik-
sit ka vektoriks, tipsemalt reavektoriks ja veeruvektoriks. Uldine

m x n maatriks koosneb m reavektorist ja n veeruvektorist.

\ J

Naiide 1.2 Vaatleme maatrikseid
1 2 3
A:456,B:(1234), C=
7 8 9

Siin A on 3. jirku ruutmaatriks, B on reavektor ja C' on veeruvektor.

SO0
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1.2. Tehted maatriksitega

1.2 Tehted maatriksitega

f[Deﬁnitsioon 1.3] ~
Maatrikseid A ja B nimetatakse vordseteks, kui neil on vordne ridade

arv, vordne veergude arv ja koik vastavatel kohtadel olevad elemendid

on vordsed, s.t

A=B,kuila; =bjigai=1,...,mjaj=1,...,n korral.

Naide 1.3 Vaatleme maatrikseid

b b 1 20
B— 11 12 7 C =
4 5 bar  boo 4 5 0

A:

Hoolimata sellest, et maatriksi C' viimase veeru elemendid on koik nul-
lid, ei ole maatriksid A ja C vordsed. Maatriksid A ja C ei ole omavahel
vordsed, sest neil on erinev arv veerge. Seejuures maatriksid A ja B on
vordsed ainult siis, kui b1y = 1, byo = 2, by; = 4 ja by = 5.

SO0

f[Deﬁnitsioon 1.4] ~
Kui maatriksid A ja B on molemad m X n maatriksid, siis A ja B

summaks nimetatakse m x n maatriksit C', mille elementideks on
vastavate elementide summad, s.t

C:A+B, kuicij:aij—kbij, 7::1,...,7’71, j:l,,n

Maatriksite liitmisele sarnaselt saab defineerida ka maatriksite lahutamise.

f[Deﬁnitsioon 1.5] ~
Kui maatriksid A ja B on moélemad m x n maatriksid, siis A ja B va-

heks nimetatakse m x n maatriksit C', mille elementideks on vastavate
elementide vahed, s.t

C:A—B, kuicij:aij—bij, i:l,...,m, j:l,,n

Naide 1.4 Vaatleme maatrikseid

12

3 -5 8 4 -2 3

A= , B= ., C=1| 4 5
2 9 0 6 —4 9

0 1

Maatrikseid A ja C (ning B ja C) ei ole voimalik omavahel liita, kuna
A on 2 x 3 maatriks ja C on 3 x 2 maatriks. Kiill aga saame leida A
ja B summa ning vahe

7T =7 11 -1 -3 5

A+ B= ., A-B=
8 5 9 —4 13 -9

IR
11



PEATUKK 1. MAATRIKSID JA DETERMINANDID

,[Deﬁnitsioon 1.6] N
Maatriksi A korrutiseks skalaariga ehk arvuga A nimetatakse maat-

riksit AA = B, mille elemendid saadakse maatriksi A koigi elementide

korrutamisel arvuga A, s.t

)\AZB:U)”), kui bij:)\aij, izl,...,m, jzl, ,n.
. J
Naiide 1.5 Korrutame eelmise néite maatriksit A arvuga 2:
3 -5 8 6 —10 16
A= , 24 =
2 9 0 4 18 0
Sama tulemuse saaksime, kui liidaksime A + A = 2A.
000
,[Deﬁnitsioon 1.7} ~

Nullmaatriksiks nimetatakse maatriksit, mille koik elemendid vor-

duvad nulliga, s.t

-

.

Arv A on iildjuhul reaalarv,

kuid vo6ib olla ka kompleksne.

N\

J

-

0 0 0
0= , 05=0, i=1,....m, j=1,... n.
0 0 0
. J
Nullmaatriksit tahistatakse sageli ka stimboliga 6.
4 R

Olgu maatriksid A, B, C ja nullmaatriks O koik samade mootmetega
maatriksid ning A € R. Sel juhul maatrikstehete jaoks kehtivad jarg-

mised omadused:

A+(B+C) = (A+B)+C, (liitmise assotsiatiivsus)
A+ B B+ A, (liitmise kommutatiivsus)
AMA+B) = M+ B,
A+0 = A
\ S

Sageli on vaja antud maatriksi ridades esinevad arvud paigutada hoopis

veergudesse.

,[Deﬁnitsioon 1.8] ~
Maatriksi A = (ai;), (1 = 1,...,m, j = 1,..

.,n) transponeeritud
maatriksiks nimetatakse maatriksit A7, mis saadakse maatriksi A
ridade ja veergude dravahetamisel, s.t

AT:(aji), ’izl,...

,m, j=1,...,n.

Maatriksi A wvastandmaatrik-

stks nimetatakse maatriksit
—A ehk arvuga —1 korrutatud

maatriksit A.

N

Uleminekut maatriksilt A

maatriksile A7, kus maatriksi

)
A read kirjutatakse AT veergu-
deks, nimetatakse maatriksi A

transponeerimiseks.

12



1.8. Maatriksite korrutamine

Naide 1.6 Vaatleme maatrikseid

1
2
A= . B= ,02(123).
45 6 3
4
Sel juhul
1 4 1
AT=| 2 5 ,BT=(1234), cT=| 2
3 6 3
OO0
4 N

Olgu maatriksid A ja B samade mootmetega maatriksid ning A € R.

Sel juhul transponeeritud maatriksite jaoks kehtivad jargmised oma-

dused:
(47" =4,
(A+B)T =AT + BT,
AT = AT,
\ J

1.3 Maatriksite korrutamine

Maatriksite korrutamine on samuti maatrikstehe, kuid on oluliselt keeruli-

sem ning seetottu pithendame sellele spetsiaalselt eraldi alapeatiiki. Maat-
riksite korrutamine ei ole kergesti tajutav. Vaatleme esiteks lihtsa niite
varal, miks korrutustehe niimoodi defineeritakse, nagu me selles peatiikis

seda teeme.

Vaatleme lineaarseid vorrandeid

2x1 + To = 1,
71-1 + 31;2 = 5. Tahvlil on nn. ,peegeldusmaat-
\riks“.
Selle siisteemi lahendiks on x7 = 2 ja zo = —3, mida saab kindlaks teha

vahetu kontrolliga. Mérgime siisteemi kordajad maatriksiks
21
A= ,

lahendi teiseks maatriksiks (veeruvektoriks)

2
Tr =
-3
ja siisteemi vabaliikme
1
y =
5

13



PEATUKK 1. MAATRIKSID JA DETERMINANDID

Teostame korrutamise jargnevalt:

(=3) 1

2.2 1
7 3 -3 7.2 3.(=3) 5

_|_
Jr
mille kirjutame lithidalt Az = y. Siin ndeme maatriksite A ja = korrutamise
eeskirja. Kui lisaks kehtib analoogiline vordus Bz = x, siis saame ABz =y

ehk Cz = y, kus C = AB. Tekkinud maatriksite korrutamise eeskirja

esitame jargnevas ja see holmab juba leitud korrutist Azx.

,{Deﬁnitsioon 1.9} N\
Kui maatriksi A veergude arv vordub maatriksi B ridade arvuga, siis

maatriksite A ja B korrutiseks AB nimetatakse maatriksit C, mille
i-nda rea ja j-nda veeru elemendi c¢;; saamiseks korrutatakse maatriksi
A i-nda rea elemendid maatriksi B j-nda veeru vastavate elementidega

ning saadud korrutised liidetakse, s.t

n
C = AAB7 Cij = Z aikbkj = ailblj + aigbgj 4+ ...+ ambnj,

k=1
kusi=1,...,m, 5 =1,...,p, A on m X n maatriks ja B on n X p
maatriks.
\ J
4x4
[—

| | | |
o | o | | |
| | | |
| | | |
o | o | o |
I | | | -
I | | | -
| | |-
I | | o |
O
| | | |
| | | -
O
| | | -
| | | -
OO

-

Joonis: http://www.cmsoft.com.br/opencl-tutorial/case-study-matrix-multiplication/

Naiide 1.7 Olgu antud maatriksid

5 6 7

= ’32(34)’ ¢= 8 9 10

2

N&eme, et maatriks A on 2 x 1 maatriks, B on 1 x 2 maatriks ja C on

2 x 3 maatriks. Seega saab maatrikseid A ja B korrutada jargmiselt:

1 1-3 1-4 3 4
AB = (3 4) -
2 2-3 2-4 6 8
ja

BA=(3 4) ; —(3-1+4-2)=(11).

Ei ole olemas korrutisi AC' ja C'A, kuna nende ridade ja veergude arv

omayvahel ei sobi. Kiill aga saab leida korrutise BC"

14
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1.8. Maatriksite korrutamine

5 6 7

BO:(34) 8 9 10

(36+4836+4937+4m)
=(m+w 18+ 36 m+m)=(u 54 m).

OO0

A Markus 1.1 N

Viimasest néitest ndgime, et AB ja BA andsid erineva tulemuse. Selle

kohta Geldakse, et maatriksite korrutamine ei ole kommutatiiv-

ne ehk ildjuhul (ka ruutmaatriksite korral)

A B+ BA.

Naide 1.8 Olgu antud maatriksid

[
>~
o
—

A= , B=
3 2 2 3

Leiame maatriksite A ja B korrutised:

1 4 0 1 1-0+4-2 1-14+4-3 8 13
AB = = = ,

3 2 2 3 3-0+2-2 3-14+2-3 4 9

0 1 1 4 0-1+1-3 0-44+1-2 3 2
BA: = =

2 3 3 2 21433 2-443-2 11 14
© o0

Niide 1.9 Maatriksitel on palju kasutusvaldkondi. Vaatleme {ihte nen-
dest. Olgu antud punkt tasandil koordinaatidega (z,y). Sel juhul
0 1 0 1 T
A= , — Y
-1 0 -1 0 Y —T
s.t veeruvektorit maatriksiga A (vasakult) korrutades saadakse tasan-
dil punkt, mille kohavektor on vorreldes punkti (z,y) kohavektoriga

pooratud 90° (a-telje suhtes kellaosuti litkumise suunas). Néiteks:

0 1 1 2
-1 0 2 —1

Kui tahame punktile vastavat vektorit péorata 270° kellaosuti liiku-
mise suunas, siis tuleb veeruvektorit korrutada maatriksiga A kolm
korda. Seega

3
0 1 1 0 -1 1 -2

-1 0 2 1 0 2 1

15



PEATUKK 1. MAATRIKSID JA DETERMINANDID

(2v_1)

Sedalaadi teisendusi on rohkesti. Maatrikskuju voimaldab neid teisen-
dusi lihtsamalt kirja panna. Naiteks jargmine maatriks p6orab punkti
kohavektorit kolmemootmelises ruumis 30° timber z-telje kellaosuti lii-

kumise vastassuunas, kui vaadelda z-telje poolt:

1 0 0
p={ 0

N
Maatriksite korrutamise omadused. Olgu maatriksid A, B, C ja

nullmaatriks O selliste moGtmetega, et allpool toodud iga iiksik tehe

on teostatav. Siis maatriksite korrutamisel on jargmised omadused:

(AB)C = A(BC), (korrutamise assotsiatiivsus)
(A+B)C = AC+ BC, (distributiivsus)
AMAB) = (M)B = A(\B), iga A € R korral
(AB)T = BTAT,
AO = O,
OA = O.

16



1.4. Teist ja kolmandat jirku determinant

Enne iildise determinandi moiste juurde minekut vaatleme eraldi teist ja

kolmandat jarku determinante.

1.4 Teist ja kolmandat jarku determinant

Paljude sisult hoopis erinevate probleemide lahendamine viib sageli iihe
ja sellesama seaduse jargi koostatud avaldistele. Sellisel juhul tasub nende
avaldiste omadusi uurida omaette kiisimusena. Vaga paljud probleemid
viivad avaldisteni, mida nimetatakse teist jarku determinantideks. Olgu

meil néiteks neli arvu a, b ja ¢, d vordelised, s.t

siis ad = ¢b ehk
ad —cb=0.

Seda vordust on voimalik esitada teisiti kujul

a ¢
=0.
b d
,[Deﬁnitsioon 1.10} N
Teist jarku determinandiks nimetatakse avaldist
a c
= ad — cb.
b d

Toodud tabelit tuleb moista avaldisena, mis saadakse, korrutades tabe-

li peadiagonaalil seisvad arvud a ja d ning lahutades tulemusest korval-

diagonaalil seisvate arvude b ja ¢ korrutise.
\ J

Vaatleme néiteks vorrandite siisteemi

2c + y = 1,
or — 2y = -—11.

Korrutades esimest vorrandit arvuga —2 , saame vorrandisiisteemi esitada
kujul
2:(-20 + (-2 = 1-(-2),
5-1lz + (-2)-1y = -11-1.

Lahutades esimesest vorrandist teise
(2-(-2)—-5-1)z=1-(-2)—(—11) - 1,

ndeme, et avaldades x, tekivad jagatises teist jarku determinantide avaldi-

sed

1 1
xfl'(_2)_(_11)'1f —11 -2 73771
- 2(=2)-5-1 |9 ¢ -9 7
5 —2

17



PEATUKK 1. MAATRIKSID JA DETERMINANDID

,[Deﬁnitsioon 1.11] N
Kolmandat jarku determinandiks nimetatakse avaldist

a1l a2 a13
a21 Q22 Qg3 | —@11G22033 + aizagiase + aizazzas; —

asz1 asz a3z

— 13022031 — 011023032 — 12021433

Ilma siisteemse ldhenemiseta on viimast avaldist pisut raske meelde jatta.
Seetottu kasutataksegi koolimatemaatikas pigem lihtsamat viisi: determi-
nandi parempoolse kriipsu jérele kirjutatakse esimene ja teine veerg. Sel
juhul tekib kuus diagonaali (suunaga vasakult paremale), millel on tépselt

kolm elementi.

A11 Q42 aq3l Qar Gi2
a21 “Uz b‘L._‘I (',‘_ : a22
a3y a5y ﬁ",'ll U3q Uso

Jarjekorras tilevalt alla voetud diagonaali elementide korrutised liidetakse.

Jarjekorras alt iiles voetud diagonaali elementide korrutised lahutatakse.

Kolmandat jarku determinandi arvutamise eeskirja tegelik skemaatiline

esitus nieks vilja aga jargmine:

Naide 1.10 Arvutame determinandi

vadrtuse (n-6 kolmnurkadega graafilise esituse abil).
1 ) 4
-2 3 —-1|=1-3-5+5-(-1)-2+4-(-2)-(-1)
2 -1 5
—4-3.2—1-(=1)-(=1)=5-(=2)-5
=15—-10+8 —24 — 1+ 50 = 38.

rSeda determinandi arvutamise‘
eeskirja meeldejatmise reeglit
kutsutakse ka Sarruse reeg-
liks, mis on nime saanud prant-
suse matemaatiku Pierre Frédé-
ric Sarrus’i (1798-1861) jargi.

s N

Sellist lisaveergude abi ei saa

kasutada korgemat (alates 4.)

jarku determinantide korral.

\ J

Paneme tahele, et kolmnurka-
de viikseim kiilg on paralleel-
ne suure diagonaaliga. Niid
peaks valemi visuaalne tuleta-

mine olema iisna lihtne.

18



1.5. Korgemat jarku determinant

Arvutades niiiid lisaveergude abil (Sarruse reegel), ndeme, et tekivad

samasugused kolmeliikmelised korrutised:

—9 3 —1|-2 3 =1-3-5+45-(=1)-2+44-(-2)-(=1)

—4.3.2—-1-(=1)-(=1)=5-(=2)-5 = 38.

1.5 Korgemat jirku determinant

Olgu antud n-jarku ruutmaatriks A = (a;;). Maatriksi A determinanti

tahistame
a1 ai12 N A1n
a1 a922 . agn
|A] =
an1  Aap2 e Ann

Definitsioon 1.12}

Ruutmaatriksi A elemendile a;; vastavaks miinoriks nimetatakse

determinanti M;;, mis saadakse, kui maatriksi A determinandis jitta

7
vilja elementi a,; 14biv rida ja veerg.

Toome ara determinandi rekursiivse definitsiooni.

,{Deﬁnitsioon 1.13} N

Esimest jarku ruutmaatriksi A determinant |A| = a1;.

Korgemat jarku ruutmaatriksi A = (a,;) determinandiks nimetatak-

se summat
n
1A] = (-1)"a;M;, i€{l,2,...,n}, n>2,

j=1
kus M;; on elemendile a;; vastav miinor ehk (n — 1)-jarku determi-
nant. Antud valemi kasutamist determinandi arvutamisel nimetatakse
determinandi arendamiseks i-nda rea jargi.
Determinandi vaartus ei muutu, kui maatriksi A determinanti arenda-
da mingi j-nda veeru jérgi. Determinandi téhistusi: detA, det(a;;) voi

Da.
. J

Naiide 1.11 Olgu antud determinant

13 17 4
2 -1 0
1 3 1

Elementidele a13 = 4, as; = 2 ja ags = 3 vastavad jargmised miinorid:

2 -1 17 4 13 4
, My = ; 32 =
3 1 2 0

Mz =

Téapsemalt Geldes, determinant
on teisendus (teatud liiki funkt-
sioon), mis seab igale ruutmaat-
riksile vastavusse iihe kindla ar-
vu. Tiiipiliselt téhistatakse se-
da teisendust det A.

m X n maatriksi A k-jdrku
miinoriks nimetatakse sellest
maatriksist viljavalitud mingi k
rea ja mingi k veeru tihistest ele-
mantidest moodustatud k-jarku
alamruutmaatriksi determinan-
ti M]LTE (vBi My, ki ri-
du ja veerge ei ole vaja rohuta-
da), kusjuures ridade ja veergu-

de jarjekord siilitatakse.

N\

On olemas ka teistsuguseid de-
finitsioone, kuid nende jaoks on
lisaks vaja teada mitmeid uusi

mobisteid.
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A Markus 1.2 ~

PEATUKK 1. MAATRIKSID JA DETERMINANDID

Naide 1.12 Leiame determinandi

Arendame selle néiteks kolmanda veeru jargi:

1 0 4 3 -2 2
D=(-1)'""?.0{ -3 1 2|+ (-1’ (-1)]-3 1 -2
2 -1 -1 2 -1 -1
3 -2 2 3 -2
+(=1)¥3.21 0 4 |[+(-D*.00 1 0 4
2 -1 -1 -3 1 -2

Esimene ja viimane liidetav on null. Edasi arvutame teise ja kolmanda

lildetava kolmandat jéarku determinandid ning tulemuseks saame
D=7-16=-9.

OO0

Determinandi véartuse leidmiseks arendame seda maatriksi mingi rea
voi veeru jargi (kasulik on valida selline, kus on palju nulle). Edasi saab
tekkinud iihe vorra madalamat jirku determinanti omakorda arendada
mistahes rea voi veeru jargi, jne. Siinjuures on enne arendamist kasulik
determinanti lihtsustada. Naiteks determinandi arendamisel mingi rea
(voi veeru) jargi on seda lihtsam teha, kui selles reas (voi veerus) on

ainult iiks nullist erinev element.

1

.6 Determinantide omadused

Omadus 1.1

Maatriksi transponeerimine (ridade ja veergude vahetamine) ei muuda

maatriksi determinandi vaartust:

Al = |A"].
Naiide 1.13 Olgu
1 3 -1 1 2 —2
A= 2 0o 4 |, AT=[ 3 0 5
2 5 —6 1 4 —6

Siis
|A| = 0-24—10—0+36—20 = —18, |AT| =0-10—24—0436—20 = —18.

000
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1.6. Korgemat jarku determinant

A Markus 1.3 ~

Viimasest lausest jareldub, et koik determinantide omadused, mis keh-
tivad ridade kohta, kehtivad ka veergude kohta. Jargmistes determi-
nandi omaduste sonastustes moeldakse ridade ja veergude all maatriksi

ridu ja veerge.
\ J

A Omadus 1.2 N

Kahe rea (voi veeru) vahetamisel muutub determinandi mérk vastupi-

diseks.
\ J

Naide 1.14 Leiame

a c b d
= ad — cb, = bc — da = —(ad — cb).
b d a c

Omadus 1.3

Kahe vordse voi vordelise rea (voi veeru) korral on determinandi véér-

tus null.

P&hjendus (vordus). Olgu esialgne determinant |A|. Teise omaduse jargi
nende kahe vordse rea vahetamine muudab determinandi mérki, s.t |A| =

—|A|. Viimane kehtib vaid juhul, kui |[A| = 0.

Naide 1.15 Jargmisel determinandil on I ja III rida vordsed:

=24+124+0-2-12-0=0.

=
— R =

3
2
3

Omadus 1.4

Kui determinandi mingi rea (voi veeru) koik elemendid on nullid, siis

determinandi vaartus vordub nulliga.

Pohjendus. Determinandi arvutamisel nullidest rea (voi veeru) jérgi aren-
dades on kasutatava summa igas liidetavas olevas korrutises teguriks alati

0.

Néiide 1.16 Kuna jargneval determinandil koosneb kolmas veerg nul-

lidest, siis determinandi vaartus vordub nulliga:

1 2 0
-3 5 0|=0.
2 —6 0

OO0
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PEATUKK 1. MAATRIKSID JA DETERMINANDID

AOmadus 1.5 N

Mingi rea (voi veeru) koigi elementide korrutamisel arvuga k, korrutub
determinandi vaartus arvuga k, s.t
ail . A1n a1 N A1n
kaﬂ PN kam =k a1 SN Qin
an1 . Apn (07 Ann
\ J

Naide 1.17 Teise rea elementide iihise kordaja 10 voime determinan-

dist vélja tuua:

1 2 1 1 2 1
30 10 —-10|=10{3 1 -1|.
2 1 2 2 1 2

SO0

AOmadus 1.6 N

Kui determinandi mingis reas (voi veerus) olevad elemendid kujutavad

endast kahe liidetava summasid, siis see determinant vordub kahe sama
jarku determinandi summaga, millest esimeses on vastavas reas (vee-
rus) esimesed liidetavad, teises teised liidetavad, k&ik iilejadnud read

(veerud) on aga samasugused nagu lahtedeterminandis.
\ J

A Maéarkus 1.4 ~

See omadus iitleb niiteks, et
a1 +by as+by a3+ b3 a; as as bi by b3
C1 Co C3 =\ C Cy C3 + Cci Cg C3
dy do ds di dy ds di dy d3
. J

Néiide 1.18 Omaduse 1.6 pohjal on voimalik arvutusi kolmanda veeru

korral teha néiteks jargmiselt:

1 3 2 1 3 1+1 1 31 1 3 1
2 0 4|=]2 0 2+2|=|2 0 2|+|2 0 2
2 5 3 2 5 2+1 2 5 2 2 5 1

0+(0+124+10-0-10-6) =6.

Saadud determinantide summa esimeses determinandis on kaks vordset
veergu, omaduse 1.3 pohjal on selle determinandi vadrtus null.

SO0
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1.6. Korgemat jarku determinant

Omadus 1.7

Determinandi vddrtus ei muutu, kui mingile reale (voi veerule) liita

mistahes arvuga korrutatud teine rida (voi veerg).

\.

A Markus 1.5

See omadus {itleb naiteks, et

ai bl C1 ay bl C1
as by co |=|as+bHas by +5bs o+ ey

a3 by c3 as b3 c3

Antud omadust kasutatakse arvutuste lihtsustamisel naiteks siis, kui

soovitakse teatud elemendid teisenduse abil nullideks viia.

Naiide 1.19 Arvutame 2. jirku determinandi

1 2
3

D =

Teist jarku determinandi arvutuseeskirja pohjal teame, et D =4 —6 =
—2. Vaatame, kuidas toimib viimane omadus. Lahutame teisest reast

kolmekordse esimese rea:

1 2 1 2 1 2
3 4 3—3 4-—6 0 -2
00
Naide 1.21 Arvutame determinandi
13 17 4 13 17 4 13 17 4
28 33 8 | 21 =|28—26 33—-34 8-—-8 |=| 2 -1 0

40 54 13| -31 40—-39 54-51 13-12 1 3 1

9 5 0
=2 -1 0[|=-9-10=-19.
1 3 1

Omadus 1.8

-4 111

Sama jarku ruutmaatriksite korrutise determinant on vérdne tegurite

determinantide korrutisega, s.t

[AB| = |A]|B].
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\
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1. Psordmaatriksi moisted, omadused. Uhikmaatriks. Regulaarne ja singulaarne maatriks.
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PEATUKK 2. POORDMAATRIKS. LINEAARVORRANDISUSTEEMID

2.1 Maatriksi poordmaatriks

Antud alapeatiikis eeldame, et maatriksid on n-jarku ruutmaatriksid kujul

ali ai2 Ce QA1p
ag1 az2 e aogn
A= , neN.
apl  Gp2 ... Ann
Definitsioon 2.1}
Oeldakse, et arvud ai1,a99, ..., a,, asuvad maatriksi A peadiago-
naalil ning elemendid a1y, @251, ..., an1 asuvad korvaldiagonaalil.

{Deﬁnitsioon 2.2}
Ruutmaatriksit E nimetatakse (n-jarku) tthikmaatriksiks, kui tema

\

peadiagonaali elemendid vorduvad iihega ja koik iilejadnud elemendid

vorduvad nulliga

1 0 0
0 1 0
FE =
0 0 1
\ J

A Markus 2.1 N

Suvalise n-jarku ruutmaatriksi A korral kehtib

AE=A, FA= A,

kus F on n-jarku tihikmaatriks.
\ J

Naiide 2.1 Olgu

2 -3 1
A= . E=
4 1 0 1
Siis
2:-14+(-3)-0 2-04+(-3)-1 2 -3
. (-3) (31 _ |
4-14+1-0 4-04+1-1 4 1
1-24+0-4 1-(=3)+0-1 2 -3
BA— (—3) _
0-241-4 0-(=3)+1-1 41
00O
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2.1. Maatriksi péoérdmaatriks

,[Deﬁnitsioon 2.3] N\
Ruutmaatriksi A p66rdmaatriksiks nimetatakse sellist maatriksit

A~! millega antud maatriksit A korrutades saadakse iihikmaatriks

FE, st
AA ' =E.
. J

A Markus 2.2 N

Maatriksi korrutamine péérdmaatriksiga on kommutatiivne
AA™ = A71A.

Maatriksi A poordmaatriks, kui ta eksisteerib, on iiheselt ma&ratud
(vt. [27]).
\ J

On selge, et n-jarku nullmaatriksil O ei saa leiduda péérdmaatriksit, kuna

OA = O suvalise n-jarku maatriksi A korral.

Naide 2.2 Maatriksid

on aga teineteise poordmaatriksid, kuna

7—6 3-3
AB = =
—14+14 —647 0 1

Omadus 2.1

Olgu A ja B sama jirku ruutmaatriksid, millel leiduvad péérdmaat-

riksid. Siis kehtib vordus
(AB)"'=B7tA™!

Toestus. Naitame vorduse kehtivust, milleks kasutame maatriksite korru-

tamise assotsiatiivsuse omadust:
(AB)(B'A Y)Y = AB(B™'A™Y)) = A(BB HYA™ ) = A(FA ) = AA" ' = F.

Seega péordmaatriksi definitsiooni pohjal kehtib toodud véide.
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PEATUKK 2. POORDMAATRIKS. LINEAARVORRANDISUSTEEMID

.
Kui maatriksil A leidub poédrdmaatriks, siis saab selle leida Gauss-

Jordani meetodiga, teisendades maatriksi A (ridade elementaarteisen-

duste abil) iihikmaatriksiks F ja iihikmaatriksi poordmaatriksiks A1

(A|B) — (B]ATY).

Paremaks eristamiseks on maatriksid A ja E eraldatud piistkriipsuga.

,[Deﬁnitsioon 2.4]

Maatriksi ridade elementaarteisendusteks nimetatakse iilemine-
kut maatriksilt uuele maatriksile jargmiste reeglite abil:

1. Maatriksi kahe rea dravahetamine.
2. Maatriksi rea korrutamine nullist erineva arvuga.

3. Maatriksi reale mingi arvuga korrutatud mingi teise rea liitmine.

\

J

Naide 2.3 Leiame maatriksi

A:
4 -7

poordmaatriksi A=1. Selleks kirjutame korvuti maatriksi A ja iihik-

maatriksi E (eraldades plistkriipsuga)

2 =3
4 =7

1 0
0 1

Kuna soovime maatriksi A teisendada iihikmaatriksiks, siis alustame
elemendist a1; ja teeme sellest {ihe ning siis elemendi as; nulliks. Sel-
leks korrutame laiendatud maatriksi (A | E) esimese rea arvuga 3 ning

tekkinud maatriksis lahutame teisest reast 4-kordse esimese rea:

2 -3|1 0
4 =710 1

1 _3
2 2

~

(eI CIE

1 0
4 -7 1 —41

kirjutame viimati margitud teisenduse siinkohal n-6 n&htaval kujul

N o

0 1 -3
1-4-0 0

N[

4-4-1 —-7-4-(-3)|0—-4- -2

1
2
Peadiagonaalile ithe saamiseks korrutame viimati saadud maatriksi

teist rida arvuga -1 ning jargmises etapis teisendame elemendi —% nul-

liks (selleks peame esimesele reale liitma 3-kordse teise rea)

[\GI[9N}
(NS IE
\
—_

1
(=1) 0 1

Meetod tuleb saksa matemaa-
tiku  Carl
(1777-1855) ja saksa geodeedi
(kaardistus-  ja

opetus) Wilhelm
(1842-1899) nimedest.

Friedrich Gaussi

maamoodu-

Jordani

\

NB! Need teisendused on moel-

dud millegi leidmiseks. Seega
on nad vahetehted, abivahen-
did, mis ei riku otsitava leid-
mist. Kui te aga rakendate
neid esialgsele maatriksile en-
dale, siis maatriks muutub, s.t
et néiteks iildjuhul maatriksis ei
ole lubatud kahte rida omavahel

vahetada.

N
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2.2. Vorrandisiisteemi lahendi leidmine péérdmaatriksi abil

esitame ka viimati kirja pandud teisenduse n-6 nahtaval kujul, seega

140 —3+3|5+3 04+(-3) 1o/ -3
0 1 2 ~1 0 1/2 -1

Nieme, et oleme maatriksi A viinud ridade elementaarteisenduste abil
ithikmaatriksiks. Seega A poordmaatriksiks on piistkriipsust paremal

pool olev maatriks

On lihtne veenduda, et AA~! = E (voi A~1A = E). Seega definitsiooni
pohjal on maatriks A~! tdepoolest maatriksi A podrdmaatriks.

OO0

2.2 Vorrandisusteemi lahendi leidmine

poordmaatriksi abil

Esitleme maatriksvorrandite ideed néite varal. Olgu antud kolm lineaarset

vorrandit
anri + aipr2 + azrz = by,
a1T1 + agers + axrz = by,
a31r1 + agewre + aszzrz = bs.

Otsitavaks on siin tundmatud 1, z2 ja x3. Maatriksite vordumise omadu-

sest saaksime selle slisteemi kirja panna kujul

a11%1  + G122 + Q1373 b1
a21%1 + G222 + a23x3 = bo
a3y + a32T2 +  a337T3 b3
Tahistades
a1 a2 G13 z1 by
A= ag1 Q22 Q23 y L= T2 , b= by )
as1 asz ass x3 b3

ndeme, et esialgne siisteem on esitatav kujul
Az =b.

Kui maatriksil A leidub pdérdmaatriks A~!, siis saaksime viimast

vordust korrutada (vasakult) poordmaatriksiga A~*
A7 Az = A .
Kuna A~'A = FE ja Ex = z, siis saamegi vorrandisiisteemi lahendi

x= A"t
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PEATUKK 2. POORDMAATRIKS. LINEAARVORRANDISUSTEEMID

Naiide 2.4 Olgu vaja lahendada siisteem

r1 4+ 4wy — wx3 = 4,
r1 + 3x2 4+ x3 = 8§,
2:171 + 6$2 + x3 = 13.

Selle siisteemi voiksime lahendada ka asendusvottega nii, et avaldame
néiteks 7 esimesest vorrandist ja asendame ta teise ja kolmandasse
vorrandisse jne. Maatrikskujul lahendades ei pruugi t66maht olla vaik-

sem, kiill aga on lahendus iilevaatlikum. Téhistame

14 -1 1 4
A=113 1 |, z=| o |, b=
2 6 1 3 13

Kui leidub A~!, siis lahend avaldub kujul 2 = A~'b. Osutub, et siin

-3 —-10 7
A= 1 3 =2
0 2 -1
Sel juhul
T1 -3 =10 7 4 —-12-80+91
To = 1 3 -2 8 = 4424 — 26 =
T3 0 2 -1 13 0+16—13
Vorrandisiisteemi lahendiks on =1 = —1, 3 = 2 ja z3 = 3. Voib
kontrollida, et toepoolest
1 4 -1 -1 4
Ax = 1 3 1 2 = 8 =b.
2 6 1 3 13

Néitame, kuidas saadakse podrdmaatriks Gauss-Jordani meetodiga:

1 4 -1|1 00 1 4 —-1|1 00
(AIE)=[ 1 3 1|0 1 0 I ~|lo0o -1 2|-11
2 6 1/0 0 1) —21 0 -2 3 |-20

1 4 —-1|1 0 0 111
~l 01 =21 -1 0 | 2111
00 —1/0 —2 1/ (=1

14 01 2 -1 —4I1
~1 01 01 3 -2
0 10 2 -1

1 0 0[-3 —10 7
~o 101 3 —2|=(®EAM".

SO0
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2.8. Vorrandisiisteemi lahendi leidmine péérdmaatriksi abil

Niide 2.5
Vaatleme tihte lihtsat ideed salakoodi loomiseks. Vastaku eesti (lihtsas)

tahestikus igale tdhele naturaalarv

ols]elafe]s]a]n]s] s k|t ]m]n
v2]3]4a]s]6]7|8]o]10]1n]12]13]14
0‘ ‘r‘s‘t‘u‘v()a‘é‘u

Naiteks
(12 22 21 9)—> 16vi .

On teada, et tdhtedele vastavatest arvudest on koostatud sonum, mis
mahutatakse 3 x 6 maatriksisse S. Sonum korrutatakse ,kodeerijaga‘“

A (see on saatjale ja samuti teile teada)

b
I
o O =

2 3
1 4
6 0
Teile jouab kodeeritud sonum

90 91 93 87 81 132
AS = 82 79 66 89 96 113
137 154 213 99 44 231

Sonumi saate teada, kui korrutate viimast vordust vasakult poord-
maatriksiga A~!. Leidke poordmaatriks A~! ja ,muukige* esialgne so-
num lahti.

OO0
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2.3 Poordmaatriksi leidmine determinantide

meetodil

,{Deﬁnitsioon 2.5] N

Ruutmaatriksit A, mille determinant ei vordu nulliga, nimetatakse re-

gulaarseks. Vastasel juhul nimetatakse ruutmaatriksit A singulaar-

seks.
\ J

ALause 2.1 ~

Maatriksil eksisteerib péordmaatriks parajasti siis, kui maatriks on

regulaarne.
\ J

Olgu antud n-jirku determinant

ail N ayj ce QA1n
D= a1 Q5 (€279
anl - Anj e Ann

Definitsioon 2.6]

Elemendi q;; alamdeterminandiks A;; nimetatakse sellele elemen-

dile vastava miinori M;; korrutist tequriga (—1)"7, s.t

Ajj = (1) M.

Naiide 2.6 Olgu antud determinant

13 17 4
2 -1 0]
1 3 1

Elementidele a13 = 4, as; = 2 ja aze = 3 vastavad jargmised alamde-

terminandid:
Ay = (=1)'"3My3 = My,
Agy = (=1)*" Moy = — Moy,
Asy = (—1)*T2Mszy = —Mas.
000

A Teoreem 2.1 N

Kui ruutmaatriks A = (a;;) on regulaarne, s.o kui |A| # 0, siis maat-

riksil A on olemas po6rdmaatriks A~!, mis on leitav valemiga

T
A11 Aln
L
Ay oo A

A*l

kus A;; on maatriksi A determinandi |A| elemendile a;; vastav alam-

determinant.
\ J 32




2.4. Vorrandisiisteemi lahendi leidmine péérdmaatriksi abil

Naiide 2.7 Olgu antud maatriks

3 0 -1
A=| -3 1 1
2 -1 0

Leiame esiteks maatriksi A determinandi | A|. Selleks teisendame eelne-
valt determinandis teist veergu, liites teisele reale kolmanda rea. See-

jarel arendame saadud determinanti teise veeru jirgi:
3 0 -1

Al=]-1 0 1| =D (-1
2 -1 0

Kuna |A| = 2 # 0, siis maatriks A on regulaarne ja poérdmaatriks A~!

on olemas. Leiame maatriksi A koigile elementidele vastavad alamde-

terminandid
1 1 -3 1
Ay = (-1 =1, App=(-1)" =2,
-1 0 2 0
3 1 0 -1
Az = (—=1)13 =1, Ay =(-1)*" =1,
2 -1 -1 0
3 -1 3 0
Agy = (—1)*12 =2, Agz=(—1)*"3 =3,
2 0 2 —1
0 -1 . 3 -1
Agy = (—1)* =1, Asp=(-1)>" =0,
1 1 -3 1
3 0
Agz = (—1)3+3 =3.
-3 1
Seega
121 3 3 3
2 2 2
1
Al = 5|1 23 =1 1 0
1o b3

Léahtudes poordmaatriksi definitsioonist teeme kontrolli. Selleks leiame

1 1 1
3 0 -1 111 100
AAT = 3 1 1 11 0]=]l010]|=E
2 -1 0 : 3 3 0 01

33
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2.4 Maatriksi astak

Olgu antud suvaline m x n maatriks

\.

ail ‘e QA1n

am1 .- - Amn,

,{Deﬁnitsioon 2.7}

Valime maatriksis A suvaliselt k rida ja k veergu, kus k < m ja k < n.
Moodustame nendes ridades ja veergudes olevatest elementidest maat-
riksi, sailitades ridade ja veergude jérjestuse. Selle maatriksi determi-

nanti nimetatakse maatriksi A k-jirku miinoriks.

~

Naide 2.8 Vaatleme maatriksit

N
Il
— N

3 5 2
6 3 4
5 7 6
Maatriksi A esimest jarku miinoriteks on koik tema elemendid. Kui me

valime 2. ja 3. rea, siis teist jarku miinoriteks on néiteks

2 6
1 5

2 3|6 3
1 7115 7

3 4
7T 6

)

)

Teist jarku miinoreid on kokku 18. Kolmandat jarku miinoreid on 4

[ =

3 5
6 3|
5 7

[ I

3 2
6 4],
5 6

[ I

5 21|13 5 2
3 41,16 3 4|
7 6 5 7 6

Korgemat jarku miinoreid ei ole voimalik moodustada, kuna maatriksil
on ainult kolm rida.

SO0

Definitsioon 2.8}

Maatriksi A astakuks nimetatakse selle maatriksi nullist erinevate
miinorite korgeimat jarku, seejuures nullmaatriksi astakuks loetakse
arv 0. Tahistatakse rank A, rank(A) voi r(A).

Naide 2.9 Vaatleme maatriksit

10 -2 0
A= 3 0 -6 0
4 0 -8 0

Maatriksi A koik kolmandat jarku miinorid vérduvad nulliga, kuna neis

on viahemalt iiks nullidest koosnev veerg.

Igale maatriksile A seatakse
vastavusse {iheselt médratud
mittenegatiivne taisarv — maat-
riksi A astak.
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2.4. Maatriksi astak

Leiame teist jarku miinorid, kus nullveerge ei ole

=0.

Seega on koik nii teist kui kolmandat jarku miinorid vordsed nulliga.
Kuna esimest jarku miinoriteks on maatriksi elemendid ja tegemist
ei ole nullmaatriksiga, siis leidub nullist erinev esimest jarku miinor
(1,3,4,—2,—6 ja —8) ning maatriksi A astak on iiks ehk rank A = 1.
Néeme, et astaku leidmine miinorite abil voib olla t66mahukas protsess.

OO0

Efektiivsem viis maatriksi astaku leidmiseks on kasutada maatrik-
si ridade elementaarteisendusi, eesmérgiga teisendada maatriksis koik
elemendid {iihele poole peadiagonaali nullideks.

Elementaarteisendusi kasutades maatriksi astak ei muutu.

Naiide 2.10 Leiame jargmise 4 x 5 maatriksi

1 -2 3 -1 -1
2 -1 1 0 -2
-2 -5 8§ —4 3
6 0 -1 2 -7

astaku ridade elementaarteisenduste abil.

1 -2 3 -1 -1

s 2 -1 1 0 -2 —21
-2 -5 8 —4 3 +21
6 0 -1 2 =7 —61
1 -2 3 -1 -1 1 -2 3 -1 -1
0 3 =5 2 0 0 3 =5 2 0
- 0 -9 14 -6 1 +311 b 0 0 -1 0 1
0 12 -19 8§ -1 —4IT 0 0 1 0 -1 +11T
1 -2 3 -1 -1
N 0 3 =5 2 0 _B
0o 0 -1 0 1
o 0 0 0 O

Naeme, et maatriksil B on vahemalt iiks nullist erinev kolmandat jarku

miinor
1 -2 3
0 3 —5 | =-3,
0 0 -1

mistottu rank B = 3 ning samuti rank A = 3.

OO0
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2.5. Lineaarvorrandististeemid

2.5 Lineaarvorrandisiisteemid

Vaatleme vorrandisiisteemi kujul

ai1rx1 + ... + aipnx, = by
(2.1)
am1T1 + .. + AGmaTn = by,

milles on m vorrandit ja n tundmatut xq,...,x,.

,[Deﬁnitsioon 2.9] N\
Vorrandisiisteemi (2.1) nimetatakse lineaarseks, kuna tundmatud
Z1,...,%n esinevad ainult esimeses astmes. Etteantud arvud a;;, ¢ =
1,...,m, 5 = 1,...,n, on vorrandisiisteemi kordajad ja b;,7 =
1,...,m, on vorrandisiisteemi vabaliikmed.

. J

Definitsioon 2.10}

Stisteemi (2.1) lahendiks nimetatakse sellist tundmatute z1,...,z,

vadrtuste komplekti, mille korral on rahuldatud koik siisteemi (2.1)

vorrandid.

Definitsioon 2.11]
Siisteemi, millel lahend puudub, nimetatakse vastuoluliseks. J

Naide 2.12 Vorrandisiisteem

z+y = 1
r+y = 2

on vastuoluline, kuna molemad vorrandid ei saa korraga olla rahulda-
tud. Naiteks, kui asendada esimesest vorrandist z = 1 —y teise vorran-
disse, saaksime vééra lause 1 = 2. Seevastu iithest vorrandist koosneval

siisteemil
{ z+y = 1
on lopmata palju lahendeid.

OO0

Markus 2.3

Olenevalt vorrandite ja tundmatute arvust (ning kordajatest) voib siis-

teemil (2.1) olla iiksainus lahend, mitte {ihtegi lahendit v6i 16pmata

palju lahendeid.
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,[Deﬁnitsioon 2.12] N

Siisteemi (2.1) kordajatest moodustatud maatriksit

ail [N QA1n

Am1 .- - Amn

nimetatakse selle stisteemi maatriksiks. Veeruvektoreid

I

ja

nimetatakse vastavalt tundmatute ja vabaliikmete vektoriks.

Stisteem (2.1) on esitatav maatrikskujul

Az =b. (2.2)

A Teoreem 2.2 N

Kronecker-Capelli teoreem ([16, 18]). Siisteem (2.2) on lahenduv

(s.t omab viahemalt tihte lahendit) siis ja ainult siis, kui siisteemi maat-

riksi A astak rank A vordub laiendatud maatriksi
L=(A|b)

astakuga rank L. Teisiti 6eldes, stisteem (2.2) on lahenduv parajasti

siis, kui
rank A = rank L.

Teoreem on nime saanud saksa
matemaatiku Leopold Kronec-
keri (1823-1891) ja itaalia mate-
maatiku Alfredo Capelli (1855-
1910) jargi.

Niide 2.13 Vaatleme juba tuttavat vorrandisiisteemi

z+y = 1
r+y = 2
Siis
1 1
|A] = =0.

Seega maatriksi A astak saab olla vaid 1 (nullist erinevate miinorite
korgeim jark). Laiendatud maatriksil leidub aga nullist erinev teist

jarku miinor M

1 1 1 1 1
(A|b) = , M= =2-1=1#0.
1 1 2 1 2
Kuna A ja (A]b) astakud on erinevad, siis siisteemil ei ole lahendit.
Viimast négime juba eespool.

SO0

Antud teoreemi on lihtsam ra-
kendada siis, kui oleme tutvu-
nud Gaussi elimineerimismeeto-

diga.
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2.7. Crameri peajuht

2.6 Crameri peajuht

,[Deﬁnitsioon 2.13] N

Oeldakse, et lineaarvorrandisiisteemi Az = b korral on tegemist Cra- Cramer (1704-1752).

Sveitsi matemaatik Gabriel

meri peajuhuga, kui

1) tundmatute arv n vordub vorrandite arvuga m, s.t n = m,

2) siisteemi maatriks A on regulaarne, s.t |A| # 0.

Lause 2.2
Kui lineaarvorrandisiisteemi korral on tegemist Crameri peajuhuga,

siis on sellel stisteemil tépselt iiks lahend [18].

Igat lineaarvorrandisiisteemi Ax = b, mille korral on tegemist Crameri
peajuhuga, on voimalik lahendada Crameri valemite abil

1—|A|7 — oo

7n’

kus A on siisteemi maatriks ning A; on maatriks, mis saadakse maat-

. . . .. . Tegemist hkem teoreetili
riksist A tema i-nda veeru asendamisel vabaliikmete vektoriga b. ceemuist on rohkem teoreetilise
vaartusega, kuna praktikas osu-

tub Crameri valemite kasutami-

ne téémahukaks.

Naide 2.14 Lahendame siisteemi

2zr4+y = 1
S5¢—2y = —11.
Arvutame
2 1
|A| = =—4-5=-9.
5 =2
Sel juhul
1 1
|4, |11 =2 2411 9
r =  — = = = —_— = _]_
|A| -9 -9 -9
ja
2 1
|Ay] |® —11| 225 27
y = — = = = - 3.
|A| -9 -9 -9
000
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PEATUKK 2. POORDMAATRIKS. LINEAARVORRANDISUSTEEMID

2.7 Gaussi elimineerimismeetod

Vaatame jargmist kolmevorrandilist siisteemi:

amr+biy+cz = dy r+3y—2z = =5
asx +boy +coz = do 2 —y+4z = 7
azx + b3y +c3z = ds —3r+2y—3z = -1

Idee on teisendada see siisteem samavadirsele kolmnurksele kujule

r+by+caz = dy r+3y—2z = =5
y+ez = ds -8, = U
z = dﬁ z = 37

kus kordajate uued indeksid niitavad, et need kordajad voivad muutu-
da. Niiiid saab viimasest vorrandist esimese suunas jark jargult muutujad

asendada.

7

Gaussi elimineerimismeetod. Olgu antud lineaarvorrandisiisteem

Ax =b.

1. Vorrandisiisteem esitatakse laiendatud maatriksina
a1 ... Qip | b1
(A]b) =
Aml  --- Qmn | bm

2. Laiendatud maatriks (A |b) teisendatakse ridade elementaar-
teisenduste abil kolmnurksele kujule, s.t maatriksi A peadia-
gonaalist allpool (voi iilalpool) olevad elemendid teisendatakse

nullideks.

Kui ridade teisendamisega saadakse nullid maatriksi A molemale poole
(pea)diagonaali, siis rddgitakse nn Gaussi taielikust elimineerimismeetodist

voi Gauss-Jordani elimineerimismeetodist.

Laiendatud maatriksi kahe rea vahetamine ei tdhenda midagi muud,
kui kahe vorrandi vahetamist. Nullist erineva arvuga korrutamine té-
hendab tegelikult iihe vorrandi vasaku ja parema poole korrutamist
selle arvuga. Mingile reale mingi teise rea liitmine tdhendab aga iihele

vorrandile mingi teise vorrandi juurde liitmist.

Seega sisuliselt teisendatakse vorrandisiisteemi, jéttes tundmatud

T1,...,T, ja tehtemérgid kirjutamata.

A Markus 2.4 N

(Meetod tuleb saksa matemaa- |
tiku Carl Friedrich Gaussi
(1777-1855) jargi ja tootati
valja 19. sajandi alguses.
Sama meetod on lineaarsete
vorrandisiisteemide lahenda-
miseks kasutusel ka tdnapéeva

arvutites.

Maali autor:
Christian Albrecht Jensen
(Wikipedia)

Gaussi panus matemaatikasse
on vaga markimisvadrne. Lisaks
tegeles ta astronoomiaga, geo-
deesiaga, optikaga, statistikaga,
magnetismiga jne. See on see
sama Gauss, kes esitas algebra
pohiteoreemi kohta esimese ar-
vestava toestuse. Statistikas on
silani tuntud normaaljaotus ja
Gaussi kover. Kui meil kroonis
punasel 10-kupiiiirilisel kroonil
Jakob Hurt, siis sakslastel oli
kuulus 10-margane, kuhu pea-
le oli paigutatud Carl Friedrich

Gauss.

60967417509 ¢

Gaussile omistatakse ilus lause:

Matemaatika on loodusteaduse

kuninganna, arvuteooria - ma-

temaatika kuninganna.
\
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2.7. Gaussi elimineerimise meetod

Gaussi elimineerimismeetod voimaldab teada saada, kas antud vorran-

dislisteem on lahenduv ja kui on, siis ka leida selle lahendi.

Naide 2.15 Lahendame siisteemi

2vr4+y = 4
3r -2y =

Kirjutame vélja laiendatud maatriksi (A | b) ja teisendame selle Gauss-

Jordani meetodi pohjal noutud kujule

2 1 |4 S R N
3 203 ) =3I 0 —-Z|-3 (-2)
Y2 —%HN(10171
0 18 0 1|¢
Seega
z 4
y | ?)'
SO0

Naide 2.16 Vaatame vorrandisiisteemi

z+3y—2z = -5
2t —y+4z = 7
—3r+2y—3z = -—1.

Kirjutame vélja laiendatud maatriksi (A | b) ja rakendame Gaussi téie-

likku elimineerimise meetodit

1 3 -2|-5 1 3 —2| -5
2 1 4 |7 -2 ~| 0 -7 8 | 17 (-1)
-3 2 -3|-1 31 0 11 —9|-16
1 3 -2| -5 1 3 —2| -5 2117
~lo 1 -8|-L ~fo0o 1 =8| 8111
11 -9 |-16 ) —11II oo | B o
1 3 01\ -3II 1 0 0f-2
~]1 01 0|1 ~1 0101
00 1|3 00 1| 3
Seega
T —2
Y = 1
z 3
SO0
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PEATUKK 2. POORDMAATRIKS. LINEAARVORRANDISUSTEEMID

Naide 2.17 Lahendame siisteemi

r + 2y = 5
3r — y =1
dc + y = 6,
ehk
1 2 5
T
3 -1 = 1
4 1 Y 6

Kasutame teisenduste jaoks Gaussi meetodit

1 2 1|5 1 2 ) 1 25
—-1]1 -3 ~| 0 —-7|-14 ~1 0 1|2
4 116 —41 0 —-7|-14 —1I 0 00

Viimane rida muutus nullideks, sest kolmas vorrand osutus esimese
kahe summaks s.t viimane vorrand teisenes vorduseks 0 = 0. Néeme,
et rank A = rank L = 2 ja Kronecker-Capelli teoreemi tottu leidub
siisteemil vahemalt iiks lahend, milleks on y = 2 ja z = 1. Lahend on
ithene, sest rank A =2 =n.

SO0

.8 Siisteemi iildlahend ja erilahend

,[Deﬁnitsioon 2.14}

\.

Lineaarvorrandisiisteemi {ildlahendiks nimetatakse loplikust arvust
parameetritest soltuvat lahendite kogumit, millest parameetritele su-
valisi reaalarvulisi va&rtusi omistades saadakse koik silisteemi lahen-
did. Tundmatuid, mis on valitud parameetriteks, nimetatakse vabadeks

tundmatuteks.

\.

,[Deﬁnitsioon 2.15]

Lineaarvorrandisiisteemi erilahendiks nimetatakse sellist lahendit,
mis saadakse tildlahendist vabadele parameetritele (tundmatutele)

konkreetsete arvuliste vaartuste andmise teel.

Naiide 2.18 Lahendame Gaussi meetodiga siisteemi

by + z= 2 0 4 1 x 2
2r + 6y — 2z= 3 ehk| 2 6 -2 y | =1 3
4z + 8y — bHz= 4 4 8 =5 z 4

Erinevate etappide teisendused paneme siinjuhul kirja jarjekorranumb-

rite 1),2), ... abil.

04 1|2\ I3l 1 3 -1|3
2 6 —2(3 | 2)[I< 43I ~[ 0 4 1|2 2) - %
4 8 —5|4 3) —4I 0 -4 —1|-2 /) 1II
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2.9. Sisteemi tildlahend ja erilahend

1 3 —1|3 )\ -=31I 10 -I)o
~lor i ~lor g
00 010 00 010

Nieme, et maatriksite A ja (A|b) = L astakud on rank A = rank

L = 2. Seega leidub lahend, mille kirjutame vilja vorrandite kujul

x =
Yy =

Néeme, et koik lahendid saab avaldada muutuja z kaudu, kusjuures
z voib olla suvaline reaalarv. Seetottu nimetataksegi muutujat z ka

vabaks tundmatuks. Vorrandisiisteemi tildlahendiks

7 1 1
:U:ZC, yzi—zc, z=c¢, ceR,

mis on iihe vaba tundmatuga lahend (vabade tundmatute arv on vordne
n —r=3—2=1). Uldlahendi v6ib ka kirja panna kujul

1 1
(z,y,2) = (10,24c,c>, ceR.

Erilahenditeks on niiteks ¢ =0, ¢ =1 ja ¢ = 2 korral

71

1
(I,y,Z)f(0,§,O), ($,y,2)—(1,17

OO0

D (@ye)=(5.0.2)

Naide 2.19 Vaatleme vaid iihest vorrandist koosnevat slisteemi
{23: + 6y — 2z= 3.

Siin on 3 tundmatut ja 1 vorrand. On selge, et lahendeid on 16pmata
palju. Antud juhul on vabade tundmatute arvuks n —r =3 — 1 = 2.

Olgu vabadeks tundmatuteks z ja y. Sel juhul

3
22=-3+2x+6y <& z:f§+x+3y

ja siisteemi iildlahend on esitatav kujul
3
($7y7z):(017027_§+cl +362)7 01702€R-

Ststeemi erilahendid on néiteks

= (00-3). wan=(012). e (10-1).

SO0
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PEATUKK 2. POORDMAATRIKS. LINEAARVORRANDISUSTEEMID

A Markus 2.6 N

Lineaarvorrandisiisteemil Az = b leidub lahend, kui kehtib rank A =

rank L = r, kus L = (A|b). Lahendite arv soltub tundmatute arvust

n, astakust r ja vorrandite arvust m.
1. r = n korral on siisteemil tépselt iiks lahend

r = n = m korral on Crameri peajuht, r = n < m korral

m — n vorrandit tleliigsed (vorrandeid tundmatutest rohkem).
2. r < n korral on siisteemil lopmata palju lahendeid, n — r vaba
parameetrit (tundmatut)

r < m < n korral on astak véiksem vorrandite ja tundmatu-

te arvust, »r = m < n korral on vorrandeid tundmatutest vihem.

2.9 Homogeenne lineaarvorrandisiisteem

,[Deﬁnitsioon 2.16} N

Lineaarvorrandisiisteemi

Az =D

nimetatakse homogeenseks, kui koigi tema vorrandite vabaliikmed
vorduvad nulliga, s.t kui b on nullvektor: b = 0. Vastasel korral nime-

tatakse vorrandisiisteemi mittehomogeenseks.

\ J

Markus 2.7
Homogeensel lineaarvorrandisiisteemil Az = 0 on alati lahend olemas.

Selleks on null-lahend x = 0 (nullvektor), mida nimetatakse triviaal-

seks lahendiks. Null-lahend aga ei pruugi olla ainuke lahend.

Markus 2.8

Kui vorrandisiisteemi maatriksi A determinant |A| = 0 (juhul n = m),

siis maatriksi A astak r on viiksem kui tundmatute arv n. Sellisel juhul

on slisteemil lIopmata palju lahendeid ning vabu tundmatuid on n — r.

Naiide 2.20 Vaatleme homogeenset siisteemi

r1 + 220 4+ a3 = 0
201 + 3x9 4+ 23 = 0
3r1 + 4xs + x3 = 0.

Elimineerimismeetodiga lahendades saame

1 2 110 1 2 110
2 3 1|0 -2 ~| 0 -1 -1]|0
34 110 —-31 0 -2 =210 =217
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1 2
~1 0 -1
0 O

2.9. Homogeenne lineaarvorrandisisteem

1|0 1 2 1|0\ —II 11
~1]0 | (<1) ~] 0 1 1]0 ~1 0 1
010 00 00 00

Nieme, et homogeense siisteemi korral ei ole vaja siisteemi maatrik-

sit laiendada,

sest astakutingimus on alati tdidetud. Viimasest tei-

sendusmaatriksist on n#ha, et |A] = 0. Kuna maatriksi A astak

r = 2 < 3, siis on slisteemil 16pmata palju lahendeid. Vabu tund-

matuid on n — r = 3 — 2 = 1. Valime vabaks tundmatuks tundmatu

x3, s.t x3 = ¢, kus ¢ € R on suvaline reaalaarv. Sel juhul siisteemi

iildlahend avaldub kujul

r1=¢ Xo=-—c xT3=c, ceER.

Viimast voib kirja panna ka kujul

1
T=c -1 , ceR,
1
s.t. siisteemi lahend avaldub vektori = (1,—1,1)T kordsena. Kui

fikseerida arv ¢, néiteks ¢ = 2, siis siisteemi iiheks erilahendiks on

SO0

xr1 = 2, To = 727 T3 = 2.

A Teoreem 2.3

[18] Suvalise li

neaarvorrandisiisteemi

Ax =D

iilldlahend x vordub tema mingi erilahendi x, ning vastava homogeense

siisteemi

Al‘o:O

iildlahendi zg summaga

r =T+ Zo.

Naide 2.21 Vaatleme vaid iihest vorrandist koosnevat siisteemi

{x+y+223.

Vastavaks homogeenseks siisteemiks on

{x+y+z=0.

Lihtne on néha, et esialgse siisteemi erilahendiks sobib vektor iihtedest,

z, = (1,1,1)7, (1+1+1=3).

S = O

o O O

Mboénikord v6ib antud teoreem
osutuda véga kasulikuks ja lu-
bab siisteemi lahenduvuse uuri-
mist veidi lihtsustada. Meie

kursusel seda teadma ei pea.
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PEATUKK 2. POORDMAATRIKS. LINEAARVORRANDISUSTEEMID

Homogeensel siisteemil on kaks vaba tundmatut. Kirjutame selle tild-

lahendi kujul
xo = (c1,02,—c1 —c2)", c1,e2 ER.

Sel juhul esialgse siisteemi iildlahend avaldub kahe vektori summana:

x 1 c1
Y =Zx +2Xg = 1 + Co R Cl,CQGR.
z 1 —C1 — C2

OO0
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Kontrollt66 teemad

1. Funktsiooni mééramispiirkond ja muutumispiirkond ning nende leidmine.

2. Pohiliste elementaarfunktsioonide graafikud (v.a. cot z, secz, cscz ja nende podrdfunktsioo-
nid).

3. Paarisfunktsioon, paaritu funktsioon, péordfunktsioon, iiksiihene funktsioon.

4. Eksponent- ja logaritmfunktsiooni omadused.

Eksamiteemad

1. Funktsiooni mdiste. Funktsiooni mé#aramispiirkond ja muutumispiirkond (véartuste hulk).
2. Paarisfunktsioon ja paaritu funktsioon.
3. Moisted: iiksiihene funktsioon, liitfunktsioon, p6ordfunktsioon.

4. Pohilised elementaarfunktsioonid (moiste ja graafikud) ja elementaarfunktsioonid (mdiste).




PEATUKK 3. FUNKTSIOONID

3.1 Funktsiooni moiste

Kaks muutujat voivad esineda teineteisest soltuvatena voi teineteisest
soltumatutena. Néiteks, pileti hind kahe raudteejaama vaheliseks soiduks
ei soltu reisija kaalust, seevastu pagasi veohind samade jaamade vahel

soltub pagasi kaalust.

Jélgides monda protsessi, ndeme, et selle kulgemine seisneb ikka iithe moo-
detava suuruse muutumises teise moodetava suuruse muutumisel: chu tem-
peratuur muutub aja muutudes, ohurohk muutub korguse muutumisel,

soola lahustuvus vees muutub temperatuuri muutumisel jne.

,(Deﬁnitsioon 3.1] N
Muutujat y nimetame soltuvaks muutujast x, kui z vaértustele

vastavad y vaartused.

Muutujat = nimetame soltumatuks muutujaks, muutujat y séltuvaks

muutujaks.

»Sinu eksamihinne on funkt-
sioon ajast, mida sa panustad

Opingutesse.*

\. J

Moiste soltumatu muutujo asemel kasutatakse matemaatikas sona argu-

ment.

,{Deﬁnitsioon 3.2} N
Olgu antud hulk X C R. Kui igale arvule x € X on vastavusse seatud

iiks ja ainult iiks reaalarv y, siis 6eldakse, et hulgal X on defineeritud

funktsioon f, mida mérgitakse

y = f(=).

Elementi y = f(x) nimetatakse elemendi = kujutiseks, elementi x ni-

metatakse elemendi y originaaliks.

Oma olemuselt on funktsioon
mingi reegel (reeglite kogu,
algoritm, protsess), mis iga-
le sisendviértusele leiab mingi
valjundvaartuse. Selliselt voib
moelda igapéevases tegevuses.
Matemaatikas formuleeritakse

funktsiooni moiste rangemalt.

Kui 1dbi punkti z tdmmata ver-
tikaalne sirge, siis joon y = f(z)
kujutab endast funktsiooni ai-
nult siis, kui tommatud sirge
I6ikab joont y = f(x) ainult
tthes punktis. Selline omadus
peab kehtima iga x korral funkt-

siooni méadramispiirkonnast.

\. J

Sellisel juhul radgitakse reaalmuutuja reaalvidértustega funktsioonist voi,

lithemalt, reaalmuutuja funktsioonist.

Niide 3.1 Niiteks, seos u = £+/|v| ei kujuta endast funktsiooni, kuna
argumendile v on vastavusse seatud rohkem kui tiks vidrtus u (4/|v]
ja —+/|v|), kui v # 0. Kiill on aga funktsiooniks u = /v, v € [0, 00).

SO0

Niide 3.2 Valem (eeskiri)
4
V= gﬂ' 7’3

kujutab endast funktsiooni, mille vé#rtuseks on raadiusega r kera
ruumala V.

SO0
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,[Deﬁnitsioon 3.3] N\
Koikide elementide hulka X, mille puhul elemendile x € X seatakse

funktsiooniga f vastavusse f(z), nimetakse funktsiooni f m&aramis-
piirkonnaks.

Funktsiooni f koikide vaartuste hulka

{yly = f(x), = € X}

nimetatakse funktsiooni f muutumispiirkonnaks ehk vaartuste hul-

gaks ja seda tahistatakse f(X).

Kasutatakse kirjutist f : X — R, kuid kirjutatakse ka f : X — Y, kui
f(X)cY CR.

Naide 3.3 Funktsiooni
f@)= V122

médramispiirkonnaks (reaalarvude hulgas) on 16ik [—1, 1], kuna kéiki-
de teiste reaalarvude puhul muutuks ruutjuure mérgi all olev avaldis
negatiivseks ja ruutjuure votmine viiks meid kompleksarvude hulka.
Funktsiooni f muutumispiirkonnaks on 16ik [0, 1].

SO0

Markus 3.1

Funktsiooni f saab defineerida (loomulikust) mé#ramispiirkonnast X

kitsamal hulgal Xy C X ning siis rddgitakse funktsiooni ahendist. Sel-

lisel juhul on oluline seda mainida.

A Markus 3.2 N

Kui reaalmuutuja funktsiooni korral on antud vaid teda mééarav eeskiri,

médramispiirkond pole aga fikseeritud, siis loetakse mé&aramispiirkon-
naks nende argumendi vaartuste hulk, mille korral funktsiooni méaérav

eeskiri omab métet (nn. loomulik méa#ramispiirkond).

\. J

Niide 3.4 Naiteks on funktsiooni y = v/z2 — 4 maaramispiirkond
X = (—00,-2]U[2,00) =R\ (-2,2).

SO0

8.1. Funktsiooni moiste

(Allikas: [15])

Maéramispiirkonna  piiramine
voib oluliselt muuta funktsiooni
omadusi, kusjuures tulemuseks
on mingi teine funktsioon. Nai-
teks, sirge y = & — 1 vadrtused
on rangelt positiivsed argumen-
tide hulgal X = (1, c0), kuid ei
ole seda hulgal X = (—o0, 1].
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PEATUKK 3. FUNKTSIOONID

,[Deﬁnitsioon 3.4]

Funktsiooni f graafikuks nimetatakse xy-tasandi punktide hulka

G(f) ={(z,9) |y = f(z), z € X}.

A Markus 3.3

Funktsiooni pohilised esitusviisid on jargmised:

1. Analiiiitiline esitus valemi(te) abil;
2. Numbriline esitus tabeli abil;

3. Geomeetriline esitus graafiku kui joonise abil.

A Markus 3.4

Niide 3.5 Votame néiteks funktsiooni y = f(z) (esitus valemina)
y=ax°.

Esitus tabelina (kasutatakse viga palju ligikaudses arvutamises, sta-
tistikas, andmetootluses)

vl -10]-5]-1]0] 01|62

y | 10025 1 [o]o001|36| 400
Kui selles niites analiiiitilises esituses on funktsiooni mé&ramispiir-

kond R, siis tabel kirjeldab tegelikult vaadeldava funktsiooni ahendit
méidramispiirkonnaga X, = {-10,-5,—-1,0,0.1,6,20}.

Esituses graafikuna nididatakse samuti vaadeldava funktsiooni ahendit,
samal ajal on moeldav, et graafikut kui joonist voib ette kujutada ka

selliselt, et argument x saab koik vaartused hulgas R.

SO0

Funktsioon voib olla antud ka ilmutamata kujul nagu néiteks ringjoon
(keskpunktiga (0,0))
22+ =1.

Ilmutamata kuju on tegelikult vorrand iihe voi mitme muutuja suhtes.
Sageli ei ole voimalik sellist vorrandit iiheselt lahendada ja seega ei ole
voimalik funktsiooni valemina avaldada. Ilmutatud kujul saaksime kaks
funktsiooni y = v/1 — 22 ja y = —/1 — 22, mélema médramispiirkond
on loik [—1,1].

~

r \
Mainimata mé&&ramis- v6i muu-

tumispiirkonda v6ib kaasa tuua
intsidendi Berkeley matemaa-
tikainstituudi seinale kritselda-

tud grafiti néol:

V3>2

piisavalt “suure” 3 korral. Siin
on siimbolile 3 antud huumori

mottes s6ltuva muutuja roll.
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3.2.

Eeldame, et funktsiooni f : X — R mé&ramispiirkond X on siimmeetriline

nullpunkti suhtes, s.t iga € X korral ka —z € X.

,{Deﬁnitsioon 3.5} N

Funktsiooni y = f(x) nimetatakse paarisfunktsiooniks méairamis-

piirkonnas X, kui

Paaritud funktsioonid on néiteks y = sinx ja y = x, paarisfunktsioonid on

niiteks y = cosz ja y = 2.

Mirkus 3.5
Paarisfunktsiooni graafik on stimmeetriline y-telje suhtes. Paaritu

funktsiooni graafik on siimmeetriline nullpunkti suhtes.

3.2 Uksiihesus ja pealekujutus

Selles punktis vaatleme funktsioone, mille méaramispiirkond X on suvaline
hulk, samuti on suvaline hulk Y, kuhu kuuluvad funktsiooni vairtused.
Funktsioon f : X — Y tdhendab, et hulga X igale elemendile X on

vastavusse seatud tiheselt médratud element f(x) € Y.

,{Deﬁnitsioon 3.6} N\
Funktsiooni f : X — Y nimetatakse liksitheseks funktsiooniks, kui

iga x1,T9 € X | x1 # s, korral ka funktsiooni vaédrtused on erinevad

hulgas Y, s.t
f(@1) # f(z2).
X Y
X Y
1 D
D
\ / 2
B
l c 3 C
A 4

1) iiksiihene 2) iiksiihene 3) ei ole iiksiihene funktsioon (Allikas: Wikipedia)

A Maéarkus 3.6 ~\

Funktsiooni iiksithesus tdhendab veel seda, et kui f(z1) = f(z2), siis

peab kehtima argumentide vordsus z; = 5. Uksiihese funktsiooni koh-
ta Geldakse ka injektiivne funktsioon. Uksiihese funktsiooni f : X — Y
korral ei ole iihelgi elemendil y € Y iile iihe originaali. Seega v6ib va-
balt valitud elemendil y € Y olla parajasti iiks originaal voi originaali

mitte olla.

Uksiihesus ja pealekujutus

Paaris

Astmefunktsioonid, a>0

Paaritud

Astmefunktsioonid, a>0

Siinusfunktsioon y = sinz on
néiteks iiksiihene osaldigul = €
[—%,%}, kuid ei ole {iiksiihe-
ne tervel reaalteljel z € R. Sa-
muti ei ole teised perioodilised
funktsioonid iiksiihesed mééra-

tuna reaalarvude hulgal R.

~
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Niide 3.6 Konstantne funktsioon f(x) = 1 on iiksiihene tihepunk-
tilisel hulgal « € {a} ja ei ole iiksiihene méadratuna mingil suuremal

hulgal. Lineaarne funktsioon f(z) = az +b (a,b € R,a # 0) on alati

iiksiihene.
000
,[Deﬁnitsioon 3.7} ~
Funktsiooni f : X — Y nimetatakse pealekujutuseks, kui f(X) =Y,
s.t iga elemendi y € Y korral leidub originaal x € X nii, et y = f(x).
X Y X Y
X Y
1 D
D
\ / 2
B
A 4

1) ei ole pealekujutus 2) pealekujutus 3) pealekujutus (Allikas: Wikipedia)

Niide 3.7 Konstantne funktsioon f(x) = 1 on pealekujutus kui f :
R — {1}, kuid ei ole pealekujutus kui f : R — R.

Lineaarne funktsioon f(z) =axz + b (a,b € R,a # 0) on pealekujutus
kui funktsioon f: R — R.

SO0

,[Deﬁnitsioon 3.8] ~
Funktsiooni f : X — Y nimetatakse liksiiheseks pealekujutuseks

ehk iiksiiheseks vastavuseks, kui f on iiksiihene ja lisaks veel pealeku-

jutus, s.t igal elemendil hulgast Y leidub iiks ja ainult iiks originaal.

X Y X Y
X Y
1 D
D
\ / 2 B
B
l c 3 ©
A 4

1) ei ole 2) on iiksiihene pealekujutus 3) ei ole (Allikas: Wikipedia)

Matemaatikas Oeldakse peale-
kujutuse asemel ka strjektiiv-
ne funktsioon ning iiksiihese
pealekujutuse asemel bijektiiv-

ne funktsioon.

Siinusfunktsioon y = sinx on

pealekujutus vaadelduna

sin : R — [—1,1], kuid mitte
sin : R — R.

s N
Funktsioon
sin: [-Z, %] — [-1,1] on iiks-

3.3 Liitfunktsioon

Anname siin moiste iildisel juhul. Niisiis eeldame, et on antud funktsioonid

f:X—>Yjag:Y — Z.

{Deﬁnitsioon 3.9} N
Funktsioonide f ja g liitfunktsiooniks ehk kompositsiooniks nimeta-

takse funktsiooni h : X — Z, mis defineeritakse vordusega

hz) =g(f(z)), = € X.

Kasutatakse kirjutisi h = gf voi h=go f.

\. J

Funktsioonide liitfunktsioon on nendega jérjest teisendamine ehk nende

jarjest rakendamine.

ithene pealekujutus, kuid
sin: R — [—1,1] ei ole.
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Naide 3.8 Vaatleme funktsioone

f*R=R, flx)=z+1,

g:R—= R, g(z)=2>

Siis saame moodustada liitfunktsioonid
(9f)(@) =g(f(x)) = (x+1)> =2+ 2z +1,

(fo9)(x) = flg(x)) =g(z) +1=2" + L.

Selle néite pohjal voib Oelda, et isegi kui X =Y = Z,siisgf : X — X
ja fg: X — X ei tarvitse olla vordsed, mis tdhendab, et liitfunktsiooni
moodustamise tehe ei ole kommutatiivne.

SO0

3.4 Poordfunktsioon

Olgu antud funktsioon f : X — Y, mis on iiksiithene pealekujutus. Siis igal

elemendil y € Y on olemas parajasti iiks originaal x € X : f(x) = y.

A Definitsioon 3.10]

N
Uksiihese vastavuse f : X — Y poordfunktsioon f~!:Y — X misra-
takse vordusega

iy ==,
kus f(z) =y iga « € X korral.
\ J

Poordfunktsioon f~! seab igale elemendile y € Y vastavusse selle origi-

naali funktsiooni f mottes (see téhendas, et f(z) = y). On arusaadav, et

(f~H~! = £, s.t funktsiooni f~! : Y — X poordfunktsioonon f: X — Y.

A Markus 3.7

Maérgime, et kui f : X — Y ei ole iiksiihene, siis leidub y € Y, millel
on vahemalt vihemalt kaks originaali ja toodud viisil p66érdfunktsiooni
defineerida ei saa. Samuti, kui f : X — Y ei ole pealekujutus, siis
leidub y € Y, millel ei ole originaali ja jdlle pé6érdfunktsiooni ei ole.
Niisiis on funktsioon f : X — Y pdoratav parajasti siis, kui on tegemist

iiksiihese vastavusega hulkade X ja Y vahel.

\.

~\

8.4. Liitfunktsioon

f
pN
=

P

>

Allikas: Wikipedia

Funktsiooni podratavus on eriti
oluline vorrandite lahendamise

uurimisel.

Naiide 3.9 Seame Celsiuse kraadidele vastavusse Fahrenheiti kraadid

y:f(m):§x+32.

Matemaatiliselt saab selle funktsiooni defineerida tervel reaalarvude
hulgal R ja on tegemist {iksiihese pealekujutusega f : R — R. Selle
jargi naiteks 30°C = f(30) = % -30 + 32 = 86°F'. Leiame funktsiooni

f poordfunktsiooni.
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Niiteks, 86°F = f~1(86) =

Selleks avaldame vordusest
5 (86—32) = 2 54°C = 30°C.

9
= - 32
Y 5x+
muutuja
5
=—(y—32
z=g(y—32),

mis tdhendab, et

iy = g (y—32),yeR.
Kui soovitakse kasutada tdhist x funktsiooni argumendina ja y véér-
tusena, siis voib kirjutada y = f~!(z) = 2 (z — 32), z € R. See voi-
maldab funktsiooni ja tema podrdfunktsiooni graafikut kanda iihisele

xy-teljestikule, milles molema argumendiks on x € X.

500 kL_

Naide 3.10 Leiame funktsiooni

r+1
T

poordfunktsiooni. Ndeme, et f: R\ {0} — R\ {1} on iiksiihene peale-

kujutus. Noudes, et = # 0, avaldame
1
zy—z=1 = x=—70.
y—1

Seega podrdfunktsioon on f=1: R\ {1} — R\ {0}, kus

) = g w € R\ {1,

SO0

Niide 3.11 Funktsiooni f : [0,00) — [0,00), f(z) = 2? poordfunkt-
siooniks on

[ Hx) =V, xel0,0).
Funktsioonil f=! : R — [0,00), f(z) = 22, ei ole pdérdfunktsiooni, sest
ta ei ole iiksiihene.

SO0
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3.5 Pohilised elementaarfunktsioonid

,(Deﬁnitsioon 3.11] N
Pohiliste elementaarfunktsioonide all moistetakse jargmisi funkt-

sioone:

1. konstantne funktsioon y = c,

2. astmefunktsioon y = x¢,

3. eksponentfunktsioon y = a*, (a > 0, a # 1),
4. logaritmfunktsioon y = log, x, (a > 0, a # 1),

5. trigonomeetrilised funktsioonid

y =sinz, y =cosz, y = tanx, y = cot x,

6. arkusfunktsioonid

y = arcsinx, y = arccosx, y = arctan z, y = arccot x.

Matemaatilises analiilisis enim
uuritud ja koige sagedamini esi-
nevad funktsioonid on elemen-

taarfunktsioonid.

¢ Konstantne funktsioon y = ¢ tdhendab seda, et igale reaalarvule
x € R seatakse vastavusse sama arv ¢ € R ehk f(z) =cigaz € R

korral. Selle graafikut saab ette kujutada jargmiselt:

Konstantne funktsioon vaadelduna f : R — R on paarisfunktsioon,

ei ole iiksiihene; on pealekujutus vaadelduna f : R — {c}.

e Astmefunktsioon y = z%, a € R.

Niiteks funktsioonid y = = ja y = 23

on liksiihesed pealekujutused
ja paaritud funktsioonid vaadelduna f: R — R.

4

Funktsioonid y = 22 ja y = 2* on paarisfunktsioonid, ei ole iiksiihe-

sed kui funktsioonid f: R — R.

Kui a € (0,1), siis saame juurfunktsioonid, y = 22 = /z loomuliku

méadramispiirkonnaga [0,00); y = 23 = ¥z loomuliku méairamis-
piirkonnaga R. Kui a < 0,siis y = 27! =1, y =27% = L ja

médramispiirkonnast jaab kindlasti vilja punkt = 0.

Astmefunktsioonid, sealhulgas
eriti tdisarvuliste astmenéitaja-
tega, on iihed pohilistest alus-
funktsioonidest, mille abil moo-

dustatakse uusi funktsioone.
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3.5. Pohilised elementaarfunktsioonid

e Eksponentfunktsioon y = a*, a > 0, a # 1. Kéige olulisem nen-

dest on y = e”, mida kirjutatakse monikord ka kujul y = exp(x).

Siin e on Euleri arv.

Tihti on tavaks eksponentfunktsiooni all méista kaht erinevat funkt-

siooni: y =

e’ jay = e ® (z > 0). Seejuures y = e? vadrtused

argumendi x suurenedes kasvavad kiiresti (eksponentsiaalne kasv)

x

jay = e

(eksponentsiaalne kahanemine). Mingis mdottes y = e® ja y = e~

kirjeldavad oluliselt erinevaid protsesse.

vaartused argumendi x suurenedes kahanevad kiiresti

x

Eksponentfunktsioonid y = e* ja y = e~* (z > 0) on olulisel ko-

hal loodusprotsesside kirjeldamisel (néiteks rahvastiku (populatsioo-

ni) eksponentsiaalne kasv voi kahanemine), intresside arvutamisel

finantsmatemaatikas jne.

Eksponentfunktsioonil on jargmised omadused:

= a”b”".

Eksponentfunktsioonid

2%, 3%, e

Logaritmfunktsioonid

log,gx, Inz

e Logaritmfunktsioon y = log,x, a > 0, a # 1. Kbige oluli-

sem nendest on naturaallogaritm y = Inz (logaritmi alus on arv

e, y = log, x), laialt levinud on ka kiimnendlogaritm y = log, =.

Eksponentfunktsioon f(z) = a%, f : R — (0,00), ja logaritmfunkt-

sioon g(x) =log, z, g : (0,00) = R, on teineteise péordfunktsioonid,

st fl=gjagt=Ff.

Vastupidiselt kiirele eksponentsiaalsele kasvule ja kahanemisele, on

logaritmiline kasv ja kahanemine aeglased. Logaritmfunktsioonid on

samuti olulised reaalelu protsesside kirjeldamisel.
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Logaritmfunktsioonil on jargmised omadused:

log zy = log |x| + log |y], logg = log |z| — log|y|, (siin zy > 0),

Inz
log, x = na’ logz® = alogz, = a8 (siinz > 0),
na

In1=0, lne=1, Ine!=-1.

e Trigonomeetrilised funktsioonid sinz, cosz, tanz, cotz.

Siinus Koosinus

rKui tekstis ei ole midagi muud‘
tapsustatud, siis sageli voidak-
se kirjutise logz all moelda ka
naturaallogaritmi Ilnz. See on
eriti levinud teaduskirjanduses.
Paneme tahele, et erineva alu-
sega logaritmid erinevad iiks-

teisest vaid konstandi kordsuse

poolest.
L

y=cos(2x)
yecasa2)
y=cos(x)

cos 2z, cosx /2, cosx

(o)
! 1
\
T /
2 z f@)=sin 0
Jé 0\ \ 1 1 \ 0
iyl R B S T N

(Allikas: http://www.theopencurriculum.org/articles/trigonometry/)

-

Siinusfunktsioon
sin : R — [—1,1] on paaritu

funktsioon, ei ole iiksiihene.

Funktsioon sin : [_TW %] —

[—1,1] on iiksithene pealekuju-

tus.
Koosinusfunktsioon
cos : R — [-1,1] on paa-

risfunktsioon, ei ole iiksiihene.

Funktsioon cos : [0,7] —

[=1,1] on iiksiihene pealekuju-

tus.

\
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(Allikas: http://www.theopencurriculum.org/articles/trigonometry /)

i
|
I
I
i
|
|
I
i
I
i
|-

I
|
i
Pl
. 3
2
.
|
|
|
i
!
|
|
‘
i
|

(Allikas: http://www.theopencurriculum.org/articles/trigonometry /)

Tangensfunktsioon
tan:R\{%—&-kﬂ,keZ}—HR
on paaritu funktsioon, ei ole

tiksiihene.

Funktsioon tan : (—%,Z) —» R

on tiksiithene pealekujutus.

Tangensi saab esitada siinuse ja

koosinuse kaudu:

sinx
tanx = ——,
cosx

T £ T +kn, kez

Kootangensfunktsioon
cot : R\ {m +km, k € Z} - R
on paaritu funktsioon, ei ole

iiksiihene.

Funktsioon cot : (0,7) — R on

iiksiithene pealekujutus.

Kootangensi saab esitada tan-
gensi voi siinuse ja koosinuse

kaudu:

1 cos T
cotx = = — s
tanzx sin

™
cotx = tan 7—93),
2

r#Zn+kmr, k€ELZL.

Seekans on koosinuse p&ord-
vadrtus:

1

)
cosx

secxr —

z# L +kr, kel
Funktsioon

sec : R\ {5 + km, k € Z} —
R\ (=1, 1) on paarisfunktsioon,

ei ole tiksiihene.

~
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e N\
Kooseekans on siinuse poord-

védrtus:

1

cscx = —,
sSin x

x r# w4+ kr, keZ.

Funktsioon
csc: R\ {m+km, k € Z} - R\
(—1, 1) on paaritu funktsioon, ei

ole iiksiihene.
. 7

(Allikas: http://www.theopencurriculum.org/articles/trigonometry/)

Markus 3.8

Funktsioonid cot x, secx ja cscz on avaldatavad sinx ja cosx kaudu.

Seega saab ka nendeta hakkama, aga monikord on nende kasutamine

avaldistes otstarbekam.

e Arkusfunktsioonid y = arcsinz, y = arccosx, y = arctanz ja
y = arccot x on vastavate trigonomeetriliste funktsioonide y = sin x,
y = cosx, y = tanx ja y = cotz podrdfunktsioonid sobiva mééra-

mispiirkonna ja vadrtuste hulga korral.

Funktsioon arkussiinus arcsin : [—1,1] — [—g, g} on paaritu, iikstihene
pealekujutus. Funktsioon arkuskoosinus arccos : [—1,1] — [0, 7] on iiks-

ithene pealekujutus.

Arkussiinus Arkuskoosinus

20 as

05

0.0 1.0

0.5

2.0 T T T T T 16 T T T T T

Funktsioon arkustangens arctan : R — (—g, g) on paaritu, iiksiihene pea-
lekujutus. Funktsioon arkuskootangens arccot : R — (0,7) on {iiksiihene

pealekujutus.
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Arkustangens Arkuskootangens

Funktsioon arkusseekans arcsec : R\ (—1,1) — [0,7] \ {3} on iiksiihene
pealekujutus. Funktsioon arkuskoosekans arcesc : R\ (=1,1) — [=5, 5] \

{0} on paaritu tiksiihene pealekujutus.

Arkusseekans Arkuskooseekans

A Markus 3.9 ~

Kirjanduses kasutatakse arkusfunktsioonide t#éhistamiseks ka kir-
1

Lg, tan 'z ja cot™!'z. Viimane on tulnud

jutusviisi sin™ "z, cos™
f(x) poordfunktsiooni f~! tiihistusest. Seda ei tohi segamini ajada
1_1

argumendi x poordvéiirtusega x = = =.
T

Funktsioonide korral kirjutusviis f~!(x) ei tihenda avaldist %, vaid
poordfunktsiooni. Segaduse véltimiseks on kasulikum kasutada nime-

tusi y = arcsinz, y = arccosx, y = arctanx, y = arccotx vOi siis

y = asinx, y = acoszx, y = atanz, y = acot x.
\ y,

A Markus 3.10 ~

Mbonikord laheb vaja vorduseid

. s
arccos x + arcsinx = 5 arctan x + arccot x =

™
arcsec x + arccscr = 5
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3.6 Elementaarfunktsioonid

Definitsioon 3.12]

Elementaarfunktsioonideks nimetatakse funktsioone, mis on saa-

davad pohilistest elementaarfunktsioonidest lopliku arvu aritmeetiliste

tehete ja liitfunktsiooni moodustamise teel.

Mittelementaarfunktsioone
leiab néiteks ridade poolt

defineerituna.

Naiteks on
sin(1+ log(4+z2))

fa)=e

elementaarfunktsioon. Mitteelementaarfunktsioon on aga néiteks integ-

x
raalne siinus Si(z) = [ 32 d¢.
0

Markus 3.11

Elementaarfunktsioonid on sealhulgas funktsioonid, milledel on mate-

maatikas rida lihtsaid omadusi. Sonastame need hiljem vastavate tee-

made all, nagu piirvdartus, pidevus, tuletise ja integraali leidmine.

3.7 Jadad *

Jada on oma sisult lopmatu jéarjestatud arvude loend
A1,A2,y ... Qpy...y

millel on esimene element ja igale elemendile vahetult jargnev element.

Naiteks:

,[Deﬁnitsioon 3.13]

N
Jadad on matemaatikas tahtsal

kohal. Nende abil on téestatud
palju olulisi tulemusi ja kind-

lasti toestatakse veel uusigi.

1.0

0.8

0.6

047 » n+1

024 ° 2r

0.0-! .....""Oooooooooonn

T T T T
5 10 15 20 25

Joonis: Wikipedia. Jada

graafiline esitus.

~\
Jadaks nimetatakse naturaalarvulise argumendiga funktsiooni
z=uz(n), n=1,2,
Tahistame (z,,). Arvu z, nimetatakse jada () ildliikmeks (ka ele-
mendiks). Kirjutame ka
(Tn) = (Tn)o2] = X1,T2, .o Ty e e -
\ J

Niide 3.12 Funktsiooni = n? korral saame jada

() = 1,4,...,n% ... .
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Naiide 3.13 Voib-olla et koige tuntum voi vihemalt mingis mottes
erilisem jada on Fibonacci jada, mille kaks esimest liiget on {ihed

ning iga jargnev liige on kahe eelneva liikme summa:
(Fn) =1,1,2,3,5,8,13,21,.. ., Fp, = F_1+ Fh—2,... .

Jargnevalt on toodud graafiliselt Fibonacci spiraal, mis on viga

ldhedane ,kuldsele spiraalile:

13
21

8

5

Joonised: Wikipedia.

Fibonacci arvud on seotud kuldloikega, kus terve 16ik jaotatakse kaheks
osaks nii, et kogu 16igu pikkuse ja pikima osaloigu suhe on sama, mis

pikima ja liithema osaldigu suhe ehk

a+b a

a b

:_*/5;1 ~1618... .

8.7. Jadad *

(Leonardo Bonacci (1170-1250)‘

oli itaalia matemaatik, keda
tuntakse ka nime all Fibo-
nacci. Fibonacci jadaga seotud
arvud esinevad {iisna tihti ka
looduses. Uheks pdhjuseks voib
olla see, et kahe jarjestikuse
Fibonacci arvu jagatise vaartus
laheneb kuldléike suhtele
VB4l 1.618... ja kuldldige
on looduses erilisel kohal. On
tdheldatud, et kahe kohakuti

asuva (taime) lehe vahel on

tihti Fibonacci arv lehti.

Foto: Wikipedia. Fotol on
kollase kummeli 6is, mille sees
on struktuur, kus on 21
tumesinist ja 13 helesinist

spiraali.
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Funktsiooni piirvaartus ja pidevus
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a )

Kontrollt66 teemad

1. Piirvaartuse tehetega seotud omadused. Piirvaértuse arvutamine.

2. Piirvaartuste lim s 1, lim (1 + l)I =eja lim %¥/n = 1 kasutamine.
x—0 x T—r00 xT n— oo
3. Funktsiooni pidevuse uurimine.
\ J
( )
Eksamiteemad

1. Piirvaartuse intuitiivne moiste. Lopmatud piirvaédrtused, iihepoolsed piirvadrtused.

2. Piirvaértuse omadused (teoreemide 4.2-4.6 sénastused).

N . sinz
3. Piirvaartus lim =
x—0 o

4. Pideva funktsiooni mdiste. Pideva funktsiooni muudu omadus (mérkus 4.2).

5. Pidevate funktsioonide omadused. Teoreem vahepealsetest vaartustest.




PEATUKK 4. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

4.1 Jada piirvaartus *

“Koigist suuruste muutumisviisidest on korgemas matemaatikas eriti taht-
sad kaks: suuruste tokestamatu kasvamine ja suuruste tokestamatu
kahanemine. Need kaks suuruste muutumisviisi on vahenditeks, mille abil
luuakse korgema matemaatika pohilised moisted, nagu piirviartus, pide-

vus, tuletis, diferentsiaal ja integraal.”

Niide 4.1 Vaatleme naturaalarvude jada (vt. [29])
1,2,....n,....

Antud jada esimene element on 1 ja sellel ei ole eelnevat elementi.
Koigil teistel elementidel on aga olemas eelnev ja jargnev element.
Missuguse naturaalarvu me ka votaksime, ikka leidub veel temale
jargnev element. Seepérast naturaalarvude jadal pole viimast elementi,

sel jadal pole loppu, see jada on 16pmatu.

Jadas leidub koige vdiksem element, milleks on arv 1. Iga jérgnev ele-
ment on eelmisest suurem ning sellest ja veel 1opmatust jadast jirel-
dub, et antud jadas ei ole koige suuremat elementi. Naeme, et suurus
n liletab kasvades iga etteantud tokke 7. Teisiti, pole toket, mida arv
n kasvades ei iiletaks ehk, lithemalt, arv n kasvab tokestamatult.

SO0

Naiide 4.2 On kerge niha, et samuti kasvab tokestamatult jada

=200 *

SO0

,[Deﬁnitsioon 4.1] ~

Kui jada tldliige x,, muutub nii, et ta oma viartuselt saab, ja siis ka

jaab, suuremaks igast etteantud (positiivsest) arvust, siis iitleme, et

jada kasvab tokestamatult. Kirjutame

T, — 00.

r“Igapéevases kones kasutame
sageli sonu ja iitlusi, nagu 1op-
matu, igavene, hetkeline, moot-
matult suur, kaduvviike jt. Nii
neid kui paljusid teisigi sonu ka-
sutatakse tavaliselt endale aru
andmata, mida nad Oieti ta-
hendavad, missuguseid kujut-
lusi nendega tuleb siduda. Tea-
dust saab aga rajada ainult tap-

selt defineeritud maistetele. ”

.

~

p

Toodud sissejuhatav tekst
ja paljud

opikust [29], G. Réago. Korgem

naited parinevad

matemaatika I.

Foto: Vikipeedia.

Gerhard Johannes Régo (5.
1892 - 27.

1968) oli eesti matemaatik.

detsember juuni

L

N\

Piirvidartust vaatleme me ldhe-
malt alles jargmises peatiikis.
Kiill aga on jadade jaoks véima-
lik sellest radkida veidi varem.
Jérgnev jada piirvadrtuse mois-
te iilesehitus péarineb samuti G.
Réago Opikust ja on veidi ,lee-

bem“, kui seda 6petatakse ma-

temaatikutele.
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4.1. Jada piirvddrtus

,[Deﬁnitsioon 4.2] ~
Kui jada tldliige x,, muutub nii, et ta oma vaartuselt saab, ja siis ka

jaab, viiksemaks igast etteantud (negatiivsest) arvust, siis iitleme, et

jada kahaneb tokestamatult. Kirjutame

Ty — —OO.
\ J
Naiide 4.3 Jada
—1,-4,...,—n?, ...
kahaneb tokestamatult.
*e
°
™
°
°
™
7= —200 *
™
™
°
°
™
RS
,[Deﬁnitsioon 4.3] ~

Kui jada (z,) elemendid tokestamatult kasvavad voi kahanevad, s.t
ZTp — 00 VOL T, — —00, siis me iitleme, et jada (x,) piirvidrtus on
lopmatu. Viimast mérgime vastavalt

lim z, =oco voi lim z, = —cc.
n—oo n—oo

A Markus 4.1 N

Viimast 6eldakse rangemalt ka nii: jada (z,,) piirvdirtus on oo, kui
iga (positiivse) arvu 7 korral leidub selline naturaalarv N nii, et iga

indeksi n > N korral kehtib
Ty > T.

Analoogiliselt jada (z,,) piirvaértus on —oo, kui iga (negatiivse) arvu

7 korral leidub naturaalarv IV nii, et iga indeksi n > N korral kehtib

Ty < T.
4 J
Naiide 4.4 Seega
. _ . 2 _ . 2 _
lim n =00, lim n°=o00, lim (—n%)=—oc.
n—oo n—oo n—oo
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PEATUKK 4. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Naiide 4.5 Vaatleme naturaalarvude jada asemel nende poérdvaartus-

te jada (vt. [29])

Antud jada esimene element on 1 ja sellel ei ole eelnevat elementi.
Koigil teistel elementidel on aga olemas eelnev ja jargnev element. Ka

see jada on lopmatu, kuid seekord jérjestatud kahanevalt.

Jadas leidub koige suurem element, milleks on arv 1. Iga jirgnev
element on eelmisest viiksem ning sellest ja veel lopmatust jadast
jareldub, et antud jadas ei ole koige viiksemat elementi. Ndeme, et
arv % jadb n kasvades viiksemaks igast etteantud tokkest 7 > 0
ehk, teisiti, pole positiivset toket, millest arv % suuruse n kasva-

des ei jadks viaiksemaks ehk, lithemalt, murd % kahaneb tokestamatult.

1
n

® . T=0.2

Viimast on lihtne nédidata. Olgu 7 suvaline positiivne arv (siin pee-
takse silmas, et voib valida kuitahes viikese positiivse arvu). Koigi n
vaartuste korral, kus
n > l,
.
kehtib vorratus

1
—<T.
n

Seega iikskoik, millise positiivse tokke 7 > 0 me ka ette ei annaks, siis
mingist n vidrtusest alates on arvud % sellest tokkest 7 viiksemad.

SO0

,{Deﬁnitsioon 4.4] N

Kui jada iildliige x,, muutub nii, et ta oma absoluutviartuselt saab, ja

siis ka jaab vaiksemaks igast etteantud positiivsest arvust, siis iitleme,

et jada piirviidrtus on 0. Viimast mérgime

z, — 0 voi lim =z, =0.
n—oo

Markus 4.2

Viimast 6eldakse rangemalt nii: jada (x,,) piirvaédrtus on null, kui iga
arvu 7 > 0 korral leidub naturaalarv N nii, et iga indeksi n > N korral

kehtib |z,| < 7.
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Naiide 4.6 Jada voib tokestamatult kahaneda ka negatiivsest suunast

voi ka siis, kui tema vadrtused on kord positiivsed ja kord negatiivsed.

Niiteks on selline jada

(xn) =

SO0

11 11
27 37477 n

(=D)L

,{Deﬁnitsioon 4.5]

4.1. Jada piirvddrtus

r

N\
Kui mingi reaalarvu L korral |z, — L| — 0, siis iitleme, et jada ()
piirvdartus on L. Viimast méargime

lim z, = L.
n—roo

. J

A Markus 4.3 ~\
Viimast deldakse rangemalt nii: jada (z,,) piirvidrtus on arv L, kui iga
etteantud arvu 7 > 0 korral leidub naturaalarv N nii, et iga indeksi
n > N korral kehtib

|z, — L| < 7.
\ J

Naide 4.7 Jada

0.3,0.33,0.333,0.3333, ...

piirvadértus on %, kuna

OO0

Vaadeldes
viidud rippuva laelambi edasi-
tagasi vonkumist, n#deme, et
vongete amplituudid (suurim

korvalekalle tasakaaluasendist)

on vaheldumisi  positiivsed
ja negatiivsed, kusjuures
mingist arvust vongetest

alates amplituudi suurus jaab
kuitahes
tokkest.

Teoreetiliselt voiksid vonked

pisivalt  allapoole

viikesest etteantud
jarjest vahenedes kesta igavesti.
Tegelikult 16peb liikumine juba
monekiimne vonke jarel, kuna
vonkuva laelambi energia kulub

ohutakistuse {iletamisele.

o

tasakaalust vilja )

r

.

Intuitiivselt vo6ib modelda ka
nii. Jada (z,) piirvédrtus on
arv L, kui jada litkkmed aina
lahenevad ja lahenevad arvule
L, sealjuures ei ldhene aga

iihelegi teisele arvule.

Margime, et konstantse jada
korral on piirvaartus ilmne, nai-

teks

lim (—1) = —1.

n— oo

Siin pole enam kuskile ldhene-

da, ,enam ldhemale ei saa“.

~

Piirvédrtuse téhistusena kasu-
tatakse simbolit lim, mis on
lihend ladinakeelsest sonast li-

mes, ja mis tdhendab piiri.
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PEATUKK 4. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Definitsioon 4.6]

Jada (x,,) nimetatakse koonduvaks, kui tal eksisteerib 16plik piirvidr-

tus. Jada, mis ei koondu, nimetatakse hajuvaks ( lim z, = +oo voi
n—oo

piirvédrtust lim x,, ei leidu).
n—oo

Naide 4.8 Igal jadal ei pruugi olla piirvaartust. Naiteks jada

hajub, kuna jada elemendid on vahelduvate mérkidega ning need ei
jaa suuremaks etteantud positiivsest arvust ega jaad ka véaiksemaks

etteantud negatiivsest arvust.

=200 .
. * (_l)nnz
L ]
& & [ ] b
L J P .
[ ]
[ ]
[
®
*
[ ]
RS
Niide 4.9 Vaatleme jada (z,) = 1,0,1,0,.... Antud jada hajub,

kuna ei leidu piirvadrtust lim z,,. Koige lihtsam on moelda sellest nii,
n—oo

et antud jada korral tema liikmed ei ldhene iihelegi kindlale arvule,

vaid hoopis vonguvad, olles vaheldumisi 1 ja O.

SO0

,[Deﬁnitsioon 4.7} N

Jada (z,) nimetatakse tokestatuks, kui leidub selline reaalarv M > 0

nii, et jada koik elemendid on absoluutvéaartuse poolest vaiksemad kui
arv M, s.t
|xn| < M, n=1,2,....

Vastasel korral nimetatakse jada tokestamatuks.

\. J

Néiide 4.10 On selge, et jadad (n) ja (—n?) ei saa olla tokestatud,
kuna nad tokestamatult kasvavad. Jada (1/n) on tokestatud iga arvuga
M > 1. Samuti on tokestatud jada 1,—1,1,—1,..., kuigi see jada ei
ole koonduv.

SO0
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4.2. Funktsiooni piirvddrtuse maoiste

4.2 Funktsiooni piirvaartuse moiste

Paljud loodusteaduse ja tehnika kiisimused seavad meid vajaduse ette
uurida funktsiooni k#itumist argumendi ldhenemisel monele kindlale
vaartusele. Naiteks voib meid huvitada kiisimus, kuidas kéditub vedeliku
ruumala temperatuuri lahenemisel keemispunktile, kuidas kéitub teras-

varda venivus koormuse ldhenemisel elastsuspiirile jne.

Piirvédrtuse moiste on matemaatilise analiilisi liks alustalasid ja see
eristab matemaatilist analiilisi néiteks algebrast ja trigonomeetriast.
Sellele moistele baseerub enamus meie jargmistes loengutes vaadeldava-
test moistetest, nagu néiteks funktsiooni pidevus, tuletis, keha hetkkiirus,
integraal. Samal ajal, kui tegemist on olulise moistega, on tegemist ka
keerulise moistega. Sellest tingituna anname oma pohikursuses piirvaar-
tuse moiste pigem intuitiivselt, kui matemaatiliselt range eeskirja abil.

Viimase kohta voib lugeda lisas leiduvast materjalist.

Vaatleme néiteks ringjoone pikkuse arvutamist. Viimast saaksime ligikau-
du arvutada sirge joonlaua abil, mootes ringi sisse joonestatud korrapa-

raste hulknurkade kiilgede pikkused.

N=200

Mida suuremaks laheb hulknurga kiilgede arv NV, seda tdpsem peaks olema
meie poolt moodetud ja arvutatud ringjoone timbermoot. Seega on piir-
vaartuse leidmisel oluline ,protsess®, milleks antud olukorras on hulknurga
kiilgede arvu suurendamine. Praktikas tuleb mingil hetkel paratamatult
tunnistada, et mootetdpsusel on omad piirangud. Kiill aga saame prak-
tiliste mootmiste asemel jéatkata teoreetiliste arvutustega. Saab néidata,
et sellisel viisil koostatud hulknurkade kiilgede summa toepoolest ladheneb

vaartusele 277, mis kujutab endast ringjoone iimbermootu.

(Newtoni aegadel ei olnud piir—‘

vadrtuse moiste veel paris selge,
korrektselt range definitsioon
puudus (see viimane ei seganud
Newtonil ja Leibnizil andmast

viga olulisi praktilisi tulemusi).

Kasutati umbes sellist ldhene-
misviisi, et kui Az voolab nulli,
siis 2 + Az voolab arvuks 2.
Voi siis, kui Az on piisavalt
viike (samal ajal ei tohi Az
vorduda nulliga), siis 2 + Az
on piisavalt lahedane arvuga 2.
Paneme tdhele, et need moisted
“piisavalt” ja “voolab” on iisna
udused moisted. Matemaatikas
on olukordi, kus sellisest kirjel-
dusest ei piisa. Kui me ei saa
Az votta vordseks nulliga, siis
me ei saa ka niisama lihtsalt
toestada, et protsessi 2 + Az

tulemus on toesti arv 2.

Naiteks 1797. aastal dritas
Joseph-Louis Lagrange tule-
tise moistet edasi anda ilma
piirvaartuse moisteta, liritades
1abi ajada ainult algebraliste
vahenditega (astmeridadega).
Lagrange moistis, et tema
vaited ei olnud matemaatiliselt
alati korrektsed, kuid ei pida-

nud neid erijuhte eriti tdhtsaks.

Bernard Bolzano aastal 1817 ja
Augustin-Louis Cauchy aastal
1821 andsid (e, §)-tiilipi definit-
sioonid, mis hiilgasid geomeet-
rilise l1dhenemise ja votsid kasu-
tusele analiiiitilise. Karl Weiest-
rass (1815 - 1897) andis definit-
sioonile kaasajal laialt kasutata-

va sOnastuse.

/ﬁexm%ﬂf /

Karl Weierstrass
Allikas: Wikipedia
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PEATUKK 4. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

N&ide 4.11 Vaatleme funktsiooni f(x) = z — 1. Lihtne on néha, et
kui ldheneme argumendiga = tokestamatult arvule 1, siis funktsiooni

vaartused x — 1 lahenevad tokestamatult nullile:

v | 09| 099 | 0999 | 0.9999 | ... | 10001 | 1001 | 101
| -0

Antud juhul saab arvutada ka f véddrtuse kohal x = 1 ja selleks on
f(1) = 0. Viimane kujutab endast iihtlasi funktsiooni f piirvadrtust
argumendi x ldhenemisel arvule 1.

SO0

Naiide 4.12 Vaatleme jargmist funktsiooni

="t ez,
mis ei ole méaratud x = 1 korral. Viimane tdhendab, et me ei saa leida
funktsiooni vddrtust f(1). Proovides argumendiga  minna arvule 1 1
kuitahes ldhedale, saame siiski arvutada ] /
v | 09] 0990099 ... [ 1001]101]11
o) | 1o | 199 | 1999 | ... | 2001 | 201 |21
Voib tdheldada, et argumendi x ldhenedes arvule 1 funktsiooni vaértu-

sed f(z) lihenevad arvule 2. Oma arvutusi voiksime niimoodi jitkata, e e
vottes x vidrtusi arvule 1 jarjest lihemal ja 1dhemal. Osutub, et sel kor-
ral on argumendi = ldhenemisel arvule 1 funktsiooni f piirviartuseks
arv 2, hoolimata sellest, et punktis = 1 ei ole funktsioonil véértust.

SO0

Definitsioon 4.8} N
Olgu antud a € R ja § > 0. Punkti a imbruseks nimetatakse vahemik-

ku (a — §,a + §), seda nimetatakse veel d-timbruseks.

,[Deﬁnitsioon 4.9] N aes
Hulga X C R kuhjumispunktiks nimetatakse punkti a € R, kui punkti

a a+4d

a iga iimbrus sisaldab vihemalt iihte temast erinevat hulga X punkti.
. J

A Markus 4.4 N

Edaspidi vaatleme alati piirprotsesse, kus a on kuhjumispunkt, kus-

juures ta ei pruugi kuuluda funktsiooni méaramispiirkonda.

Esitame jargnevalt funktsiooni piirviartuse iildise sonastuse, mis sele-
tab kiill 4ra moiste sisu, kuid ei anna konkreetset eeskirja piirvadrtuse
leidmiseks. Teisalt, viimane ei sega meid edaspidi piirvadrtust arvuta-
mast, kuna praktikas vajame me enamasti piirvaartuste omadusi, mitte

definitsiooni ennast (vt Lisa D.1).
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,[Deﬁnitsioon 4.10]

4.4. Uhepoolsed piirvidrtused

Olgu a funktsiooni f médramispiirkonna X kuhjumispunkt. Reaalarvu
A nimetatakse funktsiooni f piirvaértuseks punktis a ja kirjutatakse

lim f(z) = A,

T—ra

kui punktile a piisavalt ldhedastes méaramispiirkonna X punktides x
(vilja arvatud, voib-olla, punktis a eneses) erinevad vastavad funkt-

siooni vaartused f(z) arvust A kuitahes vihe.

~

\.

A Markus 4.5

Argumendi x tokestamatu l&henemine arvule a tdhendab, et vaadel-
dakse koikvoimalikke jadade koondumisi x,, — a. Sellele vastavalt toi-

mub funktsiooni védrtuste koondumine f(z,) — A.

Naide 4.13 Funktsioonil
1
f(z) = cos -

puudub piirvaartus protsessis * — 0, kuna kuitahes ldhedalt nullile me
x vadrtusi ka ei votaks, siis ikka leidub neid x v&drtusi, mille korral
f vadrtus on 1 voi —1, s.t funktsiooni f véértused ei ldhene mingile
konkreetsele arvule.

SO0

Naiide 4.14 Funktsioonil

204+1, z<1
f(x) =144, r=1
2¢+3, xz>1

puudub piirvadrtus protsessis x — 1, sest kui argumendi x vadrtused
lahenevad arvule 1 vasakult poolt, siis f(z) ldheneb laheneb arvule 3,
kui aga = vidrtused ldhenevad arvule 1 paremalt poolt, siis f(z) ldhe-
neb arvule 5. Seega ei saa protsessis £ — 1 toimuda f(x) ldhenemist
ithele kindlale arvule.

SO0

,[Deﬁnitsioon 4.1 1]

Oeldakse, et funktsioonil f on piirvéirtus oo protsessis © — a, a € R,
kui argumendi z lahenemine arvule a toob kaasa f(x) tokestamatu
kasvamise. Sel juhul kirjutame

lim f(z) = oo.

r—a

Kui aga protsessis * — a toimub f(z) tokestamatu kahanemine, siis
itleme, et funktsioonil f on selles protsessis piirvaartus —oo ja kirju-

tame

lim f(z) = —o0.

r—a

Albert Einstein: “Ainult kaks
asja on l6pmatud: universum ja
inimese lollus, ning ma pole kin-

del esimeses.”
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PEATUKK 4. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Naide 4.15 Naiiteks

4.3 Uhepoolsed piirvairtused _’J

a N
Vaatleme piirprotsesse:
1. x — a, ¢ > a, ldhenemine toimub paremalt, s.0 parempoolne
piirvaartus. Tahistame
3 . lim f(a+)
1 .
Jm fl@) o (vei flat)) |
l lim f(a—)
2. x = a, x < a, ldhenemine toimub vasakult, s.o vasakpoolne —/_T
piirvaartus. Tahistame
Allikas: [15]
lim f(x) (voi  f(a—)).
r—a—
\ J
A Teoreem 4.1 ~
Kui eksisteerivad iihepoolsed piirvddrtused lim f(z) ja lim f(z),
r—a+ r—a—
siis (nn. kahepoolne) piirvidrtus lim f(z) = A eksisteerib parajasti
r—ra
siis, kui
xl—igl-i- f({E) = xl_ig}_ f(I) = A. ( NB! Funktsiooni f(z) = % piir- |
\ ) véaartus on kontrolltéddes sageli

valesti leitud.

Naide 4.16 Funktsioonil
fx) =

on olemas iihepoolsed piirvaartused ) L
.1 1 L
lim — =00, lim — = —o0, .
x—0+ 2 x—0— 1

1
kuid on selge, et ei eksisteeri kahepoolset piirvaartust lirrb —.
z—0 & \

8=

SO0

Naide 4.17 Funktsioonil

ei ole piirvadrtust hI{l f(x), kuna sel juhul z — 1 < 0 ja ruutjuur ei
z—1—
ole defineeritud. Samas lim f(x) = 0.
r—14

SO0

Uhepoolseteks piirviirtusteks loeme ka lim f(z) ja Em f(x), kui need
xTr—r 00 xr — o0

on olemas.
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4.4. Funktsiooni piirvddrtuse omadused

Naiide 4.18 Leiame piirvaartuse

. 3x+1
lim .
z—oo 2 — 1

Kirjutame

sest = — 0, kui # — oo.

SO0

4.4 Funktsiooni piirvaartuse omadused

Teoreem 4.2

Piirviirtuse iihesus. Vaadeldavas protsessis (kas {ihe- voi kahepool-

ses) saab funktsioonil olla ainult iiks piirvidrtus.

Toestus. Toestuse voib leida niiteks opikust [23]. O

Definitsioon 4.12]

Funktsiooni f nimetatakse tokestatuks hulgal X, kui leidub arv M > 0
nii, et |f(z)] < M iga x € X korral.

Funktsioon f(z) = z on tokes-

tatud 16igus [—3,2], kuna néi-

teks M = 100 jaoks (tegeli-
kult iga M > 3 jaoks) kehtib
F@)] = |2l < 100 iga @ €

[—3, 2] korral. Samas ei ole f to-

kestatud hulgal R.

A Teoreem 4.3

Kui funktsioon f on tokestatud punkti ¢ mingis iimbruses ja

lim g(z) =0,

r—a
siis

lim [f(z)g(z)] = 0.

r—a

Niide 4.19 Leiame piirvaartuse

1
lim <x2 cos > .
x—0 x

1

Siin lim 2° = 0. Samas piirviidrtust lim cos — ei eksisteeri (vonkuv
z—0 z—0 x

funktsioon). Kuna aga |cosz| < 1 iga z € R korral (s.t koosinus on

tokestatud), siis viimase teoreemi jargi

1
lim <x2 cos ) =0.
x—0 x
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A Teoreem 4.4

PEATUKK 4. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Teoreemi eeldus 16plike piir-
véartuste leidumise kohta on
oluline. Piirvidrtused A ja B

peavad olema reaalarvud.

~

N\
Kui on olemas loplikud piirvaértused
lim f(z)=A ja limg(z)= B,
T—a r—a
siis kehtivad jargmised tehetega seotud omadused:
1. lim [f(x) £ g(z)] = A £ B;
r—a
2. lim [cf(z)] =cA, ceR;
r—a
3. lim [f(2)g(2)] = AB;
r—a
A
4. lirnLI):—7 kui B # 0.
e=ag(z) B
\ J
A Mirkus 4.6 N
Teoreemi noéue, et peavad eksisteerima 16plikud piirvaartused lim f(x)
jalim g(z), on olulised. Vastasel juhul néiteks f(x) =1— ﬁ jag(z) =
ﬁ korral
lim (f(2) + ga) = lim (1 =+ L) = lim1=1
oo I = T Tl Tl Tasen T
aga kasutades valesti teoreemi esimest omadust, saaksime
lm(f(2) + g(2) - lim (1 =)+ lim = = —sot
@ +o@) o Jim (1= gy )+ iy g = oo+ oo
EI KEHTI
Tehe oo — oo ei ole defineeritud, ei ole moistlik defineerida néaiteks
oo — oo vordseks nulliga, tegemist on madramatusega.
\ J
Naiide 4.20 Arvestades tehetega seotud omadusi, saame
lim (z —2)2? =216 = 32.
r—4
000
A Teoreem 4.5 ~
Kahepoolse tokke omadus. Kui kehtivad vorratused
f(x) <g(z) < h(z), z€(a—6a)U(aa+i),
ja on olemas loplikud piirvaartused
lim f(z) = lim h(z) = 4,
siis on olemas ka piirvédrtus lim g(z) ning
r—a
lim g(z) = A.
\ J

\.

Antud néitest vGime ka né-
ha, et lopmatute piirvaartuste
lim f(z) voi lim g(x) korral (voi
ka siis, kui neid piirvaartusi ei
eksisteerigi) voib funktsioonide
summal f + g antud protsessis
16plik piirvaartus ikkagi leidu-
da. Analoogiline on olukord va-

he, korrutise ja jagatise korral.

N

J

-

L

Kahepoolse tokke omadust ni-
metatakse ka 7Squeeze Theo-
rem* voi ka “voileiva omadu-
seks” (”Sandwich Rule®).

Allikas: Wikipedia

Nullitimbruses, keskmine sinine

joon g(z) saab sama piirvadrtu-
se, mis iilemine roheline h(z) ja

alumine punane f(x).

N\
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4.5. Funktsiooni piirvddrtuse arvutamine

Niide 4.21 Kasutades omadust lim /n = 1, leiame piirvidrtuse
n—oo

lim 6.

n—oo

Paneme téhele, et n > 6 korral kehtib
1<6<n.

Samuti jadvad vorratused kehtima, kui neist votta mingit jarku juur,
V1< V6 < /n.

Kuna lim ¥1 =1 ja lim {/n = 1, siis kahepoolse tokke omaduse
n—oo n—oo
tottu jareldub, et
lim V6= 1.

n—oo

OO0

4.5 Funktsiooni piirvaartuse arvutamine

Uks voimalus on argumendi x asemele panna arvule a lihedasi arve ja
vaadata, mis edasi saab. Sellist votet kasutasime peatiiki alguses. Vote

voib nouda aga iilearuseid arvutusi ja on mitterange meetod.

A Teoreem 4.6 N

Teoreem elementaarfunktsioonide piirviirtustest. Kui f on ele-

mentaarfunktsioon ja punkt a kuulub tema mé#&ramispiirkonda, siis

lim f(z) = f(a).

r—a

A Markus 4.7 N

Antud teoreem lubab paljudel juhtudel piirvaartuse leidmist lihtsusta-

da. Naiteks,

. 22 — 3 3
lim [ cos + 13 ) = cos = 4 e!®.
r—3 x+1 4

Samas ei saaks piirvadrtust niimoodi leida, kui protsessi + — 3 asemel

2x—3
r+1

mis tdhendab, et teoreemi ei saa rakendada. Protsessis © — —1 sellel

oleks protsess x — —1, kuna ei ole maaratud punktis z = —1,

funktsioonil piirvadrtust ei eksisteeri.

Argumendi asendamine. Asendame argumendi = suurusega a+ Aa, kus
Aa — 0, ja iiritame avaldist teisendada. Selline vGte voib praktikas anda

héid tulemusi (kuigi ettevaatlik tuleb siiski olla).
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PEATUKK 4. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Naide 4.22 Leiame piirvaartuse

I 22 -9
zli% 1373.

Tegemist on elementaarfunktsiooni piirvaartusega, kuid kahjuks x = 3

ei kuulu tema médramispiirkonda. Asendame = = 3 + Aa ja leiame

(B3+Aa)*—-9 . 9+6Aa+(Aa)®?-9 B
Aas0 3+ Aa—3 _Al}zgo Aa —Alérgo(ﬁ—kAa)—G.

SO0

Maaramatuse korvaldamine. Monikord on otstarbekas avaldist teisen-

dada nii, et algne médramatus saab korvaldatud.

A Markus 4.8 N

Kui piirvaédrtuse arvutamisel tekivad maaramatused

0 e 0-00, oo—o0, 0°

0o 0
67 OO’ 1 ’

oo

siis tuleb avaldist, millest leitakse piirvidrtust, teisendada nii, et see

méaaramatus saaks korvaldatud.
\ J

Naide 4.23 Naiiteks )
-1

iy & 17
r—1 xr — 1

arvutamisel ei saa kohe asendada x = 1, kuna tekib m&idramatus %.
Jagamise korral voib vordseid nullist erinevaid avaldisi omavahel taan-
dada. Siin taandatakse i—j, kus z # 1 ehk « — 1 # 0 (piirvaértus
ei soltu sellest, milline on funktsiooni viartus punktis x = a ehk siin
x =1, vaid vadrtusest punkti a lahedal). Seega

2
lim u =lim(z—-1)=0.

z—1 xr — ]_ r—1

Poliinoomide uurimise ja kasutamise korral on kasulik meelde tuletada

jargmised vordused:

(a£b)? =a?+2ab+ b (a+b)?=a®+3ab+ 3ab® + b3,
a?—b2=(a—0b)(a+b), a®L£b®=(axb)(a®Fab+b?).

Sama astme poliinoomide ja-

Naide 4.24 Leiame piirviartuse gamisel protsessis z — a tu-

leks maaramatuse % korral

3 _ 2
lim 27 _ lim (x —3)(a* 4+ 32 +49)
z—=3 r—3 z—3 r—3

voimalusel kasutada algebra-

= lim (2? + 3z + 9) = 27.
r—3

lisi vorduseid.

SO0
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4.5. Funktsiooni piirvddrtuse arvutamine

Naide 4.25 Leiame piirvaartuse

x
lim —.
e=0/1T+x—1
Siin z = 0 ei kuulu vaadeldava funktsiooni méé&ramispiirkonda. Jérg-

nevalt kasutame korrutamise votet (idee on kasutada ruutude vahe

valemit (a — b)(a + b) = a® — b?),

x lim x Vi+aor+1
m —78— =
e=0/1+x—1 z=504/1+2—-1+14+2+1

i VLT (T4 =

z—0 1+x—-1 z—0

SO0

Naéide 4.26 Leiame piirvaartuse

Va2 +100 — 10

lim 5

x—0 x

Viimast saame teisendada jargmiselt:
i Va2 +100 — 10 v22 + 100 + 10 b x? +100 — 100
z—0 x? Va2 +1004+ 10  =—0 22 (/22 4 100 + 10)

z? S S

=0 /22 +100+10 20

= lim = 0.05.

=0 z2 (v/z2 + 100 + 10)

Naiide 4.27 Kui kahe muutuja x poliinoomi jagamisel protsessis ©z —
oo tekib 32, siis voetakse lugejas ja nimetajas sulgude ette muutuja

x korgeima astmega liige. Naiteks

. 4x® - 22241 , x3(4—2l+%)
lim ——————— = lim x
e—oo 223 — 1 a0 a8 (2 L)
4-214+ L 4
= lim ——= 2 = - =2

Naide 4.28 Vaatleme veel piirvaartust

lim (V2?2 4+ 2z — x).

Tr—00

Klassikaline viga on siin kirjutada, et co — co vordub nulliga. Selgub,

et viimane on vale vastus. Piirviaartuse leiame jargmiselt:

/72 2 _ 2
lim (Va? 42z —x) ’ +x+x:hmw
T—00 \/1‘24_1'_'_@; T—r0o0 \/x2+x+z

1 1
”” — lim -

x—)oox( 1_’_%_'_1) T—00 1+%+1 2

SO0

Kui lugejas v6i nimetajas on
ruutjuur, siis méadramatuse
korral tuleks véimalusel sel-
lest irratsionaalsusest vaba-
neda. Tiitipiline vote selleks
on kasutada ruutude vahe va-

lemit

a® —b*> = (a —b)(a+b).

-

Poliinoomide jagamisel prot-
sessis * — Zoo tuleks luge-
jas ja nimetajas sulgude ette
tuua z kérgeima astmega lii-
ge ™. Sellisel juhul jaab sul-
gudesse alati tokestatud aval-
dis (kuna liikkmed —» — 0,
kui z — Fo00).

-
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PEATUKK 4. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

4.6 Moned erilised piirvaartused

1.0

0.8

Teoreem 4.7
Kehtib valem

0.6

041

sin

hl’% = I, 02

T—r X
NASAAT) WOV

A%l vU MV
~0.2
. =20 -15 -10 ,5‘3 0 5 I‘U 15 2‘(]
~ 3 H — sin x — ]
Toestus. Vaatleme funktsiooni f(z) = =2£. Punkt z 0 ei kuulu Allikas: Wikipedia

funktsiooni f médramispiirkonda, kuid mujal on f méédratud.

sinx

= 1.

Funktsioon f on paarisfunktsioon ja piisab néidata, et zl—i>rg+ -
Vaatleme ringjoont raadiusega 1. Asetame I veerandisse ringjoonele punkti
P. Moodustame téisnurkse kolmnurga hiipotenuusiga 1, ringi sektori kuni
punktini P (kaarepikkusega x radiaani) ja taisnurkse kolmnurga kiilgedega

1 ja tanz (vt. joonist, joonisel kasutatud 6 on meil z).

3 3
> =
S 0

>
cos 6 1 1
1 1 1
—cosfsingd < —(1)?0 < —tand
2 2 2

Allikas: [3]

Uhikringi pindala on 7 ja iimberméét 27, millest pindala avaldub poole
imbermooduga. Sama suhe jaéb kehtima, kui votame ringist sektori. Siit
saame, et loodud sektori pindala on §. Jooniselt on selge, et moodustatud

kujundite pindalade kohta kehtivad vorratused

tanx . sin x
ehk coszsinz <z < .
2 cosT

coszsinz

<
9 >

x <

DO | =

Kui 0 < @ < 7, siis voime jagada vorratust positiivse arvuga sinz > 0,

1
<

cosT < — < .
sinx cosT

Kuna lim cosz = 1 ja lim = 1, siis kahepoolse tokke omaduse

z—0+ r—0+ COS T
pohjal saame

lim — =1 ehk lim = lim
z—0+ SInx x—0+ X r—0+4+ ——
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4.6. Moned erilised piirvddrtused

Jareldus 4.1
Kehtib

Jéreldub vordusest

tanx tanx = S
=1. cosx

Naiide 4.29 Leiame piirvaartuse

sin 2x
im .
z—=0 bHx

Kui z — 0, siis ka 2z — 0 ja me saame muutujavahetuse v = 2x abil

kirjutada

. sin2zx 2 . sinu
lim = - lim
z—0 bHx 5 u=0 u

2 2
=2.1=2,
5 5

SO0

Naide 4.30 Oluline on jilgida protsessi, milles piirviartust leitakse.
Niéiteks piirvadrtuse
. —3sinx
lim — +4
T—00 €T

korral on viga ahvatlev kasutada just vaadeldud piirvidartuse omadust

(4.6), kuid kuna siin  — oo ja mitte z — 0, siis me ei saa valemit ) =220 4y

-3
(4.6) kasutada. Kiill aga mérkame, et lim — — 0 protsessis © — oo
x

ja kuna sin z on tokestatud, siis tegelikult

lim oSBT Ly gpa—y

T—00 x

Samas voib mérgata, et kui oleks protsess z — 0, siis saaksime valemit

(4.6) kasutada ja piirvadrtus oleks —3 +4 = 1.

SO0

A Lause 4.1 ~

- - . Joonis: Wikipedia.
Eksisteerib piirvadrtus
1 x
lim (1 + _> = €. Vordus kehtib ka protsessis
T—>0o0 X
T — —O0.
Arv e on irratsionaalarv ja e = 2,7182818.... Téhis e on kasutusel
ildlevinult.
G J
Toestus. Toestus on toodud osaliselt opikus [33]. O

o

—
— (1
—

@

-

@

=

@
P T T T T A

w

[
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PEATUKK 4. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Naiide 4.31 Vaatleme pideva intressi mudelit. Pideva intressi korral

arvutatakse intress pohimotteliselt igal ajamomendil.

Te olete votnud 500 eurot laenu intressiga 5% kuus (r = 0.05). Sel

juhul n kuu mé6dudes on summa kasvanud

Sp = 500(1 + )"

euroni. Seega on iihe aastaga volg kasvanud
S12 =500 1.05" ~ 898 euroni.

Pideva intressi korral jaotatakse see 5% igale ajaiihikule laiali, ehk

r = %7 kus N — oo on iihes kuus toimunud intressi arvestamiste

. .. . . NB! Hoolimata sellest, et iihel
arv. Sel juhul n kuu véltel arvestatakse intressi n IV korda ehk . ) o
korral voetakse intressiks 16p-

N\ nT mata viike summa & — 0, siis

S 500 1 r\nN 500 1 1 ! koik kokku liites (N — oo) saa-

n ’ + N - ’ + N . me ikkagi mirkimisviirse sum-
p

ma.

Kui N — oo, siis ka % — 00 ja me nédeme, et

lim S, =e"".
N—o0

Seega pideva intressi mudeli jargi on laen iihe aastaga kasvanud
Seda on umbes 13 eurot rohkem

0.05.12 kui diskreetse mudeliga. Pideva
[ ~ 911 euroni. intressi mudel on alati kahjuli-
kum laenu votjale ja kasulikum

SO O laenu andjale.

Naiide 4.32 Leiame piirvéértuse

. . 43 . ro141 z+3 . 1 (z—1)+4
lim = lim [ —— = lim (14+ ——
T—r00 I—l T—>00 .’L‘—l T—00 l‘—l

1 rx—1 1 4 1 r—1
= lim (1+ — 1+ = lim (1+ ,
z—00 z—1 r—1 z—00 rz—1

4
sest lim (1+> =1 Kuiz - oo,siiskau=2—-1— oc.
—00 r—1

Jarelikult
x+3 u
. T . 1
lim < ) = lim <1+> =e.
z—=oo \ & — 1 U—00 u

Lause 4.2

Kehtib
lim ¥/n=1.
n—oo
Toestus. Toestus on toodud opikus [23]. O
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4.7. Moned erilised piirvddrtused

4.7 Pidevad funktsioonid

Igapédevaelus on tuntud iitlused, nagu ,kiitusehinna hiippeline tous®, ,kat-
kematu siindmuste ahel”, ,pidevalt t66tav seadeldis* jne. Me arvame, et
meil on enam-vihem selge, mida need sonad tihendavad. Utlused, nagu
LJfunktsioon katkeb“ ja ,funktsioon on pidev* on matemaatilised moisted
ja vajavad seetottu téapset piiritlemist.

Vaatleme reaalmuutuja funktsioone y = f(z), v € X CR. Olgu a € X.

,[Deﬁnitsioon 4.13] N
Funktsiooni f nimetatakse pidevaks punktis a, kui

lim f(x) = f(a).

rT—a
\ J

A Markus 4.9 ~

Selleks, et funktsioon oleks pidev punktis a, peavad olema tiidetud

koik jargmised kolm tingimust:

1. funktsioonil on olemas vaartus f(a);

2. funktsioonil on olemas piirvidrtus lim f(x) protsessis © — a;

3. lim f(x) = f(a).
r—a
Kui funktsioon f ei ole pidev punktis a, kuid on méaratud tema timb-
ruses, siis oeldakse, et funktsioon f on katkev punktis a (punkti a
nimetatakse funktsiooni f katkevuspunktiks). Katkevuspunktist a
radgitakse ka siis, kui funktsioon f ei ole médratud punktis a, kuid

eksisteerib lim f(x).
T—ra

\. J

Naide 4.33 Vaatleme funktsiooni

z?2—4
rz—2 7

4

kui x # 2,

fle) = kui z = 2.

Voib leida, et protsessis x — 2

o (z—2)(z+2)
T —2

= lim(z 4+ 2) = 4.
T—2

r—2

Seega eksisteerib piirvidrtus protsessis x — 2. Samuti f(2) = 4. Kuna
algl_}mg f(x) = f(2), siis see funktsioon on pidev punktis 2.

Kui funktsioon f oleks defineeritud nii, et tal oleks punktis 2 mingi
teine védrtus, siis tingimus ;1312 f(z) = f(2) el kehtiks ja funktsioon
oleks katkev punktis 2.

SO0

Definitsioon 4.14]
Me iitleme, et funktsioon f on pidev hulgal X, kui f on pidev selle

hulga igas punktis. Kui X = R, siis iitleme, et funktsioon f on pidev

koikjal.

Praktikas on pidevad funktsioo-
nid olulised. Mitterangelt voi-
me pidevast funktsioonist moel-
da kui funktsioonist, mille graa-
fiku joonestamisel ei pea pliiat-

sit paberilt tostma.

e

\

Analoogiliselt tthepoolsetele

piirvaartustele on olemas

tthepoolse pidevuse mdisted:

vasakult pidev ja paremalt
pidev. Sel juhul tuleb protsess
r — a valja vahetada vasta-
va lhepoolse piirvdartusega

r — a— voi x — a+.

\
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PEATUKK 4. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

Anname pidevuse definitsioonile teise kuju. On selge, et

lim f(z) = f(a)

r—a

kehtib parajasti siis, kui

lim (f(z) - f(a)) = 0.

Tr—ra
Téahistame argumendi muudu Az = x — @ ning funktsiooni muudu Af =

f(z) = f(a). Siis saame

lim f(z) = f(a) < limOAf =0.

T—a Az—

A Markus 4.10 ~\

Funktsioon on pidev, kui argumendi z viikesel muutmisel ka funkt-

siooni muut A f muutub vihe, ehk

lim Af=0.

Az—0

Niide 4.34 Niitame, et f(z) = < on pidev igas punktis z # 0. Olgu
punktis & # 0 argumendi juurdekasv Az. Siis Az l&henemisel nullile
saame

, . 1 I -Az
Aim, Af = Jim, (HM B ) A A

Jarelikult on funktsioon pidev igas punktis x # 0.

SO0

4.8 Funktsiooni katkevusviise

Korvaldatav katkevus. Vaatleme funktsiooni 43

x2—4

fla) ==,

Punktis x = 2 ei ole funktsioon méaratud, kuid piirvadrtus protsessis 33

r — 2 siiski eksisteerib,

24 -2 2
im &= gy @Z2EHD 2
=2 1 — 2 z—2 x—2 x—2
Funktsioon on katkev punktis x = 2, kuigi tal on olemas piirvaartus

protsessis x — 2. Katkevus on korvaldatav, kuna saaksime vajadusel

defineerida f(2) = 4 ja siis oleks koik pidevuse nouded taidetud.

Hiippeline katkevus. Vaatleme funktsiooni

mis ei ole punktis z = 0 méédratud. Leiame iihepoolsed piirvaartused:

im —=1, lim — =-1.
z—0+ ‘.T| z—0— |I| 84



4.8. Moned erilised piirvddrtused

Kuna parem- ja vasakpoolsed piirvadartused on erinevad, siis puudub
molemapoolne piirviartus protsessis x — 0. Sellel funktsioonil on punktis

0 hiippeline katkevus, mis ei ole korvaldatav.

Lopmatu katkevus. Vaatleme funktsiooni

Funktsioon on siin katkev seetottu, et punktis 0 ta ei ole méédratud. See-
juures ei ole katkevust voimalik korvaldada. Margime, et see funktsioon

on katkev ainult punktis z = 0, mujal on ta pidev.

Ostsilleeriv katkevus. Vaatleme funktsiooni, mille graafik on

Allikas: Wikipedia.

Ilma et me teaksime selle funktsiooni avaldist, voib 6elda, et see funkt-
sioon ei ole pidev (joonise keskpunktis), kuna vonkumine toimub kons-
tantse amplituudiga ja keskpunktis ei ole funktsioonil piirvidrtust. Seda
tiilipi funktsiooniks on néiteks f(z) = sin %, millel ei ole piirvadrtust prot-
sessis  — 0. Vordluseks mérgime, et funktsioon f(z) = xsin L on koikjal

pidev, kui méaarata f(0) = 0.

A Maéarkus 4.11 ~

Toome iihe néite funktsioonist, mille pidevust uurida on suhteliselt
keeruline:

1 _p .

= xe€Q, q>0, (x = £ taandatud kUJul) ,

flz)=1" !
0 ,z¢Q.
Allikas: Wikipedia, voi ka [3]
\ J

(Joonisel toodud funktsiooni |
konstrueeris saksa matemaatik
Carl Johannes Thomae (1840
- 1921) ja see on pidev irrat-
sionaalsetes punktides z, kuid
katkev koikides ratsionaalsetes
punktides z. Antud funktsiooni
nimetatakse ka popkorni voi siis

vihmapiiskade funktsiooniks.

Igapédevaelu praktikas selliste
funktsioonidega kokku ei puu-
tuta. Tegemist on matemaati-
liselt teoreetilise néitega. On
olemas ka funktsioone, mis on
koikjal defineeritud, kuid ei ole
pidevad mitte iiheski punktis,

naiteks

1 ,z€Q
z Q.

fz) =
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PEATUKK 4. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS JA PIDEVUS

4.9 Pidevate funktsioonide omadused

A Lause 4.3 ~

Olgu f ja g pidevad funktsioonid punktis « = a. Siis ka

f(@) £g(x), [flz)g()

Tehetega seotud omadused j&a-

relduvad piirvaartuste omadus-

ja f(l‘) test.
——=, kui g(a) #0,
9(z) (@)
on pidevad funktsioonid punktis x = a.
\ J
Teoreem 4.8
Koik elementaarfunktsioonid on pidevad oma méaramispiirkonnas. )

Naiide 4.35 Viimase teoreemi jirgi teame, et elementaarfunktsioon
f(x) = 2 on pidev kogu reaalteljel. Seega f(3.14) on piris hea lihis-
vadrtus tiapsele vidrtusele f(m). Argumendi muut Az = 7 —3.14 ei ole
suur, seega ka funktsiooni muut Af = f(7w) — f(3.14) ei saa olla suur.
Kui me tahame tdpsemat tulemust, siis piisab votta argumendi 3.14
asemel rohkem arvu 7 komakohti.

Vordluseks vaatame kirja saatmise hinna funktsiooni

34 senti, 0 <z < 100 grammi,
p(r) =
57 senti, 100 <z <200 grammi.
Sellisel juhul p(99) = 34, aga p(101) = 57, s.t viike raskuse muutmine
toob kaasa suure hinna koikumise (punkti = 100 iimber voime votta
kuitahes viikese raskuse muudu, aga hinna muutus jaidb ikka nullist
oluliselt suuremaks). Funktsioon p ei ole pidev punktis = 100.

SO0

Lause 4.4
Loigus pideva funktsiooni vidrtused on tokestatud. )

Lause 4.5
Loigus pidev funktsioon omandab 16igu mingis punktis oma vahima ja

mingis punktis oma suurima véiartuse koigi 16igus olevate argumentide

korral omandatavate vaartuste hulgas.
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4.9. Moned erilised piirvddrtused

Naiide 4.36 Naitame, et punktis = 2 katkeva funktsiooni

22 +2—6
S
saab jatkata pidevaks funktsiooniks punktis z = 2.
Esiteks mérgime, et f kui elementaarfunktsioon on pidev punktist 2
erinevates punktides. Leiame piirvéértuse
. . (z+3)(x—2)
= 1 _—_— =
Jim, f(2) = Iy @ =)
Jétkatud funktsioon g on pidev punktis z = 2, s.t 111112 g(x) = g(2), kui
T—r

defineerida
f(z), x#2,

g(z) =
%, T =2

Loigus pidevad funktsioonid asuvad nii teoorias kui praktikas tédhtsal kohal.
On palju tulemusi stiilis “kui funktsioon f on pidev mingis piirkonnas, siis

kehtib ...”. Toome néite, mis omab ka praktikas olulist rolli.

A Teoreem 4.9 N

Teoreem vahepealsetest vidrtustest (Intermediate Value Theo-
rem, vt. [3, 13]). Kui funktsioon f on pidev 16igus [a, b], siis tal on koik

vaartused f(a) ja f(b) vahel. Kui néiteks

fla) <y < f(b),

siis on olemas z € (a,b) nii, et kehtib vordus f(z) = y. Analoogiliselt:
kui
fla) >y > f(b),

Viimane teoreem ei title meile,
kus asub see punkt z, et kehtiks
f(x) = y, ja ta ei iitle meile, kui
palju selliseid erinevaid vaartusi
z (et kehtiks f(z) = y) iildse on.
Kiill aga on omaette véaartus ka
antud infol, me teame, et selli-
ne (vahemalt iiks) punkt z on

toepoolest olemas.

\

siis on olemas x € (a, b) nii, et kehtib vérdus f(z) = y.

WHY DID THE CHICKEN CROSS THE ROAD?

y =
€1 88
. =H
..‘ *u o [N
fb) — : e z
3
7?
f(a) —
L L
— T T T T T X
a b

THE INTERMEDIATE VALUE THEOREM.

Allikas: spikedmath.com
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1

2.

3.

Kontrollt66 teemad

. Tuletise definitsiooni kasutamine lihtsamal juhul.
Diferentseerimise reeglid ja nende rakendamine.
Liitfunktsiooni tuletise leidmine.

Pohiliste elementaarfunktsioonide tuletiste tabel kuni arkusfunktsioonideni.

Valja jadvad hiiperboolsed funktsioonid.
Joone puutuja ja normaali vorrandite leidmine.

Diferentsiaali kasutamine ligikaudsetes arvutustes.

2.

Eksamiteemad

1.

Tuletise definitsioon ja geomeetriline tolgendus. Korgemat jarku tuletise maiste.
Tuletise definitsiooni kasutamine lihtsamal juhul.

Diferentseeruv funktsioon. Teoreem 5.1 diferentseeruva funktsiooni pidevuse kohta.
Diferentseerimise reeglid. Liitfunktsiooni tuletis.

Joone puutuja ja normaali vorrandid.

Diferentsiaali moiste. Diferentsiaali kasutamine ligikaudsetes arvutustes.




PEATUKK 5. FUNKTSIOONI TULETIS JA DIFERENTSIAAL

5.1 Keskmine kiirus ja hetkkiirus

Kui auto liigub iihtlase kiirusega, siis on auto liikumise keskmist kiirust
lihtne arvutada:

labitud teepikkus

Keskmine kiirus —
eskmine kiirus kulutatud aeg

Definitsioon 5.1]
Suhet

_ A
At

nimetatakse materiaalse keha keskmiseks kiiruseks.

Vg

-
Oma olemuselt jaguneb mate-

maatiline analiilis kahte suur-
de - sisuliselt viga erinevasse
- valdkonda: diferentsiaalarvu-
tus (muutumiskiiruse uurimine,
lokaalne omadus) ja integraal-
arvutus (kogumuutuse uurimi-
ne, globaalne omadus). Alusta-

me oma teekonda esimesest suu-

Seega, kui auto liigub iihe tunniga 50 km, siis tema liikumise keskmine

kiirus on v, = 22 = 50 km/h.

Tegelikkuses ei liigu auto tavaliselt kunagi pikemat ajavahemikku iihtlase
kiirusega. Keskmine kiirus ei iitle meile mitte midagi selle kohta, kuidas
auto vois liikuda néiteks 33. minutil. Teisalt, kui me tahame teada saada
auto liikumise kiirust just nimelt hetkel 33 minutit 0 sekundit, siis kuidas

seda teada voiks saada?

Uks voimalus on méota libitud teepikkust ja kulunud aega jérjest lithe-
mal ajaloigul. Néiteks, 30 sekundit enne ja peale 33. minutit. Kuid sellisel
juhul saame me teada ikkagi ainult auto liikumise keskmise kiiruse iihe
minuti jooksul. See on ilmselt tdpsem ja iseloomustab liikumist 33. minuti
iimber paremini, kui keskmine kiirus iihe tunni jooksul, kuid jaab ikkagi
ebatépseks. Edasi voiksime moota labitud teepikkust igal sekundil ... voi

koguni igal sajandik-, tuhandiksekundil.

Ajavahemik At ‘ 1h ‘ 1min ‘ 1sek ‘ 0.1 sek
Léabitud teepikkus As | 50 km 1km 15m 1.3m
Keskmine kiirus {2 50km/h | 60km/h | 54km/h | 46.8km/h

Selline idee auto puhul aitab ja praktikas see suuresti nii té6tabki.
Meil ei ole aga motet moota auto ldbitud teepikkust néiteks miljard
korda sekundis, tulemus oleks kiill tdpsem, kuid mootmiseks kulutame
rohkem energiat ja saadud iileliigsete komakohtadega ei ole meil vihemalt

spidomeetril midagi peale hakata.

Kuidas on lood aga iildisemalt? Ajasammu tihendamine annab meile
tapsema tulemuse, aga ega me hetkkiirust ennast ikkagi kétte ei saanud.
Votame néiteks kitarril noodi la, mis tekib, kui keel vongub 440 korda se-
kundis. Kui moodetav ajavahemik oleks sekund, siis ndeksime kitarrikeelt
pigem paigalseisvana. Nihtav valgus aga vongub 10'° korda sekundis,
mis tdhendab, et valguse jaoks peaks mdoodetav ajavahemik At olema

vahemalt 10~15 sekundit...

rest valdkonnast.
.

(Matemaatilise analiiiisi (C’alcu—‘
lus) loojateks peetakse inglise
fiitisikut ja matemaatikut Isaac
Newtonit (1642 - 1727)

Allikas: Wikipedia
ja saksa matemaatikut ning fi-
losoofi Gottfried Wilhelm Leib-
nizi (1646 - 1716).

Allikas: Wikipedia

Nad to6tasid teineteisest soltu-
matult vilja tuletisega seotud
seadusi, tehteid, lisaks integ-
raaliga seotud moisteid. Tosi,
see koik ei vastanud veel mate-
maatiliselt range teooria noue-

tele, kuid andis siiski palju viga

\praktilisi tulemusi.
J
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5.1. Keskmine kiirus ja hetkkiirus

Niipalju siis reaalsest maailmast. Kiill aga oleme me varem tutvunud
piirviartuse moistega, miks mitte lasta moodetaval ajavahemikul minna
lopmata véikseks? Tosi, moningad paradoksid viitavad, et voib juhtuda,

et ajamoment ei saa reaalselt olla lopmata vaike.

Vaatleme néiteks keha litkumist kindla seaduse alusel. Olgu s = s(¢) selle
keha poolt labitud teepikkust véljendav aja ¢ funktsioon. Liikugu keha

mingist hetkest ¢ edasi aja At vorra.

5(t) s(t + At)
& @ t
t t+ At

Siis saab funktsiooni s = s(¢) muudu ( tema muut annab meile 1dbitud

teepikkuse) arvutada jargmiselt:

As = s(t + At) — s(t).

Definitsioon 5.2}
Piirvaartust

A
o(t) = lim =

T Ai—0 At

nimetatakse materiaalse keha hetkkiiruseks antud ajamomendil ¢.

Niide 5.1
Liikugu auto seaduse s(t) = t2 alusel. Siis auto liikkumise kiirus hetkel
t=>5on

s(5+ At) — s(5) 25 + 10At + (At)? — 25

v(b) = Alil—rio At = AlS0 At
L 10AE+ (A .., pikkusiihikut
= A TRy im0 A =0 s
SO0

A Markus 5.1 N

Kiiruse moistet saab kasutada ka teiste suuruste muutumise korral
(keha soojenemise kiirus, aine lagunemise kiirus, keemilise reaktsioo-

ni kiirus, aktsiahinna langemise kiirus, meeleolu muutumise kiirus jne).

Kui protsessi kirjeldav funktsioon on f, siis selle funktsiooni muudu A f
ja argumendi z, mille all moeldakse aega, muudu Ax jagatise piirvaér-
tus véljendab funktsiooni muutumise hetkkiirust argumendi x antud
vaartusel:

o . fla+Ax) — f(x)
viw) = Jim 1= dimg Ar :

p
Newtoni ja Leibnizi nimega

\vahcndid.

on ajaloos seotud iiks pikk
vaidlus matemaatilise analiiiisi
esmaavastaja tiitli tile. Moned
Newtoni sobrad siitidistasid
Leibnizi plagiaadis: Newtoni
ideede varastamises ja oma

nime all esitamises.

See oli suhteliselt segane
vaidlus, milles ei ole tdnaseni
tait selgust toodud. Newton
kasutas oma loodud mdisteid
(naiteks fluzion) ja meetodeid
(nn. voolavusteooria) raamatus
“The Method of Fluzions and
Infinite Series”, mille ta sai
valmis 1671. aastal, kuid mis
avaldati alles pérast tema

surma 1736. aastal.

Leibnizi  esimsed  méarkmed
infinitesimals kohta on da-
teeritud aastast 1675, kuid
ta ei avaldanud midagi enne
1684. aastat. Tuleb siinjuures
mainida, et Newton ja Leibniz
olid omavahel tihedas kirjava-
hetuses ja loomulikult arutasid
ka tiksteise ideid.

Sellest suurest ja mottetust
vaidlusest kaotasid ilmselt
rohkem inglise matemaatikud,
samal aja kui Euroopa mandril
jatkati rahulikult teooria

arendamist.

Omaette teema oli veel teiste
matemaatikute (nditeks George
Berkeley) terav kriitika Newto-
ni ja Leibnizi esitatud moiste-
te kohta. Igal juhul m&jutas toi-
munu Newtonit niipalju, et oma
kuulsamais teoses “Printsiibid”
ta eriti matemaatilise analiiiisi
vahendeid ei kasutanud (kuigi
ta oli tulemused ise varem nen-
de abil tuletanud) ja valis alter-

natiivse variandina geomeetria
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PEATUKK 5. FUNKTSIOONI TULETIS JA DIFERENTSIAAL

5.2 Tuletise definitsioon

Olgu antud funktsioon f : X — R, X C R. Anname argumendile a € X

muudu Az, nii et a + Az € X, ja vastav funktsiooni muut olgu

Af = fla+ Az) — f(a).

p
Newton ldhtus ajas muutu-

,[Deﬁnitsioon 5.3] N
Kui eksisteerib 1oplik piirvéartus
A _ _
b A _ i fe+AD) =@ _ @) = fa)
Az—0 Ax  Az—0 Ax z—a r—a

siis seda piirvadrtust nimetatakse funktsiooni f tuletiseks punktis

a. Téhistatakse kujul f'(a), %'m:a-

\ J

Niisiis
o) — 1 LAY~ @

Axz—0 Az ’

kui see piirvadrtus eksisteerib ja on reaalarv. Juhime téhelepanu sellele, et
tuletise olemasolu kiisimuse saab esitada vaid punktis x € X, kui

(z — 9,2+ 9) C X mingi 0 > 0 korral. Seda néuab piirviirtuse moiste.

L bolitest ja tehetest.

~

vatest suurustest, nimetades
neid voolavateks suurusteks
ehk fluentideks (fluens). Nende
muutumise hetkkiirusi nimetas
ta fluksioonideks (fluzus -
vool). Fluendi « fluksiooni
tahistas ta @ (vt. [26, 34]).

Kui vétta funktsiooni y = z?
viike muut o, mis “voolab” nul-

li, siis

(z +0)? — z?

o

= 2x + o.

Seega suurus 2z + o ‘“voolab”

suuruseks 2x.

Leibniz t#éhistas sellist véiikest
nulli minevat suurust tahisega
dz (differentia, erinevus, va-
he). Kui Newton motles tuleti-
se all eelkdige seost fiitisikaliste
moistetega (liikkumiskiirus, 1abi-
tud vahemaa), siis Leibniz 1dh-

tus rohkem algebralistest siim-

Kui eksisteerib

Ala}cIEO Ax -
vOli
o S AD —f@)
Az—0 Az

siis monikord Geldakse, et funktsioonil f on punktis z lopmatu tule-

tis.

A Markus 5.2 ~

\. J

Niide 5.2 Kui f(x) = ¢ = counst, siis Af = 0 ja jarelikult

f'(z)=c"= lim 0 =0.

= i p——
Az—0 Ax

Niide 5.3 Olgu f(z) = 222 — , siis
Af =2(x + Az)? — (z + Az) — (227 — z) = daAx + 2(Ax)? — Az

ja

2 _
(22%—2)" = lim deAz +2(Ax)? — A

L —dz—1+ lim 2Az = dz—1.
Axz—0 A]} Axz—0
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Naide 5.4 Olgu f(x) = sinz, siis

A A
Af =sin(z + Az) — sinz = 2cos (:1:+ ;) sing,

sinu
ja tuletise definitsioonist ning piirvéértusest lim —— =1 jareldub, et
U

u—0
s Al
(sinz)’ = Ahm o = cos .
z—0 =
2

Teoreem 5.1

Punktis 16plikku tuletist omav funktsioon on pidev selles punktis.

Toestus. Eeldades, et f'(a) on 1oplik, niitame, et }llin%) fla+h) = f(a).
—

Kui h # 0, siis kehtib

fla+h) - f(a)

h.
h

fla+h) = f(a)+

Minnes piirile A — 0, saame

lim A
h—0

fla+h) = f(a)
h

Jim f(a+h) = lim f(a) + lim

fla)+ f'(a) -0 = f(a).

Definitsioon 5.4]

Funktsiooni f tuletise leidmist nimetatakse funktsiooni f diferent-
seerimiseks. Matemaatilise analiiiisi osa, mis késitleb tuletise leidmise

reegleid, omadusi ja rakendusi, nimetatakse diferentsiaalarvutuseks.

Definitsioon 5.5

Me nimetame funktsiooni f diferentseeruvaks punktis x, kui eksis-

teerib tuletis f/(z).

Naiide 5.5 Punktis x katkev funktsioon ei saa olla diferentseeruv.
O y=Ix|
: 3
' 2
—o0
1
-3 -2 -1 0 1 2 3

Allikas: Wikipedia
Samuti ei ole funktsioon diferentseeruv nn. nurkade korral. Naiteks
f(z) = |x| on pidev, kuid ei ole diferentseeruv punktis = 0. Siin
vasakpoolne piirvaartus on

. Af
lim — =

0+As|—J0] _
Az—0— Ax o

Az—0— Az ’

5.2. Tuletise definitsioon

Funktsioon f on pidev punktis

a, kui
1i =
lim f(x) = f(a),
mis on samavéérne tingimusega

Jim f(a+ h) = f(a).

Piirvdartust voib teoreemis 5.1
toestuses toodud wviisil eraldi
kui

vastavad 16plikud piirvéartused.

votta vaid siis, leiduvad

Siin on see tingimus tédidetud.

~

&

( N\
On olemas pidevaid funktsioo-

ne, millel ei ole tuletist mitte

iiheski punktis.

b

i
!

Allikas: Wikipedia
Uheks selliseks on Karl Weierst-

rassi funktsioon (avaldati 1872.

aastal), mille formaalne kuju on

antud vordusega

f(z) = Z a" cos(b" 7 x),

n=0
0<a<l, b=2k+1>0,
3
b>1+4 —m.
a +27T

Seda tiitipi graafikuid v6ib ndha
ka aktsiaturgudel ja mujal, kus
on tegemist juhuslike suuruste-

ga.
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aga parempoolne piirvaartus on

. Af . |0+ Ax| — |0]
Iim —= lim ——— =

= 1.
Az—0+ Ax  Az—0+ Az

A
Seega ei eksisteeri piirvadrtust lim af ja jarelikult ei eksisteeri tu-
Az—0 Az

letist punktis 0.

SO0

5.3 Pohiliste elementaarfunktsioonide tuleti-

sed

A Markus 5.3

N\
Eksisteerigu funktsioonil f tuletis hulga X igas punktis z. Siis vasta-
vus x — f’(z) médrab funktsiooni f’, mida nimetatakse funktsiooni
f tuletisfunktsiooniks. Niiteks, funktsiooni f(z) = 22, € R, tuletis-
funktsiooniks on f(z) =2z, z € R.

4 J

é N
Konstandi tuletis on alati null, (const)’ = 0.
\ J
é N
Astmefunktsiooni tuletis:
(%) = az®™ !, a#0.
Toome eraldi valja jargmised tuletised:
1\’ 1 1
/ 2\/ /
xr = ].7 X = 2.’E — — — =
@ =2 (3) =3 VE=pr
\ J
é N
Eksponentfunktsiooni ja logaritmfunktsiooni tuletised:
x\/ x x\/ x / 1
(e®) =e€”, (a®) =a”Ina, (In|z|) = —.
x
\ J
f N
Trigonomeetriliste funktsioonide tuletised:
(sinz)’ = cosuz, (cosz) = —sinz,
1 1
tanz) = , cotzr) =-— .
( ) cos? x ( ) sin?
\ J

Trigonomeetriliste  funktsioo-
nide (nt sinz ja cosz) korral
on oluline, et toodud tuletis-
funktsioonid on antud juhul,
kui argumenti = mododetakse

radiaanides.

Kui argumenti z moodetakse

kraadides, siis

° T
r = —— rad.

Sel juhul liitfunktsiooni tuletise

reeglist saame, et

= —— cos
180 180
™ o
= —coszx .

180
Siit ka pohjus, miks trigono-
meetriliste funktsioonide korral
opereeritakse koikides tehetes

enamasti radiaanide abil.
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5.4. Pohiliste elementaarfunktsioonide tuletised

Trigonomeetriliste funktsioonide poérdfunktsioonide tuletised:

1 1
(arcsinz)) = ——, (arccosz) = ——x,
V1-—12 V1—a?
1 1
(arctanz) = 1122 (arccotz) = 1ra
\ J

'Two polynomials walk into a‘

bar. The bartender, a deriva-
. tive, asks them “Can I ta-

A Mirkus 5.4 ~
ke you order?” The polyno-

Koikidel pohilistel elementaarfunktsioonidel eksisteerivad tuletised ko- mials run out screaming “Help!

gu méadramispiirkonnas, vilja arvatud funktsioonid y = arcsinz, y = Tie leriender direricned o

kill me!” (Porder” on siinjuu-

arccos ¢ (méadramispiirkonna otspunktides © = —1 ja z = 1 on l6pma- res ka poliinoomi jark, ruut-
tud iihepoolsed tuletised) ja funktsioon y = 2, kus 0 < a < 1 (punk- pelinesn on telmendai jrlm
kuuppoliinoom neljandat jne.
tis £ = 0 on lopmatu tuletis voi 1opmatud erimérgilised {ihepoolsed Seda nalja ei saa eesti keeles
tuletised). Uhepoolse tuletise mdistes voetakse iihepoolne piirviirtus it wdest amde) )
. Af
avaldisest z:.
N J
a N
* Hiiperboolsed funktsioonid.
(shz)” = chz, (chz)’ = shz,
1 1
thz)’ = ctha)’ =—
(thz) ch?z’ ( ) sh?z’
/ 1 !/ 1
(arshz)’ = , (archz) = ,
22+ 1 2 —1
(artha) = — (arctha)’ = —
arthz) = , arcthz)’ = .
1— a2 1—22
\ J

A Maéarkus 5.5 ~

Teades pohiliste elementaarfunktsioonide tuletiste leidmise valemeid,

saab leida mistahes elementaarfunktsiooni tuletise.

Tuletame meelde, et suvaline elementaarfunktsioon saadakse pohilis-
test elementaarfunktsioonidest aritmeetiliste tehete ja liitfunktsiooni
moodustamise teel, nende operatsioonidega seotud diferentseerimis-

reeglitega aga tutvume jérgnevas.
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PEATUKK 5. FUNKTSIOONI TULETIS JA DIFERENTSIAAL

5.4 Diferentseerimise reeglid

A Teoreem 5.2 N

Kui funktsioonidel v = u(x) ja v = v(zx) eksisteerivad tuletised punktis

x, siis ka funktsioonidel u 4 v, u — v, uv ja = (lisatingimusel) eksistee-
rivad tuletised punktis x, kusjuures
1. (utv) =u £,

2. (wv) = v+ w/,

3. (cu) = cu/, ¢ = const,

’ Iy oiayl
1 (B) =M i 20,
()

Toestus. Toodud omadused tulenevad piirvaédrtuse tehetega seotud oma-
dustest. Esitame toestuse korrutamise reegli kohta, teised on analoo-
gilised (vt. nt. [23, 33]|). Eelduse jérgi leiduvad 16plikud piirvadrtused

u v
/ = 1l — ja = 1l — . Kirjutame
wie) = Jim 1 ja (@) = Jim e King

A(uv) lim u(x + Az)v(x + Az) — u(x)v(x)

lim
Az—0 Az Az—0 Ax

u(z + Az)v(z + Az) — u(z)v(xz + Az) + u(z)v(x + Azx) — u(x)v(x)
Az—0 Az

v(z + Az) — v(m))

+ u(x) Ay

T . Au s Avi / /
= A iy K e iy R Tt

Siinjuures arvestasime, et Alimov(x—i—Asc) = v(z). Viimane tuleneb sellest,
g

et funktsioon v on diferentseeruv, jarelikult ka pidev punktis z. O

Niide 5.6
Leiame funktsioonide v = 22 + 2 ja v = 3 — 2z korrutise uv tuletise

muutuja x jargi. Esiteks v’ = 2z ja v’ = —2. Kirjutame
(uv) = 22(3 — 22) + (2% + 2)(—-2) = —622 + 62 — 4.
Kontrolliks kirjutame lahti korrutise
uv = (2 +2)(3 — 2x) = —22% + 322 — 42 + 6.

Leides siit tuletise muutuja x jérgi, on lihtne veenduda, et saame sama
tulemuse.

OO0
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5.5. Liitfunktsiooni tuletis

Niide 5.7 Odnessilindris olev rohk p avaldub pinge T, vilise diameetri

D ja sisemise diameetri d kaudu valemiga

_ 16DT
T r(DF—dhy

Leiame rohu p muutumise kiiruse p’(D) vilise diameetri D jargi.

Kirjutame jagatise tuletise leidmise reegli abil

dp 16Tn(D*—d")-16DTw4D® 16T 3D*+d*
dD 72 (D* — d*)? o1 (DY —dh?

SO0

5.5 Liitfunktsiooni tuletis

Kisitleme siin reaalmuutuja funktsioone f: X — R, X C R.

A Teoreem 5.3 N

Teoreem liitfunktsiooni diferentseerimisest. Kui f : X — R on
diferentseeruv punktis x € X, f(X) C Y jag: Y — R on diferentsee-
ruv punktis y = f(z), siis h = gf : X — R on diferentseeruv punktis

T ja

W(z) = (9f)(z) = g'W)f () = ¢'(f (@) [ ().

Toestused leiab opikutest [23, 33].

Naiide 5.8

Leiame f'(z), kui f(z) = (22 + 3)?. Funktsioon f on vaadeldav liit-
funktsioonina funktsioonidest g, kus g(x) = 2z+3, ja h, kus h(y) = y2,
s.t. f = hg. Siis ¢'(x) = 2 ja h/(y) = 2y, mistottu

f'(x)=h"(g(x)g'(z) = 22z + 3) - 2 = 4(2x + 3).

Liitfunktsiooni diferentseerimise reegli voib teoreemis 5.3 toodud juhul veel

kirjutada
dh_ dg df
dr  df dz
ja monevorra tinglikult
dg _ dg df
dz  df dz’

kus viimases peetakse silmas. et g argument y asendatakse funktsiooni f
vaartusega f(z) ja tekib funktsioon, mille tdhis on ikka g ja argumendiks

x.
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PEATUKK 5. FUNKTSIOONI TULETIS JA DIFERENTSIAAL

Naiide 5.9
Leiame f'(x), kui f(z) = sin(bx + 1). Voime votta f(y) = siny, kus
y(x) = bz + 1. Seega

f'(x) = f'(y)y'(x) = cosy -5 =5cos(bx + 1).

SO0

5.6 Tuletisfunktsioon kui protsessi kiirus

Oma sissejuhatavas tekstis vaatlesime keha keskmist litkumise kiirust ja

hetkkiirust. Toome veel iihe néite tuletise tolgendamise kohta fiitisikas

(I33])-

Niide 5.10 Olgu Q = f(¢) elektrilaengute hulk, mis ldbib juhtme
ristldiget ajavahemiku [0,¢] jooksul. Siis keskmise voolutugevuse all

moistame suhet

AQ _ f(t+An - f(t)

At At
Voolutugevuse I(t) ajahetkel ¢ defineerime kui piirvidrtuse
AQ
I(t) = lim — =Q'(t).
®) AtSo Al Q'

Seega on voolutugevus elektrilaengute hulga muutumise kiirus.

OO0

A Markus 5.6 ~

Funktsiooni tuletise analoogsete rakenduste kohta voib tuua palju nai-

teid fiiiisikast, keemiast, bioloogiast jne. Uldiselt, moistes liikumist kui
mistahes ndhtuse muutumist looduses, tehnikas, ihiskonnas jt, voime
néiteks Gelda, et funktsiooni f tuletis aja t jargi tihendab seaduse f(t)

alusel toimuva nadhtuse muutumise kiirust.
\ J

Niide 5.11 Olgu meil vaatluse all néiteks maakera. Kiisime, mida
moista aine tiheduse all mingis maakera sees voetud kohas (vt. [29])?
Selle moiste juurde joudmiseks timbritseme néidatud koha mingi kui-
tahes véikese ja mistahes kujulise kinnise pinnaga. Olgu selle pinnaga
piiratud ruumala AV ja sisaldugu ruumalas AV mass AM. Siis tuleb
selles ruumalas ruumalaiihiku kohta mass ﬁ—]\‘f. See suhe on keha aine
keskmine tihedus ruumalas AV. Laseme niitid mottes ruumalal AV
tokestamatult viheneda ja méérame piirvaédrtuse, millele suujuures 14-
heneb keskmine tihedus
. AM

0= av
See arv on massi tuletis ruumala jérgi, ta annabki aine tiheduse vaa-
deldavas kohas.
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5.7. Korgemat jarku tuletis

A Markus 5.7 ~

Analoogiliselt saab ré#kida néiteks chu tiheduse 6(h) muutumise kii-
rusest ¢’ (h) korguse h jargi, olle viskoossuse n(7T) muutumise kiirusest
7' (T') temperatuuri T jérgi, takistil eralduva soojushulga Q(R) muu-
tumise kiirusest Q'(R) takistuse R jargi jne.

5.7 Korgemat jarku tuletised

Olgu funktsioon f : X — R diferentseeruv hulga X igas punktis z € X. Siis

vastavus ¢ — f'(x) médrab funktsiooni f tuletisfunktsiooni f’: X — R.

,[Deﬁnitsioon 5.6] N\
Kui eksisteerib (f’)’(x), siis seda tuletist nimetatakse funktsiooni f

teist jarku (teiseks) tuletiseks punktis x, seega

(f/)l(l') = Fm f’(.%'—i—ACL‘) — f/(l‘)

Az—0 Az

af

Funktsiooni f teist jérku tuletist téhistatakse stimbolitega f”, 2-5.

Analoogiliselt jatkates defineeritakse n-jarku tuletis

f(n) — (f(n—l))/’

mida tdhistatakse veel D™ f voi d—
dz™

Niide 5.12 Leiame 3| kui y = 2° + 322 4 *, a > 0. Kirjutame
y' =52+ 62 +a"Ina,
y" = (52" + 62+ a”Ina) "=202% +6+a"In’aq,
y" =602 +a"In®a

ja lopuks
y™® =120z + a® In* a.

\ J

d’ﬂ
NB! Leibnizi tahistust —f tuleb késitleda kui muutuja x jargi tuletise
x

votmise % korduvat rakendamist, s.t.
dnf - i dn—lf - i i dn—2f
dzn  dx \dzn—')  dz \dx \ dzn—2 '

&2f d (df

Seega

A Markus 5.8 N
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PEATUKK 5. FUNKTSIOONI TULETIS JA DIFERENTSIAAL

A Markus 5.9 ~

Korgemat jarku tuletise leidmisel iildjuhul ei kehti Leibnizi tahistuse
liitfunktsiooni tuletise leidmise vote

d? sinu d?u
d?u  dx?’

d?sinu
dx?

mis t6otas edukalt esimest jarku tuletise korral. Selle asemel tuleks

kasutada diferentseerimise reegleid (kui u = u(z))

dsinu
dz

dx2 T dx
d*u du du

=cosudt + (—sinudt) 9

2 -
Aoy _ g (dsinu) = 4 (cosudd)

_ d?u 3 du 2
= COS Uz SID’U/(E) .

Kui liikuva objekti kiirus muutub, siis 6eldakse, et objekt liigub kiiren-
dusega. Kiirendus on kiiruse muutumise kiirus. Kiiruse muutus voib olla
positiivne (igapédevaselt moistame kiirenduse all seda juhtu, siis kiirus

suureneb) voi negatiivne (siis kiirus viheneb).

Liikugu objekt ajas ¢ seaduse s = s(t) alusel (s on ldbitud teepikkus). Siis
objekti hetkkiirus on v(t) = s’(t). Analoogiliselt kiirusega, saab radkida

keskmisest kiirendusest ja hetkkiirendusest.

{Deﬁnitsioon 5.7] N\
Liikuva objekti keskmine kiirendus on vordne kiiruse muudu ja aja

muudu jagatisega ehk

Av _ v(t+ At) —o(t)
At At ’

a:

p

\

N\
Eraldi moistena on olemas veel

“touge” (inglise keeles “jerk”),
mis on kiirenduse muutumise
kiirus ehk

a'(t)=s""(t).

-

Definitsioon 5.8]
Liikuva objekti hetkkiirenduseks hetkel ¢ nimetatakse piirvaartust

. Av
a(t) = Jm X

Kokkuvotteks saame vordused

ehk

A Markus 5.10 ~

Uhtlast liikumist ei ole véimalik

isoleeritud  ruumis kindlaks
teha, kiirendust aga kill.
Kiirenduse korral mdjuvad

kehale survejoud. Touget a’(t)

saab fliiisiliselt tunda selle

surve muutumisena.

Inseneriteadustes on touke uuri-
mine oluline inimestega seotud
seadmetes nagu néiteks liftid,
Ameerika mégede atraktsioon,
kuna liiga suur téuge voib ini-

mesi fiiisiliselt kahjustada.

Kiirenduse mdoju

lemmikloomale.

Allikas: funny.com
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5.8. Joone puutuja ja normaali vorrandid

5.8 Joone puutuja ja normaali vorrandid

Vaatleme funktsiooni y = f(z) graafikut zy- teljestikus.Votame punktile
A = (x0, f(x0)) lisaks punkti B = (xg + Az, f(z¢ + Az)).

Siis loikaja AB tousunurga tangens (ka 16ikaja tous) avaldub tédisnurksest

kolmnurgast vordusega

,{Deﬁnitsioon 5.9}

Joone puutujaks punktis A nimetatakse sirget, mis on l6ikaja AB piir-
seisuks, kui punkt B liheneb punktile A méoda joont y = f(x). Funkt-
siooni f tuletis f’(xg) on selle joone puutuja tous punktis (zq, f(zo))

ja puutuja vorrand avaldub jargmiselt:

y = fzo) + f'(zo)(x — x0).

y = f(x0) + £'(x0) - (x — o)

Seega, kui € on joone puutuja tousunurk, saame

. . Y ’
tanf = lim tana = lim —2 = .
a Boa YT AsSe A f (o)

Siinjuures selgituseks, et kuna
tangens on pidev oma méa-
ramispiirkonnas, siis protsessist
a — 60 jareldub protsess

tan o — tan 6.
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PEATUKK 5. FUNKTSIOONI TULETIS JA DIFERENTSIAAL

Naide 5.13 Paikese reflektor on parabool kujuga y = %, mille
fookus asub punktis F' = (0, 1). Vaatame, kas vertikaalsed valguskiired
ldbivad punktis x = 2 parabooli siseseinalt peegeldumisel reflektori

fookuse.

Kuna parabooli puutuja tous suvalises punktis on z/2 (y' = x/2), siis

ndeme, et selle tous punktis 2 = 2 vordub iihega (ehk puutuja touseb

45° nurga all). Sel juhul tasub tihele panna, et vertikaalne valguskiir

peegeldub vertikaalse telje suhtes tiisnurga all (kuna kiire ja puutuja

vaheline nurk omakorda on samuti 45°). Viimane tdhendab aga seda, et

peegeldunud kiir on paralleelne z-teljega ja see 1abib fookust F' = (0, 1),
92

kuna korgus punktis = 2 on f(2) = 5 = 1. Leiame veel parabooli

puutuja vorrandi punktis x = 2:

y=f2)+f(2)(x—-2) ehk y=1+1-(x—2)=z—1.

,{Deﬁnitsioon 5.10] N
Joone y = f(x) normaaliks (ehk ristsirgeks) punktis (z¢, f(x0)) nime-

tatakse sirget, mis ristub seda punkti libiva puutujaga. Joone y = f(z)

normaali vorrand avaldub jargmiselt:

y = f(zo) — m(ﬂf*%)

£

TANGENT

o~ to the curve

Joonis: http://www.intmath.com/applications-differentiation/1-tangent-normal.php

Kuna puutuja tous on f/(zp) ning on teada, et ristuvate sirgete tousude

korrutis on —1, siis normaali tous on —m, (o) #£ 0.

Niide 5.14 Leiame parabooli y = 22 puutuja ja normaali vorrandid
igas punktis 79 # 0. Esiteks (22)" = 2z. Kui 29 = 0, siis puutujaks
on z-telg vorrandiga y = 0 ja normaaliks y-telg vorrandiga x = 0.

Ulejésnud juhtudel on punktis 2y puutuja vorrandiks
y = a2+ 2x0(x — 20) = 200 T — T3

ja normaali vorrandiks

2 2
y—.QTO—T({E—ﬂ?O)——7.1?-1-‘%04-*.

SO0

facus
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5.9 Funktsiooni diferentsiaal

5.9. Funktsiooni diferentsiaal

,[Deﬁnitsioon 5.11]
Olgu antud punktis = diferentseeruv funktsioon f. Anname argumen-

dile 2 muudu Az. Korrutist
f(z)Azx

nimetatakse funktsiooni f diferentsiaaliks punktis . Té&histame dy

(kui kasutada soltuva muutuja téhist y ehk y = f(z)) voi df (z), seega

\

Niide 5.15 Leiame funktsiooni f(x) = 322 + 4« diferentsiaali df (z)

vaartuse punktis z = 2 argumendi muudu Az = dzx = 0.1 korral,
df(z) = f'(z)dz = (6x +4)dz, df(2)=(12+4) 0.1 =1.6.

Funktsiooni muut Af = f(2.1) — f(2) = 21.63 — 20 = 1.63.

SO0

dy = f'(z)Az
. J
Punktis A on tommatud
funktsiooni y = f(x) puutuja.
Funktsiooni muut on 16igu BD
pikkus ja diferentsiaal on 15igu
CD pikkus.
Diferentsiaali dy arvutamise va-
lemi voib tuletada kolmnurga
ACD tousunurga tangensi aval-
disest tana = %’ arvestades
veel, et tana = f'(x).
A Markus 5.11 ~ .
. Jooniselt voib tdhele panna,
Olgu y = f(z) = x, siis saame o P
et mida véiksem on argumen-
di muut Az = dz, seda ldhe-
/
dy =dx = (1') Ax = Azx. dasemad on funktsiooni muudu
Ay ja diferentsiaali dy vadrtu-
Argumendi diferentsiaal vordub argumendi muuduga. Seepirast kirju- sed. Praktikas kasutatakse ligi-
kaudset vordust Ay =~ dy, kui
tatakse do = Az ja iildise funktsiooni y = f(x) korral da on kiillalt viike.
dy = f'(z)dx
. J
A Mirkus 5.12 ~
Vorduse dy = f/(z)dx jagamisel arvuga dx eeldusel, et dz # 0, saame
dy
f/(.’L') = 7
dx
s.t diferentseeruva funktsiooni tuletist saab praktikas vaadelda kui
selle funktsiooni diferentsiaali ja argumendi diferentsiaali suhet.
. J

Kui asendaksime muudu A f di-
ferentsiaaliga df(2), siis teeksi-
me arvutustes vea 0.03. Antud
juhul oli diferentsiaali arvutusli-
kult lihtsam leida kui funktsioo-

ni muutu.
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A Teoreem 5.4 N

Kui funktsioonid v ja v on diferentseeruvad punktis x, siis kehtivad

vordused

1. d(u £ v) = du % dv;
2. d(uv) = vdu + udv;
3. d(cu) = cdu, ¢ € R;

d(%)zvdul}%dv,kuiv#o.

.~

Toestus. Toestame jagatise tuletise leidmise eeskirja. Kasutame arvutust,

mis tugineb liitfunktsiooni diferentseerimise reeglile: Need diferentsiaali leidmise

reeglid on otseselt tuletatavad

1 d 1 d 1 dv 1 dv dv funktsiooni tuletise tehetega
d ; = % ; dr = % Z %dz = _ﬁ@d‘r: _’1)72. seotud omadustest ja viljen-

davad diferentseerimise samu

Selle abil leiame omadusi.
1 1 1 d d du — ud
a(%) =a (i) = taurua (3) = U -y < o
v v v v v v v
O
Naiide 5.16 Leiame ( )

Muudu asendamisel diferent-

d(x3 In £C) — (dx?’) Inz+ x?’d(ln LE) siaaliga teeme vea, mille suurus

on l6igu BC pikkus.
=3z%3dzlnz + :103%dx = (3352 Inx + xQ) dz.

SO0

s w
Kui Az on kiillalt viike, voime funktsiooni f muudu Af asemel

leida funktsiooni f diferentsiaali df,

Af ~df. (5.1)
\ J
- 7
Niide 5.17 Soitva auto spidomeeter néitab kiiruseks 72 km/h. Kui % \
Meie joonistel on argumendi
pika teekonna ldbib see auto jargmise sekundi jooksul? muut voetud kiillalt suur, seda
selleparast, et joonis oleks
jalgitav. Samas vOoime néha,
Kiireks arvutamiseks saame kasutada ligikaudset vordust Af = df. et ligikaudse vorduse Af ~ df

Arvestades, et auto keskmine kiirus on labitud teepikkuse ja kulunud kehtivuseks peab Az olema
piisavalt vaike.
ajavahemiku jagatis ning hetkkiirus on teepikkuse tuletis aja jargi, siis
Miks sellist asendust ildse te-
As~ds=s /(t)dt ha? Osutub, et moningatel juh-
tudel on diferentsiaali lihtsam
. . . . L. arvutada ja ka programmeerida
Meie andmete pohjal 1abib auto jargmise sekundi jooksul umbes .. o .
(kuna piisab puutujasirge vor-
72.1000m randist). Néiteks poliinoomide
.1lsek= —m = 20m. korral tuletis vahendab polii-

km
A ~ 27 . 1 S k = —
s T2 - Lse 3600sck v 36

noomi astet ja arvutusi on ka il-

.. N . .. . . tita lihtsam teh -
Viimane arvutus on kaunis tépne, kui auto liikus enam-vihem iihtla- ma arvutita lihtsam teha (arvu
tiga arvutades ei oleks seda nii-

se kiirusega. Paneme téhele, et antud juhul me ei pea teadma auto viga vaja).

liikumise seadust s = s(¢) (funktsionaalset soltuvust) ennast.
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Naiide 5.18 Arendame eelmist niidet edasi. Firma toodab ninasarvi-

kutele maiust, kusjuures x maiuse tootmise kasum on leitav funktsiooni
P(x) = —0.004 2% + 10 2% — 1000

kaudu. Kui suur oleks lisakasum, kui plaanitud 100 maiuse asemel

toodetakse iiks maius rohkem, (s.t 101 maiust)?

Vaib leida, et P(101)—P(100) = 1888.796, kuid viimane sisaldab endas

opereerimist suurte arvudega. Arvestades, et
AP(100) = P(101) — P(100) ~ dP(100) = P'(100) - 1,
siis voime leida

AP =~ (—0.01222 + 20 2) = —120 + 2000 = 1880.
=100
Erinevus tdpse ja ligikaudse vastuse vahel on umbes 89 iihikut, mis

vorreldes arvuga 1889 on kiillalt vaike.

SO0

Naiide 5.19 Toome niiid iihe klassikalise diferentsiaali kasutamise
néite. Ringi raadiust r suurendatakse 10 iihikult 10.15 iihikule. Umbes
kui palju suureneb ringi pindala S = S(r)?
Loomulikult saab siin arvutada tépselt,
AS = 7-10.15* — 7 - 10* = 103.02257 — 1007 = 3.02257.
Teisalt, kasutades diferentsiaali
AS ~ dS = (nr®)'dr = 27 -10-0.15 = 3.

Viga on arvutuslikult 0.02257 ruutiihikut, kusjuures diferentsiaali leid-
mine oli lihtsam.

OO0

Olgu f punktis z diferentseeruv funktsioon. Siis voime kirjutada, et

[+ Ax) - f(z) ~ f'(2)Az

ehk

flx + Ax) =~ f(x) + f'(z)Ax.

5.9. Funktsiooni diferentsiaal

Kui toodetakse z toodet, siis
1 toote juurde tootmisel on
lisakasum  ligikaudu  vordne
kasumifunktsiooni P(zx) tuleti-
sega kohal z (Marginal Profit).
Analoogiliselt, kui toodetakse
z toodet, siis 1 toote juurde
tootmisel on lisakulu ligikaudu
vordne kulufunktsiooni C(z)
tuletisega kohal z (Marginal
Cost). See

ka teistele

omadus laieneb
moistetele, kus
argumendi muut Az on vordne

tihe tihikuga.

Néiiteks, kui maja ruutmeetri
maksumus on arvutatav funkt-
siooni f(A) abil (A on ruut-
meetrite arv), siis kavandatud A
ruutmeetri asemel 1 lisamine la-
heb umbes maksma f’(A) raha-

thikut.

N

Ligikaudse arvutamise kasulik-
kus tuleb veel paremini vilja
ruumala muutumise iilesanne-

tes.
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,[Deﬁnitsioon 5.12]

Valemi
f(z) = f(x0) + f'(z0)(z — o) (5.3)

kasutamist nimetatakse ka funktsiooni f lineaarseks lihendamiseks
punktis g, sest f(x) leitakse ligikaudselt kui lineaarse funktsiooni vaér-

tus.

\.

Niide 5.20 Arvutame ligikaudselt +v/8.5. Antud juhul véime votta
flz) = 23, zg=8, Az=0.5.

Siis f(z9) = 2 ja

1 a5 1 1 11 1
/ = — = — . —_ — e - = —
J(@o) = 3 % 3% 31 12
ja (5.3) pohjal
1 1 49
85~ /(8)-0.5 =24 — = — = —2.04166. .. .
BB~ f(8)+ f/(8)-05=2+ 5 - 5 = > = 2.04166

T#psem viirtus on v/8.5 = 2.04082755.

SO0

Niide 5.21 Arvutame ligikaudselt f(0.005), kui
flx)=a* +52° —8x+e” + 7.
Antud juhul voime votta
o =0, Ax =0.005.
Siis f(xo) = 8 ja f'(xg) = 21 230 +45 2§ — 8+ % = —7 ja (5.3) pohjal
F(z) =8+ (=7) - 0.005 = 7.965.

Tépsem védrtus on f(0.005) ~ 7.96501252. Kui siinjuures Az oleks

palju suurem, néditeks Az = 0.8, siis arvutus
f(0.8) ~ f(0)+ f'(0)- 0.8 =8+ (=7)-0.8 =8 —5.6 =24,

oleks palju ebatipsem. Tépsem véirtus on f(0.8) = 3.50585294.

SO0

-

Valem (5.3) voimaldab ligikaud-

selt arvutada
f(zo + Az)

vaartuse, kui zop on selline,
et vaidrtused f(zo) ja f'(z0)
on teada ja Az on kiillalt
viike (kusjuures funktsiooni
f tervikuna ei olegi vaja
teada). Seejuures on ligikaudne
vordus (5.3) seda tdpsem, mida

vaiksem on Ax.

On niha, et arvutamisel tehak-

se viga E(z) (vt. joonis).

N\

Silma jargi on graafikul

isegi raske eristada puutu-

ja ja funktsiooni véartusi.

70 75 8.0 85
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Naiaide 5.22 Sodur sihib maapinnal kuulipildujast 100 m kaugusel
olevat vaenlase punkrit. Kui sodur keerab 5° kraadi kuulipilduja toru
horisontaalsendist iilespoole, siis kui korgele punkri seinal voib ta

tabada?

Kui sédur on punktis A, siis tana = |AC‘ Siit |BC| = |AC|tan .

Téahistame korguse h ja kirjutame viimase funktsiooni kujul
h(a) =100 tan o

Miérgime, et 5° = 3 radiaani. Arvutiga saaksime kiiresti leida vastuse
h (E) = 100 tan (%) ~ 8.75 meetrit, aga kui arvutit kieparast ei ole,
siis voime votta

d(t 100
00 =0, h'(a)=100202Y) _

do cos? a
Kuna cos0 = 1, siis A’(0) = 100 ja
m T 314 13
h (—) ~ h' = 100 — ~ —— = 8—.
%6 h(0) + h'(0)da = 0+ 100 36~ 96 818

Sellest saame vastuseks h ~ 8.7 meetrit.

SO0

Naiide 5.23 Tihti ldheb vaja V3 ligikaudset véartust. Néiteks siinuse,
koosinuse ja tangensi leidmisel nurkadest 30° ja 60° ldheb vaja arvu

/3. Jirgmised arvutused on ka peast tehtavad. Votame
flx) =vVx, x0=24.

Sel juhul ligikaudne vordus

f(@) = f(zo) + f'(z0)(z — o)
on antud juhul

1
V3 VA + \[(3 4)=2-,=17.

Tipsem vidrtus on v/3 ~ 1.732, nii et tehtud viga on umbes 0.018.

Analoogiliselt voiksime leida V5 ligikaudse véiartuse

1
V5~ VA + \f(5 4) =2+ =22.

Tipsem viartus on /5 ~ 2.236, nii et tehtud viga on umbes 0.014.

SO0

5.9. Funktsiooni diferentsiaal
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PEATUKK 6. FUNKTSIOONI UURIMINE

6.1 Diferentsiaalarvutuse keskvaartusteoree-

mid

,[Deﬁnitsioon 6.1} N
Olgu funktsioon f miéératud hulgal D. Utleme, et funktsioonil f on

maksimaalne viirtus hulgal D punktis ¢ € D, kui
f(x) < f(e) igax € D korral.

Analoogiliselt iitleme, et funktsioonil f on minimaalne vairtus hul-

gal D punktis c € D, kui

f(z) > f(c) iga z € D korral.

A Markus 6.1 ~

Loigus [a,b] pidev funktsioon f saavutab oma maksimaalse ja mi-
nimaalse vadrtuse selles loigus. Paneme téhele, et néiteks vahemikus
(a,b) pidev funktsioon f ei pruugi saavutada maksimaalset ja mini-
maalset vadrtust selles vahemikus. Néiteks funktsioon f(z) = x ei saa-
vuta maksimaalset (ega minimaalset) vadrtust vahemikus (0,1). Kui
néiteks arv a € (0,1) oleks selline, et f(a) oleks suurim vahemikus

(0,1), siis, et 152 € (0,1) ja f(152) > f(c), mis tihendab, et punktis

« ei ole funktsiooni f vaartus maksimaalne.
4 J

A Teoreem 6.1 N

Fermat’ teoreem, vt. [23]. Kui vahemikus (a,b) diferentseeruval
funktsioonil f on olemas maksimaalne voi minimaalne véértus punktis

¢ € (a,b), siis

I'(c)=0.

Teoreem 6.2

Rolle’i teoreem, vt. [23]. Kui 16igus [a, b] pideva ja vahemikus (a, b)
diferentseeruva funktsiooni f korral f(a) = f(b), siis eksisteerib ¢ €

(a,b), nii et f'(c) = 0.

Toestus. Kuna konstantse funktsiooni korral on tulemus ilmne, siis voime
edaspidi eeldada, et leidub punkt z¢ € (a,b) nii, et f(zo) # f(a) = f(b).
Olgu néiteks f(zg) > f(a) = f(b). Loigus pidev funktsioon f saavutab
oma maksimaalse véidrtuse f(c), kus ¢ € (a,b) (juhul ¢ = a voi ¢ = b
saaksime vastuolu tingimusega f(c) > f(xo) > f(a) = f(b)). Kuna mak-
simaalne védrtus saavutatakse punktis ¢ € (a,b), siis Fermat’ teoreemi
pohjal f/(c) = 0. Juhul f(xg) < f(a) = f(b) on arutelu analoogiline mini-

maalset viartust kasutades. ]

e

M) =0

I;

d
pi

1=10 I Y ¥ = fix)
[ S
ro\
|
i
1

fiey =0

=

n| Ji fIJ £

Allikas: [36]

Oy

=
f

O3
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0.1. Diferentsiaalarvutuse keskvidrtusteoreemid

A Markus 6.2 N

Olgu vaatluse all diferentseeruv funktsioon s = s(t), mis kirjeldab ob-

jekti liitkumist mooda sirgjoonelist teed aja t kulgemisel. Eeldame, et
objekti keskmine kiirus ajaperioodil a <t < b on 0, s.t s(a) = s(b),
mis tdhendab, et objekt jouab ajahetkeks ¢ = b samasse kohta, kus
ta oli ajahetkel t = a. Siis Rolle’i teoreemi pohjal on olemas ajahetk
¢ € (a,b) nii, et s’(c) = 0 ehk ajahetkel ¢ on objekti hetkkiirus vordne

nulliga.

Rolle’i teoreemi idee omistatakse india matemaatikule ja astronoomi-
le Bhaskara II (1114-1185), formaalne tbestus prantsuse matemaatikule

Michel Rolle’ile (1652-1719) 1691. aastal.

Naiide 6.1
Toome iihe lihtsa olukorra, kus Rolle’i teoreem voiks kasulik olla. N&i-
tame, et vorrandil

22 +3x-6=0

on ainult iiks reaalarvuline lahend. Funktsioon f(z) = 2® + 3x — 6 on

diferentseeruv (seega pidev) kogu reaalteljel. Leiame tuletise
f/(z) =322 +3=3(z*+1).

Kui vorrandil peaks olema kaks reaalarvulist lahendit (punktides a
ja b), siis peab kehtima f(a) = f(b) = 0. Rolle’i teoreemi pohjal peab
funktsioonil f leiduma vahemikus (a, b) vihemalt {iks punkt ¢, et kehtib
f'(e) = 0. Kuna f’(z) = 3(z% 4+ 1) > 0 iga = € R jaoks, siis ei ole
voimalik vordus f/(c) = 0. Jarelikult vorrandil ei saa olla rohkem kui
ainult iiks reaalarvuline lahend.

OO0

A Teoreem 6.3 N

Lagrange’i keskvadrtusteoreem. Kui funktsioon f on pidev 16igus
[a, b] ja diferentseeruv vahemikus (a, ), siis eksisteerib ¢ € (a, b) nii, et

f() = f(a)

AL}
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Toestus. Vaatleme funktsiooni

Lihtne on néha, et g(a) = f(a) ja g(b) = f(a), s.t. gla) = g(b). Rolle’i
teoreemi pohjal eksisteerib punkt ¢ € (a,b) nii, et g’(c) = 0.

Kuna funktsioon f on pidev 16igus [a, b] ja diferentseeruv vahemikus (a, b),
siis ka funktsioon g kui lineaarne kombinatsioon funktsioonist f on seda.

Leiame tuletise
/ ot _ -
9'(x) = f'(2) = = ——
Omadusest g’(c) = 0 jareldub, et

f() - f(a)

(]

O

A Mirkus 6.3 N

Kirjeldagu funktsioon y = f(z) objekti asukohta sirgel (voi mingil

koverjoonel) soltuvana ajast . Lagrange’i teoreem viiidab, et teoreemi

eeldustel on olemas ajahetk 2 = ¢, millel objekti hetkkiirus f'(c) on

vordne objekti keskmise kiirusega

Af _ )= f(a)
Az b—a

ajaintervallis [a,b].

y A
f) T

f(a)+

Joonisel

Lagrange’i teoreem on midagi sellist, millega voiks politsei ennast va-

tana =

balt kohtus kaitsta trahvikviitungite valjakirjutamisel. Kui moota kesk-
mist kiirust mingil teeligul, siis keskmine kiirus iile 90 km /h t&hendab,
et mingil hetkel pidi ka hetkkiirus reaalselt olema iile 90 km /h (s.t. et ei
ole tingimata vaja moota hetkkiirust). Kiirust saab moota ka kaudselt,

lugedes néiteks sisenemise ja véaljumise aega kiirteede anduritelt.

r \
Lagrange’i teoreemi erijuhtu

kirjeldas esmakordselt india
astronoom
(1370-1460).

tildistuse andis

matemaatik ja
Parameshvara

Teoreemi
hiljem prantsuse matemaa-
tik  Augustin  Louis Cauchy
(1789-1857) ning see on iiks
tédhtsamaid teoreetilisi tulemusi
matemaatilises analiiiisis (selle
abil toestatakse paljud teised

olulised tulemused).

Joseph Louis Lagrange.
Allikas: Wikipedia

Prantsuse matemaatiku ja ast-
ronoomi Joseph-Louis Lagran-
ge’i (1736-1813) nimi seostatak-
se tulemusega tavaliselt Taylo-
ri valemi jaakliikme Lagrange’i
kuju kaudu.

Lagrange’ist sai juba 19-
aastaselt Torino kuningliku
suurtiikivie kooli matemaa-
tikaprofessor. Aastal 1788
ilmus temalt mehaanikaopik
“Mécanique analytique” (Ana-
liititiline mehaanika), milles ta
esitas kehade ja punktmasside
liikumisiilesandeid diferent-

siaalvorrandite abil.

Viimati nimetatud raamatu ees-
sonas kirjutas Lagrange “Te
ei leia sellest tO00st jooniseid.
Meetodid, mida ma siin esi-
tan, ei vaja konstruktsioone
ega geomeetrilist v6i mehaani-
kalist pohjendamist, vaid ainult
algebralisi operatsioone, mille

tingivad materjali jarjepidev ja

iithetaoline esitus.”, vt [6].
\
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0.1. Diferentsiaalarvutuse keskvidrtusteoreemid

Niide 6.2

Kui funktsioon on esitatud analiiiitiliselt, naiteks
flx) =42 522+ -2,

siis monikord on voimalik tédpselt leida ka see punkt ¢ € (a,b), kus

funktsiooni muutumise kiirus on vordne muutumise keskmise kiirusega.

Leiame ¢ € (0,2), nii et

f(2)_f(0)_ /
fo—f (c).

2
Kuna f(2) =12, f(0) = -2 ja

fle)=12¢* —10c+ 1,

siis
1242

5 =122 —10c+1

ehk
122 —10¢— 6 = 0.

Viimase ruutvorrandi lahenditeks on
5 97 54+/97
c=— ) — =20
12 144 12

Vahemikus (0, 2) on nendest ainult iiks viértus, ¢ = 5+17\§ﬁ ~ 1.237.

OO0

Naiide 6.3

Lagrange’i teoreemi iliks voimalikke kasutusi on funktsiooni vaartus-
te absoluutse vea hindamine. Niitame, et iga x,y € R korral kehtib
vorratus

[sinz —siny| < |z — y|.

Kui z = y, siis vorratus kehtib. Olgu = # y. Siinusfunktsioon on pidev
ja diferentseeruv kogu reaalteljel. Lagrange’i keskvéiartusteoreemi jargi

punktide z ja y vahel asuva mingi £ korral

sinz —siny

— (sinz)’ _
pra—y = (sinx) ‘m:g_COS€'
Siit
SIMT =Sy |cos¢| < 1.
r—y

Viimane tdhendabki, et
|sinz —siny| < |z — y|.
Paneme téhele, et y = 0 korral saame sellest vorratuse

|sinz| < |z|.
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Naiide 6.4 Lagrange’i keskvaértusteoreemi abil saab toestada prakti-

listes arvutustes kasutatava Bernoulli vorratuse:

1+z)">1+nz, neN, z>0.

Miérgime, et vorratus kehtib « = 0 korral. Funktsioon f(z) = (1 + )"
on pidev ja diferentseeruv x > 0 korral. Siis Lagrange’i keskvaartus-

teoreemi pohjal on olemas ¢ € (0, z) nii, et

ehk

SO0

A Teoreem 6.4 N

Cauchy keskviairtusteoreem. Kui funktsioonid f ja g on pidevad

l6igus [a,b] ja diferentseeruvad vahemikus (a,b) ning g’(x) # 0 iga

x € (a,b) korral, siis eksisteerib ¢ € (a,b) nii, et kehtib vordus

Toestus. Tapse toestuse voib leida niiteks opikust [23]. Lagrange’i kesk-
vadrtusteoreem on tegelikult jareldus Cauchy teoreemist, vottes g(x) = x.
Cauchy teoreemi toestuse idee on sarnane sellega, mille esitasime Lagran-

ge’i keskvaartusteoreemile. O

A Markus 6.4 ~\

2012. aastal voitis Usain Bolt meeste 100 m jooksus kuldmedali ajaga

9.63. Tema keskmine kiirus vordus léabitud teepikkus jagatud ajaga:

Af _ ()= f(a)
At b—a

100 m _

963 s s U h
Lagrange’i keskvéértusteoreem {itleb meile, et leidus ajahetk t,, mil
Bolt jooksis just nimelt sellise hetkkiirusega f’(t.) = 37.38 km/h.

Asafa Powell sai samas jooksus aja 11.99, mis on 1.245 korda aeglasem

kui Boltil,

Ag _ g(b) - gla)
At b—a

km

h

100 m m
= — ~ 834 — = 30.
199 8.3 . 30.03

Bolti keskmine kiirus oli sama palju, 1.245 korda, kiirem kui Powellil,

Lo 5738

g®)—g(a) ~ 30.03
b—a

= 1.245.

Cauchy keskvédrtusteoreem fitleb seda, et leidus selline ajahetk ¢, mil

Bolt jooksis just nimelt 1.245 korda kiiremini kui Powell,

Augustin Louis Cauchy.
Allikas: Wikipedia

Cauchy Oppis ehitusinse-
neriks ja tootas sadama ja
kaitserajatiste ehitusel. Usna
varsti valiti ta Pariisi teaduste
akadeemia litkmeks ja Cauchy
hakkas andma loenguid Pariisi
Poliitehnilises Koolis.

Cauchy muutis 1820. aasta-
tel matemaatilise analiiiisi vald-
konda olulisel maéral, forma-
liseerides piirvaéartuse, pidevu-
se, tuletise ja integraali mois-
ted. Lisaks rajas ta peaaegu tik-
sinda kompleksmuutuja funkt-
sioonide teooria alused. Aas-
tal 1821 ilmus teedrajav raa-

mat “Cours d’analyse” (Analiiii-

f'(e) _ f(b) — fla) _ TR
g9'(c) — g(b) —g(a)  gli=gla)’
. J

si kursus), vt [6].

J
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6.2. L’Hospitali reegel piirvidrtuse arvutamiseks

6.2 L’Hospitali reegel piirvaartuse arvuta-

miseks

L’Héspitali reegel voimaldab tihti leida piirvaartust

lim /(@)

Tr—ra g(l,‘)

jubtudel, kus lim f(z) = limg(z) = 0 (§ tiiiipi mééramatus) voi
T—ra T—ra

. o -~ oo e
ilga |f(x)] = ;gl}l lg(w)| = oo (2 tiilipi médramatus).

A Teoreem 6.5 \

Kui mingis protsessis  — a (siin a € R|J{—o00, 00})

lim f(z) =limg(z) =0 wvoi lim|f(z)| = lim|g(z)| = oo

ja eksisteerib (16plik voi l6pmatu) piirvadrtus

)
)

)

siis selles protsessis kehtib vordus

m 1@ _
hmg(x) = A.

Toestus. Detailsema toestuse sarnase tulemuse kohta leiab opikust [23].
Teoreem jéareldub Cauchy keskvadrtusteoreemist. Esitame toestuse pohi-
idee juhul, kui f(a) = g(a) = 0 ja g'(x) # 0 iga @ > a korral. Cauchy
keskvidrtusteoreemi pohjal on valitud § > 0 korral olemas & € (a,a + 9)
nii, et

fla+8)~ (@) _ 11(©)

gla+0)—gla) g'(&)
Sellest sailib f(a) = g(a) = 0 tottu vordus

fla+d) _ £
gla+d)  g'(&)’
milles minnakse piirile § — 0+. O
slope y=f(x) slope
ki =g)(a)
y=g(x)
a

L’Hospitali reegel f(a) = g(a) = 0 korral. Allikas: [13]

p
L’Héspitali nimi  tu-

leb  prantsuse

reegli
matemaatiku
Guillaume Frangois Antoine
Marquis de I’'Héspitali (1661-

1704) jargi.

Marquis de I’Héspital. Allikas:
Wikipedia
Arvatavasti toestas I’Héspitali
reegli Sveitsi matemaatik
Johann Bernoulli (1667-1748).
Markii

Bernoulli

I’Hospital  ise  oli
opilane ja ihtlasi
té6andja.

I’Hospital

Lepingu jérgi vois
kasutada Bernoul-
li  tulemusi nime all.
L’Héspital avaldas 1696. aastal
tritkitud

diferentsiaalarvutuse

oma
maailma esimese
raamatu
valdkonnas: “Lopmata viikeste
suuruste analiitis koverjoonte
moistmiseks”, milles oli kasu-
tatud péaris mitut Bernoulli ja
Leibnizi tulemust (seda mainis

eessonas ka I’Hospital ise).

Naljatledes
I’Héspitali

oeldakse, et
reegel on parim

(koige  kasulikum)  teoreem,

mida raha eest saab osta.

Johann Bernoulli. Allikas:
Wikipedia

Johann Bernoulli oli seejuures

ka Euleri 6petaja.
|

N

J
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L’Héspitali reegli voib kirjutada kujul

f(z)

@) @
2 g o ()

vajalikel eeldustel funktsioonide f ja g jagatiste tiilipide ning piirvaértuste
kohta. Muidugi voib I’Héspitali reeglit kasutada ka korduvalt, néiteks voib
eelnevas vorduses jatkata

i 4@ @)

ava g'(x)  wmag(z)’

kui vajalikud eeldused on tdidetud.

Niide 6.5

Leiame piirvaartuse

I 22 -4 o) T 2z 4
im —— = lim =-.
=222 4+1—6 z—=22x+1 5
000
Naiide 6.6
Leiame piirvaartuse
. l—cosx o/0 .. sinx 0
lim ——— = lim =-=0.
0 x4+ x2 z—0 1+ 22 1
RIRRS
Niide 6.7
Leiame piirvaartuse
In(1 _7
lim M 0/0 lim 7= — 7.
z—0 T z—0 1
© 00
Naiide 6.8

Leiame piirvaartuse

ew—m—loio _1

el
m — —=.
2

. . e —1oj0 ..
lim lim = li
z—0 T z—0 2x z—0

SO0

Niide 6.9

L’Hospital’i reegli korral on oluline, et meil oleks vaja leida piirvaér-

tus jagatisest g Eg Kui jagatist ei ole, voib selle ise tekitada. Leiame
piirviirtuse
. 0-(—o0) Inz —o0/oc0 .. 1 .
lim zlnz =" lim —— = lim —%- = lim(~z) = 0.
x—0+ z—0+ > z—0 -2z z—0
SRR
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6.2. L’Hospitali reegel piirvidrtuse arvutamiseks

,J Markus 6.5 ~

On oluline kontrollida, et tekiks % voi |%| tlilipi madramatus, vasta-

sel korral voib saada absurdse tulemuse. Naiteks, proovides kasutada

I’'Hospitali reeglit

mis ei anna sugugi oiget piirvadrtust oo.
\ J

Néiide 6.10

L’Hoéspitali reegel ei ole alati kasutatav. Néiteks

2% z
lim — = lim <2> =0,

kuna % € (0,1). L’Hospitali reegliga saaksime

lim — = lim = lim = ...,
o200 37 o—r00 3% 1In 3 @00 37 n? 3

mida voime ka jatkata. Sellega ei saa me aga selgemaks, kuidas piir-
vaartust leida.

OO0

Niide 6.11

Margime, et kuigi ’'Hospitali reegli kasutamisel on piirvaartuse

f(x)

ea g/ ()

siiski

olemasolu oluline, voib selle puudumisel piirvdartus lim 1)
T—a g(x)
eksisteerida. Naiteks,

fim J@) o, T SINT co/eo

T—00 g(aj) z—o0 T + sinx z—oo | 4 SIIT

sest
sinx
lim =0.
Tr—r00 €T

Samas,
f(z) . 1l—cosx
im ——~ = lim ————
=00 g/(x) @00 14 cosx
aga ei eksisteeri, kuna protsessis x — co on 16pmata palju arve x, millal

cosx =0 voi cosx =1 ja sel juhul murrul

1—cosx
1+ cosx

saab olema vaartuseid 1 ja 0. Trigonomeetrilistest valemitest saab kir-

jutada
’
1—
lim (@) = lim % i tan? L.
z—oo g/(x) w—oo l4cosz oo 2

Tangensi vaartustest protsessis x — oo piirvaartust ei eksisteeri.
00O
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6.3 Funktsiooni kasvamine ja kahanemine

,leadus loob meid iimbritsevast objektiivsest reaalsusest toetruu pildi,
vaadeldes seal toimuvaid ndhtusi {liksteisega seostatuna, jalgides iihe néh-
tuse kulgemist teise ndhtuse taustal. Matemaatiliselt avaldub niisuguse
vaatlemise tulemus alati kahe suuruse teatava funktsionaalse seosena kujul
y = f(x). Ainsaks néhtuse staatikasse puutuvaks kiisimuseks on seejuures
kiisimus: missugune on funktsiooni vadrtus argumendi etteantud véirtu-
sel? Néhtuse diinaamikat puutuvate kiisimuste hulk on mérksa suurem.
Siia kuuluvad meile juba tuttavad kiisimused: kui suur on mhg}l f(z)? Kui
suur on funktsiooni muutumise kiirus f/(a)? Siia kuuluvad aga ka kiisimu-
sed, mis iseloomustavad funktsiooni muutumise kvalitatiivset kiilge, na-
gu néiteks kiisimused: kas argumendi labiminekul vaértusest a funktsioon
kasvab voi kahaneb? Kas kasvamine voi kahanemine toimub kiirenevalt voi

aeglustuvalt. “ (vt [29]).

,[Deﬁnitsioon 6.2] N\
Funktsiooni f : X — R nimetatakse kasvavaks hulgas X, kui su-

valiste z1,z2 € X korral, kus 1 < x4, kehtib f(z1) < f(z2). Kui aga
x1 < x2 korral f(x1) > f(x2), siis radgitakse kahanevast funktsioo-

nist.
\ y,

A Teoreem 6.6 \

Olgu funktsioon f diferentseeruv vahemikus (a,b). Kui f'(x) > 0 iga
argumendi vidrtuse z € (a, b) korral, siis funktsioon f on kasvav selles
vahemikus, ja kui f'(z) < 0 iga argumendi vaartuse = € (a,b) korral,

siis funktsioon f on kahanev selles vahemikus.

Toestus. Toestame tulemuse kasvava funktsiooni kohta. Olgu f’(z) > 0
iga © € (a,b) korral. Valime suvalised punktid z1,z2 € (a,b) nii, et
x1 < x2. Kuna funktsioon on diferentseeruv vahemikus (a,b), siis on ta
pidev osaldigus [z1,x2] C (a,b). Kasutades Lagrange’i keskviirtusteoree-

mi, leiame punkti & € (x1, 22) nii, et

f(x2) — f(z1)

DT pe).
Et f/(€) > 0, siis
flaa) = fl21) _
XTo — I ’
mistottu
f(z2) = f(21) >0
ehk f(z1) < f(z2), s.t funktsioon f on kasvav vahemikus (a,b). O
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6.4. Funktsiooni ekstreemumid

N&ide 6.12 Uurime funktsiooni f(z) = e=*". Leiame tuletise
/ —z?
fli(x)=—2ze ™.

Eksponentfunktsioon e* on iga arvu z korral positiivne. Jarelikult piir-

konnas x € (—00,0) kehtib f’(x) > 0 ja seetottu on funktsioon kasvav
ning piirkonnas x € (0, 00) kehtib f’(z) < 0 ja seepérast on funktsioon
kahanev selles piirkonnas.

SO0

A Markus 6.6 N

Geomeetriliselt tahendab tingimus f’(z) > 0 (funktsioon kasvab) se-

da, et joone y = f(z) puutuja moodustab iga = € (a,b) korral z-telje
positiivse suunaga teravnurga ja tingimus f’(z) < 0 (funktsioon kaha-
neb) seda, et joone y = f(x) puutuja moodustab iga = € (a,b) korral

x-telje positiivse suunaga niirinurga.

ﬁ negative

positive slopes
slopes
p q P q
Allika: [20]
. J
6.4 Funktsiooni ekstreemumid
,{Deﬁnitsioon 6.3] N\

Oecldakse, et funktsioonil f : X — R, X C R, on punktis (kohal) a € X
lokaalne maksimum, kui leidub selle punkti imbrus (a — d,a + ¢),

0 > 0, nii, et
f(z) < f(a), igazxze XN(a—7J,a+0) korral.

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis (kohal) a lokaalne miinimum,

kui leidub selle punkti iimbrus (a — §,a + §), 6 > 0, nii, et

f(z) > f(a), igaz e XN(a—6,a+0) korral.
\ J

Lokaalse miinimumi ja lokaalse maksimumi kohta Oeldakse kokkuvotvalt

ka lokaalne ekstreemum.

global maximum

local maximum

local minimum

global minimum

Joonis: Wikipedia. 119
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A Markus 6.7

Diferentseeruva funktsiooni lokaalse ekstreemumi (maksimum voi mii-
nimum) leidumiseks punktis a on Fermat’ teoreemi pohjal tarvilik, et
f/(a) = 0. Kui funktsioon ei ole punktis a diferentseeruv (kuid on siis-

ki méédratud), siis punkt a voib ikka olla ekstreemumpunkt (néiteks

y = |z| korral on z = 0 miinimumpunkt).

Funktsiooni f niisugust argumendi vaartust a, mille korral funktsioon saa-

vutab oma ekstreemumi, nimetatakse selle funktsiooni ekstreemumkohaks

voi funktsiooni ekstreemumpunktiks.

,[Deﬁnitsioon 6.4]

Maéaramispiirkonna punkte, kus f’(z) = 0, ja punkte, kus funktsioon
f el ole diferentseeruv, nimetatakse funktsiooni f kriitilisteks punk-

tideks.

A Teoreem 6.7

Olgu funktsioon f diferentseeruv vahemikes (a—4, a) ja (a, a+0) mingi
& > 0 korral ning pidev kriitilises punktis a. Siis kehtivad viited:

1. Kui punkti a ldbimisel (positiivses suunas) f’(x) méirk muutub

+ — —, siis on funktsioonil f punktis a lokaalne maksimum

(funktsiooni kasvamine 1dheb iile kahanemiseks);

2. Kui punkti @ labimisel f’(x) mérk muutub — — +, siis on funkt-
sioonil f punktis a lokaalne miinimum (funktsiooni kahanemine

laheb iile kasvamiseks);

3. Kui punkti a 1dbimisel f’(z) mérk ei muutu, siis punktis a ekst-

reemumit ei ole.

monotonicity 7 ‘\ N ‘ A7
4l

Allika: [20]

Niide 6.13 Funktsioon f(z) = 23 on pidev kogu reaalteljel, kuid ei
ole diferentseeruv punktis x = 0, s.t 0 on funktsiooni kriitiline punkt.

Leiame tuletise
21

= gs—ﬁ

Samas, f'(z) <0, kui <0, ja f'(z) > 0, kui > 0. Seega on x =0

ol

fa) =5

funktsiooni f lokaalne miinimumpunkt.

SO0
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6.4. Funktsiooni ekstreemumid

A Markus 6.8

Peale lokaalsete ekstreemumite eristame veel globaalseid ekstree-
mume (funktsiooni suurim voi véikseim vddrtus mingis piirkonnas).
Viimaste leidmiseks voib leida koik lokaalsed ekstreemumid, kusjuures
eraldi tuleb arvutada funktsiooni viartused punktides, kus tuletist ei
ole, niiteks piirkonna otspunktides (kui tegemist on 16iguga). Saadud
suurim voi viikseim védrtus ongi funktsiooni globaalseks ekstreemu-
miks. Kui ei ole eraldi rohutatud, siis moistame ekstreemumite all

koiki lokaalseid ja globaalseid ekstreemume.

Naiide 6.14 Lennukompanii arvestab pileti hinnaks iga istekoha eest
300 eurot, lisades baashinnale juurde 2 eurot iga vélja miiimata
istekoha eest. Mitu kohta tuleks 200-istmelises lennukis vilja miiiia, et

lennukompanii tulu oleks suurim?

Esmapilgul tundub, et tuleks miiiia 200 piletit ja tulu 200-300 = 60000
eurot voiks olla vastus, aga nii lihtne see péariselt ei ole. Olgu x miitidud

piletite arv, 200 — = miiiimata piletite arv. Siis iihe pileti hind on
p(z) = 300 4+ 2(200 — ) = 700 — 2z.
Koikide miitidud piletite pealt saab tulu
T(x) =z -p(z) = 700z — 22

Tulufunktsiooni 7T'(x) maksimumi leidmiseks leiame tuletise ja pane-
me ta vorduma nulliga (kuna maksimum vo6ib leiduda vaid kriitilises

punktis voi siis piirkonna otspunktides):
700 — 4x = 0.

Saame, et x = 175 istekohta. Sel juhul teenib lennukompanii
T(175) = 175(300 + 2 - 25) = 175 - 350 = 61250 eurot. Kuigi erinevus
ei ole vdga suur, saame siiski mingi ettekujutuse optimiseerimise

voimalustest.

Paris elus kogu mudel muidugi nii lihtne ei ole. Lisada tuleb veel te-
gurid, mis arvestavad turu olukorda, konkurentsi, tarbijate ostujoudu
jne.

SO0

Naiide 6.15

Teatud optimaalseid vadrtusi voib vélja lugeda ka graafikult, ilma et
peaks teadma konkreetseid funktsioone. Olgu v auto liikumise kiirus
ja g kiituse kulu ajaiihikus. Vaatleme graafikut, kus iihel teljel on v
ja teisel teljel on g. Oleme huvitatud kiitusekulust pikkusiihiku kohta
G= % (siin gallonit miili kohta, néide parineb opikust [14]).

:0°

50

&1

20t

g (gal’hour)

(3]

r Slope = g (gal/mi)
o

v

v (mph)

Figure 4.35: Graphical representation of gas
consumption per mile, G = g/v

Allikas: [14]
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Soovime leida G minimaalset vadrtust. Vottes graafikul joone peal 9 (galhour)

punkti P, tekib taisnurkne kolmnurk, mille iiks kaatet on g ja teine 2

v, iiks nurkadest asub nullpunktis. Seega hiipotenuus asub sirgel, mille

tus on 2. On liktne aru saada, et G = 9 on minimaalne punktis, kus
v v

. ~ .. ~. Minimum gas per mile
vastava sirge tous on minimaalne (koige viiksem teravnurk).

Korvalolevat joonist silmas pidades saame, et kiiruse v = 50 korral

on kiituse kulu miili kohta koige viiksem. Sedasi saab andmeid lugeda v (mph)

1 1 | |
20 30 40 50 60

f(@) : o . e
suhte Y kohta suvalise funktsiooni f korral. Meie tehtud analiiiis on Figure 4.36: Velocity for maximum fuel efficiency
x
sisuliselt sama, mis leida funktsiooni (@) tuletis ja lahendada vorrand Allikas: [14]
x

T

(M>/ = 0. See annab

ehk

SO0

A Lause 6.1 N

Olgu funktsioon kaks korda diferentseeruv punktis c. Siis funktsioonil

f on argumendi vaértusel ¢ lokaalne maksimum, kui

flleg=0 ja f"(c) <0,

ja funktsioonil f on argumendi vadrtusel ¢ lokaalne miinimum, kui

Naiide 6.16 Leiame antud ruumalaga V silindrikujulise kinnise anuma
mootmed nii, et anuma valmistamiseks kuluv materjali kogus oleks
minimaalne. Olgu silindri aluse raadius r ja silindri korgus h. Siis kahe

pohja pindala on 2772 ja kiilje pindala 27 k. Anuma kogupindala on
S = 27r® + 27r h.

v
Silindri ruumala on V = 7r2h, millest h = — . Seda arvestades saame
wr

U

v
.

S = S(r) =2nr? +

ja meid huvitab r vaartus, kus S on minimaalne. Leides tuletise .
’ Joonis: Wikipedia.

2V

S'(r) = dmr — o

ndeme, et S’(r) = 0 parajasti siis, kui

1% 3/ V
27rr77a—2:()ehkr: 7
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Lisaks,

S"(r) = dn+ X

= >0,

mis tdhendab, et leitud r vddrtus on miinimumpunkt. Seejuures

e VotV
mre T

ning h = 2r.

SO0

6.5 Funktsiooni kumerus ja nogusus

6.5. Funktsiooni kumerus ja nogusus

Olgu funktsioon f diferentseeruv vahemikus (a,b). Varasemast teame, et

igas punktis € (a,b) on funktsiooni graafikul olemas puutuja.

,[Deﬁnitsioon 6.5]

~\
Funktsiooni f nimetatakse kumeraks vahemikus (a, b), kui igas punk-
tis « € (a,b) funktsiooni f puutuja asub iilalpool graafikut.
Funktsiooni f nimetatakse négusaks vahemikus (a, b), kui igas punk-
tis « € (a,b) funktsiooni f puutuja asub allpool graafikut.
G J
kumer funktsioon nogus funktsioon
Teoreem 6.8
Olgu funktsioon f kaks korda diferentseeruv vahemikus (a,b). Kui
f"(x) < 0igax € (a,b) korral, siis f on kumer selles vahemikus.
Kui f"(z) > 0 iga = € (a,b) korral, siis f on nogus selles vahemikus.
A Definitsioon 6.6 N\
Olgu funktsioon f diferentseeruv vihemalt vahemikes (a,c) ja (¢, b) Geomeetriline tolgendus. Kui
ning pidev punktis ¢. Kui funktsioon f on kumer vahemikus (a,c) ja puutuja leidub, siis kidnupunk-
tis puutuja loikab joont. Puutu-
nogus vahemikus (¢, b) (voi ndgus vahemikus (a, ¢) ja kumer vahemikus ja voib ka puududa, kui funkt-
(¢, b)), siis punkti ¢ nimetatakse kiiinupunktiks. siooni tuletise graafikul on tera-
\ ) vad nurgad.
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yll
> x
0
|
|
|
|
I
L
! I
! I
I ! I
I ! I
I ! I
I | I
e
0 a c b
Ka siin on kddnupunkt vaatamata sellele, et tuletis ei ole pidev
funktsioon.
Niide 6.17 Vaatleme funktsiooni f(z) = z e *. Leiame kumeruse ja
nogususe piirkonnad ning kiddnupunktid (kui need leiduvad). Esimest
jarku tuletis on
fllx)=e*—ze*=(1—-x2)e "
ja teine tuletis
f'x)y=—-e"—(1-2)e "= (x—2)e "
Néeme, et f'(z) = 0, kui z = 1. Siinjuures f”(1) < 0, seepérast asub
punktis = 1 lokaalne maksimum. Piirkonnas < 2 on f”(z) < 0 ja
funktsioon on kumer. Piirkonnas > 2 on f’'(z) > 0 ja funktsioon on
nogus. Kuna punkt x = 2 eraldab kumerat ja nogusat piirkonda, siis
on punkt x = 2 kdadnupunktiks.
g decreasing
Critical point oncave down
Locgl max
|
} Inflection point
f increasing } }
Concave down \ | é decreasing
} } oncave up
]
| | x
Allikas: [14] 194



6.6. Funktsiooni kumerus ja nogusus

Naiide 6.18 Vaatleme logistilist koverat, mis iseloomustab populat-
siooni kasvu ajas, kusjuures populatsiooni piiriks on L ja kddnupunkt

~ L
asub korgusel 3.

Enne punkti % on joon nogus, s.t kasvamise kiiruse muutumise kiirus

(ehk kiirendus) on positiivne.

Seega nogus ja kasvav funktsioon néitab, et kasvamise kiirus on igas
jargmises punktis suurem kui eelmises ja koige suurem on see kddnu-
punktis % Edasi hakkab kasv aeglustuma, s.t kumer ja kasvav funkt-
sioon nditab, et kasvamise kiirus igas jargmises punktis on viiksem kui
eelmises (kiirendus ehk funktsiooni teist jirku tuletis on negatiivne).

OO0

population

~<~—— Inflection point

time

Allikas: [14]

A Markus 6.9

Analoogiliselt voib analiiiisida koiki nelja pohitiitipi: kasvav-kiirendav,

kasvav-aeglustav, kahanev-kiirendav ja kahanev-aeglustav.

Y/ N

>0 >0 <o <0
>0 f"<0 >0 <0

Allikas: [3]

~

Naiide 6.19 Pildil toodud kujuga vaasi valatakse vett konstantse kii-
rusega. Vee taseme tousu kui aja funktsiooni graafikul on ndha funkt-
siooni nogususe (vaasi ristloike pindala viheneb) ja kumeruse (vaasi
ristloike pindala suureneb) piirkonnad, samuti kd&dnupunkt, s.o. aja-

hetk, kus vee tase vastab vaasi vihimale ristloike pindalale.

y (depth of water)

" Concave down

. Inflection point,

| | comesponding to
/'-'.____ - ___-'\ Concave up

narrowest point on vase
— - ¢ (tme)

Allikas: [14]

SO0
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6.6 Funktsiooni graafiku joonistamine
Uldjuhul on kasulik jilgida jirgmist skeemi:

1. Leiame funktsiooni mé#ramispiirkonna (kui voimalik, siis ka muutu-
mispiirkonna) ja katkevuspunktid. Teeme kindlaks, kas funktsioonil
on iseloomulikke omadusi, naiteks paaris voi paaritu funktsioon, pe-

rioodiline funktsioon.

2. Leiame astimptoodid (sirged, millele funktsiooni graafik voiks mingis

protsessis 1dheneda, vt. allpool).

3. Leiame kasvamis- ja kahanemispiirkonnad ning ekstreemumid
(miinimum- ja maksimumkohad). Uldiselt, leiame info, mille annab

meile funktsiooni esimest jarku tuletis.

4. Leiame antud funktsiooni kumeruse ja nogususe piirkonnad ning k&a-
nupunktid. See on info, mida saab funktsiooni teist jarku tuletise

kaudu.

5. Joonistame saadud tulemuste pohjal graafiku.

,[Deﬁnitsioon 6.7] ~
Sirget x = a nimetatakse funktsiooni f graafiku piistastimptoodiks,

On selge, et graafikul saab

piistasiimptoot olla vaid katke-

kui vuspunktides.
i S0) =0, Jim 1(0) = o
ml_l>1:r11+f(x) = —0co VOi m]_lgl_ f(z) = —o0.
\ y,

Naiide 6.20 Joone y = ﬁ vasak- ja parempoolseks piistasiimptoo-

diks on sirge x = 1, sest

fl=)= lim —— =—co, f(l+)= lim —— =oo.
RS
,{Deﬁnitsioon 6.8} ~
Sirget

y=ax+b, a#0,

nimetatakse funktsiooni f graafiku parempoolseks (vasakpoolseks)
kaldasiimptoodiks, kui selle sirge ja funktsiooni graafiku vaheline

kaugus ldheneb 16pmatus protsessis nullile, mis tdhendab, et

Jim (@)~ (az+9) =0 ( lim_(f@) ~ (az+1) =0).
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Lihtne on tuletada, et kaldasiimptoodi tous a peab vorduma piirvéaér-

o= Jin 1D (o= i £,

r—oo I r——00 I

tusega

Siinjuures parempoolse kaldasiimtoodi korral peetakse silmas protses-
si x — oo ja vasakpoolse kaldastimptoodi korral protsesi z — —oo.
Seejuures

b= lim (f(z)—az) (b: lim (f(x)—aa:)).

T—>00 T—>—00

N&ide 6.21 Leiame funktsiooni f(x) = x arctanz graafiku kald-
asiimptoodid. Esiteks leiame sirge tousu (molemad 16pmatud protses-

sid korraga)

X x arctanx . m
lim —— = lim arctanz = £—.
r—+oo €T r—+too 2

Parempoolse kaldasiimptoodi korral a = 7§ ja

. T . arctanx — g
lim (:r arctanz — fac> = lim ————=
T—00 2 T—00 T
1 2
%,L’H i T+22 . —X -
= im — = lim 5
T—00 -2z rz—oo 1 +x
Vasakpoolse kaldasiimptoodi korral a = —7 ja analoogiliselt
. T . arctan + 5
lim (:E arctanx + fx) = lim ————=
T——00 2 T——00 =
x
1
CUH g TP
r——00 —%
xT

Seega nii parem- kui ka vasakpoolne kaldasiimptoot on olemas ja on
vastavalt

y:gm—l, y:—%x—l.

SO0

Naiide 6.22 Joonistame funktsiooni

flz) =

graafiku (vt. [23]).

1. Funktsiooni mé#éramispiirkonnaks on X = R\ (0,2]. Lihtne on
kontrollida, et funktsioon ei ole paaritu (f(—z) # —f(x)) ega paaris
(f(=z) # f(x)) ja f ei ole perioodiline. Kuna f(z) > 0 iga z € X

korral, siis funktsiooni graafik asub iilalpool x-telge.
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PEATUKK 6. FUNKTSIOONI UURIMINE

2. Sirge z = 2 on funktsiooni f parempoolseks pilistasiimptoodiks

(f(24) = o0). Leiame kaldasiimptoodid y = ax + b. Selleks arvutame

. r—2 . T xT
a= lim = lim — = +1.
r—+oo x r—too I T — 2

Leiame

3 S r —
lim ( I —I) = lim v (Ve z-2)
T—00 x—2 T—>00 N — 2
2
= lim x =1

z—o0 /1 —2 (/T + 1 —2)

ja analoogiliselt

( i +x>— lim r(Vr=2-va)

lim =-—1.
r—r—00

T —2 _a:—)—oo N — 2

Saime, et parem- ja vasakpoolne kaldasiimptoot on vastavalt
y=z+1, y=-z—-1

3. Leiame funktsiooni tuletise (logaritmilisest diferentseerimisest)

f(x) = f(x) (glnlxl—élnl‘—ﬂ)/ = xx_32 (21_2(331—2»

X

w2

x —3).

Tuletis ei ole médratud punktis z = 0, kuid vorrandist f'(z) = 0
saame kriitiliseks punktiks * = 3. Lokaalseks miinimumiks saame
f(3) = V27, kuna f’(z) < 0 piirkonnas = € (2,3) (kahaneb) ja
f/(x) > 0 piirkonnas z € (3,00) (kasvab). Kui z < 0, siis f'(z) <0 ja
funktsioon on kahanev. Kuna f(0) = 0, siis < 0 jaoks asub punktis

x = 0 globaalne miinimum.

4. Leiame funktsiooni teise tuletise (logaritmilisest diferentseerimisest)

@) = f'() (; InJz| +In |z — 3 — gln|x _ 2|)

= ﬁ(x73)(%+ﬁfﬁ>
(x—2)3 20(x—3)(x—2)  Jr(z-2)7

Piirkonnas « < 0 kehtib f’/(z) > 0 ning z > 2 korral "' (z) > 0 ja
funktsioon on négus hulgal R\ [0, 2].

SO0
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6.6. Funktsiooni graafiku joonistamine

5. Joonistame graafiku, konspekti jaoks kiill arvuti abiga.

10y
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PEATUKK 7. ALGFUNKTSIOON JA MAARAMATA INTEGRAAL

7.1 Sissejuhatus

Vaatleme objekti liikumist seaduse s = s(t) alusel, kus s naitab labitud
teepikkust ajahetkel t. Funktsiooni s tuletis andis meile hetkkiiruse v(t) =
s'(t) hetkel ¢ ja teine tuletis kiirenduse a(t) = s”(¢),

a(t) =v'(t) =" ().

Vaatleme niitid olukorda, kus me néiteks teame objekti kiirust v(t) igal
ajamomendil. Meid huvitab, kas kiiruse v(t) alusel saab teada objekti asu-
koha s(t) igal ajahetkel t. Osutub, et teatud tingimustel on see voimalik.
Sellist vastupidise suunaga info leidmist me nimetamegi maaramata integ-
raali leidmiseks (sonastame tépsemalt allpool). Kohe nédeme, et kiirenduse

voi kiiruse teadmisel kehtivad skemaatiliselt jargmised omadused:

v(t):/v’(t)dt:/a(t)dt, s(t):/s’(t)dt:/v(t)dt.

7.2 Algfunktsioon

,[Deﬁnitsioon 7.1] N\
Funktsiooni F' nimetatakse funktsiooni f algfunktsiooniks vahemi-

kus (a,b), kui

iga x € (a,b) korral.

\ J

Niide 7.1 Funktsiooni y = 22 {iheks algfunktsiooniks on funktsioon

Yy = %4, iildiselt iga funktsioon kujul

x
=—+4C
y=716¢

kus C on suvaline konstant. Toepoolest,

F'(z) = (l: +C>, =

SO0

Naiide 7.2 Arvestades sissejuhatuses toodud kommentaare, on lihtne
néha, et kiirenduse a algfunktsiooniks on kiirus v ja kiiruse algfunkt-
siooniks on teepikkus s. Matemaatiliselt kehtib vdide vihemalt siis,

kui a ja v on pidevad funktsioonid aja t jargi.

Olgu néiteks punkti litkumise kiirus konstantne v(¢) = 1. Sel juhul v
algfunktsiooniks on s(t) =t + C (sest (¢t + C)’ = 1). Kui me liikumise
kohta rohkem infot ei tea, siis v algfunktsiooniks voib olla iga sirge

t + C, mille tous on iiks, kuid loikepunkt y-teljega suvaline

Seos kiiruse, kiirenduse ja la-
bitud teepikkusega kehtib ran-
gelt vottes konstandi tapsuse-
ga. Tapselt korrektne oleks need

seosed anda jargmiselt:

e

Nl
&
=
Il

s(t) + so,
v(t) + vo.

)
—~
~ ‘=~
N2
U
&

N\

\

N
Funktsiooni f algfunkt-
siooni leidmine on sama,
mis leida diferentsiaalvor-

randi

y = f(x)

lahend y = y(z). Diferent-
siaalvorrandid on loodus-

teasdustes modelleerimisel

vaga levinud vahend.
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Kui me naiteks teame, et alghetkel ¢ = 0 objekti asukoht oli punktis
1, siis vordustest

s(0)=1 ehk 04+C =1

saame, et C' = 1 ja punkti lilkumisseaduseks on iiks konkreetne sirge
s(t) = t+1. Kui s(0) oli midagi muud, siis saame mingi teise paralleelse
sirge.

SO0

Markus 7.1
Funktsiooni f koik algfunktsioonid avalduvad kujul F' + C, kus F on

funktsiooni f mingi algfunktsioon ja C' € R on suvaline konstant.

7.3 Maaramata integraal

,[Deﬁnitsioon 7.2] ~
Olgu F funktsiooni f mingi algfunktsioon. Funktsiooni f koikide alg-

funktsioonide tildavaldist F' + C, kus C € R on suvalise konstandi
tahis, nimetatakse funktsiooni f miiramata integraaliks. Kasuta-

takse kirjutist
/f(:r) dx = F(z)+ C.

Definitsioon 7.3]

Funktsiooni madramata integraali leidmist nimetatakse monikord selle

funktsiooni integreerimiseks.

Tihti kasutatakse sona “integraal“ madramata integraali tdhenduses.

Naide 7.3 Leiame
/2;10 dz = 2% + C.

7.8. Madramata integraal

Naide. Auto séidab maan-
teel kiirusega 60 km/h.
Kui suur peab olema
auto konstantne aeglustus
(negatiivne kiirendus a),
et auto peatuks 73 meetri

parast?

Tahistame auto liikumise
seaduse s = s(t). Siis saa-

me diferentsiaalvérrandi
s"(t)=a

tingimustega s(0) = 0 ja
s'(0) = v(0) = 60.

Saadud diferentsiaal-
vorrandi lahendamine
seisneb  algfunktsioonide
leidmises.

Esimesena saame
s’(t) = at + C; ehk

v(t) = at + C;1 ja seejirel
s(t) = 2t + Cit + Ca,
kus C; ja Cs on iildjuhul
suvalised reaalarvud. Tin-
gimus s'(0) = 60 annab
Ci1 = 60, seejirel saame
s(0) = 0 abil, et Cy = 0.
Niisiis toimub litkumine
eeskirja s(t) = %tQ + 60t
kohaselt (siin aega modde-
takse tundides ja ldbitud
teepikkust kilomeetrites,
seda nditas algkiirus 60
i),

Kiiruse muutumine nulliks
aja t jooksul annab vor-
randi v(t) = at + 60 = 0,
millest t = ——. Selle aja
jooksul labib aauto 0.073
km, mis viib vorrandini
s(t) = 2t + 60t = 0.073.
Asendades siin t = 7@,

a
Saame

a 60\2 602
—(-—) —— =0.073,
2 a a

mille lahend on negatiivne
kiirendus a. Selle teisenda-
mine tavapérastesse iihi-

kutesse annab a =~ —1.95%
s

J
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PEATUKK 7. ALGFUNKTSIOON JA MAARAMATA INTEGRAAL

,l Markus 7.2 ~\

Mé&dramata integraali definitsioonist jarelduvad jargmised vordused:

L ([ f(z)da)" = f(x),
2. d([ f(z)dx) = f(z)dz,

3. [dF(z) = F(z)+ C.
Seega diferentseerimine ja integreerimine on teineteise péordteisendus-
teks (konstantse liidetava tédpsusega). Inglise keeles kasutatakse mones
kirjandusallikas tuletise jaoks véljendit “derivative” ja méadramata in-
tegraali jaoks “antiderivative”, mis on loomulikum, kui eestikeelne “in-

tegraal”.

Markus 7.3

Funktsioonil f on olemas médramata integraal parajasti siis, kui sellel

funktsioonil on olemas algfunktsioon.

Teoreem 7.1

Igal vahemikus (a, b) pideval funktsioonil on olemas algfunktsioon selles

vahemikus.

7.4 Integraalid pohilistest elementaarfunkt-

sioonidest

Konstantne funktsioon

/cda::ca:—I—C, kus c € R

Astmefunktsioonid

xa-l—l
/madm=a+1+0, kui a # —1
1
/—dx:1n|x|+C’
0

Esimese vorduse erijuhtudena saame

/xdx———i—C /—dac————i-C /de—\/_—i-C’

Eksponentfunktsioonid

/a dx—a——i—C /emda::e””—I—C
Ina

Oh my god! Net again! How

Allikas: internet
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7.4. Integraal pohilistest elementaarfunktsioonidest

Trigonomeetrilised funktsioonid

/sinmdwz—cosar—&—C /cosxdx:sinx—i—c

1 1
/ 5— dr =tanz +C / —5—dr=—cotzx +C
cos? sin“ x

Trigonomeetriliste funktsioonide p66rdfunktsioonid kui alg-

funktsioonid

dr = arcsinx + C' = —arccosx + C

= J

1 1
/mdxzarctanx—i—C’ /mdxz—arccotx—l—c
\ v
4 N
Hiiperboolsed funktsioonid
/shxdx:chm—i—C /chxdx:shx—i—C
/ ! d thze +C / ! d thz + C
r=thz r = —cthx
ch? x sh? x

Hiiperboolsete funktsioonide p66rdfunktsioonid kui algfunkt-

sioonid

dr = arshz +C dr = archax + C

| | =

1 1
/mdx:artthrC /1_x2dx:arcthm+0

A Markus 7.4

Koikidel funktsioonidel ei pruugi olla algfunktsiooni elemetaarfunkt-
sioonidena (selliste funktsioonide va#rtusi leitakse iildreeglina ligikaud-
sete meetoditega). Niiteks jargmisi integraale ei saa esitada elemen-

taarfunktsioonide abil:

2 sinx
/e " dx, /cos:z:2 dx, / dx.
x

~\
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7.5 Tehetega seotud integreerimisreeglid

A Teoreem 7.2 N

Kui on olemas integraalid [ f(z)dz ja [ g(z) dz, siis koikide reaalarvu-

de k,l € R korral on olemas integraal [(k f(z)+ [ g(z)) dz, kusjuures

/(kf(x)+lg(x)) dx:k:/f(x)d:v—i-l/g(x)dx.

Toestus. Eelduse jargi leiduvad algfunktsioonid F' ja G, nii et F'/ = [ ja

G’ = g. Tuletise leidmise omaduste pohjal

(kF+1G) =kF'+1G' =kf+1g.

Viimane titlebki, et funktsiooni &k f + [ g algfunktsiooniks on

EF+1G.

Naiide 7.4 Leiame méaaramata integraali

/(m5+1OSinx—2> dx /x5dx+10/sinmdm—2/ldx
T T

:%—10cosx—2ln|x|+0.
000

Naide 7.5 Auto soidab konstantse kiirendusega a. Leiame labitud
teepikkuse seaduse, kui auto algkiirus oli v(0) = vy ja esialgne asukoht

s(0) = sp.
Avaldame kiiruse

v(t)z/adt:at—l—C,

kus tingimusest v(0) = vy saame, et C' = vg. Leiame teepikkuse

t2
s(t) = /v(t)dt: /(at—!—vo)dt:aE +ut+C,
kus tingimusest s(0) = s saame, et C' = s¢. Seega auto liigub seaduse

1
s(t) = §at2+v0t+so

alusel. Kui liikumine ei ole konstantse kiirendusega, siis saaksime mingi
muu liikumise seaduse.

OO0
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7.6. Muutujavahetus

7.6 Muutujavahetus

A Markus 7.5 ~

Tuletise leidmisel kasutasime korrutamise ja jagamise reegleid, liit-
funktsiooni leidmise reeglit jne. Integraali leidmisel selliseid universaal-
seid reegleid eriti palju ei ole. Paljudel juhtudel taandub integreerimine
algfunktsiooni draarvamisele, mille jdrel saab teatud abitulemustega

néidata, et vastus tuleb see, mis ta peab tulema.

Seoses sellega on integreerimise jaoks vilja tootatud palju erivotteid (mo-
nikord ainult kindlat tiiiipi funktsioonide jaoks), millest tutvustame siinko-

hal ainult kahte koige olulisemat: muutujavahetus ja ositi integreerimine.

ALause 7.1 N

[23, 36]. Kui ¢ on diferentseeruv funktsioon muutumispiirkonnaga U
ja f on pidev mé#dramispiirkonnas U, siis kehtib muutujavahetuse

valem

/ Fo@))p' () dz = / £(u) ds (7.1)

Toestus. Funktsioon f on pidev, seega tal leidub algfunktsioon F' ja jére-

likult
/f(u) du = F(u)+C.

Meie eeldustel saab moodustada funktsioonide ¢ ja F' liitfunktsiooni Fp,
mis on diferentseeruv (kui kahe diferentseeruva funktsiooni liitfunktsioon)

ja kehtib
(Fp)'(x) = F'(p(2))¢'(x) = f(e(z)p ().

Saime, et funktsiooni (fp)e’ algfunktsiooniks on Fp, mistottu

/ F(p(@)) o' (2) dz = (Fi) () + C = F(p(x)) + C.
Seega
/ f(p(@)) o' (z) dz = F(u) + C,
7.1). 0

mis annab vorduse (
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Naiide 7.6 Leiame integraali

/62173 dx.

Teeme muutujavahetuse v = 2z — 3. Sel juhul du = d(2z — 3) = 2dx /devil = evil+ C

ja dr = 9. Jirelikult

2
1 e
2x—3 _ u _
/e dm—/eQdu > +C.

Asendades u = 2x — 3 tagasi, saame

6290—3
/6296_3 dx = 5 +C.

Markus 7.6

Muutujavahetuse votte erijuhuks on diferentsiaali méargi alla viimise

vote. Seda kasutatakse siis, kui on lihtne leida diferentsiaali du(z) =

u’(x) dx.

Naiide 7.7 Leiame integraali

/ cos4dx dx.

Teame, et koosinuse algfunktsiooniks on siinus. On néha, et d(4z) =

4 dx. Seega voime kirjutada
1 .
/cos4xdm =1 /cos4xd(4x) = Zsm4x +C,
mille voib leida ka muutujavahetuse u = 4 x abil

1 1 1
/cos4xda:: Z/cosudu: Zsinu+0: Zsin4z+C’.

Niide 7.8 Leiame integraali

/(x —3)2 dx.

Teame, et ruutfunktsiooni algfunktsiooniks on teatav kuupfunktsioon.

On néha, et d(x — 3) = dz. Seega voime kirjutada

/(x—3)2dx:/(x—3>2d(x_3):<w—33>3+a

mille voib leida ka muutujavahetuse u = = — 3 abil

3 _ 23
/(Jc—?))gdm:/uzdu:%—i—(jzw—&—a
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7.7. Ositi integreerimine

Naiide 7.9 Leiame integraali
/sin2 x cosx dx.

Néeme, et d sinx = cosx dr. Seega voime kirjutada

sin® x

/siancosxdx = /sin2:cd(sinx) i +C.

Kontrolliks voib leida, et

. / .
sin® 3sin?x .9
+C) = cos r = sin“ x cos x.

3

7.7 Ositi integreerimine

A Lause 7.2 ~

[23]. Olgu funktsioonid u ja v mingis intervallis X diferentseeruvad ja

eksisteerigu integraal

/u’(m) v(z) dz.
Siis eksisteerib ka integraal

/u(x) v'(x)dx

ja kehtib vordus

/u(x)v’(az) dz = u(z)v(x) — /u’(x) v(x) dx. (7.2)

Toestus. Tehtud eeldustel on korrutis uv diferentseeruv ja

() ' =u'v+uv’.
Eelduse kohaselt on olemas integraal [u’v dz. Muidugi
/(uv)’dx =uw+C
ja seepérast on olemas integraal f u v’ dx. Vordusest
ww’ = (uwv) " —u'v,

/uv’dmzuv—/u’vdm.

saamegi
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A Markus 7.7

Vordust (7.2) nimetatakse méddramata integraali ositi integreerimise )
valemiks. Kuna u'(z)dz = du ja v'(z)dx = dv, siis esitatakse see
vordus sageli kujul
/udv:uv—/vdu.
\ J

Néiide 7.10 Leiame integraali

z fdr= x €' — e’ dr =xe® —e*+C.
N —— ~—

u

N~ =~

dv u v v du

Naide 7.11 Leiame integraali

T  cosxdx.

u dv

Kui integraali mérgi all on poliinoomi ja mingi funktsiooni korrutis,

siis on tihti lootust leida vastus ositi integreerimise teel.

Uldiselt voetakse funktsiooniks v selline funktsioon, millest on lihtne

leida integraali ja funktsiooniks u selline, mille tuletis lihtsustaks aval-

dist. Kuna tuletis alandab poliinoomi astet ja integreerimine tostab,

siis kasulik on valida

Siit

u=x, dv=coszdr.

w'(z)=2"=1 ja du=dzx

ning vorduse dv(z) = cosx dx integreerimisel saame

/dv(x

)= /cosxdx, millest valime wv(z) = sinz.

Seega ositi integreerimise valemi abil leiame

/w cosxdac:acsinm—/sinxdm:msinx+cosac+C’.

SO0

Naiide 7.12 Vaatleme iihte sageli esinevat integraali

/sin2 xdx.

Leiame selle integraali mitmel erineval moel. Esiteks ositi integreeri-

misega, vottes u = sinx ja dv = sinx dx. Siis

du = cosxzdr, wv(r)= —cosz.
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7.7. Ositi integreerimine

Saame

/singxdac: fsinxcosx+/cos2xda:

1
) sin 2z + /(1 —sin® z) du.
Siit saab leida, et
.92 1 . 22
sin“ x dx = 7§SIHQI+1‘+07 sin“ x dzx.
Viies [ sin’ z dz paremalt poolt vasakule, saame
. 9 1.
2 [ sin“xzdx = —5 sin2x +x + C.

Jarelikult
/siandx— r_ 1sin?x—{—C’
2 4 '

- - C . C
Mérgime, et 1opptulemuses ei kirjutata > sest C' ja 5 omandavad
molemad suvalisi reaalarvulisi vadrtusi.

OO0

Néide 7.13 Teine voimalus [ sin? z dz leidmiseks on kasutada trigo-

nomeetrilist valemit

1
sin x = 5(1 — cos2z).

Siis

/sin2 T dx =

/2sin2 rdx = %/(1 — cos 2z) dx

1
— Zsin2x+C.

R N

SO0

Niide 7.14 Kolmas voimalus on kasutada siinusfunktsiooni kompleks-
arvulist esitust (imaginaariihik i (s.t. i> = —1) kiiitub siin kui kons-

tant),

iz —iz\ 2 i2x —i2z
/szxdx:/ er—et” dx:/ et e -2y
21 —4

Arvestades, et

siis

1 [el?® —emi2e T z 1
.2 .
dr=— | ——%——— |+ -+C=-——sin2z+C.
/sm rdr 4( 5 ) 5 C 5 4sm x4+ C

Analoogiliselt leitakse eraldi [ cos? x dx, kuid praegu saame ka trigo-

nomeetrilise valemi abil leida

1 1
2 = — gj 2 = —_ = —_
/cos xdx—/(l sin” z) dx /(1 2+2(:052m) dx

1
:g—i—zsirﬂm—i—a

SO0

141



PEATUKK 7. ALGFUNKTSIOON JA MAARAMATA INTEGRAAL

7.8 Ratsionaalfunktsioonide integreerimine

Vaatleme jargnevalt lihtsamaid juhte poliinoomide P(x) ja Q(z) jagatise

P(z)
Q(x)

integreerimisel. Siinjuures eeldame, et murd on antud taandatud kujul

(lugejas olev z korgeim aste on viiksem kui nimetajas olev x korgeim
P(x)
Q(x)

voimalik, sest igat poliinoomi saab esitada korrutisena liikmetest kujul

esitada osamurdude summana. Viimane on

aste). Pohiidee on murd

z —a ja 22 4 bx + c. Tutvustame seda ideed niidete varal.

,{Deﬁnitsioon 7.4} N

Kui poliinoomi P(x) aste on viiksem poliinoomi Q(z) astmest, siis
P(x)
Q(z)

ratsionaalfunktsiooni

nimetatakse lihtmurruks, vastasel korral

aga liigmurruks.

\ J

Lihtmurru osamurdudeks lahutamise eeskiri.

P(x) .. .
Olgu lihtmurd. Kui
Q)

Qz) =alr — ) (@ —z2) ... (@2 +pz+ ™. ..

(kus ruutpoliinoomidel ei ole reaalseid nullkohti), siis kehtib vordus

= o
Q(x) T — T (x —xq)*
B B,
! +7ll
T — T2 (T — x2)
(7.3)
Ciz + D, Chnx+ Dy,
22+ pr+gq (22 +px +q)™
kus Ay,...,Ax,B1,...,B;,...,Cy,...,Cp,Dq,...D,,,... on mingid

reaalarvud.

Kui nimetajas on poliinoom,
millel on kordsed nullkohad,
siis tuleb vilja kirjutada ka
koik madalama astmega polii-
noomid. Poliinoomil 2 on kord-
ne nullkoht z = 0 ja see-
ga peame kirjutama osamurrud

Ay . Ag
= J& 73

Kui nimetajas on ilma reaalse-
te nullkohtadeta ruutpoliinoom,
siis lugejas peab konstandi ase-
mel olema lineaarne funktsioon
Bx + C.

Margime, et esitatavad néaited ei holma koiki tehnilisi votteid osamurdu-
de integreerimiseks, osa komplitseeritumaid juhte jaab vaatluse alt vélja
(vt. [17]). Jérgnevas toome néiteid ratsionaalfunktsioonide osamurdudeks

lahutamise ja nendest integraalide leidmise kohta.
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7.8. Ratsionaalfunktsioonide integreerimine

Mboned tiiiipilisemad néited sisalduvad jargmises tabelis.

7

Uhekordsed nullkohad.

-z A H B
24+x—-2 -1 z2+4+2

62>~ 14z —11 A B C

(x+1)(z—-2)2x+1) 2z+1 t 2ty
Kordsed nullkohad.

=@ A B C D

x(z + 3)3 T2 +m—|—3+ (m—|—3)2+ (x+3)3°

Kui ei ole reaalseid nullkohti.

x3+3x2+2x+4_é B Cx+ D

22(x2 +224+2) =z +x2+x2—|—2:r—|—2’

1 Az + B Cx+D

(x2 +22x+2)2 2242242 (22 +2z+2)2

Naide 7.15 Olgu vaja leida integraal

or — 1
———dx.
2 —x—2
Néeme, et integraalialuse ratsionaalfunktsiooni nimetaja on esitatav

2?2 —x — 2= (z + 1)(x — 2). Seepirast otsime lahutust

5e-1 _ A B
2—r—2 x4+1 -2

Arvude A ja B leidmine toimub mééramata kordajate meetodil, esita-
des siin parema poole iihisel nimetajal

Alx —2)+ Bz +1)
(z+1)(z—-2)

Vorreldes seda algse ratsionaalfunktsiooniga, saame vordused A+ B =
5 (muutuja x kordajate vordsus) ja —2A + B = —1 (vabaliikmete
vordsus), millest A = 2 ja B = 3. Seega

5r—1 2 3 d(z+1)
v — _2 —9 | 22T
/xQ—x—de /x+1dx+/x—2dx / z+1

d(x — 2
+3/%:21n|x—|—1|—|—3ln|x—2|—|—0.

SO0

Naiide 7.16 Leiame integraali

/ 2 +4r+1 e
(x—=1D)(xz+1)(z+3)

Integraalialuse ratsionaalfunktsiooni esitame

2 +4x+1 A B C

(x—1)(z+1)(z+3) 3:—1+x—|—1+x—|—3'
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Parem pool iihisel nimetajal on

Alz+1)(z+3)+ Bz —1)(z+3)+ C(z —1)(z+ 1)
(x = 1)(x+1)(z + 3) '

Muutuja = astmete vordlemisel (alates kdrgemast astmest) selles mur-
rus ja algselt antud murrus saame vordused

A+ B+C=1,

4A + 2B = 4,
34-3B-B=1,

millest saab leida A, B ja C. Teine voimalus on votta molemas murrus
2 vadrtuseks nimetaja nullkohad ja vorrelda saadud véartuseid (sel-
liselt vorreldatakse tegelikult piirvadrtusi, tdpsemalt, vaartusi piirile
lahenemisel). Selle vottega saame x = 1 korral (tdpsemalt, kui @ — 1),
et 84 = 6, millest A = %; z = —1 korral —4B = —2 ehk B = %;
x = —3 korral 8C' = —2 ehk C = —i. Niisiis esitub esialgne integraal

3 1 1 1 1 1
Z/Hd“é/ﬁd‘”‘z/md””

3 1 1
:Zln|x—1|—|—§1n|x—|—1|—11n|x—|—3|—|—0.

OO0

Naide 7.17 Leiame
/ — 1 @
z(x?2+4)

Siin otsime lahutust

1 A Bxr+C

x(x2+4) ;—’_ z2+4
Parem pool iihisel nimetajal on

A(x2+4)+Bx2+Cx
x (22 +4) ’

millest muutuja x astmete vordsus annab vorrandid
A+B=0, C=0, 4A=1

1 1

7 B = T Niisiis,

1 1 1 1 T
/x(m2+4)dx4/xdz4/x2+4dm

ja sellest omakorda A =
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Naiide 7.18 Olgu vaja leida
222 4+ 1
——dx.
/ z?(x—1) *

222 +1 _A B C
2?2(x—-1) =z

Lahutus tuleb siin

22 -1
ja parem pool iihisel nimetajal on

Az(z — 1)+ B(z — 1) + Ca?
2 (z—1) '

Kordajate méaramiseks tulevad vorrandid
A+C=2, —-A+B=0, —-B=1,
millest A =B = —1,C = 3. Niiiid leiame
2% +1 11 3
—dx = —_— - = d
/xQ(x—l) v /( x x2+m—1) v

1
:—ln|x|+5+3ln|x—l|+C.

OO0

Naide 7.19 Leiame
| s
———dx.
xz(x? +1)2
Ratsionaalfunktsiooni nouetekohane lahutus on siin

I _A BatC Da+E
r(z2+1)2 =z 2241 (22+1)%

Vorduse parem pool annab

A(z? +1)2 + (Bz + O)x(22 + 1) + (Dz + E)x
z(x? +1)2 '

Valides z = 0 (ikka piiril), saame A = 1. Seepérast voime viimase

murru lugeja kirjutada
at + 222 + 14 B2 + 2%) + C(2® + 2) + Dz® + Ex.

Vorreldes vastavaid muutuja x astmeid algses ratsionaalfunktsioonis

olevatega, leiame B=—1,C =0, D = —1 ja E = 0. Seega

/ 1 d _/ 1 T T d
x(z? 4+ 1)2 T x x24+1  (22+41)2 “

1 1 1 , 1 1 ,
— [ Zdp—-= ez | —— 1
/xdm 2/:c2+1d(x+) 2/(x2+1)2d(x+)

1 1
:ln|w|—§ln(x2+1)+m+a

OO0
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PEATUKK 8. DIFERENTSIAALVORRANDID

8.1 Sissejuhatus

Diferentsiaalvorranditel on teaduse arengus olnud suur moju. Kui Newton

avaldas oma tuntud seaduse
F=ma,

tekkis voimalus hakata protsesside kditumist ette ennustama. Néiteks saab
vaadeldavale Newtoni seadusele tuginedes leida keha poolt ldbitud teepik-

kuse, teades kiirendust ja joudu, lahendades vorrandi

Sarnaselt on paljusid seadusi oluliselt lihtsam ja ldbipaistvam kirjeldada
kiiruseid voi kiirendusi kasutades kui kirjeldada neid funktsioonide abil,
millest ei ole voetud tuletisi. Sellised seaduste formuleeringud on oma si-
sult diferentsiaalvorrandid, kus otsitavaks on funktsioon, aga vorrandis

esinevad selle tuletised.

Néiide 8.1 Vaatame iihte lihtsat protsessi, mida saab vaadelda kui di-

ferentsiaalvorrandit.

Analiiiitik teenib oma t66ga 10 eurot tunnis. Mitu eurot on ta teeninud
kahe t66pdeva ehk 16 tunni méodudes, kui alghetkeks oli tal teenitud
500 eurot?

See on kiill lihtne arvutus, kuid vaatame, kuidas seda diferentsiaalvor-
randi abil kirja panna. Olgu y = y(¢) analiiiitiku poolt teenitud summa
eurodes hetkel ¢ tundi, mis on méédunud alghetkest ¢ = 0. Antud 10
eurot tunnis saab vaadelda kui teenitud raha hulga muutumise kiirust
ajas (eurot/tunnis). Seega analiiiitiku teenistus muutub (konstantse)
kiirusega

y'(t) = 10.

Selle vorrandi lahendamiseks voime vorrandi molemat poolt integree-

rida (y on funktsiooni 3’ algfunktsioon):
y(t) = 10t + C.

Saime vorrandi lahendiks sirge, mis sisaldab tundmatut konstanti C.
See lahend kirjeldab koikvoimalikke teenitud summasid erinevate alg-
summade y(0) korral. Kuna meil on antud tingimus, et y(0) = 500,
siis

y(0)=10-0+C ehk C =500,

mille asendamisel saamegi leida kiisitud summa

y(16) = 10 - 16 + 500 = 660.

See téahendab, et keha massiga
m liigub kiirendusega a, kui tal-
le m6jub joud suurusega F'. Vii-
mast voib lugeda ka nii: selleks,
et keha massiga m liiguks kii-
rendusega a, peab talle méjuma
joud suurusega F'. Newtoni sea-
dus antud kujul on iihe ajamo-

mendi kohta.

~

Selle néite korral ei olnud téh-
tis niivord see, et me ilmtin-
gimata peame antud protsessi
kirja panema diferentsiaalvor-
randi abil, kuivord pigem see,
et néidata diferentsiaalvorran-
di olemust, ja kui lihtsalt te-
kivad diferentsiaalvérrandid kii-
ruste kaudu voi siis kuidas saab
protsesse kirja panna kiirus-
te abil isegi selliste protsesside
kohta, mille peale me igapdeva-

selt ei tule.

N
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Naide 8.2 Jargmine niide on diferentsiaalvorranditele iseloomulikum.
Oletame, et votame laenu 1000 eurot (liit)intressiga 5% aastas. Soo-
vime teada, milliseks kujuneb antud intressi korral laenatud summa
suvalisel ajahetkel ¢t aastat (ehk kui suureks meie laen kasvab). Selle
suuruse arvutamine ei ole raske, aga enam mitte nii lihtne, kui eelmises

néites. Antud iilesande saame kirja panna jargmiselt.

Olgu laenu suurus hetkel ¢ tahistatud y = y(t¢). Laenu summa kasvab

kiirusega 5% iseendast ehk
y' = 0.05y.

Lisaks on antud y(0) = 1000. Sellisena on laenu summa suuruse arvuta-
mise seadust lihtne meelde jétta. Nagu hiljem selgub, on seda iilesannet
suhteliselt lihtne lahendada.

SO0

Niide 8.3 Bioloogilise liigi arvukus. Olgu y = y(¢) mone liigi isendite

(nditeks teatud bakterite) arv ajamomendil ¢.

Malthuse seadus titleb, et liigi arvukuse muutumise kiirus y’ on vorde-

line isendite arvuga:

d
y =ky vOoi teisiti d—i =ky,

kus k on vordetegur. Soltuvalt keskkonnast, néiteks toiduainete hea
kittesaadavuse korral, on k positiivne (keskkond soodustab paljune-

mist). Kui néiteks toitu on vihe, siis k on negatiivne.

Antud vorrandiga y'(t) = k y(t) kirjeldatakse liigi arvukuse muutumise

kiirust igal ajamomendil ¢, otsitavaks on liigi arvukus y(t) ise.

Diferentsiaalvorranditel on tavaliselt 16pmata palju lahendeid. Selleks,
et iilesanne oleks korrektselt piistitatud ja saaks vélja valida mudelile
sobiva(d) lahendi(d), peavad olema antud veel mingid lisatingimused,
néiteks antud olukorras bakterite arv mingil algmomendil ¢t = ¢. Tihti
voib algmomendi votta tg = 0. Naiteks voib siis algtingimuseks olla

y(0) = 10% bakterit mingis keskkonnas.

Maérgime, et algtingimuse y(0) = yo korral on esialgse vorrandi lahen-
diks

y(t) = yoe*'.

Naeme, et £ > 0 korral toimub liigi eksponentsiaalne kasv ja k < 0
korral liigi eksponentsiaalne kahanemine.

SO0

8.1.

Protsendid kirjutame tihti skaa-
las [0,1] ehk siin 5% =
0.05. Seega esimese aasta 16-
puks muutub summa y eurolt

y + 0.05y eurole.

Thomas Robert Malthus
(1766 - 1834)

Allikas: Wikipedia

Malthus oli inglise demograatf ja

majandusteadlane.
\ J
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8.2 Diferentsiaalvorranditest tildiselt

Kui eelnevalt vaatlesime vaid lihtsamaid diferentsiaalvorrandite néiteid,
siis tegelikult on diferentsiaalvorrandite liike ja nendega seotud iilesandeid
palju ja neil koigil on oma olemuselt ja lahendamismeetoditelt olulised
erinevused.

A Markus 8.1 N

Diferentsiaalvorrandite korral peame paratamatult mainima mitme

muutuja funktsioone, mida me ei ole veel oppinud. Esituses teeme seda
nii vihe kui voimalik. Olgu 6eldud, et sarnaselt iihe muutuja funktsioo-
nile, nimetatakse antud eeskirja z = f(z,y) kahe muutuja funktsioo-
niks f, kui igale argumentide paarile z ja y seatakse vastavusse iiks ja

ainult tiks arv z.

Meie vajadusi rahuldab esialgu intuitiivselt tajutav, aga tegelikkuses tap-

sustamist vajav definitsioon.
,[Deﬁnitsioon 8.1] N\
Diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vorrandit, milles on otsitavaks

ithe v6i mitme muutuja funktsioon ning see vorrand seob otsitavat

funktsiooni ja tema tuletisi soltumatute muutujatega.
. J

,[Deﬁnitsioon 8.2] N\
Harilikuks diferentsiaalvorrandiks nimetatakse diferentsiaalvor-

randit, kus otsitav funktsioon on iithe muutuja funktsioon.
. J

,[Deﬁnitsioon 8.3] N

Hariliku diferentsiaalvorrandi lahendiks intervallis (a,b) nimetatakse

selles vahemikus médratud funktsiooni, mis on selles intervallis dife-
rentseeruv ning mille asetamine vorrandisse otsitava funktsiooni ase-
mele muudab vorrandi samasuseks soltumatu muutuja suhtes selles

intervallis.

A Markus 8.2 N

Antud kursuses tegeleme pohiliselt esimest jarku harilike diferentsiaal-

vorranditega. Seega koik vaadeldavad moisted kiivad esimest jarku
harilike diferentsiaalvorrandite kohta ning edaspidi kirjutame liht-
salt “diferentsiaalvorrandid”. Diferentsiaalvorrandi jirgu méadrab dra

vorrandis esinevate tuletiste korgeim jark.
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8.3.

8.3 Esimest jarku diferentsiaalvorrandid

,[Deﬁnitsioon 8.4] ~

Normaalkujust iildisem on esi-

Esimest jirku normaalkujuliseks diferentsiaalvorrandiks nime- . o
mest jarku diferentsiaalvorrand

takse vorrandit
/ F(m7yvy/):0'

y = f(z,y),

kus otsitavaks on funktsioon y = y(x).
\ J

Naiide 8.4 Vorrandid
2 2

y=2-1 =L
x i

on vastavalt 1. jarku ja 2. jarku diferentsiaalvorrandid.

600
,{Deﬁnitsioon 8.5] ~
Ulesannet, milles otsitakse vorrandi
y = fz,y) (8.1)
sellist lahendit y = y(x), mis rahuldab algtingimust
y(xo) = vo, (8.2)
nimetatakse Cauchy iilesandeks voi ka algtingimusega iilesan-
deks.
G J

Olgu vorrandis (8.1) funktsioon f méiratud mingis piirkonnas D C R2.

,{Deﬁnitsioon 8.6] ~

Vorrandi (8.1) iildlahendiks piirkonnas D nimetatakse tihest para-

meetrist C' soltuvat lahendit (tdpsemalt, lahendite peret) y = y(z, C),
milles iga punkti (zo,yo) € D korral saab leida parameetri C' sellise

vaartuse Cy, et y = y(x, Cp) rahuldab algtingimust (8.2).

Definitsioon 8.7]

Esimest jarku diferentsiaalvorrandi y' = f(xz,y) erilahendiks nime-

tatakse mistahes funktsiooni y = y(z, Cp), mis saadakse iildlahendist

y = y(z,C), kui anda selles parameetrile C' konkreetne vidrtus Cjy.
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Naide 8.5 Vorrandi
y =8

iildlahendiks on y = 8z + C', kus C' on suvaline reaalarv. Siin iga C' € R
jaiga x € R korral

y'(z)=B8x+C) =8
ning iga (z0,y0) € R? korral tingimus y(zg) = yo ehk 8x¢ + Co = yo
médrab parameetri C sobiva vaértuse Cy. Niisiis on tegemist iildlahen-
diga piirkonnas R2.
Kui votame néiteks C' = 1 ja C' = —1, siis saame erilahendid y(z) =
8x+1, y(z) = 8x — 1, mis graafiliselt on molemal juhul sirged tousuga
8.

OO0

,J Markus 8.3 ~

Kui lahendatakse konkreetset Cauchy iilesannet (8.1), (8.2), siis vor-

randi iildlahendi leidmisel ei p6orata tihti erilist tdhelepanu voimaliku
piirkonna D véljaselgitamisele, oluline on vaid, et oleks olemas mingi

piirkond D, kus (z¢,yo) € D.
\ J

Naiide 8.6 Vaatleme Cauchy iilesannet

y =-y*, y0)=1.

Vérrandi y' = —y? iildlahendiks on funktsioon y(z) = :H_%, kuna

e R

Konstandi C saame leida algtingimusest

1
—_~ 1 ek C=1.
v =53¢ ehk ¢

——, mis on

Seega Cauchy iilesande lahendiks on funktsioon y(z) = o

médratud hulgal R\{-1}.

SO0
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8.4 Eralduvate muutujatega diferentsiaalvor-

randid

Definitsioon 8.8}
Eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse

vorrandit

f@)dz + g(y)dy = 0. (8.3)

Kui algselt on antud normaalkujuline vorrand

R AC))

9(y)

)

siis saab selle kirjutada kujul

f(x)dx — g(y)dy =0,

seejuures tuleb muidugi eraldi analiiisida punktihulka, kus g(y) = 0, sest
algvorrandis g(y) # 0.

Eraldatud muutujatega diferentsiaalvorrandi (8.3) lahendamiseks tuleb lei-
da méaratud integraalid ja lahendid saadakse (iildjuhul ilmutamatult) vor-

dusega
/f(:v)dx + /g(y)dy =C,

millest mAdratakse (vihemalt lokaalselt) funktsioonid y = y(z) voi =
x(y). Me ei anna siin formaalselt iildlahendi maistet, kuid see on analoogi-
line normaljkujulise vorrandi puhul antuga: teatava piirkonna igat punkti

lébiva lahendi saab parameetri C' konkretiseerimisel.

Naide 8.7 Vorrand
dr+dy=0

on eraldatud muutujatega vorrand. Selle lahenditeks on médramata

integraalide leidmisel saadud
r+y=C,

kus C € R on suvaline.

OO0

8.4.
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Naiide 8.8 Eraldatud muutujatega vorrandiks on
xdx 4+ ydy = 0,

mille integreerimine annab

z2 g2

.72 0

2t !
ehk

:172+y2:C',

kus C' = 2C; > 0. Siin on selge, et ei saa lubada ju

htumit C' < 0, aga

C' = 0 korral saadakse ainult punkt (0,0), mida ei ole maistlik lugeda

vorrandi lahendiks.

SO0

Naide 8.9 Vorrand
1
~y =z+1
Y

on eraldatud muutujatega vorrand kirjutatuna
1
—dy = (x + 1) dz.
Y

Integreerides saame

Vorrandi vasakul pool on lii-

’
ge %, mille sisuks on néiida-
ta muutuja y suhtelist kasvu-

kiirust (efektiivsus ennast taas

toota, kui y y(z) rollis on

N

(.’E 4 1)2 mingi bioloogiline protsess ajas
In |y| = —+ Cl, C; € R, z). Siin suhteline kasvukiirus on
lineaarne. Lineaarse kasvukiiru-
millest sega muutujaks osutub selline
2 2 lahend, nagu me allpool saa-
o, (=t (z+1) ’
lyl=e“"e 2z =Ce 2z , Cqe(0,00). me.
Sellest omakorda tulevad lahendid
(z+1)2
y(x) =Ce 2, CeR\{0},

mis on kooskolas sellega, et algvorrandis ei ole luba

SO0

Definitsioon 8.9]

tud juhtum y = 0.

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiks nimetatakse

vorrandit

f1(@)g1(y) dz + f2(x)g2(y) dy = 0.

Eralduvate muutujatega vorrandi lahendamiseks teisendatakse see eralda-

tud muutujatega vorrandiks

A@) . o)
Fol@) ™ ()

y =0,

mille lahendamist juba késitlesime. Eraldi tuleb analiiiisida punktihulki,

kus fa(z) = 0 voi ¢g1(y) = 0. Need voivad anda lisalahendeid, sest kui

fa(zo) = 0, siis sirge z

zo on algvorrandi lahend, sest siis dx = 0

(konstantse funktsiooni tuletis on 0), samuti g; (yo) = 0 korral on lahendiks

Yy = Yo, sest siis dy = 0.
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8.5.

Naide 8.10 Lahendame vorrandi

, T2 42
zyy = .
y—1

Selles muutujate eraldamine viib kujuni

2
(y* —y)dy = (x + x) dx.
Integreerimine annab
3 2 2
Y Y T
= = =—+421 C
g g g Pkl

millest funktsiooni y = y(z) ilmutamine ei ole tehniliselt viiga elemen-
taarne.

OO0

8.5 Esimest jarku lineaarsed diferentsiaalvor-

\.

randid

,[Deﬁnitsioon 8.10}

\

Esimest jirku lineaarseks diferentsiaalvorrandiks nimetatakse

vorrandit
po(2)y' (z) + pr(2)y(z) = f(=), (8.4)

kus pg, p1 ja f on antud funktsioonid ning lahend y = y(z) on otsitav.

J

Funktsioone pg ja p; nimetatakse vorrandi (8.4) kordajateks, funktsiooni

f aga vabaliikmeks.

.

A Teoreem 8.1 N

Olgu vorrandi (8.4) kordajad pg ja p; ning vabaliige f pidevad funkt-
sioonid vahemikus (a, b), kusjuures po(x) # 0 iga x € (a, b) korral. Olgu
zo € (a,b) ja yo € R mingid etteantud arvud. Siis on vorrandil (8.4)

olemas parajasti iiks lahend y, mis rahuldab algtingimust y(z¢) = yo.

J

\.

A Markus 8.4 N

Vahemiku (a,b) all voib siin moelda ka tokestamata intervalli, s.o

(av OO), (700, b) voi (700, OO)

\.

A Markus 8.5 ~

Kui po(x) # 0 iga « € (a,b) korral, siis voib selle kordajaga esialgse
vorrandi 14bi jagada ning sel juhul on esimest jarku lineaarne vorrand
kujul

y'(z) + p(x)y(z) = f(2), (8.5)

kus p ja f on antud funktsioonid ning y on otsitav.
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PEATUKK 8. DIFERENTSIAALVORRANDID

Jérgnevas esitame vorrandi (8.4) lahendamise eeskirja, mille kiigus toes-

tame iihtlasi teoreemi 8.1.

,[Deﬁnitsioon 8.11] N
Vorrandile (8.4) vastavaks homogeenseks vorrandiks nimetatakse

vorrandit

poy’ +p1y =0

ehk peale jagamistehet (eeldusel, et po(z) # 0 iga = € (a,b) korral)

y' +py =0, (8.6)

kus p = &.

Po

Vorrandit (8.6) vaatleme eralduvate muutujatega vorrandina, mis peale

muutujate eraldamist saab kuju
d
L p(z)dz = 0.
Y
Selle integreerimine annab
In|y| = —/p(x)dw—l—C, C eR,

ehk
y=Ce JP@dz & c R\ {0}.

Siin kirjutises [ p(z)dx all peame silmas iihte funktsiooni p algfunktsiooni.
Lisaks sellele on vorrandi (8.6) lahendiks y = 0, mis jii vaatluse alt vélja

muutujate eraldamisel. Seega on vorrandi (8.6) lahendiks
y=Ce JP@dz o R (8.7)

Selle aruteluga oleme saanud, et viimati toodud vorduses on esindatud
vorrandi (8.6) koik lahendid: iga lahendi y korral jouame esituseni (8.7).

Kirjutiste lithendamiseks tdhistame

yp = Ce I P@)dz,

Vorrandi (8.5) lahenditeks on
y=yp+y.=Ce JP@ Ly CeR, (8.8)

kus y, on vorrandi (8.5) liks konkreetne lahend.

Néitame, et iga C' € R korral on (8.8) vorrandi (8.5) lahend. Saame

(yn + )" +0(yn +ys) = Yh + Dyn + Y. +py. = f.

Vorrandi (8.5) lahendi y, leidmiseks on olemas nn. parameetri (voi kons-

tandi) C' varieerimise meetod: funktsioon y. leitakse kujul
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Y = C(x)e_fp(’”)d”’,

kus C' = C(z) on otsitav funktsioon. Asetades selle vorrandisse (8.5), saa-

me

(C(m)e‘ fp(w)d’”)l + p(z)C(x)e™ 7@z — r(g)
ehk
C'(w)e™ P08 1 O(a)e™ TP (—p(a)) + p(a)Cla)e TP = f(a),

millest jaab alles

C'()e I P@ = f(z)

ehk
C'(z) = el P@dz p (),

Selle integreerimisel (piisab iihest funktsioonist C' = C(x)) saame
C(z) = /efp(m)d””f(x)dx
(ka siin peame silmas {ihte konkreetset algfunktsiooni) ja
) = S0 [ I gy
Selle asendamisel esituses (8.8) saame
y = e p@)de (C’ + / efp(x)dajf(x)dx), CeR. (8.9)

Kui néutakse vorrandi (8.5) (voi (8.4)) lahendit, mis rahuldab algtingimust

y(xo) = Yo, siis (8.8) annab vorduse

Ce™ f p(z)dz

+ y*(IO) = Yo,

x=mz
millest C' saab iiheselt méaérata, sest eksponentfunktsiooni viartus ei vordu
nulliga. Teoreemi 8.1 toestamist silmas pidades oleme néidanud algtingi-
mustega iilesande lahendi olemasolu iga véljavalitud xg € (a,b) ja yo € R
korral. Lahendi iihesuses veendumiseks oletame, et algtingimustega iiles-

andel on 2 lahendit y; ja yo, s.t

Y+ oy = f, Yo+ py2 = f,
y1($o) = Yo, y2(330) = Yo-

Siis y = y1 — y2 rahuldab vorduseid

Yy +py=0,
y(zo) = o,

milles diferentsiaalvorrandi lahend esitub (8.7) abil, aga C = 0, sest eks-
ponentfunktsiooni vidrtus « = z¢ korral erineb nullist. Niisiis y = 0 ehk
Y1 = Y2.

Teoreemi 8.1 arvestades voib Gelda, et (8.9) on vorrandi (8.5) tildlahend
piirkonnas (a, b) x R. Muidugi on ka (8.7) vorrandi (8.6) iildlahend samas

piirkonnas.

8.5.

Lineaarse vorrandi iildlahend
on vastava homogeense vorran-
di iildlahendi ja algvorrandi tihe

konkreetse lahendi summa
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Naiide 8.11 Vaatleme vorrandit

y =ky,

mis on juba homogeenne kujul (8.6), kus p(z) = —k. Siis — [ p(z)dz =

kx ja vorrandi iildlahend on
y(z) = Ce"™, C e R,

ja seda piirkonnas R2. Nigime eespool, et vaadeldav vérrand kirjeldab
liigi arvukuse muutust.

OO0

Naiide 8.12 Lahendame lineaarse mittehomogeense vorrandi

r 2y 3
P (x+1)
Siin
2 2dx
- = =1 1)
p@) =g~ [plade= [ 25—t
ja

e~ I p@ds _ (5 4 1)2,
mistottu vastava homogeense vorrandi iildlahend on
y=C(z+1)% CeR. (8.10)

Algvorrandi {iks konkreetne lahend on

X 3 X 4
y*—(:c+1)2/2x132dx—( 21)

ning iildlahend

(x+1)*

y=Cz+1)* + 2

,C€R, (8.11)

ja seda hulgal (R\ {—1}) x R. Tépsemalt éeldes, (8.11) (ja ka (8.10))
esitavad kumbki kaks {ildlahendit vastavalt piirkondades {(z,y)|z >
—1y €R}ja {(z,y)lr < -1,y R}

SO0

Niide 8.13 Keha temperatuuri 7' = T'(t) muutumist ajas ¢ kirjeldab
ligikaudselt vorrand
T =k(T —T,),

kus T, on iimbritseva ohu temperatuur, k£ aga konstantne kordaja.
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Siin vastav homogeenne vorrand on
T = kT
ja selle iildlahend on néites 8.11 toodu pohjal
T(t)=CeM, C eR.

Algvorrandi iiheks lahendiks sobib T'(¢) = T, t € R, seega on vorrandi
iildlahend T'(t) = Ce* + T, C € R. Kui algmomendil ¢+ = 0 on keha
temperatuur Ty, siis tingimus 7'(0) = Ty annab vorduse C + Ty = Ty,

millest C' = Ty — T ja algtingimusega iilesande lahend on

T(t) = (To — T.)e" + T..

159



PEATUKK 8. DIFERENTSIAALVORRANDID

160



Peatukk 9
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PEATUKK 9. PINDALA JA RIEMANNI INTEGRAAL

9.1 Pindala leidmine loplike summade abil

Maéaaratud integraalil on matemaatikas oluline roll ning siin on palju
rakendusi, mida kasutatakse laialt praktikas (néiteks kujundi pindala,
keha ruumala ja pinna pindala, keha masskese, t66 arvutamine, vedelike
poolt avaldatav rohk jne). Enne méidratud integraali juurde minekut
tutvume tasandilise kujundi pindala leidmise probleemiga. Viimane on

tihedalt seotud méadratud integraali olemusega.

Vaatleme naiteks funktsiooni
y=1-22

graafikut. Kuidas leida graafiku joonega ning x- ja y-teljega piiratud tasan-
dilise kujundi (paremal oleval joonisel mirgitud kollase virviga) pindala S?
Geomeetrias ei leidu (iildisemate) seda tiilipi kujundite pindalade arvuta-
miseks lihtsat valemit. Tapse pindala leidmise asemel voime selle arvutada
ligikaudselt. Jagades 16igu [0, 1] néiteks kaheks, saame kaks osaléiku [0, 0.5)
ja [0.5,1]. Moodustame moélema osaligu kohal ristkiiliku, mille alusteks on
vastavad osaldigud ja mille kérgusteks on funktsiooni y = 1 — 22 visrtused

osaloikude vasakpoolsetes otspunktides.

(0,1) (0,1) (1 15)

4’16
13
274

(53)

3 7
4’16

Sel juhul ristkiilikute pindalade (alus korda kérgus) summa on

7

So=—--1+ :§:0.875.

DN | =
] w

1
2
Saadud pindala on kindlasti suurem, kui tegelik pindala S, kuna ristkii-
likud sisaldavad endas tervet vaadeldavat kujundit. Sellist summat nime-
tatakse lilemsummaks. Leitud ldhisvaartus tdpsustub, kui votame kahe

asemel neli osaloiku. Siis on iga ristkiiliku alus pikkusega i ja

1 1 15
Sp=—-1+--+

17 25
4 4 16

i-z+4-1—6:3—2~0.78125.

Ka see tulemus on kindlasti suurem kui tegelik pindala S, sest ta on samuti
tilemsumma. Néeme, et kui votame veel rohkem osaldike (voi ka ristkiili-
kuid), siis taoliselt arvutatud tulemus peaks tépsest vadrtusest S erinema

jarjest vihem.

8 osaldiku

16 osaldiku
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9.1. Pindala leidmine loplike summade abil

Pindala S voiksime ligikaudu arvutada ka teistmoodi. Vottes neli osaloiku,
moodustame iga osaloigu kohal samuti ristkiilikud, kuid seekord on nende
korgusteks funktsiooni véédrtused osaloikude parempoolsetes otspunktides.

Sel juhul ristkiilikute pindalade summa on

1 7 1 17
- — 4+ —--0=— =0.53125.
1 16+40 D 0.53125

115
(i)
13
(23)

L 13
T4 16 4 4

3 7
4’16

(1,0

Saadud pindala S4 on kindlasti véiksem, kui tegelik pindala S, kuna rist-
kiilikud asuvad téielikult vaadeldava kujundi sees. Sellist summat nime-
tatakse alamsummaks. Jéllegi voib mérgata (parempoolsetelt joonistelt),
et osaldoikude arvu suurendamine peaks ligikaudse vaédrtuse viima jarjest
ldhemale tépsele pindalale S. Tegelik pindala S asub alam- ja {ilemsumma
vahel,

0.53125 < § < 0.78125.

Pindala S saab ligikaudu arvutada ka kolmandat moodi. Votame neli osa-
16iku ja moodustame iga osaldigu kohal ristkiilikud, mille alusteks on osa-
16igud, kuid mille korgusteks on funktsiooni y = 1 — 2 viirtused osaldi-
kude keskpunktides. Sellist ristkiilikute moodustamist ja nende pindalade

kokku liitmist nimetatakse ka keskpunkti meetodiks.

1 63
8’64

N
\
N

Siis

163 155 130 1 15 1 172
Si= et et e 1 m 1 o = 0TS,

mis jaab samuti iilem- ja alumsumma vahele. Kas see on suurem voi véik-

sem tegelikust vaartusest, seda enam nii lihtsalt 6elda ei saa.

8 osalodiku

16 osaloiku

8 osaldiku

16 osaloiku
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Uldisemalt véime pindala S ligikaudu arvutada jargmiselt. Etteantud 16i-

gus [a, b] votame n osaldiku pikkusega

h—
Az = a.
n

Kui fikseerime esimeses osaldigus punkti ¢y, teises osaloigus punkti ¢y jne,

siis saame ristkiilikute pindalasid kokku liites tulemuseks
Sp = f(Cl)A1'++f(Cn)A$

On loomulik oletada, et vottes rohkem osaloike, saame tdpsema tulemuse,

s.t erinevus tépse pindala S ja ligikaudse pindala S, vahel viheneb.

n | alumine keskpunkti iilemine
summa meetod summa
0.375 0.6875 0.875
4 | 0.53125 0.671875 0.78125
50 | 0.6566 0.6667 0.6766
100 | 0.66165 0.666675 0.67165
1000 | 0.6661665 0.66666675 0.6671665

Labitud teepikkus

Vaatleme maanteel liikuvat autot, mille kiirus on igal ajahetkel t kirjel-
datav funktsiooniga v = v(t). Kui liikumine on iihtlase kiirusega ja tihes

suunas, siis labitud teepikkus vordub kulutatud aja t ja kiiruse korrutisega
s=uvt.

Paneme tédhele, et tegemist on samal ajal ristkiiliku pindalaga, kus aluseks

on t ja korguseks v.

Olgu jargnevalt kiirus mittekonstantne. Jaotame ajavahemiku [0, ¢] vord-

seteks ajavahemikeks sammuga (intervalliga)

t
At = —.
n

Fikseerime esimeses osaloigus [0, At] ajahetke t1, teises osaldigus [At, 2At]
ajahetke t9 jne. Kui ajaintervall At on piisavalt véike, siis labitud teepikkus

avaldub ligikaudselt summana

Sp R U(ty) At + ... +o(t,) At.
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9.2. Riemanni summad

Viimane on ristkiilikute (laiusega At ja korgusega v(¢;)) pindalade summa.
Loodetavasti ldhendab see summa ajaintervalli At vdhendamisel jarjest

paremini tegelikku ldbitud teepikkust s.

velocity velocity velocity

50 50 - 50 _—

40 40 40

30 30| il 20

20 20 i 20

10 10 10

2 4 6 8 10 5 46 8 0™ 9 4 6 s 10m
Allikas: [14]

Siit saame idee, et labitud teepikkust (ilma suunamuutusteta liitkumisel)
saab arvutada kiiruse v = v(t) graafiku ja z-telje vahele jadva kujundi

pindala kaudu.

A Markus 9.1 N

Funktsiooni graafiku ja x-telje vahelise kujundi pindala loetakse posi-

tiivseks, kui graafik asub iilalpool z-telge, kui aga graafik asub allpool

x-telge, siis pindala on negatiivne.

9.2 Riemanni summad
Olgu 16igus [a, b] antud funktsioon y = f(x). Vaatleme selles 16igus jaotust
a=xg<x1<...<xp=b, neN.
Jaotus A,, = {xg, 21,...,2,} jagab kogu 16igu [a, b] osaldikudeks
[0, z1], [T1,22], -+, [Tn_1, Zn]
Téhistame iga osaloigu pikkuse
Ax,=x; —xi—1, i=1,...,n.

Rohutame, et jaotus ei pea olema iihtlane, s.t osaloikude pikkused ei pea

olema vordsed.

Jargnevalt valime igas osaldigus [z;_1, z;] suvaliselt iihe punkti

CiE[xi—lamiL 1=1,...,n.
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Niitid saame iga osaloigu kohal moodustada ristkiiliku, mille aluseks on

osaloigu [x;_1,x;] pikkus ja korguseks f(c;).

Iga sellise ristkiiliku pindala on S; = f(¢;) Az,;. Arv S; voib olla positiivne,
negatiivne voi null, séltuvalt funktsiooni f vaédrtusest f(c;). Liites koikide
ristkiilikute pindalad, saame tulemuseks funktsiooni f graafiku ja z-telje

vahele jddva kujundi pindala ligikaudse véértuse.

Definitsioon 9.1}

Summat

Sy = f(Cl)A.’L‘l ++f(cn) Az, (91)

nimetatakse funktsiooni f Riemanni summaks 16igus [a, b].

A Markus 9.2 ~

Selliseid Riemanni summasid S,, on lopmata palju, soltudes sellest, kui-
das me jagame 16igu [a, b] osaloikudeks ja kuidas me valime punktid
€1, ..., Cn. Eelmises punktis vaadeldud kolme liiki summad (vasakpool-
sed ristkiilikud, parempoolsed ristkiilikud, keskpunkti meetod) olid sa-

muti Riemanni summad.

Riemanni nimega on tuntuks
saanud  Riemanni  hiipotees
(seotud nn. zeetafunktsiooni
nullkohtade leidumise prob-
leemiga), mida pole ténini
suudetud toestada. Selle kohta

on olemas rida anekdoote.

Matemaatik  on  aastaid
Uritanud téestada Riemanni
hiipoteesi, kuid edutult. Uhel
pdeval  soélmib  ta  lepingu
Saatanaga, kes lubab talle
ndadala lopuks tuua toéestuse,
kui saab wastu matemaatiku
hinge. Matemaatik on wvdga
elevil, saadab laiali pressi-
teateid, suhtleb telefoni teel,
lepib kokku konverentside
esinemistes ja on igati meedia

tahelepanu all.

Ndadala lopp saabub, aga Saa-
tanat pole kusagil. Meedia on
vdga pettunud ja matemaatik
vabandab end wditega, et
vajab weel pisut aega. Kuu
mdoédudes et ole Saatanat
endiselt kusagil ja matemaatik

satub naerualuseks.

Viimaks, kuus kuud hiljem il-
mub valja Saatan. “Kus sa oled
olnud?” pdrib matemaatik pet-
tunult, “Sa hdvitasid terve mu
karjdari!”. “Viga vabandan, ka
mina ei suutnud Riemanni hi-
poteesi toestada” pomiseb Saa-
tan mokaotsast, kuid jdatkab
vaimustunult: “Aga ma leid-
sin paar vdga huvitavat lem-

mat!”.

A Markus 9.3 N

Kui alajaotus on iihtlane, siis osaloikude pikkused Az = b_T“ on koik

vordsed ning ristkiilikute kitsamaks tegemiseks piisab osaloikude arvu
n suurendamisest. Kui alajaotus ei ole iihtlane, siis ainult ristkiilikute

arvu suurendamine ei taga koigi ristkiilikute aluste vihendamist.

\ J
Azq Axo Axs
R
To T T2 T3
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9.8. Mddratud (Riemanni) integraal

,[Deﬁnitsioon 9.2] N\

Defineerime 16igu [a, b] jaotuse A,

a=zxg<x1<...<x,=0b

diameetri tdhisega |A, |, mis kujutab endast valitud jaotuse suurimat

osaloigu pikkust Ax;:

|Ap| = 'nllax (z; —xi—1) = max Au;.
i=1,...

n =1ly000gi0

Niide 9.1 Kui 16igus [0, 2] on valitud sélmed
r0=0, 21=02, x22=06, xz3=1, z4=1.5, x5=2,
siis vastavate osaldikude pikkused on
Az; =02, Az, =04, Az3=04, Azys=0.5, Azxs;=0.5

SO0

9.3 Maidiratud (Riemanni) integraal

Moodustades Riemanni summad S,,, tekib kiisimus, kas tildse ja mis ar-
vuks koondub jada S,, kui n tokestamatult kasvab. Me oleme huvitatud

sellistest summadest, mis koonduksid koik iiheks ja samaks arvuks.

,{Deﬁnitsioon 9.3} N
Olgu funktsioon f maédratud loigus [a,b]. Kui soltumata loigu [a, b]

koikvoimalikest jaotustest A,, = {xq, ..., x,}, mille korral
A, — 0, kuin— oo,

ja soltumata punktide ¢; € [x;—1,x;], ¢ = 1,...,n, valikust eksisteerib

piirvaartus funktsiooni f Riemanni summadest

I= lim (fler) Ay + ...+ flen) Aan)

siis seda piirvaartust I nimetatakse funktsiooni f mé&&ratud

(Riemanni) integraaliks 16igus [a, b]. T#histatakse siimboliga

/f(ﬂc) dx.

a

(. 2\
Riemanni integraali nimi tu-

leb saksa matemaatiku Georg
Friedrich Bernhard Riemanni
(1826-1866) jargi.

Allikas: Wikipedia

Riemanni integraal on lihtsusta-
tult (16pmata) viikeste ristkiili-
kute pindalade summa piirvaér-

tus.

NB! Loik [a,b] on jaotatud
suvaliselt, kuid t&didetud peab
olema tingimus, et maksimaal-
ne osaldigu pikkus tokestama-
tult kahaneb. Punktid c¢; €
[zi—1,x;] on valitud samuti su-
valiselt. Siinjuures peab koikide
nende suvaliste valikute korral
Riemanni summade piirvaartus
andma iihe ja sama arvulise
tulemuse. Ainult sellisel juhul
on olemas funktsiooni Rieman-

ni integraal.
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Seega
b n
[ fayde= tim DIBLES

e _

. | ! N = |

/ f(lfz) f(;C3) f(lc4) f(c,ll)

fed ] :
)—A’(']—‘—Axi—'— Ax;—‘—Ax‘; —L —l— AY"—‘

Allikas: [20]

A Markus 9.4

Erijuhul, kui votame 16igus [a, b] {ihtlase jaotuse, siis
b—a .
Az, = —— — 0 protsessis n — oo
n

ja Riemanni integraali vidrtus avaldub piirvédrtusena

r \
Integraali rakendustes ndeme,

et integraal tdhistab funktsioo-
ni graafiku ja x-telje vahele
jaédva kujundi pindala. Pindala
leidmisega sidusid integraali

moiste ka Newton ja Leibniz.

Leibniz kasutas algul integraali
téhistamiseks siimbolit “omn.”
sonast omnia (summa, ladina
keeles). Hiljem muutis Leibniz
tahise valjavenitatud s-ks: f

(sonast summa).

Newton ei kasutanud siistemaa-

tiliselt integraalide puhul min-

b n
[ o=t > fie) A
N

Niide 9.2 Niitame definitsiooni pohjal, et konstantne funktsioon
f(xz) = 10 on suvalises osaldigus [a,b] integreeruv Riemanni mottes
(vt. [23]).
Olgu f(x) = 10 iga = € [a,b] korral. Vaatleme 16igu [a,b] suvalist
jaotust

a=rg<r1 <2< ...<xp=>b, neN.

Soltumata 16igu jaotusviisist ja punktide ¢; valikust osaloikudes

[zi—1,2], i =1,...,n, saame

Siit saame, et

Sp=10(x1 —zo+x2 — 21+ ...+ Ty — Tp—1) = 10 (z, — ).

b
/1de: lim S, =10(b— a).
|An[—0

SO0

git téhist.

On tiisna lihtne naha, et viahe-
gi keerulisema funktsiooni kor-
ral on Riemanni integraali de-
finitsiooni rakendamine tiilikas.
Onneks on olemas tulemused,
mis lubavad médratud integ-
raali vadrtust arvutada oluliselt
lihtsamalt. Tadpsemalt tutvume
sellega lilejargmises osas. Hetkel
vaatame aga kiisimust, millistel

funktsioonidel on Riemanni in-

tegraal olemas.
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9.5. Mddratud integraali omadused

Definitsioon 9.4]

Kui funktsioonil eksisteerib Riemanni integraal, siis 6eldakse, et funkt-

sioon on integreeruv (Riemanni méottes).

Teoreem 9.1

~\
Kui funktsioon on pidev 16igus [a, b], siis on ta integreeruv 16igus [a, b].

J
Teoreem 9.2 N
Kui funktsioon on tokestatud 16igus [a, b] ja tal on ilimalt 16plik arv
katkevuspunkte, siis on ta integreeruv 16igus [a, b].

J

9.4 Maaratud integraali omadused

Koigis jargnevates omadustes eeldame vaadeldavate integraalide olemasolu
vastavas 16igus. Maaratud integraali defineerime 16igus [a, b], kus eeldatak-

se, et a < b.

/Definitsioon 9.5]

Kui a < b ja f on integreeruv 16igus [a, b], siis defineerime

b

/af(x)dx:—/f(x)da:.

a

Defineerime ka

/ F@)dz =0,

a
\. J

A Omadus 9.1 N\

Integraali aditiivsus rajade suhtes.

Olgu ¢ € (a,b). Siis kehtib vordus

/bf(ac)dx:/cf(x)dm—i—/bf(ac)dx.

et - B0+ e

Allikas: [20]

Seega eksisteerib Riemanni in-
tegraal nn. igapéevaelus ette tu-

levatel funktsioonidel.
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A Omadus 9.2 ~

Integraali lineaarsus integreeritava funktsiooni suhtes.

Kehtib vordus

b b b
/[af(x)—i—ﬁg(x)] dx:a/f(m)dx—i—ﬁ/g(x)da?, kus o, B € R.

\. J

A Omadus 9.3 N

Integraali monotoonsus.
Kui f(z) < g(x) iga x € [a, b] korral, siis kehtib vorratus

b

[ f@ydo < /b 9() da.

a

Naiide 9.3 Olgu a < b. Néiitame, et siis kehtib hinnang

b
/sinxde <b-—a.

a

Tdepoolest, kuna sin 22 < |sinz?| < 1, siis

b b
/sinxzdxg/ldx:bfa.

000
(F(z) — 9(2))
f(z)
9.5 Kovertrapetsi pindala o)
Aa
,[Deﬁnitsioon 9.6} N ®
a b
Olgu funktsioon f pidev 16igus [a, b], kusjuures f(z) > 0 iga x € [a, b] "
Allikas: [14

korral. Siis kovertrapetsiks nimetatakse joonega y = f(x), x-teljega
ning piistsirgetega © = a ja * = b piiratud kujundit. Sellisel juhul

kovertrapetsi pindala avaldub méa&ratud integraalina

S— / (@) da.

a
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9.5. Kowvertrapetsi pindala

y = f(x)

Allikas: [35]

Uldisemalt 6eldes, kovertrapetsiks nimetatakse iga kujundit, mis on piira-
tud vaadeldaval 16igul [a,b] pidevate funktsioonidega f ja g, kus g(x) <
f(z), x € [a,b], ning vasakult ja paremalt vastavalt sirgetega x = a ja
x = b. Sellisel juhul saab f ja g graafikutega piiratud kujundi pindala

arvutada valemist

5= / (f(2) — g(x)) d.

Sellest jareldub, et kui f(z) < 0 iga = € [a,b] korral, siis funktsiooni f

graafiku kui joone ja z-telje vaheline pindala tuleb negatiivne, s.t

Allikas: [35]

A Markus 9.5

N\
Kui funktsioonide f ja g graafikud 16ikuvad, siis leitakse 16ikepunktid
ja arvutatakse kogu pindala osade kaupa.

x=a v=f N7 b

I

|

I I
I I
| |

o ¥t IR
Allikas: [35].
\ J
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A Markus 9.6 ~

Kui f ja g on integreeruvad 16igus [a, b] ning iga kujundi pindala loeme
positiivseks (mittenegatiivseks), siis soltumata f ja g mérgist kehtib

alati
b

5= [ 15 - g(a)] da.

a

Naiide 9.4 Lihtsamal juhul saab Riemanni integraali véértuse arvuta-

da joonise abil. Leiame integraali

b
I:/xdm
0

vaartuse, kui b > 0. Tehes joonise, ndeme, et selleks peame leidma téis-

nurkse kolmnurga ABC pindala. Olgu f(z) = z. Siis pindala avaldub

valemiga
g 7bf(b)7b~biﬁ
ABC — 2 - 9 - 9

mis on pool ruudu pindalast, kus ruudu kiilje pikkus on b.

SO0

Niide 9.5 Leiame integraali

1
I:/ V1—ax2dx
-1

vidrtuse. Seda integraali saab leida analiiiitiliste vahenditega (millega

me veel ei ole tutvunud). Tehes joonise, ndeme aga, et tegelikult peame 1 1

leidma pool tihikringi pindalast:

Mérgime, et kasutasime siin teadmist, et ihikringjoone vorrand aval-
dub kujul 22 + % = 1.

SO0

Naiide 9.6 Leiame integraali

2 2 2
I=/ (\/4—x2—$)dx:/ \/4—x2dx—/ xdx y=Vd—x?
0 0 0

vaartuse. Tehes joonise, ndeme, et tegelikult on I vadrtus seotud ringi
sektori pindalaga. Kui ringi raadius on 2, siis vastava ringjoone vorrand
on 22 +y? = 4. Otsitav pindala avaldub kui 1/4 ringi pindalast, millest
lahutatakse tédisnurkse kolmnurga (kiiljed 2 ja 2) pindala,

1 2-2 0 2
I:Zﬂ'r2——2 =m—2.
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9.6. Numbriline integreerimine

9.6 Numbriline integreerimine

Lihtsamal juhul saab integraali leida tépselt. Praktikas tuleb aga tihti
integraali leida ligikaudu. Paljudel juhtudel ei ole tapse viartuse leidmine
voimalik voi osutub see liiga keeruliseks. Kui kasutada arvutit, siis
enamasti ongi arvutiga lihtsam leida pigem ligikaudseid kui tépseid
vadrtusi. Ligikaudse integreerimise algoritmid baseeruvad otseselt ideel,

mida me tegelikult juba vaatlesime.
Loigu jaotamine

Olgu meil antud 16igus [a, b] integreeruv funktsioon f. Moodustame {iiht-

laselt paiknevate solmedega jaotuse

. . b—a
z;,=a+ith, 1=0,...,n, h=
n
h h h
4+—+—+—+—+—>1‘
Zo Z1 Z2 Tn—-1 Tn

Jargnevalt moodustame igas osaloigus kovertrapetsi, milles aluseks on vas-

tav osaloik ja mida iilalt piirab funktsiooni graafik.

£(x1)

Xo X1 X2 X3 X4

Maaratud integraali tédpseks vadrtuseks on koikide nende kovertrapetsite
pindalade summa. Jargnevalt vaatleme, kuidas leida nende kovertrapetsite

pindalasid ligikaudselt.

Ristkiilikvalem

Ristkiilikuid kasutavate valemite korral l&hendatakse igal osaloigul ko-
vertrapetsi pindala vastava ristkiiliku pindalaga. Igal osaloigul moodus-
tatakse ristkiilikud korgusega f(c;). Punkte ¢; annab valida viga erineval
moel. Osutub, et {ildiselt annab paremaid tulemusi keskpunkti valimine,

s.t ¢; on valitud iga osaloigu keskel,

_ Tl 1
G=—07p — i=l...,n
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Iga iiksiku kovertrapetsi pindala avaldub ligikaudu valemiga

/ fx)de~hf(e), i=1,...,n.

Liites koik need pindalad kokku, saamegi jargmise valemi.

Ristkiilikvalem.

f(ci)

\.

A Markus 9.7

Kui f on kaks korda pidevalt diferentseeruv 16igus [a, b], siis integraa-
li tdpse vadrtuse S ja ristkiilikvalemiga leitud ligikaudse vaartuse S,

erinevus on
b—a
24

S — Sn = h2 f”(c)a cE (a’b)v

kus ¢ € (a,b) on mingi funktsioonist f soltuv arv. Seda nn. jadkliiget
ei pea teadma, kuid see on abiks, kui on vaja hinnata ligikaudse valemi

tapsust.

Naiide 9.7 Arvutame integraali

2
S:/5m4dw
0

ligikaudse védrtuse ristkiilikvalemiga. Valime 16igus [0, 2] néiteks n = 4.
2 — 1
Sel juhul on h = TO =3 ja solmed

3
) x2:17 CE3:§, T4 =2.

DN | =

Tog = 0, T =
Osaloikude keskpunktid on

3 5 7
C1 = 02217 03217 0421-

1
4a

()21 () () -

Integraali tdpne vidrtus on S = 32 (seda néeme hiljem esitatud vahen-

Siis

deid kasutades). Seega viga on
S — S4 ~ 1.65.

Mérgime, et kui ristkiilikute arv n = 100, siis saame S1gg =~ 31.9973 ja
viga on 2.67 - 1073,

SO0

Xji—1 X;

Jadkliikmes on tdhtis h as-
te, siin on see kaks (deldakse,
et ristkiilikvalemi tépsusjark on
2). Kui h — 0, siis jadkliige
liheb nulli. Teguris f'/(¢) on ¢
teadmata, kuid sageli saab f’’
hinnata, s.t |f”(z)] < M,z €
[a, b].

~

_.__704n
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9.6. Numbriline integreerimine

Trapetsvalem

Trapetsvalemi korral lihendatakse igal osaloigul kovertrapetsi pindala vas-
tava trapetsi pindalaga (ehk graafikut kui joont ldhendatakse sirgega).

Kuna trapetsi pindala avaldub valemiga f(xi_1)

Suapers = 5 (Flwia) + F(2),

siis koikide trapetsite pindalade liitmisel saame tulemuseks

b n T n
[ =Y [ raien Y5 () + 1)

Néeme, et keskmised funktsiooni vidrtused f(x1),..., f(2,—1) on summas

topelt. Kokkuvottes oleme saanud jargmise tulemuse.

Trapetsvalem.

Xi-1 X

[1@)dom 5 ($ao) + 250 + .+ 28(@nr) + Flan)).

A Maéarkus 9.8 ~\

Kui f on kaks korda pidevalt diferentseeruv 15igus [a,b], siis tépse

. . . L o . Teoreetiliselt on jaakliige (abso-
vaartuse S ja trapetsvalemiga leitud ligikaudse vaartuse S,, erinevus luutvirtuselt) kaks korda suu-

on rem, kui ristkiilikvalemis.
b—a
S*Sn:*?hzfn(c)a c € (a,b).

Naide 9.8 Arvutame integraali

2
S=/5x4d:1:
0

ligikaudse védrtuse vordluseks trapetsvalemiga. Valime 16igus [0, 2] 4

1
osaloiku. Sel juhul on h = 3 ja solmed

:II()ZO7 T = s 3}4:2.

3
, w2 =1, T3 =5

N | =

Siis

syaz%Q(fm)+2f(;)-+zfa)+2f<;)-+f(m);zgagL

Teoreetiliselt pidigi viga tulema
Kuna téipne vaartus on S = 32, siis viga umbes kaks korda suurem kui

ristkiilikvalemiga.

S — S5y~ —3.31.

Maérgime, et kui ristkiilikute arv n = 100, siis saame S1gg =~ 32.0053 ja

viga on —5.33 - 1073.
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Simpsoni valem

Simpsoni valemi korral lahendatakse paarikaupa voetud osaloikudel graa-
fiku kaart parabooliga y = A2? 4+ Bz + C. Kahe osaldigu korral avaldub

Simpsoni valem kujul £(x))

f F(@) de = 5 (FGeo) + 47 (ex) + [ 22)).
x0 f(xit1)

Liites vastavad tapsed ja ligikaudsed pindalad paarikaupa osaloikudel, saa-

me jidrgmise tulemuse. Xig1

Simpsoni valem.

b

/f(:z:) da %g (£(@0) + 4. £(@1) + 2 f(w2) + 4 f(ws) + ...

a

+2 f(@n-2) +4f(@a1) + F(n))-

Valemit saab kasutada vaid paarisarvulise n korral.
\ J

A Markus 9.9 ~

Kui f on neli korda pidevalt diferentseeruv 16igus [a, b], siis tdpse vadr-

tuse S ja Simpsoni valemiga leitud ligikaudse véértuse S,, erinevus on

- b—a 4 (4)
S-S, = 7180hf (¢), c€(a,b).

Oeldakse, et Simpsoni valemi tépsusjirk on 4.
\ J

Naiide 9.9 Arvutame integraali

2
S=/5x4da§
0

ligikaudse védrtuse vordluseks Simpsoni valemiga. Valime 16igus [0, 2]

nagu varemgi 4 osaloiku. Sel juhul analoogiliselt

S gty (F0) +ar (5) r2r @ +ar (3) + 7 @) = 55 ~ 3208

Kuna tédpne véértus on S = 32, siis viga on
S — S, ~ —0.083.

Saime oluliselt tdpsema tulemuse, kui ristkiilikvalemiga voi trapetsva-
lemiga. Méargime, et kui ristkiilikute arv n = 100, siis saame Sipp =~
32.000000213 ja viga on —2.13 - 1077,

SO0
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PEATUKK 10. MAARATUD INTEGRAAL

10.1 Newton-Leibnizi valem

Jargmine teoreem annab meile valemi Riemanni integraali arvutamiseks

ilma definitsiooni kasutamata.

A Teoreem 10.1 N

Newton-Leibnizi valem. Kui funktsioon f on pidev 16igus [a, b], siis

kehtib Newton-Leibnizi valem
b
[ 1@)do=F0) - Fla),

kus F on funktsiooni f suvaline algfunktsioon 16igus [a, b].

\ J

Toestuse skeem. Kuna F on funktsiooni f algfunktsioon, siis F'/(z) =
f(z) iga = € (a,b) korral, sest selles vahemikus saab réa#kida funktsiooni
F diferentseeruvusest. Muidugi on F siis pidev vahemikus (a,b). Saab
toestada (ainult see osa jadb meil puudu toestuse taielikkusest), et F on
pidev 16igus [a, b].

Moodustame 16igus [a, b] jaotused A,
a=x9 <21 <...<Tp_1 <Xy =>0,

mille korral |[A,| = max (x; —z;-1) = 0, kui n — co.
i=1,...,n

Lagrange’i keskvadrtusteoreemi pohjal leidub igas osaloigus selline punkt

¢i € (x;-1,;), et kehtib vordus
F(.’Ez) — F(.’Eifl) = F/(CZ') (il'z — .’Eifl) = f(CZ) A.’EZ

Kuna f on pidev, siis on ta integreeruv Riemanni mottes (teoreemi 9.1

jargi) ning definitsiooni jargi eksisteerib piirvaértus

n b
|A1ir|20;f(ci) Az; = /f(x) dz.
Siit saame
b n
[f@)de= lim Og fler) A

= lim (F(z1)— F(xo)+ F(x2) — F(z1)+ ...

|An]—0 + F(zn) = F(zn-1))

= (F(zn) = F(xo)) = F(b) — F(a).

Jargmine lugu kuulsaks saamise
teemal (seoses Riemanni hiipo-

teesiga).

Matemaatik kutsutakse kon-
verentsile esinema ja tema
teema reklaamsi-

takse

pealkirjaks
“Riemanni  hipoteesi

toestus.”  Ettekande lopuks
peavad aga kuulajad pettuma,
kuna vdlja kuulutatud toestuse
asemel  radagib  matemaatik
hoopis mingil teisel teemal ja

lubatud toestusest ei sonagsi.

Pdrast ettekannet kiisitakse
tema kdest, et kas ta leidis oma
toestuses wviimasel hetkel vea,
et selle esitusest loobus. “Ki,
mul pole seda toestust kunagi
olnudki.” “Miks te siis kuulu-
tasite oma ettekande teemaks
Riemanni hiipoteesi?” paritak-
se talt armutult. “Vaadake ...

juhuks, kut ma peaksin teel

konverentsile dkki surema.”
.

N
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10.1. Newton-Leibnizi valem

Naide 10.1 Leiame

3
/(3#—4)@:: (2° — 42) o =27-12—(1-4)=15+3 = 18.
/ z=1

Margime, et leitud vddrtus ei ole joonisel mérgitud kollase ala pind-

ala, kuna graafik 16ikab vahepeal z-telge ja integraali viartus on {ihe

positiivse ja iihe negatiivse arvu summa.

OO0

Naiide 10.2 Oluline on, et Newton-Leibnizi valemi kasutamisel oleks

funktsioon pidev. Vaatame naiteks funktsiooni

1, ze€]l0,1],
2, ze (1,2

00 LE] 10 15 20

On néha, et tekkivate ristkiilikute pindalad kokku (l6ikudel [0, 1] ja

[1,2]) on S = 3, mille véime ka arvutada

2 1 2
S:/f(x)dm:/ldx+/2dsc:a:
0 0 1

Samas Newton-Leibnizi valemi vale kasutamisega saaksime

/Qf(ac) el ® €1[0,1]
0

+ 2z

=1
x=0

2z, z € (1,2]

Tulemus erineb oigest vastusest. Pohjuseks on see, et integreeritav
funktsioon ei ole pidev 16igus [0,2] ja Newton-Leibnizi valem antud
juhul ei kehti, sest integreeritaval funktsioonil ei ole algfunktsiooni.

SO0

Niide 10.3 Arvutame funktsioonide f(z) = 22 +2 ja g(x) = 2z — 1
graafikute vahele jadva kujundi pindala 16igul [—1,2]. Saame

S =
4 3 2

246 113—105
3 2 e

2 P T
(22 +2—z+1)de= [(2*—2+3)dx = <+3x>

wloo

Juhime téhelepanu sellele, et tegemist on terve kujundi pindalaga, kuigi
osa kujundist asub allpool x-telge.

SO0

x=2 /4—_\'=xz+2

y=x-—1

Allikas: [35]
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Niide 10.4 Arvutame funktsiooni f(z) = 2® — 722 + 11z graafiku ja
x-telje vahelise kujundi pindala 16igul [0, 4].

7+V5
2 )
~ 2.38. Loigul [0,,] on

Esiteks méargime, et antud funktsiooni nullkohtadeks on 0 ja

7-V5
2
funktsioon positiivne ja iilejddnud osas negatiivne.

millest 16igu [0, 4] sisse jaab x, =

5F
Ay =T7.72
4
-
Xy
~—— Ay = 5.05
73 -
Allikas: [14]
Seega
4 Ty
S= [la®—72% 4+ 1lz|dz = [ (23— 72? + 11z) dx
0 0
_ 75+35V5

4
— (23 — 72?4+ 112) dx

T x

~ 12.77.
19 77

Siingi on arvestatud, et kujundi molema osa pindala vaadeldakse po-
sitiivsena.

SO0

A Jareldus 10.1

MAARATUD INTEGRAAL

Kui funktsioon f on diferentseeruv vahemikus (a,b) ja f’ on pidev

16igus [a, b], siis

~\

Niide 10.5 Olgu f = f(z) funktsioon, mille vadrtuseks on mingi
kauba z iihiku tootmise kulu. Sel juhul tuletis f’ néitab kulu tooteiihi-

ku kohta. Siis ,
[ r@is =0 - fia),
a
mis kujutab endast tootmise kulu, kui a iihikut on toodetud ja on vaja

jouda olukorda, kus on toodetud b iihikut.

SO0

Niide 10.6 Kui auto liigub seaduse s = s(t) alusel kiirusega v =
v(t) = §'(t), siis

to to

/v(t) it = /s’(t) dt = s(ts) — s(t1)

t1 t1

néitab auto poolt labitud teepikkust ajaintervallis [t1, t2].

SO0

Seda jareldust liheb monikord
vaja majanduses ja muudes
valdkondades, kus radgitakse
suuruse netokasvust voi

-langusest. Arv f(b) — f(a) on

funktsiooni muut 16igus [a, b].
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10.2. Médratud integraali arvutamine

Naide 10.7 Vaatleme maanteel liikumas kahte autot, millest esimese
auto kiirus ajahetkel ¢ on vy (t) ja teise auto kiirus on vq(t). Olgu konk-

reetsuse mottes molemad kiirused positiivsed.

v ., n@®

v, (¢) A

B

1

~f———

Allikas: [35]
Joonisel mérgitud pindala S néitab, kui palju muutub autode vaheline

kaugus ajaintervalli [0, T] jooksul. Selle pindala saab arvutada

5= / (01(t) — va(t)) dt = 51(T) — 52(T) — (51(0) — 5(0))

(autod ei pea alustama samast kohast, s.t voib olla, et s1(0) # s2(0)).

Siit saab autode vahelise kauguse ajahetkel T' leida:

$1(T) — s2(T) = s1(0) — s2(0) + S.

10.2 Maaratud integraali arvutamine

Madratud integraali voib arvutada nii, et esiteks leiame algfunktsiooni
méadramata integraalist ja siis kasutatame Newton-Leibnizi valemit. Saab
kasutada nii muutujavahetust kui ka ositi integreerimist. Viimaste korral

on aga oluline, kuidas kdituvad seejuures integraali rajad.

10.2.1 Muutujavahetus

A Teoreem 10.2 N

Kui ¢’ on pidev loigus [a, b] ja f on pidev funktsiooni g muutumispiir-

konnas, siis muutujavahetusel u = g(x) kehtib vordus

Toestus. Funktsiooni f pidevuse tottu on tal olemas algfunktsioon F', s.t
F’ = f. Siis
a(v) o) B
/ L, Jdu= / . F = P70 = Pla®) ~ Flo@)
gla gla

Teiselt poolt, liitfunktsiooni diferentseerimise reeglit kasutades saame

b b b ,
/ F(9(@))g (x) da = / F'(9(2)) g/ () du = / (F(g(a))) dx = Flg(x)

= F(g(b)) — F(g(a)).
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PEATUKK 10. MAARATUD INTEGRAAL

Naide 10.8 Leiame integraali

1
322 /23 + 1dx.

-1

Votame g(x) = 23 + 1, siis
u=a341, du = 32° dx.

See muutujavahetus on sarnane madramata integraali leidmisel tehtava
muutujavahetusega. Kuna integreerime niiid muutuja w jargi, siis

peame leidma u = g(z) vidrtused rajades x = —1 ja x = 1, saame

g(-1)= (-1 +1=0, g(1)=1>+1=2.

Seega
1 2 2 I
/33@2 Vad+lde = /\/ﬂdu = /ul/zdu = 232
21 0 0 u=0
2 4
3\[ 3\f
000
Naide 10.9 Leiame integraali
/4
/Sin 2z cos2x dx.
0
Vétame g(z) = cos 2z ja asendame
u = cos 2x, du = —2sin2zdzx.
Arvutame uued rajad
g(0)=cos(2-0)=1, ¢ (f) = cos ~ = 0.
4 2
Siit saame, et
w/4 0 1 9 u=1
1 1 lu 1
in 2 20dr = —= du = = du = - — =-.
/smxcosxx 2/uu 2/uu 57 1
0 1 0 u=0
000

10.2.2 Maaratud integraal siimmeetriliselt paiknevate

rajade korral

Kui rajad paiknevad siimmeetriliselt, s.t integreerimine toimub 16igus

[—a, a], siis paaris- ja paaritute funktsioonide integreerimine lihtsustub.
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10.2. Midratud integraali arvutamine

Tuletame meelde, et funktsioon on paarisfunktsioon, kui iga x korral keh-
tib f(z) = f(—z) (funktsiooni f graafik on siimmeetriline y-telje suhtes)
ja funktsioon on paaritu, kui iga x korral kehtib f(—xz) = —f(x) (funkt-
siooni f graafik on stimmeetriline nullpunkti suhtes). Mdlemal juhul on

funktsiooni médramispiirkond X C R selline, et € X korral ka —x € X.

Olgu funktsioon f pidev 16igus [—a, a]. Siis voib viita jargmist:

kui f on paarisfunktsioon, siis

{ f(@)do =2 / /(@) da,

kui f on paaritu funktsioon, siis

a

/ F(@)dz = 0.

—a

A Teoreem 10.3 N

Selle teoreemi toestamine on
suhteliselt elementaarne, kuid
véite sisust ettekujutuse saa-
miseks voib vaadata paaris- ja
paaritu funktsiooni graafikuid
ning arvestada seost pindala

leidmisega.

Paarisfunktsioon ja paaritu funktsioon

Niide 10.10 Kuna sinz, = ja 23 on paaritud funktsioonid, siis 16i-
gus [—a, a] integraali vidrtus nendest funktsioonidest vordub nulliga.
Kui paaritut funktsiooni korrutada paarisfunktsiooniga, siis korrutis
on paaritu funktsioon ja integraal on null:
w ™

/x2 sinzdx =0, /x” cos 10z dx = 0.

Zn “n
Paarisfunktsioonide korral nii tihest vastust ei ole, kuid monikord on
nullpunktis funktsiooni véédrtust lihtsam arvutada, kui punktis —a.

Naiteks

/2 /2 e
2 =z 9 2
/ cos3xdr =2 / cos 3x dx = gsin3x - = gsin (—g) = —3
—7/2 0
RS
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Naiide 10.11 Leiame integraali

1
/(m4—4x2+6)dac20.
1

Néeme, et integraali mérgi all on paarisfunktsioon. Seega

1 1
5 43
/(m—4x+6 2/x—4w+6 da:_2<%—%+6x>
—1 0

SO0

=146
15

=0

10.2.3 Mairatud integraal funktsiooni absoluutvaar-

tusest

Absoluutvédartus funktsioonist on alati mittenegatiivne. Seega integraali

b
[1s@l s

vadrtus peab tulema samuti mittenegatiivne. Kui vastus tuleb negatiivne,

siis peab kuskil arvutustes olema viga.

Naiide 10.12 Arvutame
2
S=/|m2+2m—3|dx.

Mérgime, et kui integraali mérgi all on funktsiooni absoluutvéadrtus,
siis integraali vddrtus on vordne funktsiooni graafiku, x-telje ning
piistsirgetega * = a, * = b piiratud kovertrapetsi pindalaga, kus

kujundi koigi osade pindalad loetakse positiivseks.

Teeme joonise. Ndeme, et absoluutvadrtuse margi all oleval funktsioo-
nil f(x) = 22 + 22 — 3 on kaks nullkohta 2 = —3 ja @ = 1, ning
need molemad jédvad integreerimispiirkonda. Kui funktsiooni graafik
jaab taielikult tilespoole z-telge, siis on integraali vaartus positiivne
ja kui funktsiooni graafik jaab téielikult allapoole z-telge, siis votame

integraali miinusmérgiga. Seega jagame integraali kolmeks liidetavaks:

- 1 2
S:/(m2—|—2x—3)dm—/(m2+2m—3)dm—|—/(m2+2x—3)dw.
=3 1

Koigil kolmel integraalil on sama algfunktsioon, mistottu saame kirju-

r=—3 $3
- <— + 22— Sx)
r=—4 3

tada

3
S = (%—i—xz—?)m)
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10.3. Mddratud integraali arvutamine

Leiame
Slz(—9+9+9)—(—6;+16+12> 9—?:%,
Sy = (;—&-1—3)—(—9+9+9)=—§—9:—332,
5= (eama)-(erma) =242

Integraali vaartus on

7 32 7 46
S =5 —5+5;3 = g (—>—|—=.

mida kirjutatakse ka liithemalt

b
/udv:uv
a

a

— /b v du. (10.2)

Naiide 10.13 Arvutame

4
/xe_’”dx =
0

= _de ™t —e®

4
0
r=4

=1-5e"*~0.91.

x=0

OO0

10.3 Integraalarvutuse keskvaartusteoreem

A Teoreem 10.4

N\
Integraalarvutuse keskviirtusteoreem. Kui funktsioon f on pi-
dev 16igus [a, b], siis on olemas ¢ € [a, b] nii, et

b
JECLEECIO
a
\ J
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PEATUKK 10. MAARATUD INTEGRAAL

,[Deﬁnitsioon 10.1] N\ y
Loigus [a, b] pideva funktsiooni f keskviirtus f defineeritakse in- f=) /
tegraali abil vordusega /
b Area under curve =
_ 1 Area of rectangle
F= i [ f@)d i
=@ Average
a - value
\_ Yy, - fo
L,
a
I b—a l:)
Mérkus 10.1 Allikas: [14]

Seega voib integraalarvutuse keskvadrtusteoreemi tolgendada nii, et pi-
deva funktsiooni f keskvéirtus 16igus [a, b] saavutatakse mingis punktis

c € la,b].

Niide 10.14 Olgu elanike arv kirjeldatud funktsiooniga y = 22, kus

z on naiteks aastad. Leiame keskmise elanike arvu esimese viie aasta

5
1 123
y:—/ﬁdx:fi
5—0 53
0

kestel,
=0 95

3

z=0

Naiide 10.15 Reaalarvude aritmeetilise keskmise leidmisel liidetakse
need ja jagatakse nende arvuga. Olgu néiteks 24 tunni jooksul iga
téaistunni algul moddetud temperatuurid f(t1),. .., f(t24). Sel juhul on

temperatuuride keskmine

T ~ ft) + f(t2) + ..+ f(t2a)
24 = 2 .

Kui jaotada 66pdev mingiks teiseks arvuks vordseteks ajaintervallideks
(peame silmas just suuremaid arve, néiteks jaotust minutilisteks inter-
vallideks) ja moodame temperatuuri iga ajaintervalli alguses, siis 24

tunni keskmise saab arvutada

T, ={% +f(t2)n+'”+f(t") = 214<f(t1) + f(t2) +...+f(tn)>2;1

1 n
=1

24 . . . . o
kus At = — ja summamaéirgiga osa on Riemanni summa. Piirvaartu-
n
sena saame protsessis n — oo keskmise temperatuuri T arvutamiseks
vorduse

— 1

0
kus f(t) on temperatuur ajahetkel .

SO0

186



10.4. Midratud integraal tilemise raja funktsioonina

10.4 Maaratud integraal iilemise raja funkt-

sioonina

Olgu funktsioon f pidev 16igus [a, b]. Siis leidub f algfunktsioon ja vastavus
€T
z +— [ f(t) dt médrab 16igus [a,b] funktsiooni F'(x f f(t)

A Teoreem 10.5 N

Matemaatilise analiiiisi pohiteoreem. Kui funktsioon f on pidev

- / £(8) dt

on pidev 16igus [a,b] ja diferentseeruv vahemikus (a,bd) ning kehtib

16igus [a, b], siis funktsioon

vordus

_ %/f(t) dt = f(z), = € (a,b).

Toestus. Olgu funktsioon f pidev 16igus [a, b]. Defineerime
x):/f(t)dt,me [0, b].

Valime suvaliselt « € (a,b). Siis

x _ T x+h T
lim ¢ +h})l F@) gy L (/a f(t)dt—/a f(t)dt>

h—0 h—0 h
> ft)
=1 _
g [ df—;%*nlg&if o= i = ),

kus ¢; on 16igu [z, x4 h] jaotamisel n vordse pikkusega osaloikudeks nendes
f(z) iga ¢ korral. Seega F'(x) =

f(@),z € (a,b). Mérgime, et arvutatud piirviértuste juures on kirjutised

osaloikudes olevad punktid ja f(¢;) —

korrektsed juhul h > 0. Kui aga vaadelda piirvaartuses juhtu h < 0, h — 0,
siis

Flz+h) - B 1
h " h / - h /J;-i-h fe)dt |h| ~/z+h fe)dt

ja kasutame méératud integraali definitsiooni 16igus [z + h, x].

Funktsiooni F' pidevus vahemikus (a, b) jireldub tema diferentseeruvusest.
Pidevus néiteks punktis a saadakse jirgmiselt (kasutame eespool toodud

arvutusi):

n > f)

lim (F(a+ h) — F(a)) = lim f(t)dt = lim h lim =—— = 0.

h—0 h—0 J, h—0 n—o0 n

'4 3\
Pohiteoreem iitleb meile sisu-

liselt, et funktsiooni tuletise
leidmine ja pindala leidmine on

teineteise podrdoperatsioonid.

Kuigi pindala leidmine 16p-
mata  véikeste ristkiilikute
summeerimise teel oli tuntud
Vana-Kreekas, siis péris pikka
aega ei olnud selge, et need kaks
operatsiooni: kiiruse leidmine
ja pindala leidmine, téepoolest

nii tihedalt seotud on.

Paneme tdhele, et teoreem
ei tlitle meile, kuidas midagi
algoritmiliselt tépselt leida.
Teoreemi sisu on pigem teo-
reetiline: diferentseerimine ja
integreerimine on otseselt tei-
neteisega seotud, seda vihemalt

pidevate funktsioonide jaoks.

Teoreemi toestusega ja téien-
dustega on tegelenud néiteks
James Gregory, Isaac Barrow,
Isaac Newton, Gottfried Leib-

niz.

Paljud meie poolt varasemalt
sonastatud teoreemid on tegeli-

kult jareldused antud pohiteo-

kreemist .
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A Markus 10.2 ~

Teoreemist 10.5 ja algfunktsiooni definitsioonist jareldub, et funktsioon
xr
F(z) = [ f(t)dt on funktsiooni f iiks algfunktsioone, mistottu pideva

a
funktsiooni f suvaline algfunktsioon G avaldub kujul
Glx) = Fz) +C = /f(t) dt +C
ning méaramata integraali saab kirja panna jargmiselt:

/f(x)dx—jf(t)dt—i—C.

Niide 10.16 Keha liigub kiirusega v = v(t) mé6da mingit trajektoori.

Pideva kiirusega liikumise korral

s(t) = s(0) + /U(T) dr,
0

kus s(0) on keha kaugus piki trajektoori mingist paigast ajahetkel
t = 0, s(t) aga keha kaugus piki trajektoori sellest paigast suvalisel
ajahetkel ¢.

s(t)

.,,—--*—----h§\\‘5h_"‘_‘,,———”’

s(0)

Analoogiliselt avaldub kiirus v kiirenduse a = a(t) kaudu,

v(t) = v(0) + /a(T) dr.
0

Niide 10.17 Leiame S'(z), kui

Teoreemi 10.5 jargi

S'(z) = cos .

Mida iitleb meile viimane tulemus? Kui vaatame joone y = cosx ja
x-telje vahele jéa#va ala pindala S(z) (vasakpoolne punkt = —1 ehk
fikseeritud alumise raja védrtus ei ole siin oluline), siis selle pindala
muutumise kiirus igas punktis z on S’(x) = cos x. Teisiti deldes, pind-
ala muutub kiirusega, mis vordub kovertrapetsi korgusega cos x.

SO0
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10.4. Midratud integraal tilemise raja funktsioonina

Naiide 10.18 Leiame F'/(x), kui

sinx

1
F(x) = dt.
(z) 1—¢2
0
Olgu
1
t) = .
1) = 1=
Teoreemile 10.5 tuginedes saame
d dsi d
F'(z) = %F(z) = 2236 dsian(x) = coszf(sinx)
_cosx  cosx 1
~ 1—sin’z cos?z cosz
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Peatukk 11

Maaratud integraali rakendused

11.1 Pindala funktsiooni parameetrilise esituse korral
11.2 Koversektori pindala
11.3 Joone pikkuse arvutamine
11.4 Keha ruumala
11.5 Integraali fiiiisikalisi rakendusi
11.5.1 Teepikkuse arvutamine
11.5.2 T66 arvutamine
11.5.3 Vedeliku poolt méjuva jou arvutamine
11.5.4 Masskese

11.5.5 Vedelike pumpamisel tehtav t66

2.

3.

Kontrollt66 teemad

1.

Kovertrapetsi ja koversektori pindala leidmine.
Joone pikkuse leidmine.
Keha ruumala leidmine.
Teepikkuse arvutamine.

To66 arvutamine.

2.

3.

Eksamiteemad

1.

Kovertrapetsi ja koversektori pindala.
Joone pikkus.

Keha ruumala.

Teepikkuse arvutamine.

T66 arvutamine sirgjoonelise liikumise korral.




PEATUKK 11. MAARATUD INTEGRAALI RAKENDUSED

11.1 Pindala funktsiooni parameetrilise esitu-

se korral
Eelnevalt néigime, et 16igus [a, b] positiivse ja pideva funktsiooni y = f(x) ( -
poolt madratud kovertrapetsi pindala S arvutatakse vordusega < , ™
b 1
S = / f(x) de. ‘;
p .
Vaatleme niitid juhtu, kus funktsioon (tdpsemalt, tema graafik) on antud ; )
parameetrlhselt Parameetriliselt antud joon
xTr = a’,‘(t)7 voib olla iisna keeruline ja tal
te [a’ ﬁ]’ voib olla 16ikepunkte.
Y= y(t)v \

kus z on diferentseeruv funktsioon. Parameetrilise esituse puhul voime lei-
b

da kovera ja x-telje vahelise kujundi pindala avaldisena / y dz, asendades \

@ Position of particle

y = y(t) ja leides dz = 2'(t) dt ning arvestades, et x(a) = a, x(8) = b. ot time 1 O 56

Parameetriliselt antud kovertrapetsi pindala avaldub vordusega

Joonis: [36]

b B
S:/ydx:/y(t)x'(t) dt. (11.1)

Naide 11.1 Leiame tsiikloidi

x =r(t—sint),
telo,2n), >0,
y=r(1—cost),

ja x-telje vahelise kujundi pindala. Tsiikloid on joon, mille tekitab raa-

diusega 7 ringjoone veeremisel selle ringjoone iiks fikseeritud punkt.

v

Allikas: Wikipedia

Leiame dz = (1 — cost) dt. Seega

o 2
S :/7"(1—cost)r(l—cost)dter/(l—cost)zdt
0 0
27 2
:r2/(1—2008t+0082t)dt=r2/(g—Qcost—&—%coth)dt
0 0
=3nr.
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11.2 Koversektori pindala

,[Deﬁnitsioon 11.1] N
Lébigu nullpunkti kaks sirget, mis moodustavad z-telje positiivse suu-

naga vastavalt nurgad « ja .
Koversektoriks nimetatakse tasandilist kujundit, mis on piiratud ni-
metatud sirgetega ning pideva mittenegatiivse funktsiooni r = f(0)

graafikuga, kus nurki moodetakse radiaanides.

0=p

ALause 11.1 ~\

Pideva funktsiooniga r = f(#) méiratud koversektori pindala avaldub

kujul

Toestus. Esiteks méargime, et raadiusega r ringi sektori pindala leitakse

valemiga 3 672, kus 6 on sektori nurk. Moodustame jaotused A,,
a=0 <0 <...<0,=p5, neN.

Olgu
A&izﬁi—Gi,l, 7;21,...7n.

Votame igas osaloigus nurga ¢; € [0;_1, 0;]. Sel juhul tekib osasektor, mille

pindala arvutatakse ligikaudu ringi sektori pindala kaudu
Lo
3 [7(pi) AG;.

Siis

S = lim i%ﬂ(%m@: %/ﬂ(e)da.

An|=0
Bnl=00

11.3. Koversektori pindala

p
Harilik ringi sektor ja koversek-

tor.

Allikas: [37]

Koversektor on kovertrapetsi

analoog polaarkoordinaatide ju-
hul.

\

~
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Naiide 11.2 Keerulisema néitena vaatleme polaarkoordinaatides antud

joont (okassiga)
r(¢) = cosddp + 2singp, ¢ € [0,7].

Selle joone poolt piiratud kujundi pindala leidmiseks kasutame kover-

sektori pindala valemit

1 ™
S = 3 / (cos44¢p + 2sin @)? dp.
0
Siit saame
1 2 .2 .
S = 5 (cos 44 + 4sin” ¢ + 4 cos 44 sin cp) de.
0

Kasutame jargmisi trigonomeetrilisi vorduseid
9 1
cos” 44p = 5(1 + cos 88¢),

4sin? p = 2(1 — cos 2¢),
lisaks vordusest

sin(a + ) — sin(a — B)
2

cosasin ff =

saadavat

4 cos44psin o = 2(sin 45p — sin43yp).

Kokkuvottes leiame

1
S == /(1 + cos88p)dy + [ (1 —cos2p)dy

O~y

4
0

+/sin45g0d<pf/sin43<pdg0

0 0

5 sin88p sin2p cosdbp cosd3p\ | 5
4" <4~88_ > 1 13 >0_4”'

SO0

11.3 Joone pikkuse arvutamine

Tuletame valemi funktsiooni f graafiku kui joone pikkuse arvutamiseks.

Votame 16igus [a, b] alajaotuse
a=x9g<x1<...<xp =0

Uhendame punktid (zg, f(20)), ..., (zn, f(2,)) sirgldikudega.

~

Joonisel kujutab see joon en-

dast okkad turri ajanud okassi-

ga (lisatud on veel paar tapikest

).

N
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11.8. Joone kaare pikkuse arvutamine

Sel juhul saame téisnurksest kolmnurgast iga sirgloigu pikkuseks

As; = \/Ax? + AfE.

Summeerime koik sirgloikude pikkused

n n n 2
D Asi=Y \JAzZ+ A=Y 1+<§f‘_> Az;.
i=1 i=1 i=1 v

P

Jagatis A on vastava sirgloigu tousunurga tangens,
T
Afi = tan «;
Al‘i v

Minnes piirile n — oo, saame jargmise tulemuse.

A Lause 11.2

Loigus [a,b] pideva ja vahemikus (a,b) diferentseeruva funktsiooni f

graafiku kui joone pikkus avaldub valemiga

b
8:/\/1+[f’(a:)]2dx.

~

ps2 4s, s

Xi-1Xi

Allikas: [20]

\ J
A Lause 11.3 ~
Kui funktsiooni graafik on esitatud parameetriliselt
z=x(),
O e,
y =y(?),
kus z ja y on diferentseeruvad 16igus [, (], siis selle joone pikkus aval-
dub valemiga
B
s= [ VETOP + WO d.
\ J

Naiide 11.3 Joone pikkuse leidmisel voivad tekkida keerulist tiiiipi
integraalid ja sellepérast leitakse need tihti ligikaudsete vahenditega.

Vaatleme néitena poolringjoone
y=vr*—z* wel[-rr]

pikkuse leidmist. Leiame tuletise

;L —2z _ —x
22 — a2 r2— g2

Y

Seega poolringjoone pikkus avaldub

S/T\/l+[’(x)]2dz/r 1+7x2 d:cr/rdx
- g IV T T U
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Teeme muutujavahetuse

T =1 sint.
Siis
.z
dx = r costdt, t = arcsin—.
r
Nuud
El z
/ r costdt costdt
s=r —— =T
/1% = (r sint)? ' Veos?t
-3 -3
El
=r / dt=mr
-3
00

Niide 11.4 Leiame kardioidi kui joone pikkuse ehk ligikaudse
“euroouna” timbermo6odu (moodetuna keskelt ja arvestades varre osas

olevat Gonsust).

Selleks kasutame parameetriliselt antud funktsiooni graafiku pikkuse

valemit. Kardioidi valemitest

z =a(l+cosp) cosp,
( : ¢ € [0, 27],

y =a(l+ cosyp) sinp,

Saame

s= /\/ a(1 4+ 2cos ) sin ¢]2 + [a(cos ¢ + cos? p — sin’ p)]2 dyp

_a/\/1+2005<p) sin? o + [(1 + 2 cos ) cos ¢ — 1]2 dyp

:a/\/[(14—2005@)—cos<p]2+1—cosgcpd<p:a/\/Q(l—i—cosap)d(p
0 0

2m 2
:a/~/40032%dnp:4a/|cos§|d(§).
0 0

ning arvestades funktsioonide cos z ja

m
} {5, w} , saame

Teeme muutujavahetuse u = %
— cos x siimmeetriat 16ikudel {

us
2

= 8a.

Z
s = Sa/cosudu = 8asinu
0
0

SO0

-

Kardioidi imbermdoot
s = 8a

on raadiusega a ringi omast vei-
di suurem (ringi imbermodt on
2ma =~ 6.28a ehk pisut rohkem
kui 75% kardioidi iimbermdoo-

dust).
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11.4. Keha ruumala

11.4 Keha ruumala

Vaatleme keha, mida labiva telje korral on igas punktis x teada tema rist-
l6ikepindala S(z). Analoogiliselt eelnevate punktidega moodustame keha
piiravas 10igus iihtlase jaotusega Riemanni summad ja leiame nende piir-

vaartuse, p

n Ruumala leidmiseks moodusta-

V = lim E S(c;) Az;. me vérdse paksusega kihid, lii-
n—o0 4 5

i=1 dame nende ruumalad ja vota-

me piirviirtuse.

A Lause 11.4 N .

Olgu keha piiratud tasanditega, mis on risti z-teljega punktides x = a

ja x = b. Kui igas punktis x € [a, b] on keha ristloikepindala S(x) ja S

on pidev funktsioon 16igus [a, b], siis keha ruumala avaldub valemiga D\[Dy| -} D |- |D,

V= /bS(:c)d:z:.

Allikas: [35]

Naiide 11.5 Leiame ruudukujulise alusega piiramiidi ruumala, kui alu-
se kiilg on a ja pliramiidi korgus on h. Asetame koordinaatide algus-

punkti pliramiidi aluse keskele.

Allikas: [35]
Korgusel y olgu piiramiidi ruudukujulise 16ike kiilg 2x. Siis sarnastest

kolmnurkadest saame

h  h—y
a 2z
millest
20 = 7 (h —y)
h
ja seega 1oike pindala on
2

Piramiidi ruumala leiame

h

V=/S(y)dy=,i/(h—y)2dy=—;‘; (W)

0

SO0

197



PEATUKK 11. MAARATUD INTEGRAALI RAKENDUSED

AJédreldus 11.1 N y

Olgu f pidev mittenegatiivne funktsioon 16igus [a, b]. Siis imber z-telje

poorleva joonega y = f(z) piiratud keha ruumala avaldub valemiga

b 0 u b ‘\,‘—7”
V=m /fQ(a:) dx.
a

. J

Lause 11.4 kasutamisel paneme tihele, et punktis = € [a, b] on keha rist-

16ikepindala S(x) = 7 f2(z).

Naiide 11.6 Kujund, mis on piiratud joonega y=Vi
r(x) =Vx
y:ﬁv 0§.’E§4, 0 x 4 R

ja z-teljega, poorleb timber x-telje. Leiame tekkiva poordkeha ruumala. y

Olgu punktis x poordkeha ristloike raadius r(z). Ruumala saame 5 L
4

leWﬁwwaﬂ«ﬁﬁm e

4 (b)
4 22
=7n | xzdr=7n—| =8m.
0 0 Joonis: [36]
600
Niide 11.7 Kujund, mis on piiratud y-teljega ja joonega x = —,
Y

1 <y < 4, poorleb timber y-telje. Leiame tekkiva péordkeha ruumal

o

Analoogiliselt eelneva néitega

V= ?v@fwzﬂﬁ(ﬂ2@

1 Yy

SO0

Joonis: [36]
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11.5. Integraali fitsikalisi rakendusi

11.5 Integraali fiitisikalisi rakendusi

11.5.1 Teepikkuse arvutamine

Lébitud tee pikkuse arvutamist oleme juba varem vaadelnud, kuid formu-

leerime selle siin eraldi tulemusena.

Olgu v = v(¢) keha litkumise kiirus ajahetkel ¢ ja s = s(t) keha poolt
labitud tee pikkus hetkel . Ajahetkede t; ja to vahel keha poolt labitud
teepikkus avaldub valemiga

= / o (#)] dt. (11.2)

ty

Naiide 11.8 Keha liikumise kiirus on antud vordusega
v(t) =3t —t+2

ja selle iihik olgu g. Leiame keha poolt ldbitud teepikkuse ajahetkede
s

t = 3 sekundit ja t = 6 sekundit vahel. Arvestades eelnevat ja seda, et

3t2 —t+2 >0, kui t € [3,6], saame

6
t2
/3t2—t+2 )dt = (t32+2t)
3

t=6
= 181.5m.
t=3

A Markus 11.1 ~

Analoogiliselt saab leida teisi karakteristikuid f, kui on antud selle
muutumise kiirus f’(z) argumendi z jirgi. Sel juhul algfunktsiooniks
on funktsioon f ise ja f(b)— f(a) annab funktsiooni f muudu intervallis

[a, b].

Naide 11.9 Bakterite koloonia on alguses 14 miljoni bakteri suurune.
Mudel niitab, et ¢ tunni jooksul suureneb koloonia kiirusega 2¢ mil-
jonit bakterit tunnis. Leiame bakterite arvu miljonites hetkel t = 2.
Bakterite arvuks saame sel juhul

2 t of
n=14+ /2d1€-14—i—(1 2)
0

t=2

4+ 1 ! ~ 18.33
In2 In o

=0
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11.5.2 To606 arvutamine

Vaatleme keha, mis liigub modda z-telge positiivses suunas vélisjou F'(x)
poolt punktist z = a punkti x = b. Olgu funktsioon F pidev.

Moodustame juba varem vaadeldud jaotused
a=x9< 21 <...<x, =0

Igas osaldigus [z;_1, ;] vOtame punkti ¢;, milles arvutame jou F(c¢;). Kui
osaldigud [z;-1, ;] on kiillalt viikesed, siis voime lugeda jou F' selles osa-
loigus konstantseks. To6 A;, mida tehakse konstantse jou F(¢;) poolt,

liigutades keha edasi Ax; vorra, leitakse korrutisena
A'L ~ F(CZ) A[Ez

Kogu t66 leitakse ligikaudselt Riemanni summana
n
A~ ZF(CZ) Ax;.
i=1
Minnes osaloikude arvuga piirile nii, et maksimaalne osaloigu pikkus ldheb

nulli, saame jargmise tulemuse.

A Lause 11.5 N

Mooda z-telge punktist z = a punkti x = b liikuvale kehale mojuva

jou F(x) poolt tehtav t66 avaldub vordusega

Naiide 11.10 Vedru, mille pikkus vabas olekus on 12 cm, venib 8
N jou mojul vertikaalselt 2 cm. Leiame t66, mida on vaja teha, et

venitada vedru vertikaalselt 6 cm.

Selles iilesandes peame lisaks teadma, et vedrule mojuv joud arvuta-
takse Hooke’i seaduse F(x) = kx alusel, kus k on vedru jaikustegur
(konstant) ja z on venituse suurus. Arvestades lilesandes antut, leiame

kordaja k vordusest
millest

Siit tehtav t66 vordub

6

6
A:/kxdx:4/xdx:2x2
0

0

=T72.
0

Saime, et tehtav t66 on A = 72 N cm.

000
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11.5. Integraali fitsikalisi rakendusi

Niide 11.11 Ambrit, mis kaalub 22 N, vinnatakse iihtlasel kiirusel
maapinnalt iiles 6 m pikkuse koie abil. Koie iihe meetri kaal on 1.17

N. Kui palju t66d kulub &mbri ja koie tostmiseks?

Ambri kaal on konstantne, seega ainuiiksi tema tdstmiseks kulunud t66
(&mbrile antav potensiaalne energia) on 22-6 = 132 J.

Koiele mojub raskusjoud (1.17)y ja seda tuleb iiletada piirides y €
[0,6]. Lisame selgituseks, et vertikaalse y-telje 0-punkt asub kohas,
kuhu a&mber ja kois 1opuks tostetakse, ja telje suund on iilalt alla. Koie

tostmiseks kuluv t66 on
6
1.17 / ydy =1.17-18 = 21.06 J.
0
Tostmisel tehtav t66 on seega
132 + 21.06 = 153.06 J.

SO0

11.5.3 Vedeliku poolt mojuva jou arvutamine

Mahutis, mille pohi on horisontaalselt tasapinnaline, saab vedeliku poolt
pohjale mojuva kogujou arvutada, korrutades pohja pindala ja pohjas aval-

duva rohu (rohk on pinnaiihikule méjuv joud).

Vedeliku poolt konstantsel siigavusel asuvale pinnale mojuv
joud on

F=Shuw,

kus S on pinna pindala, h on pinna siigavus ja w on vedeliku erikaal.

Niide 11.12 Magevee erikaal on 9809.3 N/m?. Kui basseini siigavus
on 1.5 m, siis vee poolt mojuv joud basseini pohjale, mille mootmed

on 3 meetrit ja 6 meetrit, on

N
F=Shw=(3-6m?)(1.5m) <9809.3 ms) = 264851.1N.
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A Lause 11.6

Vertikaalsele lamedale plaadile vedeliku poolt mojuv joud.
Olgu vedeliku erikaal w ja olgu vertikaalne plaat asetatud vedelikku
siigavuste h = a ja h = b vahele. Olgu L(h) plaadi laius siigavusel h.

Siis vedeliku poolt vastu plaadi kiillge mojuv joud vordub

b
F=w / h L(h) dh.

~

Kui plaat on vedelikku asetatud

vertikaalselt, siis vastu plaadi
seina mojuv rohk on erineva-
tel korgustel erinev ning toodud
valem sellisel kujul enam ei keh-
ti (kuna h muutub). Sel juhul

tuleb kasutada integraalset va-

lemit.

Naiide 11.13 Veetammi ristkiilikukujuline virav on 5 m lai ja 4 m
korge. Leiame vedeliku poolt vdrava iihele kiiljele mojuva jou, kui

virava ililemine serv asub 3 m siligavusel veepinnast.

Vee erikaaluks votame 9809.3 N/m3. Virava laius on L(h) = 5 m.
Varav asub 3 kuni 7 meetri siigavusel. Seega
h=7

= 980930 N.

2
F= 9809.3/5hdh = 49046.5
2 h=3

3

OO0

Naide 11.14 Vordhaarse kolmnurga kujuline lame plaat alusega 4 m
ja korgusega 2 m on asetatud vertikaalselt basseini nii, et iilespoole
jaav alus on 1 m siigavusel veepinnast. Leiame vee poolt plaadi tihele

kiiljele mojuva jou.

==
A

Olgu koordinaatide alguspunkt plaadi alumises tipus. Plaadi parem-
poolne serv asub sirgel y = x ja seega on korgusel y plaadi laius
L(y) = 2y. Basseini veepiir asub kdrgusel y = 3 ja seega asuvad plaadi
punktid, mille vertikaalne koordinaat on y, siigavusel 3 — y. Niisiis on
plaadi iihele kiiljele mojuv joud

2

b
sz/a <3—y>L<y)dy=2w/O (3—y)ydy

2

3 Y3

=92 2
w<2y 3) .

Kui vee erikaal on 9809.3 N/m3, siis plaadile mojub kiiljelt joud

F =65395.3 N.

SO0

Foto: Hooveri tamm,

Wikpedia.
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11.5.4 Masskese

Vaatleme ohukest tasapinnalist plaati, mille tihedus on konstantne.

Definitsioon 11.2]

Utleme, et 6hukesel plaadil on masskese punktis (Z,7), kui selle plaadi

toetamisel punktis (Z,y) jadb plaat tasakaalu.

ALause 11.7 ~

Olgu D tasandiline kujund, mis jadb kahe funktsiooni f ja g graafiku
vahele, kus f(z) > g(x) iga = € [a, b] korral, ning on kiilgedelt piiratud
sirgetega * = a ja x = b. Sel juhul kujundi D masskese asub punktis

(@,9), kus

b b
i %/ z (f(2) = g(w) do, G= %/ 3 (@) - (@) do

ning S on kujundi D pindala

b
5= / (@) — 9(@))

Néiide 11.15 Leiame joontega y = 1/ ja y = g piiratud tasandilise

kujundi masskeskme 16igul [0, 1]. Kujundi pindala on

1
T 2 5 22 e=l 5
5*/“*5) dl‘(gx 4>$_012-
0

Masskeskme x koordinaat on

14 1
S b ki ktis [ —, = .
eega asub masskese punktis <25, 2)
000
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Naiide 11.16 Leiame vordhaarse kolmnurga masskeskme. Olgu kolm-

nurk moodustatud sirge y = z ja z-telje poolt 16igus [0, a]. Kolmnurga

pindala on
2
a
S=—.
2
Masskeskme x koordinaat on yer
‘. < (%)
1 2
£=§/$(w—0)d$=af2/x2dx C
0 0
2 23|72
= —=— = —a. o
a®3|,_, 3 y
Masskeskme y koordinaat on
1l 123" 1
y = — —_ d = — — = —Q.
Y 25 (ac O) T o - a

2 1
Seega asub masskese punktis (3@, 3a>. Geomeetriast teame, et see
on ka mediaanide 16ikepunkt.

SO0

Niide 11.17 Teame, et elektrivorgus jouab tarbijani vahelduvpinge
220V. Katsume selgitada, mida see tdhendab. Vahelduvpinge, nagu

nimi iitleb, on muutuv pinge ja seda iseloomustab funktsioon
U(t) = Up sin(wt + ¢g),

kus Uy on konstantne amplituudpinge (loetakse, et Uy > 0), w ise-
loomustab sagedust (meil 50 Hz), po on siinuse argumendi véértus
algsel ajahetkel ¢ = 0. Erinevate elektritarbijate siinkroniseerimisel tu-
leb muidugi arvestada parameetreid w ja g, aga loeme, et ¢y = 0 ,
siis
U(t) = Upsin(wt).
Selle funktsiooni graafik on ({ihe perioodi véltel)
u(t)
ot

3 21
2w w

|
SHIE]

Meenutame, et 16igus [a, b] médratud funktsiooni f keskvédrtus selles

16igus on
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Leiame vahelduvpinge keskvaértuse 16igus {O, ;} . Saame
w

2L =T
2Uy 2U, 2w
T/smwtdt / sinwt dwt = — 22 cos wt = —Up.
o 71' T =0
20 0 0
Margime, et 220 V ei ole tavalise vorgupinge keskvéirtus.
s T 27
Sama keskvédartus on pingel ka intervallis [O, —}, intervallis [, ]
w w w

on keskvadrtus absoluutvaartuselt sama, kuid negatiivne. Pinge kesk-

vadrtus ajaintervallis [0, T
T
1
T/sinwtdt — 0, kui T" — o0,
0

sest

T T
’/sinwtdt’ < /sinwtdt: const.
0 0

Vahelduvpinge efektiivvadrtus on selline alalispinge, mis aktiivtakis-
tusel (néiteks tavaline elektripliit on selline) teeb kiillalt pika aja jook-
sul sama t06 (tekitab samapalju soojusenergiat), mis vahelduvpinge.
Aktiivtakistil takistusega R tekkiv vool on Ohmi seaduse pohjal

Ut Up sin wt
()= U Dostnet,

Edasiste arvutuste lihtsustamiseks votame vahelduvpinges w = 1 (on
vahetu kontrollida, et tulemus w védrtusest ei soltu). Olgu vahelduv-
pinge efektiivvéédrtus U,. Pingega U, alalisvoolu tarbimisel on voimsus

U, U?

P=UJI=U,— = .
R R

Veerandperioodi [O, g} jooksul (see aeg on kiillaldane) teeb alalisvool

2
tood A = —= . g Vahelduvvoolu poolt sama ajaga tehtav t66 on

jU(t)I(t)dt Ug/s‘ 2tdt = 3/1 1 — cos 2t) dt
= = — 1n — —(1 —
0 R r /3!
0 0 0
_Ug (t sin2t =% Ui«
R 2 4 )|y R 4

Nende t66de vordumine annab efektiivpinge ja amplituudpinge vahe-
korra UZ = 2U? ehk Uy

efektiivvadrtus ja amplituudpinge on Uy =

= /2U,. Vooluvorgus on 220 V just pinge
V2-200V ~ 311V. Pinge
keskvédrtus (intervallis [0, —]) on

w

2v/2

on = —U 198 V.

Hoiatus: kuigi vahel-
duvpinge pikaajaline
keskvaartus on ligikau-
du vordne nulliga, ei
tdhenda see seda, et
kui kiillalt kaua hoida
palja kéega kinni va-
helduvpinge all olevast
isoleerimata juhtmest,
ei peaks midagi halba

juhtuma.

-

Miks on korgepingelii-
ni juhtmed maapinnast
korgel?

Sellepdrast, et  kor-
gepingel on  ampli-
tuudpinge suur ja
oleksid

madalal, hakkaks siinus

kui  juhtmed

vastu maad kidima.
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Niide 11.18 Keha, mille mass on m ja mis liigub kiirusega v, ki-
neetiline energia on mTvQ Vaatleme {ihtlase paksusega homogeensest
materjalist ketast massiga m, mis podrleb timber oma keskpunkti 14-
biva kettaga risti oleva telje. Ketta serva kiirus olgu v.

4

Milline on selliselt pddrleva ketta kineetiline energia?

Olgu ketta raadius R, siis tema kiilje kui ringi pindala on mR?, ketta
ruumala on wR?[, kus [ on on ketta paksus. Ketta mass on m = mR?lp,
kus o on ketta materjali tihedus. Jaotame ketta n vordse paksusega
kihiks, siis h = ~on iga kihi paksus. Olgu r kihi vilimise serva kaugus

keskpunktist.

L

Vastava kihi ruumala on (7r? — w(r — h)?)l = 7(2rh — h?)l ja mass
m(2rh — h?)lp. Seda kihti moodustavad ketta aineosakesed liiguvad
mooda ringjoont ligikaudse kiirusega %v (selline on kihi vélimise ser-
va kiirus, aga ohukese kihi korral, kus h on vaike, on terve kihi kiirus

ligikaudselt selline). Selle kihi kineetiline energia on ligikaudselt

N
w(2rh — hQ)ZQ(R;).

Té&histame kihtide vélimised raadiused vastavalt ri,...,r,, liidame

kihtide kineetilised energiad ja l&heme piirile n — oo. Siis

T )2
. 2 (*U mlov? . -
nlgrolozw(zmh—h%zgRT = S nLOOZ@r — h)r2h
i=1 =1

B mlov? 3
= om JLH;OZT "

(siin 37" | h* = Rh — 0)

R
l 2 2
7TQ’U /T dr:ﬂ'lQUQ—R -
4
0

millega oleme leidnud telje iimber podrleva ketta kineetilise energia.

OO0
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Naiide 11.19 Vaatleme homogeensest materjalist kera massiga m, mis
poorleb timber oma keskpunkti ldbiva telje. Olgu v teljest koige kauge-
mate kohtade litkumiskiirus (néiteks maakeral ekvaatori litkumiskiirus,

kui maakera pdorleb timber poolusi lébiva telje).

)
N

Seame eesmérgiks leida selliselt podrleva kera kineetilise energia.

Olgu kera raadius R, tihedus p, siis kera ruumala on %WR?’ ja mass
m = %WR:‘Q. Jaotame kera poorlemisteljega risti olevateks ketasteks,
kus iga ketta paksus on h = % Ekvaatori kohalt vaadates on pilt

jargmine:

R /RZ_TZ

+

Ketta serva kiirus on vR2 — r2 %, sest poorlemise nurkkiirus w = %
on konstantne ja ketta serva kiiruse saamiseks tuleb w korrutada ketta
raadiusega. Olgu (joonisel parempoolse) poolkera ketaste keskpunktide
kaugused kera keskpunktist r;, ketaste massid m;, servade kiirused
v;, © = 1,... ,n. Eelmise ndite pohjal teame, et ketta kineetiline energia

on

1 1 v\ 1 02
me? = ZW(RQ —rHho (\/R2 - T2R> = ZW(R2 r2)? hQR2

Kera kineetiline energia on piirviartus ketaste kineetiliste energiate

summast, kui ketta paksus h — 0. Poole (joonisel parempoolse) kera

korral .2
r2)2
J;H;OZ gt = e JE&Z o
1 2 7
_ 22 /(R27r2)2d7’
0
Seejuures
R r=R 8
/(R2—r2)2dr: (Rir— 2R3 4 ) = S
5| _, 15
0
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PEATUKK 11. MAARATUD INTEGRAALI RAKENDUSED

4 -
Niisiis on terve kera kineetiline energia BWR?’ ov?. Arvestades vordust
4 3 . L . mv?
m = gwR 0, saame poorleva kera kineetiliseks energiaks =

SO0

11.5.5 Vedelike pumpamisel tehtav t66

Anumate tithjendamiseks tehtav t66. Olgu anuma ristloike pind-

=

ala korgusel y vordne pideva funktsiooni vaédrtusega S(y). Olgu vede- y=2xx= %y
liku tihedus g, siis erikaal on v = p g. Kui anuma sisu asub korguste a
ja b vahel, siis selle vedeliku pumpamiseks korgusele i > b tehtav t66

avaldub vordusega

b

A= V/S(y)(h—y)dy-

a

Joonis: [36]

Naide 11.20 Mahutiks on tagurpidi péoratud koonus. Koonuse korgus
on 10 meetrit ja pohja raadius on 5 meetrit. Mahuti on 8 meetri kor-
guseni téaidetud oliivoliga, mille tihedus on on 913%. Kui palju t66d
on vaja teha, et tiilhjendada mahuti, pumbates oli iilemise d4re kaudu
valja?

Leiame mahuti ristloike pindala. Ristloikeks on ringjoon raadiusega r,
mis soltub korgusest. Ringi raadiuse korgusel y saame sirge vorran-
dist, mis libib punkte (0,0) ja (5,10). Saadud sirge vorrandist y = 2z

avaldame x = —y. Siis mahuti ristléike pindala avaldub

() =) = (1)

ja tehtav t66 on

8
A:913g/
0

7y?(10 — y) dy = 4.8 - 10° J.

> =
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PEATUKK 12. TRIGONOMEETRILISTE JA IRRATSIONAALFUNKTSIOONIDE
INTEGREERIMINE. PARATUD INTEGRAALID

12.1 Trigonomeetriliste funktsioonide integ-
reerimine

Trigonomeetriliste avaldiste integreerimisel saab kasutada erinevaid trigo-
nomeetrilisi funktsioone siduvaid vorduseid, kuid teisenduste ldbiviimine
voib nouda komplitseeritud ja ebastandardseid votteid. Trigonomeetrili-
si murde ja lihtavaldisi saab viia ratsionaalfunktsioonideks universaalse

muutujavahetusega.

Teeme integraalis muutujavahetuse

t:tang, kui z € (—m, 7).

Sel juhul
2dt
r = 2arctant, dxr = ,
1+¢2
ja
) 2t 1—¢2
sine = ——, cosx=-——.
1+t2 14 ¢2
- J

Niide 12.1 Leiame integraali

I:/, 14 sinx e
sinz (1 + cos z)

Toodud muutujavahetuse abil saame, et

1+—2t
I= dt = = Z4t+2) dt
/ o2t 1+1—t2 14 t2 2 t+ +
1+1¢2 1+¢2

Vastuseks tuleb

I—1 1n|t|+ﬁ+2t +C kus t = tan -
2 2 ’ 2

Markus 12.1
Kuigi universaalne trigonomeetriline asendus viib alati sihile, voib la-

henduskiik osutuda téomahukaks. Monel juhul voib proovida ka liht-

samaid asendusi t = cosz, t =sinx jat = tanx.
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Paarisarvulise astmega siinus- voi koosinusfunktsiooni integreerimisel

kasutame vorduseid

1-— 2 1 2
sin? x = %, cos’z = y. (12.1)

Paaritu astmega siinus- voi koosinusfunktsiooni integreerimisel teisen-

dame

/sin2k+1mdx = /Sin%xsinxdz‘ :/(1—0052 x)ksinxdx.
(12.2)

Naiide 12.2 Leiame integraali
I= /sin8 x cos® x de.
Teisendame integreeritavat funktsiooni jargmiselt
I = /Sin8 zcos® xcosx dr = /Sim8 z(1 — sin® z)? cos z d.
Teostame muutujavahetuse
u = sinx,

millest

du = cosxdzx.

Saame

1 1
I= /1L8(1—u2)2 du = / (u® — 20" + u'?) du= —u’——u''+Zu+C

2 1
= §sin9x—ﬁsinllx—kﬁsinl?’x—ka

OO0

Naide 12.3 Leiame integraali
I= /sin2 xcos? x dx.

Kasutades vorduseid (12.1), saame

1 —cos2x 1+ cos2x 1 — cos? 2z
I = dr = el |
/ 2 2 / 1 v

Kasutades uuesti teist vordust (12.1), saame

I_/(i_ 1+(:8054m) dwzlx_sin4x+a

OO0

12.1.
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PEATUKK 12. TRIGONOMEETRILISTE JA IRRATSIONAALFUNKTSIOONIDE
INTEGREERIMINE. PARATUD INTEGRAALID

12.2 Irratsionaalfunktsioonide integreerimine

Vaatleme siinkohal funktsioone, mis sisaldavad ruutjuurt. Teatud tiiiipi
avaldiste korral voib abi olla muutujavahetusest trigonomeetriliste funkt-
sioonide kaudu. Voib ette anda mitmeid muutujavahetusi, kuid lihtsamal
juhul saab need asendused tuletada taisnurksest kolmnurgast siinuse, koo-

sinuse ja tangensi seostest ning Pythagorase teoreemist.

Kui integraali mérgi all on avaldis
va? — a2, kusvaadeldakse juhtu |z| < a,
siis voib sobida muutujavahetus

r=asint vOoi x = a cost.

Va2 —x2

Va2 — x2 x

A Markus 12.2 N

Ruutjuure alt saame ruudu vilja tuua vaid absoluutvéédrtuse mérgi
abil,

Vi2 = t|, Vsin’t = |sint|,

Trigonomeetrilised funktsioonid voivad olla negatiivsed ja absoluut-

Veos?t = |cost|.

vidrtuse mérgist vabanemine ei ole nii lihtne. Eeldame siin koikides
iilesannetes, et ruutjuure all olevad funktsioonid on positiivsed (néi-
teks t € (0, g) korral on siinus, koosinus ja tangens positiivsed). Kui
argument ¢ peaks kuuluma monda teise vahemikku, siis tuleks kaasata

maérgi analiiiis.

Kui 0 < z < a ja avaldis on
ruutude vahest \/m, siis
vGib arvu a vaadelda taisnurkse
kolmnurga hiipotenuusina. Sol-
tuvalt sellest, millise kaatetiga
siduda z ja a, tuleks teha muu-
tujavahetus © = asint voi x =

acost.

N\

Niide 12.4 Leiame integraali
B dx
) 21—

Siin a = 1. Teeme muutujavahetuse

1

x = sint,

seejuures dx = cost dt.

Kui me ei tea, kas sint > 0 voi
hoopis sint < 0, siis voib kasu-

tada vordust
A(t) = sign(sint),

kus signum néitab sint¢ méarki.
Sel juhul

|sint| = A(t)sint
ja

/lsint\dt:A(t)/sintdt.

Selle kordaja A(t) voib integ-
raali margi alt valja tuua. Integ-
raali vaatame eraldi kahes piir-
konnas: positiivse sint piirkon-
nas ja negatiivse sint piirkon-
nas. Maadratud integraali korral
teaksime konkreetsemalt, milli-
ne on trigonomeetrilise funkt-
siooni vaartus vaadeldavas piir-
konnas ja saaksime integraali
jaotada liidetavateks vastavalt

vajadusele.
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12.2. Irratsionaalfunktsioonide integreerimine

Siis
I—/ cos tdt B costdt
sin?ty/1 — sin® ¢ sin® t| cos t|’
Kui cost > 0, siis p
dt
I:/ﬁ = —cott+C.
sin“ ¢

Vastuse voiksime ka niimoodi jatta, aga viisakas oleks see siiski esitada

V1—22
x

esialgse argumendi x kaudu. Kuna z = sint, siis cott = (vt

paremal olevat selgitust) ja

V1—2z?

x

I +C.

Niitame, et sama tulemuse saame muutujavahetusega

Kui meil on asendus (a > 0)
x = asint,

siis allpool olevast kolmnurgast

jareldub konstruktsiooni poh-
jal, et
a2 — 22
cost = s
a
tant d
ant = ————.
/a2 — 22

Nii saab nii siinused, koosinused
kui tangensid asendada ilma ar-

kusfunktsioone kasutamata.

Vaz —x2

T = cost,
seejuures
dx = —sintdt.
Siis
I—/ —sintdt B sint dt
cos?ty/1 — cos? t cos? t|sint|’
Kui sint > 0, siis
dt
I:—/ 5o = —tant + C.
cos=t

Kuna x = cost, siis t = arccos x ja arkusfunktsioone kasutades saame

samuti
sin(arccos x 1 — cos?(arccos V1—x2
I:—(i)—i—C:—\/ ( )—&-C:—i—&-C.
cos(arccos x) x x
0O
~
Kui integraali mérgi all on avaldis
va2 + z2,
siis voib sobida muutujavahetus
r=atant VvOi x =a cott.
J

&

Kui integraali mérgi all on aval-
dis Va2 + 2, siis saab kisitleda
seda kui kolmnurga hiipotenuu-
si. Soltuvalt sellest, millise kaa-
tediga siduda z ja a, tuleks teha
muutujavahetus x = atant voi

xr = acott.
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Niide 12.5 Leiame integraali

I*/ dx
Vo +4

Siin @ = 2. Teeme muutujavahetuse

2
dt

r = 2tant, siisdr = 5 .
cos=t

Saame

L / 2t - dt
cos2tvA4tan?t + 4 sin® ¢

cos?t

+1
cos?t

dt [ |cost|dt
1 cos2t

cos? t 5
cos“t

Kui cost > 0, siis
dt

cost’

Kasutame siin diferentsiaali mérgi alla viimise votet:

u=sint

/ costdt / d(sint) = / du / du
I = = = = = .
cos? t 1 —sin®¢ 1—u? (I —u)(1+u)

Ratsionaalfunktsioonide integreerimine annab

1 1 1 1
1 1+u

=—1 .
2 n‘l—u +C

Tagasi asendades saame

l+u 14sint (1+sint)? <1—|—sint>2

1—u 1—sint = cos?t cost
Seega
.2
1 1 t 1
I:flnﬂ +C=In|— +tant| + C.
2 cost cost

Et minna tagasi muutujale x, peame asendama liikmed cost ja tant.

Algsest muutujavahetusest tuleb

tant z
nt=—
2 )
taisnurksest kolmnurgast aga
2
COSt = ————.
2 +4
Loppvastuseks saame
dx 2 4+4 =
=1In +7+C=1n‘\/x2+4—|—x‘—ln2+C
/ Vaz 44 2 2

:ln’ x2+4+x‘+0.

SO0

-

Asendust

r = 2tant

silmas pidades jéreldub téis-

nurksest kolmnurgast, et

x

sint = s
Va2 14

2
cost = ——,
2 + 4

asendus ise aga annab

T

tant = —.

2
Nii saab siinused, koosinused ja
tangensid asendada ilma arkus-

funktsioone kasutamata.
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12.4. Irratsionaalfunktsioonide integreerimine

Kui integraali

kusjuures

siis voib sobida muutujavahetus

margi all on avaldis

\/ 12 —CL2,

T >avoix < —a,

I
S
St
[

T —.
cost sint

Vx2 — a?

a Vx2 —a?

Néiide 12.6 Leiame integraali

I—/ 2dx
) aveZ =9

Siin a = 3. Teeme muutujavahetuse

millest

Siis

I =

3
~ cost’
3sint
dr = 5 dt.
cos“t
9 sintcostdt _ 2 / sintdt
cos? ¢ 9 3 ; sin’ ¢
cos? t cos cos2t

2 / sint | cost|dt
3

cost|sint|

Kui cost > 0 ja sint > 0, siis

2 2 2 3
_z _ = _z d :
Z—S/dt—st—i—C’—garccos +C
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12.3 Paratud integraalid

b

Riemanni integraali / f(z) dz defineerimisel eeldasime, et integreerimis-

16ik [a,b] on loplik. aLisaks on Riemanni integraali olemasoluks tarvilik
tingimus funktsiooni f tokestatus 16igus [a, b].

Osutub, et toodud eeldustest saab loobuda, kui sobivalt iildistada méaéra-
tud integraali moistet. Vaatleme kahte erinevat liiki paratuid integraale:

lopmatute rajadega integraalid ja integraalid tokestamata funktsioonidest.

12.4 Lopmatute rajadega integraalid

,[Deﬁnitsioon 12.1] N
b

Eksisteerigu / f(z)dx iga b € (a,00) korral, siis paratu integraal piir-

a
konnas [a, 00) defineeritakse vordusega

b

/f(x) dx = blLIIOlO f(z)dx. (12.3)

a

b
Analoogiliselt, eksisteerigu / f(z)dz iga a € (—o0,b) korral, siis pé-

ratu integraal piirkonnas (—oo, b] defineeritakse vordusega

b b
/ f(z)dx = GEIPOO f(z)dx. (12.4)
N — 0o a )

Definitsioon 12.2]

Kui eksisteerib 16plik piirvadrtus (12.3) (voi (12.4)), siis nimetame vas-

tavat paratut integraali koonduvaks, vastasel korral hajuvaks.

Niide 12.7 Leiame péaratu integraali

71
1
Miérgime, et funktsioon f(z) = ?12 on pidev igas piirkonnas [1,b], kus

b € (1,00), seepérast saab siis kasutada Newton-Leibnizi valemit. \

Allikas: [3]
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12.4. Lopmatute rajadega integraalid

Kirjutame

z=b
1 1
) = lim (—+1) =1.
2—=1 b—oo b

e’} b
1 1
—dx = lim —dr = lim | ——
1‘2 b—o0 1‘2 b— oo €T
1 1

1

Joone y = — ja z-telje vaheline pindala S piirkonnas [1,00) on 1oplik:
x

S=1.

SO0

Naiide 12.8 Leiame pératu integraali

Ool
/fdx.
T

1

1
Funktsioon y = — on pidev igas piirkonnas [1,b], kus b € (1,00), sel
x

juhul saab kasutada Newton-Leibnizi valemit. Kirjutame

1

Joone y = — ja a-telje vaheline pindala S on piirkonnas [1, c0) lopmatu:
x

S = 0.

SO0

Naiide 12.9 Kui integraalis molemad rajad on tokestamata, siis tuleb
piirvadrtuse leidmisel olla ettevaatlik. Vaatleme integraali

o0

T
— dx.
/ 2 +1
—00
/ J)Jrldléf'x 1 /‘ 71'2':»14/1
—0—a )
I
; . ! :
—2 i 1 2
b— oo
—1 4
Allikas: [3]
T
Margime, et funktsioon y = oY on pidev igas piirkonnas [—a, a],
x
kus a > 0, ja sel juhul saab kasutada Newton-Leibnizi valemit. Kirju-
tame
f L[ 1 r=a
x
———dx == d(z? +1) = = In|2® +1 =0.
/:c2+1 * 2/$2+1 (#°+1) = gInfa® + |l_:_a
—a —a

Ometigi ei jdreldu sellest, et esialgne integraal ise on vordne nulliga.

Osutub, et selline integraal on hajuv.

Allikas: [3]
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Kui vaadata eraldi integraale piirkondades (—o0, 0] ja [0, 00), siis

r=b 1
) = lim <ln|b2+1|> = 00
-0 b—oo \ 2
0 1 x=0
x .
| e =, (21“"”2“‘ M)
. 1 9
= lim —fln’a +1| = —00.

a——o0 2

0

Kui proovida defineerida

0o 0 00
X T X
— L de= | ———d —~ 4
/x2—|—1 * /x2—|—1 x+/x2+1 *
—o00 —o0 0

siis jouaksime avaldiseni co — co, mida ei saa iiheselt méadrata ja
seeparast Utleme, et antud integraal hajub. Tegelikult piisas leida
ainult iiks integraal piirkonnas [0,00), et jéreldada kogu esialgse

integraali hajumist.

Siin voiks ju véita, et saaksime integraali piirkonnas (—oo, o) leida kui
a

piirvdértuse lim P dzx. Vaatleme kahte piirviartust

a—00 x2 —+
r=a
= 0’
r=—a

r=2a
x:—a)
(2a)* +1
a?+1

a

. x . 1 9
Jim [ 5 de = lim. (21n]x +1]

—a

sammas

a— 00 J;Q + 1 a— 00
—a

2a
1
lim [ ———de = lim (21n|ﬂc2+1|

1
lim (2 In

a— o0

Paneme tahele, et protsessis a — oo holmatakse piiril molemal juhul
kogu reaaltelg, kuid piirvdartused integraalidest annavad erinevad tu-
lemused. Seepérast kasutatakse jargmist definitsiooni.

SO0

,{Deﬁnitsioon 12.3]

Defineeritakse

o0 c oo

/ fz)dx = / f(z)dx + / f(z)dz, kus c € R on suvaline.

@

Kui vihemalt tiks integraalidest
piirkondades (—o0, ] ja [c, c0)
hajub, siis integraal piirkonnas

(=00, 00) hajub.
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12.4. Lopmatute rajadega integraalid

Niide 12.10
Gabrieli sarv (Torricelli trompet). Vaatleme joont

= —, € |1,00).
y=_, w€[loo)

Kui paneme selle joone iimber z-telje p&orlema, siis tekib ruumiline
kujund, mida nimetatakse Gabrieli sarveks voi siis ka Torricelli trom-

petiks.

Selle trompetiga on seotud huvitav paradoks. Nimelt, trompetil on
loplik ruumala, kuid pinna pindala ei ole loplik. Trompetit saaks
teoreetiliselt seestpoolt virvida, kallates sinna sisse 16pliku koguse
varvi, aga vilispinda ei ole voimalik 1opliku koguse vérviga katta, kui

soovida vilispinda katta konstantse paksusega vérvikihiga.

Leiame p66rdkeha ruumala

w/yzdx:ﬂ/—gdz:fﬂblim (
€z —o00 \ T
1

1

v

Pinna pindala tuleb aga

Sz27r/y\/1+[y’]2d:c:27r/f\/1+—4dx.
x x
1

1

Viimast integraali on tépselt iisna raske leida, aga meile piisab hinnan-

1
L+ 521,

1
52271'/*(13?:27(' lim Inb = oo.
T

gust. Kuna

siis

b—oo
1
Seega pinnal ei ole 1oplikku pindala.

SO0

(Sarve nimi tuleb peaingel Gab- |

rieli nimest, kes peaks siis Viim-
se Kohtupédeva kuulutamisel pu-
huma sarve sitimboliseerimaks

I6pmatut ja 16plikku iiheskoos.

UDGEMENT. |

Allikas: internet

Gabrieli sarve esmauurimise

au kuulub itaalia fiilisikule ja

matemaatikule - baromeetri
leiutajale - Evangelista Tor-
ricellile.

T

Allikas:
http://www.h33.dk/
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12.5 Integraal tokestamata funktsioonist

,{Deﬁnitsioon 12.4]
Olgu funktsioon f tokestamata punkti b timbruses (iga 6 > 0 korral on

f tokestamata vahemikus (b — d,b)) ja eksisteerigu

/Cf(x) dx

iga ¢ € (a,b) korral. Siis pératu integraal 16igus [a,b] defineeritakse

vordusega
(&

/f dz = hm f(z)dx. (12.5)

a
Analoogiliselt, olgu funktsioon f tokestamata punkti a iimbruses (iga

d > 0 korral on f tokestamata vahemikus (a,a + §)) ja eksisteerigu

b
/f(x) dx

iga ¢ € (a,b) korral. Siis paratu integraal 16igus [a,b] defineeritakse

vordusega
b

/f x—cgrél+/f (12.6)

a

Definitsioon 12.5]

Kui eksisteerib 16plik piirvddrtus (12.5) (voi (12.6)), siis nimetame vas-

tavat paratut integraali koonduvaks, vastasel korral hajuvaks.

Naide 12.11 Leiame pératu integraali
1
0

Maérgime, et funktsioon y = ﬁ on pidev igas piirkonnas [a, 1], kus

%\

€ (0,1), ja sel juhul saab kasutada Newton-Leibnizi valemit. Leiame

I 1 r=1
/—dm: lim —dx = lim < T )
xT a—0+ a—0+ _
0 r=a
— lim (2{-2[) —9
a—0+
1. . . . .. -
Joone y = T ja z-telje vaheline pindala S on piirkonnas [0, 1] 16plik
T
ning S = 2.
600

8 e

0+

Allikas: [3]
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12.5. Integraal tokestamata funktsioonist

Naiide 12.12 Integraal

1
/ V1— 22
0

ei eksisteeri Riemanni mottes, sest integreeritav funktsioon pole t6-

kestatud punkti x = 1 {mbruses. Selle funktsiooni pératu integraal

on
1 x=b
= lim [ arcsinx
O/ 1 — xQ b—>1—/ V1— 22 b—)l— 2=0
. . U
= lim arcsinb = —.
b—1— 2
OO0

Naide 12.13 Integraali

1
ei eksisteeri Riemanni mottes, kuna funktsioon f(z) = — on katkev
x

2 . .
. . 5 . . Ilma graafiku abita voib olla se-
punktis 0, olles samal ajal tokestamata punkti 0 iimbruses. da, kus funktsioon katkeb integ-
reerimisloigu sees, raskem avas-
tada.
flx) F(x)
(-1, 1)
X
(1, =D
T T
-1 0 1 x - X
Flx) = =
|
flx)= o

Allikas: http://www.vias.org/calculus/04 integration 03 _ex09.html

Pool pindalast on

Kuna pool pindalast ei ole 16plik, siis ka terve pindala ei ole loplik.

Margime, et vale oleks kohe Newton-Leibnizi valemit kasutada:

1 _
dz 1=t

=—-1-1=-2

rz=—1

x2 x
]

Viimane on ilmselgelt vale, sest juba jooniselt ndeme, et pindala peab
tulema positiivne. Vale tulemuse saame, sest funktsioon f(z) = % ei
ole pidev 16igus [—1, 1], kuid Newton-Leibnizi valemit voib kasutada
ainult pideva funktsiooni korral.

600
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,{Deﬁnitsioon 12.6} N
Kui funktsioon f on tokestamata punkti ¢ € (a,b) timbruses, kuid

pidev piirkonnas [a, ¢) U (¢, b], siis defineerime pératu integraali

/bf(x)dx:/cf(:r)dx+/bf(x)dx.

12.6 Integraalide rakendusi statistikas

Toendosusteooria baseerub juhusliku suuruse moistel, mida me siin rangelt
defineerima ei hakka, aga mida peame siiski selgitama.
Léhtekohaks votame ette moisted stindmus ja siindmuste ruum, mida voib

moista kui mingit hulka.

,{Deﬁnitsioon 12.7} N
Juhuslikuks suuruseks nimetatakse funktsiooni, mis seab igale

stindmusele vastavusse iihe reaalarvu.
\ y,

A Markus 12.3 ~

Téapsemalt, juhuslikuks suuruseks nimetatakse funktsiooni X : Q —
R, mille korral hulk {y : X(y) < z} on siindmus iga z € R jaoks.

Siinjuures hulk €2 téhistab siindmuste ruumi.

N
Néiteks miindi viskamisel on

stindmuste hulgaks

Q = { kull, kiri, serv}.

Siinjuures juhuslik suurus X
peaks omandama mingi arvuli-
se vaartuse, mille tdhenduseks
on naidata, kas tuli kull, kiri voi
maandus miint serva peale. Nai-
teks voiksime votta, et -1,0,1 ta-
histaksid vastavalt kulli, kirja ja
serva. Siis vaadrtus X = 1 tahis-
taks miindi serva peale kukku-

mist.

\. J

Niide 12.14 Olgu antud lame laud ja selle peal sirgjoon. Viskame
noela juhuslikult lauale ja vaatame, millise nurga all noel lauale ase-
tus. Téhistame iga viske korral noela ja sirge vahelise nurga juhusliku
suurusega X € [0,90] kraadi. Proovime arvutada toendosust, et noel
satub naiteks 45-kraadise nurga alla. Toendosus, et X = 45 kraadi,
on tegelikult null eeldusel, et iihegi nurga esinemine ei ole toendolisem
iihegi teise nurga esinemisest. Tehtud eeldusel voib aga arvutada néi-
teks toendosust, et X € [40,50]. Selleks on 16igu pikkuse 10 ja terve
16igu [0, 90] pikkuse 90 jagatis ehk

10 1
PA0 < X <50)= & = o

SO0

,{Deﬁnitsioon 12.8} N

Kui X on pidev juhuslik suurus, siis t6endosus, et X satub loiku [a, ],

defineeritakse integraaliga

b
P(angb):/f(x)dm,

kus funktsioon f on pideva juhusliku suuruse X tihedusfunktsioon

voi lihtsalt tihedus.

Juhuslikku suurust X nime-
tatakse pidevaks, kui X voib
omandada mistahes reaalarvu-
lisi vd&artusi mingis piirkonnas.
Néiteks miindi viskamisel X on
diskreetne juhuslik suurus, aga
noela viskamine lauale ja sel-
le asendi fikseerimine on pidev
siindmus, kuna ndel voib lauale
kukkuda mistahes nurga all vor-

relduna laua servaga.

needle

ny

line
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12.6. Integraalide rakendusi statistikas

Naide 12.15 Jiatkame noela néitega. Toendosus, et X kraadi kuulub y
16iku [a,b] C [0,90], on alati
1 y=f0)
b—a 1 » :
P <X<b — —_ b_ . P(x; <X <x)
(asX<b) =g =509

X1 X2 90

Viimase saab kirjutada kujul

b
1
Pla<X <b)= | —d=x.
90
Seega noela viskamisel pideva juhusliku suuruse X tihedusfunktsioo-

niks on konstantne funktsioon

fa) = 55, @ € [0,90],
0, x¢]0,90].

Sellise konstantse funktsiooni korral Geldakse, et juhuslik suurus on
iihtlase jaotusega.

SO0

Kuna kogu teooria peab sobima toendosuste arvutamisega, siis peab

tihedusfunktsioon y = f(z) rahuldama tingimusi

1. f(z) > 0 iga = € R korral,

2. P(—oo< X < 00) = ?f(x)dle.

Definitsioon 12.9]
Tiheduse algfunktsiooni F, kus F'/(z) = f(z) (punktides, kus F on di-

ferentseeruv), nimetatakse pideva juhusliku suuruse X jaotusfunkt-

siooniks.

Statistikas uuritakse teatud jaotusfunktsioonide (ja tihedusfunktsioonide)
klasse. Enim tuntud jaotused on iihtlane jaotus, normaaljaotus, ekspo-
nentjaotus. Nende jaotuste tihedusfunktsioonid on tuntud ja selle jargi

saab arvutada toendosusi.

Definitsioon 12.10]
Pideva juhusliku suuruse X keskvaértuseks nimetatakse arvu

EX = /xf(x)dx
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Markus 12.4

Kui vaadelda tihedusfunktsiooni graafiku ja xz-telje vahele jaavat kujun-
dit pindalaga 1 néditeks homogeense plaadina, siis plaadi masskeskme

z-koordinaat on selle jaotuse keskvéaartus.

Definitsioon 12.1 1}

Pideva juhusliku suuruse X dispersiooniks nimetatakse arvu

DX = / (x — EX)*f(x) da.

Maiérkus 12.5
Dispersioon DX iseloomustab juhusliku suuruse X jaotuse hajumist ]

keskvaartuse EX suhtes.

Definitsioon 12.12}
Standardhéilbeks nimetatakse arvu

c=vDX.

Naiide 12.16 Olgu juhuslikuks suuruseks ajaintervall T, mis jaab kahe
erineva kliendi teenindamise vahele. Kui y on nende ajaintervallide
keskmine, siis 7' jaotub eksponentsiaalselt tihedusega

0.2 Area cquals probability

0, t <0, of waiting 5 to 10
f(t) = 1t minutes for service
e r, t2>0.
n
Olgu konkreetselt vaatluse all restoran, kus laud vabaneb kesk- 0 5 10 15
miselt iga 5 minuti jirel. Kui laud vabaneb néiteks kell 6.00, siis Allikas: [20]

milline on toendosus, et jargmine laud vabaneb kella 6.05 ja 6.10 vahel?

Siin ¢ = 5 minutit. Sellisel juhul tihedusfunktsiooniks on

0, t <0,
1 _t
ge 5, tZO

ft) =
Me otsime toendosust P(5 < T < 10), mille leiame
10 10

1 t t
P(5§T§10):/f(t)dt:5/e’€dt:—e’€
5 5

t=10
~ 0.233.

t=>5

SO0
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12.7. Euleri integraalid

Pératu integraal tekib, kui kiisitakse naiteks, milline on toendosus, et
ooteaeg on suurem kui 20 minutit. Sellisel juhul otsime tGen#osust

P(20 < T < 0), see on

t=b

b—o0

PR20<T <o) = /f(t) dt = — lim e 5
t=20
20

- _ lim (ag - e*4) — ¢4~ 0.018.

b—o0

Voib leida, et dispersioon on

DT = /(t—5)2f(t)dt:%/(t—f))ze’%dt:%
—00 0

ja standardhélve o = v/ DT = /25 = 5.

SO0

12.7 FEuleri integraalid
Olgu antud naturaalarv n € N. Siis saame arvutada faktoriaali
nl=1-2-...-n.

Kui koostada graafik punktidest 1,2,...,n (a-teljel) ja vastavatest
faktoriaali vaartustest 11,21 ... n! (y-teljel), siis tekib kiisimus, kas on
voimalik leida selline heade omadustega funktsioon, mis labib koéiki punkte

(1,00),(2,11),...,(n,(n — 1)1)? See on nn. interpoleerimisiilesanne.

Joonis: Wikipedia.

Joonisele peale vaadates on selge, et selline funktsioon leidub, aga niiiid te-
kib kiisimus, et millised on selle funktsiooni vahepealsed vaartused ja kas
annaks korrektselt defineerida faktoriaali murdarvust, naiteks 2.5!. Osu-
tub, et sellele kiisimusele on vastus jaatav ning defineeritava funktsiooni

vadrtusi tuleb arvutada sageli.
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{Deﬁnitsioon 12.13]

Euleri teist liiki integraali

I'(x) :/t@*le*tdt, kus z € C\ {-1,-2,...},
0

nimetatakse gammafunktsiooniks.
.

A Markus 12.6

Toodud definitsioonis esinevad integreeritavas funktsioonis kompleks-
arvud. Integraali tuleb siin moista kui reaal- ja imaginaarosadest lei-
tud integraale, mis moodustavad tulemuse reaal- ja imaginaarosa. Kui
kompleksarvudega ei olda veel tutvutud, voib definitsioonis piirduda

ka kompleksarvude hulga C asemel reaalarvude hulgaga R.

Frrec-reesmcecccccscqyeefecccccsecenenmnnnmnn==-

Gammafunktsiooni graafik reaalse argumendi korral (Wikipedia).

\

Iyl

e
WK >
O
i

=

f
0

Joonis: Wikipedia.

Gammafunktsiooni mooduli

graafik komplekstasandil.

.
Gammafunktsioonil on jargmised omadused:

I'(n)=(m-1)!, neN,

Nz +1)=al'(z), z>0,

(0.5) = 7.

Naiide 12.17 On palju integraale, millel ei leidu algfunktsiooni kui

elementaarfunktsiooni, kuid mis avalduvad Euleri integraalide kaudu.

(o]
I = /67173 dx.
0

Arvutame

Gammafunktsioon on mate-
maatikas ja tema rakendustes
(kvantfiiiisikas, astrofiiiisikas,
vedelike diinaamikas, statistikas
nt. gammajaotus) iisna laialt le-
vinud. Viimastel aastakiimnetel
on suure populaarsuse saavuta-
nud murruliste tuletiste teooria
ja  rakendamine fiitisikaliste
néhtuste modelleerimises.
Murrulise tuletise korral voib
jark olla  murdarv (naiteks
tuletis jarku 1.5). Murrulised
tuletised on tihedalt seotud

Euleri integraalidega.

Euleri integraalide ligikaudse-
teks arvutamiseks on olemas iis-
na kiired ja tédpsed arvutialgo-
ritmid. Kui integraali dnnestub
esitada Euleri esimest voi teist
liiki integraalide kaudu, siis {ild-
juhul on see integraali hea oma-

dus.
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12.7. Euleri integraalid

Teeme muutujavahetuse ¢ = 2. Siis

r=13, dt=322dr, 2 2=1t"3=¢3""

Siis
17 17 1. /1
I== [z7%tdt = —/t%_le_t dt ==T1{=
3 / 3 3
0 0
OO0
,[Deﬁnitsioon 12.14] N
Euleri esimest liiki integraali Joonis: Wikipedia.
1 Beetafunktsiooni kontuurgraa-
fik komplek dil.
B(z,y) = /t’”‘l(l —t)¢=tdt, kusz,y € C,Rex > 0,Rey >0, i komplekstasandi J
0
nimetatakse beetafunktsiooniks.
\ J
s N
Beeta- ja gammafunktsioon on seotud vordusega
T'(z)'(y
Blo,y) — LOLW)
I(z+y)
\ J

Siit jareldub, et

Naide 12.18 Arvutame
1
I= /x3(1 — V)5 da.
0

Teeme muutujavahetuse ¢ = /. Siis
z=1t> ja 2tdt=dx.

Antud muutujavahetuse korral rajad ei muutu. Seega

1 1
I= 2/t7(1 —t)5dt = 2/t8—1(1 —t)tat
0 0

r(8)r) 75 2.5 1
=2B =g o = :
(86) I(14) 130 8-9-...-13 5148

SO0
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13.2 Vabavektorid . . . . . . . . . e e e e e e 232
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4 )
Kontrollt66 teemad
1. Vektorite skalaarkorrutis ja selle omadused, nurk kahe vektori vahel. Skalaarkorrutise arvu-
tamine.
2. Vektorkorrutis, segakorrutis. Nende omadused. R66pkiiliku ja kolmnurga pindala arvutamine.
Roo6ptahuka ja tetraeedri ruumala arvutamine.
\ J
4 )
Eksamiteemad
1. Seotud vektorid, vabavektorid. Vektori projektsioon vektori sihile. Eukleidiline vektorruum
R™, tema loomulik baas, vektori pikkus ruumis R™.
2. Skalaarkorrutise moiste. Skalaarkorrutise omadused. Skalaarkorrutise arvutamine. Vektorite
ristseisu tingimus. Kahe vektori vahelise nurga leidmine.
3. Vektorkorrutise moiste. Vektorkorrutise omadused. Vektorkorrutise arvutamine. R66pkiiliku
ja kolmnurga pindala arvutamine. Vektorite kollineaarsuse tingimus.
4. Segakorrutise moiste. Segakorrutise omadused. Segakorrutise arvutamine. Kolme vektori
komplanaarsus. Ro6ptahuka ja tetraeedri ruumala arvutamine.
\ J




PEATUKK 13. VEKTORID RUUMIS

Antud loengu materjal périneb pohiliselt Aivo Parringu loengu-
konspektist http://math.ut.ee/pmi/kursused/ag/parring/ peatii-
kist "IV. Vektoralgebra”. Viidatud materjalis on kogu teoreetiline iiles-
ehitus algusest 16puni 1dbi tehtud koos vajalike toestustega. Siin peame
paratamatult tegema késitluses teatud kirpeid, sest muidu me asja

tuumani ei jouakski.

13.1 Suunatud loikude hulk

A Markus 13.1 ~

Punkt on algmoiste, mida me ei defineeri ja mida on aastatuhan-
deid naitlikult ette kujutatud kui pikkuseta ja laiuseta objekti. Punkte
tdhistame suurte triikitdhtedega. Fikseeritud punkti korral kasutame
reeglina suuri triikitdhti tédhestiku algusest, néiteks A, B, C. Kui on
tegemist suvalise punktiga, siis kasutame tahti tdhestiku lopuosast,

naiteks X, Y, Z.

Markus 13.2
Sirge, tasand ja ruum on samuti siin kursuses algmoisted. Osutub, et

sirge, tasandi kui ka ruumi punktide abil saab iisna loomulikul teel

anda igaiihe korral eraldi teatava vektorruumi.

Sirget, tasandit ja ruumi tahistatakse jargnevas vastavalt E1, Fs ja E3

abil. Uldiselt kasutame nende jaoks iihtset tdhist E.

{Mirkus 13.3 N

Mistahes kahe punkti X,Y € F poolt maaratud loiku saab tdhistada
kahel erineval moel: XY voi Y X. Esimesel kohal olevat tdhte loeme
I6igu alguspunktiks ja teisel kohal olevat tédhte 16igu 1opp-punktiks.
Seega XY ei tahista ainult 16iku otspunktidega X ja Y, vaid tahistab V

loiku alguspunktiga X ja lopp-punktiga Y. /ﬁ v w
\ J S

Definitsioon 13.1]
Loiku, millel on fikseeritud alguspunkt, s.t suund, nimetatakse suuna-

tud loiguks ehk seotud vektoriks. Seotud vektorit alguspunktiga X
ja lopp-punktiga Y tahistatakse edaspidi XY.
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13.2. Suunatud loikude hulk

Seotud vektorit X X, mille algus- ja lopp-punkt langevad kokku, nimeta-

takse seotud nullvektoriks.

A Markus 13.4 ~

Seotud vektori joonisele kandmisel joonistame teda méirava 16igu, ta-

histame dra tema otspunktid. Et eristada 16igul algus- ja 16pp-punkti,

kujutame seda 16iku noole abil, mis méarab suuna. Noole korvale kir- Terminal point B

jutame seotud vektori téhise.
\ J

R

Koikide seotud vektorite hulka tihistatakse vastavalt Ei, Ey ja Es, iihtse AB

téhisena E. A*Initial point

Definitsioon 13.2}

Seotud vektori XY pikkuseks | XY| nimetatakse teda méédrava 16igu
XY pikkust.

Definitsioon 13.3}
Seotud vektorit Y X nimetatakse seotud vektori XY vastandvekto-
riks, mida tdhistame — XY, s.o — XY =Y X.

,[Deﬁnitsioon 13.4} N

Seotud vektorit AB nimetatakse kollineaarseks seotud vektoriga CD,

kui 16ik AB on paralleelne 16iguga C'D (voi loigud AB ja C'D asuvad
iihel ja samal sirgel, sealhulgas iihtivad). Oeldut tihistatakse AB || C'D
ning kui vektorid ei ole kollineaarsed, siis AB }f CD.

Mirkus 13.5
Seotud nullvektor on kollineaarne iga seotud vektoriga. )

,[Deﬁnitsioon 13.5] N

Seotud vektorit AB nimetatakse samasuunaliseks (vastassuunali-

seks) seotud vektoriga CD, kui AB || C'D ja suunad on iihesugused
(suunad on vastupidised). Samasuunalisust tihistatakse AB 11 CD ja

vastassuunalisust AB 1] CD.
\ J
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Markus 13.6

Seotud nullvektor on nii samasuunaline kui vastassuunaline iga teise

seotud vektoriga.

Definitsioon 13.6]

Seotud vektorit AB nimetatakse ekvivalentseks seotud vektoriga

CD, kui |[AB| = |CD| ja AB 11 CD. Seda tihistatakse AB ~ CD.

13.2 Vabavektorid

,[Deﬁnitsioon 13.7]
Seotud vektoriga AB ekvivalentsete seotud vektorite hulka
{XY|XY ~ AB} nimetatakse ekvivalentsiklassiks moodus-
tajaga AB. Viimast tahistatakse AB. Seega

~

AB = {XV | XY ~ 4B).

Markus 13.7

Seotud nullvektorid moodustavad omaette ekvivalentsiklassi

0={XX|Xe€E}

,{Deﬁnitsioon 13.8}
Tahistame

E, = {XY|XY € E,},

E, — (XY | XY € B}

Siin motleme, et naiteks ruumi
. E3 (punktide) poolt moodusta-
Jja tud seotud vektorite ruumi Es

Eg = {XY | XY (= E} elementide poolt on moodusta-

tud ruum Egs.

vastavalt koiki sirge F1, tasandi Fs ja ruumi E3 poolt moodustatud
ekvivalentsiklasse ja nimetatame nende elemente vabavektoriteks.

Uhine téhis vabavektorite vektorruumi jaoks olgu E.

Definitsioon 13.9}

Vabavektori x = AB € E vastandvektoriks nimetatakse vabavekto-

rit —x = BA € E.
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Definitsioon 13.10]
Vabavektori x € E pikkuseks nimetatakse seotud vektori AB € x
pikkust |AB| ning seda tihistatakse |x|.

Definitsioon 13.11]
Vabavektoreid x,y € E nimetatakse kollineaarseteks, kui nende vek-

torite moodustajad on kollineaarsed ehk AB || A’B’, kui AB € x ja

A’B’ € y, ning seda tahistatakse x || y.

,[Deﬁnitsioon 13. 12]

Vabavektoreid x, y € E nimetatakse samasuunalisteks (vastas-

suunalisteks), kui nende vektorite moodustajad on samasuunalised
(vastassuunalised) ehk AB 11 A'B’ (AB 1] A’B’). Seda tihistatakse
x1y x1ty)

\.

Definitsioon 13.13]
Vektorite a,b € E summa a-+b € E defineeritakse jirgmiselt. Voe-

takse vektori a moodustaja XY ja vektori b moodustaja Y Z ning

vektori a-+b moodustajaks on X Z.

Markus 13.8

13.2. Vabavektorid

Igal vektoril a € E on olemas iga punkti X € E korral moodustaja

XY.

{Deﬁnitsioon 13.14]

Vektorite a,b € E vaheks nimetatakse vektorit a — b € E, mis mé&a-

ratakse vordusega

a—b=a+(-b).
\

,[Deﬁnitsioon 13.15]
Vektori a € E korrutiseks reaalarvuga A € R nimetatakse vektorit

Aa € E, mis méaaratakse tingimustega

1. |Aa] = |)A||al], (seega |Aa] = 0, kui A = 0),

2. att Aa, kui A >0, at] Aa, kui A < 0.

5Y VY

Yy
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4 Omadus 13.1 N

Kehtivad jargmised tehetega seotud omadused:

1. (a+b)+c=a+ (b+c)igaa,b,c € E korral,

2. a+0=0+a=aigaa € E korral,

3. a+(—a)=—a+a=0igaa € E korral,

4. a+b=Db-+aigaa,b € E korral,

5. la = a iga a € E korral,

6. (af)a= «a(Pa) iga a, f € R ja iga a € E korral,

7. a(a+b) =aa+ abiga o € R jaiga a,b € E korral,

8. (o« + Pla=aa+ Paiga o, € R jaiga a € E korral.

13.3 Punkti ja vektori projektsioon

Olgu tasandil F, fikseeritud mingi sirge s. Fikseerime veel sirge [, mis
16ikab sirget s ainult iithes punktis (seega [ ei ole sirgega s paralleelne ega

iihti sirgega s). Iga punkti X € F5 korral

L

saab l&abi punkti X panna parajasti iihe sirge [ x, mis on paralleelne sirgega

I (kui X asub sirgel I, siis [x =1). Sirge [x 16ikepunkt sirgega s olgu X".

Definitsioon 13. 16}

Punkti X’ nimetatakse punkti X projektsiooniks sirgele s paral-

leelselt sirgega .

Olgu ruumis Ej3 fikseeritud sirge s. Valime veel tasandi 7, mis 16ikab sirget
s ainult ithes punktis (seega s ei ole paralleelne tasandiga 7 ega s ei asu
tasandil 7). Iga punkti X € FE3 korral saab 14bi punkti X panna parajasti
ithe tasandi 7wy, mis on paralleelne tasandiga 7 (kui X asub tasandil 7,

siis mx = 7). Tasandi 7x loikepunkt sirgega s olgu X'.
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13.5. Punkti ja vektori projektsioonivektor

Definitsioon 13.17]

Punkti X’ nimetatakse punkti X projektsiooniks sirgele s paral-

leelselt tasandiga .

Vaatleme veel juhtu, kus ruumis E3 on fikseeritud tasand 7. Valime niiiid
sirge [, millel on tasandiga 7 ainult iiks iihine punkt (I ei ole paralleelne

tasandiga 7 ega asu tasandil 7). Iga punkti X € F5 korral

~—

[ L

saab ldbi punkti X panna parajasti iihe sirge [ x, mis on paralleelne sirgega
I (kui X asub sirgel [, siis [x = [). Sirge Ix loikepunkt tasandiga 7 olgu
X'

Definitsioon 13.18]

Punkti X’ nimetatakse punkti X projektsiooniks tasandile m pa-

ralleelselt sirgega I.

Jargnevalt vaatleme suvalise vabavektori projektsiooni mingi fikseeritud
nullist erineva vabavektori sihile, seda nii tasandil kui ka ruumis. Esitame
vastava arutelu molema juhu jaoks iihises tekstis.

Vétame nullvektorist erineva vektori a € E; (a € Eg). Fikseerime vabalt
mingi punkti A € Fy (A € E3) (vt. joonist). Leiame sellise punkti B € Es
(B € E3), et a = AB. Kuna vektor a ei ole nullvektor, siis punktid A ja
B ei {ihti. Tekkinud 16ik AB mééarab iiheselt sirge s nii, et AB asub sirgel

S.
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PEATUKK 13. VEKTORID RUUMIS

Fikseerime sirge [ tasandil Ey (v0i tasandi 7 ruumis FEs5) nii, et sirge [
(tasand ) l6ikab sirget s ainult iihes punktis. Valime suvalise vektori x €
E, (voi x € E3) ja mingi punkti X € Ey (X € Ej3). Siis saab leida punkti
Y € Ey (Y € Es) nii, et x = XY. Projekteerime punktid X ja Y sirgele
s paralleelselt sirgega ! (tasandiga ), millega tekivad sirgel s punktid X’
ja Y. Sellest moodustub vabavektor X'Y’.

Tasand Es Ruum Es

Definitsioon 13. 19}

Vektorit XY’ nimetatakse vektori x projektsiooniks vektori a sihile

paralleelselt sirgega | (tasandiga 7). Vektorit XY’ tihistatakse Prax.

Omadus 13.2

Vabavektorite summa projektsioon on vordne nende vabavektorite pro-

jektsioonide summaga, s.t

Pra(x+y) = Prax + Praoy.

Omadus 13.3

Mistahes reaalarvu A € R ja mistahes vabavektori x korral

Pra(Ax) = APrax.

Kui sirge voi tasand, millega paralleelselt projekteeritakse, on risti sirgega,
millele projekteeritakse, siis rddgitakse rist- voi ortogonaalsest projek-

teerimisest.

13.4 Kohavektorid

Fikseerime ruumis E (sirge, tasand voi ruum) ithe punkti O, mida nime-

tame koordinaatide alguspunktiks.

Definitsioon 13.20}
Mistahes punkti X € E kohavektoriks nimetatakse vektorit OX € E. )
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13.5. Eukleidiline vektorruum

{ Mirkus 13.9 N

Igal punktil X € E on olemas kohavektor x = OX. Teistpidi, igal

vektoril x € E on olemas punkt X nii, et x = OX: selleks tuleb
votta vabavektori x esindaja ja lugeda selle alguspunktiks O € E, siis
esindaja 1opp-punkt ongi punkt X. Sellega tekib ruumi E punktide ja

vabavektorite ruumi E elementide vahel tiksithene vastavus.

13.5 Eukleidiline vektorruum R"

A Mirkus 13.10 \

Ruumis E (sirge, tasand voi ruum) fikseerime iihe punkti, mille t&-

hiseks on O. Lisaks voime ette kujutada ristkoordinaadistikku, mil-
les igal punktil on iiheselt méédratud koordinaadid: (z) € Ey, (z,y) €
Es, (x,y,2z) € F3. Uldisemalt voime vaadelda fikseeritud naturaalar-
vu n korral n koordinaadiga (komponendiga) vektorit ehk korteeZi

(21, ).

Vektorruumi mdoiste on palju
tldisem kuii kéesolevas kursuses

vaadeldava ruumi R™ moiste.

,{Deﬁnitsioon 13.21}

N
Fikseeritud n € N korral nimetatakse hulka
R™ = {(z1,...,2n) | Z1,..., 2, € R}
n-mootmeliseks (eukleidiliseks) vektorruumiks, milles on defi-
neeritud liitmine
X+y:(z1—|—y1,...,xn+yn), X,yERn,
ja skalaariga korrutamine
ax = (azxy,...,az,), Xx€R" ack.
\ y,
,[Deﬁnitsioon 13.22} N
Vektorite siisteemi eq, ..., e, € R", kus
e; = (1,0,0,...,0),
e; = (0,1,0,...,0),
e, =(0,...,0,1)
nimetatakse vektorruumi R” loomulikuks baasiks.
\ y,

Loomuliku baasi korval on vek-
torruumis R™ 16pmata palju tei-
si baase. Nende suhtes on vekto-

ril ka teised koordinaadid.
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PEATUKK 13. VEKTORID RUUMIS

{Deﬁnitsioon 13.23} ~
Arve x1,...,x, vektoris
X= (xl,"-axn)
nimetatakse vektori x € R™ koordinaatideks baasi {e1,...,e,} suhtes.
\ J

Omadus 13.4
Iga vektorit x = (x1,...,2,) € R™ saab iiheselt avaldada loomuliku ]

baasi {ey,...,e,} kaudu:

X =2x1€1 + ... +Te,.

Definitsioon 13.24]
Vektori x € R™ pikkus |x| defineeritakse vordusega

x| =y/23 + ... +22.

AMéirkus 13.11 ~

Igale ruumi punkti X € FE3 kohavektorile OX € Ej3 vastab parajasti

iiks vektor x € R? ja vastupidi: igale elemendile x € R? vastab pa-
rajasti liks punkt X € Ej3 ja selle kohavektor OX € E3. Samasugune
arutelu kehtib sirge ja tasandi korral. Kui n > 3, siis ei saa ruumi R”
vektoreid visuaalselt (geomeetriliselt) ette kujutada, kuid iihtse teooria

saab ikkagi esitada, mille juurde jargnevas asume.
4 J
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13.6 Skalaarkorrutis

,[Deﬁnitsioon 13.25] N
Olgu antud nullvektorist erinevad vektorid x,y € E. Vétame vektori x

kui vabavektori iihe esindaja AB, samuti vabavektori y esindaja AC.
Vektorite x ja y vaheliseks nurgaks nimetatakse nurka, mis tekib loigu
AB po6oramisel lihemat teed pidi 16iguga AC samasse suunda. Seda

nurka téhistame Z(x,y), siis Z(x,y) € [0, 7].

Definitsioon 13.26]
Kui vektoritest x,y € E vdhemalt {iks on nullvektor, siis nurgaks

Z(x,y) loetakse igat reaalarvu 16igust [0, ].

,[Deﬁnitsioon 13.27] N
Vektorite a,b € E skalaarkorrutiseks nimetatakse reaalarvu, mis

vordub nende vektorite pikkuste ja nendevahelise nurga koosinuse kor-
rutisega, s.t
(a,b) = |a||b| cos Z(a, b).

Omadus 13.5
Definitsioonist jareldub vahetult, et

ja] = /(. a).

Omadus 13.6

13.6. Skalaarkorrutis

Skalaarkorrutis on inglise keeles
tuntud kui dot product ja seda
tahistatakse ka kujul a - b, sa-
muti (a, b).

Kui on teada ruumivektorite
koordinaadid, siis on skalaar-
korrutist lihtne leida, sest siis ei
ole vaja vektoritevahelist nurka

leida.

Vektorite x,y € R” skalaarkorrutis avaldub vordusena

(X,y) =z1y1 + ... + TpYn.

Edaspidi eeldame, et vektorid ruumis E vo6i ruumis R™ on esitatud koor-

dinaatidega loomuliku baasi suhtes.

Omadus 13.7

Vektorite a ja b vaheline nurk leitakse vordusest

a,b
cos Z(a,b) = |;||J|.

.

Skalaarkorrutise leidmisel sisu-
liselt leitakse iihe vektori rist-
projektsioon teise vektori sihile

ja seda siis kasutatakse.
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Niide 13.1 Olgu tasandil antud vektorid OA = (—1,3) ja OB =
(_4a2)'

OA = (—1,3)
OB = (—4,2)
OP = (—2,1)
|OP| = 2.24

Leiame vektori OA ristprojektsiooni vektori OB sihile. Saame koige-

pealt
<0Aa OB> <(_1’3)7 ('472)>
|OP| = cosf|OA| = =
|OB| (=4,2)]
446 10 NG
=——=—=V5H=x224.
VI6+4 /20
Seejarel
OB 5
OP = |OP|— = Y2 (—4,2) = (-2,1).
0P| 55T = 042 = (21
. OB : . :

Margime, et vektor W on vektori OB sihiline vektor pikkusega 1.

SO0

N&ide 13.2 Olgu tasandil antud vektorid OA = (—5,2) ja OB =
(—3,-1).

OA =(-5,2)

OB = (~3,-1)

OP = (—3.9,—1.3)

[OP| =4.11

Leiame vektori OA ristprojektsiooni vektori OB sihile. Saame

op| — (QA.OB) _ ((-5.2).(-3:1))

|OB| [(=3,-1)]
15 —
Vv9+1 V10
Vektori OA ristprojektsioon vektori OB sihile on
OB 13
OP = |OP = —3,—1) = (3.9, -1.3).
©FlioB] = vio.vin P = )

Sama skeem t66tab ka siis, kui
vektorid on ruumis, mitte ta-

sandil.
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13.6. Skalaarkorrutis

Niide 13.3 Olgu tasandil antud vektorid OA = (3,2) ja OB =
(_5,1)'

0A = (3,2)

OB = (—5.1)

OP = (2.5,-0.5)

0P| =2.55

Antud juhul on skalaarkorrutis (OA,OB) negatiivne, sest
Z/(0OA,0B) > g Seepédrast on vektori OA ristprojektsioon

vektori OB sihile vektoriga OB vastassuunaline. Arvutades saame

(OA,0B) = —13, |OA| =13, |OB|=V2V13,

2 1
cos Z(OA,OB) = —g, |OP| = VI3

1 5 1
P=—-0OB=(2,--).
0 20 <2’ 2)

SO0

Naide 13.4 On teada, et siisinik-tetrakloriidis C Cl, kloori aatomid
paiknevad korrapérase tetraeedri tippudes ning siisiniku aatom asub
tetraeedri keskpunktis. Leiame kloori ja siisiniku aatomite vaheliste

sidemete kui sirgete omavahelise nurga.

v

|
v e

Allikas: http://math.oregonstate.edu/bridge/papers/dot+cross.pdf
Moodustame kuubi, mille neljas tipus, nagu ndha joonisel, asuvad kloo-

ri aatomid, kuubi keskpunktis aga slisiniku aatom.

Olgu kuubi serva pikkus 1, siis kloori aatomid asuvad punktides A =

(1,0,0),B = (0,1,0),C = (0,0,1) ja D = (1,1,1). Kuubi keskpunkt

111
E_<2’2’2)'

on

241


http://math.oregonstate.edu/bridge/papers/dot+cross.pdf

PEATUKK 13. VEKTORID RUUMIS

Vaatleme naiteks sidemetele vastavaid vektoreid

111 1 1 1
sa= 000 (333)= (332

ja
e (-1 1 1)
227 2
Siis
3
‘EA‘:|EB|:7,
(EA,EB) -1 1
/(EAEB) = 2/ _ 4 _ -
cos 2(BA, EB) = 10 BB 3 3

ja Z(EA,EB) = arccos(—3) ~ 109.5°.
SO0

AOmadus 13.8 N

Skalaarkorrutisel on jargmised tehetega seotud omadused:

1. kommutatiivsus (a,b) = (b, a),

2. aditiivsus kummagi teguri suhtes

(a+b,c) = (a,c) + (b,c), (a,b+c) = (a,b) + (a,c),

3. homogeensus kummagi teguri suhtes

(Aa,b) = (a,A\b) = X (a,b) iga A € R korral.

Omadus 13.9
Kaks vektorit a ja b on risti ehk ortogonaalsed parajasti siis, kui

(a,b) =0.

On vahetult kontrollitav, et loomulikud baasivektorid e; ruumis R™ on
omavahel risti, s.t (e;,e;) = 0, kui ¢ # j. Lisaks (e;,e;) = 1 iga ¢ korral.
Seega on vektorite x = x1€1+ ...+ xp€, jay = y1€1+ ...+ ype, skalaar-
korrutise arvutamine omadust 13.8 kasutades kooskolas omadusega 13.4,

mis tdhendab, et eespool toodud x ja y esituse korral

<Xa y> = T1Y1 +...+ TnYn-

Niide 13.5 Naitame, et vektorid u = 3e; — 2es + e3 ja v = 2e; +
e, — 4e3 on omavahel risti.

Saame

(u,v) =((3,-2,1),(2,1,-4)) =3-2+(-2)- 14+ 1-(—4) =0.

See omadus on iiks olulisemaid
skalaarkorrutise kasutamisel.
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A Markus 13.12

Tihti on vaja vektori a jagamist mingi teise vektoriga b paralleelseks
ja risti olevateks komponentideks. Need komponendid leitakse skalaar-

korrutise seosest vastavate projektsioonidega:
a=23a|+ai,

kus vastavalt
(a,b) b
= —_ = b
A bl b

ja

al:afaH:af

~\

Niide 13.6 Olgu antud magnetvilja tugevuse vektor B = (1,2,3)
mingil ajahetkel. Labi magnetvélja liigub samal ajal osake kiirusvek-
toriga v = (5,1, —3). Leiame kiirusvektori v komponendid v| (paral-

leelne magnetvélja vektoriga B) ja v (risti magnetvéilja vektoriga B):

v _(v,B),
(BB
_5+2-9

14449

<(5’17'3)7 (1a2’3)>
((1,2,3),(1,2,3))

(1,2,3)
1
(1,2,3) = —?(1,273)
ja
1 1
Vi =V-=yV) :(5,1,73)+?(1,2,3):?(36,9,*18).
Kontrolliks voib tuua, et

<W7VL>=:<—

s.t vektorid v|| ja vi on omavahel risti.

1 1 1
—(1,2,3),-(36,9,—-18) ) = —— - (36 + 18 = 54) =0
7(7 7))7( 3 )> 49 ( + ) b

SO0

13.7 Vektorkorrutis

A Markus 13.13

Vektorkorrutis defineeritakse ainult ruumis Es voi R3.
.

/Definitsioon 13.28}

Vektorite a, b € E3 vektorkorrutiseks nimetatakse vektorit a x b,
mis rahuldab jargmist kolme tingimust:

1. |a x b| = |a||b]|sin Z(a, b),

2.axbla ja

a x b L b, s.t ajab on risti vektoriga a x b,

3. {a,b,a x b} on parema kée kolmik.

\

13.7. Skalaarkorrutis

_>b
a

Miks see info voiks meile kasulik
olla? Kui arvestada, et elektri-
vilja ja magnetvalja joujooned
on omavahel risti, siis see voib
ettekujutust fiilisikalisest nah-

tusest tadiendada.

Kui skalaarkorrutis (a, b) ,,md6-
tis“ vektorite paralleelsust (kol-
lineaarsust), siis vektorkorrutis
a X b ,mé6dab“ vektorite risti
olekut. Sellepédrast on skalaar-
korrutise juures koosinus (sest
1 ja cos90° = 0)
ja vektorkorrutise juures siinus
(sin90° =1 ja sin0 = 0).

cos0 =

axb
. b
n
o
bxa a
=-axb
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A Markus 13.14

Parema kie kolmik on kolmest vektorist koosnev siisteem, kus pare-
ma kée poial tdhistab korrutise ax b suunda, sel juhul poidlast jargmine

sorm tahistab vektorit a ja keskmine sorm vektorit b.

axb
*axb
a
< /
b <) \ /
&« a b

Vektoreid a,b,a x b voib ette kujutada ka ruumilises koordinaattel-

jestikus asuvatena nagu joonisel.

\.

,[Omadus 13.10]
Vektorite a = (a1, as,a3),b = (b1, b2,b3) € R? vektorkorrutise kohta

kehtib valem
skeem | €1 €2 €3

=

axb a1 a2 as |,

b1 b2 b3
kus ej, e, es3 on ruumi R3 loomulik baas. Determinandi arendamise

valemist jareldub siit, et

\

a2 as a1 as ay a2
axb= e — e + €3
b2 b3 bl b3 bl b2
ehk
axb= " | | ® " ®]). (13.1)
by b3 b1 bs b1 be
\ J

Omadus 13.11]
Vektoritele a ja b ehitatud roopkiiliku pindala

S =laxb|.

1
S:§|a><b|

Omadus 13.13]
Vektorkorrutis on vordne nulliga (a x b = 0), kui vektorid on kolli-

neaarsed.

Omadus 13.12]
Vektoritele a ja b ehitatud kolmnurga pindala

|
|
|

VEKTORID RUUMIS

Analoogiliselt annab vasaku kie

kolmik vastupidise a X b suuna.

-

Determinandiga toodud wvale-
mi korral métleme vérdusmér-
ki, kui skemaatilist seost. Prob-
leem on selles, et determinan-
di vadrtus peaks olema reaalarv,
aga antud juhul tuleb vektor.
Niimoodi on avaldist voéimalik
meelde jatta ja selle abil tule-
tada avaldis (13.1).

~
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13.7. Vektorkorrutis

- N
. . . . . . Joumoment punkti @ suhtes

Naide 13.7 Vektorkorrutis on véga laialt levinud fiilisikas, kuna seal iseloomustab jou véimet pdh-

kiisitletakse joudusid kui vektoriaalseid suurusi. justada podrlevat litkumist Gm-

ber selle punkti. Kui punkt Q

asub jou mdjusirgel, siis r X

r )

o s . . .~ . . F = 0, s.t et joul puudub vai-
Definitsioon. Vektorit M nimetatakse joumomendiks punkti @ 0, 3¢ et joul puudub voi

me poOorlemist pohjustada. Mi-
suhtes, kui on taidetud Jargmlsed tingimused: da suurem on joumoment, seda
suurem on jou voime pohjusta-

da poorlemist.

1. vektor M on risti tasandiga, millel asub punkt @ ja jou F mo-

jusirge,

2. vektori M pikkus vordub jou suuruse ja jou o6la (punkti @ kaugus

jou mojusirgest) korrutisega,

3. punktist @ jou rakenduspunkti tommatud vektor r, jouvektor F

ja vektor M moodustavad parema kie kolmiku.
\ J

Definitsioonist jéreldub, et kehtib vordus

M=rxF.

_ Q0 Cm_»i
porpandosst 5

ance © (0. .
distal | 'Line of

Center
of rotation

T T=1rXF '
_______ =(02m)(100 N) Force
- _ 100 N
- HNm (22.5 Ibs)

Allikas:
http://www.dummies.com/how-to/content/how-to-calculate-torque-that-is-not-perpendicular-.

html

Kui rakendada uksele joudu 200 N nurga 45° all néiteks iihe meetri
kaugusel ukse hingedest, siis hingede teljel asuva punkti A suhtes on

joumomendi suurus
M| = |r x F| =200 -1 -5in45° = 100v/2 ~ 141.4 Nm.

On selge, et koige suurema momendi saame, kui liikkame ust 90° all,
siis |[M| =200 - 1 - sin 90° = 200 Nm.

OO0

/Omadus 13.14} \
Vektorkorrutisel on jargmised tehetega seotud omadused:

1. vektorkorrutis on antikommutatiivne: a X b = —b x a,
2. distributiivsus: a x (b4+c) =axb+a xc,

3. skalaariga korrutamine: (Aa) x b =a x (Ab) = A(a x b).
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PEATUKK 13.
13.8 Segakorrutis
Definitsioon 13.29]
Vektorite a, b, c € E; segakorrutiseks nimetatakse arvu
abc=(axb,c).
,[Omadus 13.15] ~

Kolme vektori segakorrutist saab esitusel loomuliku baasi kaudu arvu-

tada valemiga
al a2 as

abC = bl b2 b3

C1 C2 C3

ehitatud rooptahuka ruumalaga,

Ve =|abc].

Omadus 13.17]
Kolmele vektorile ehitatud tetraeedri ruumala on

Omadus 13.16]

Kolme vektori segakorrutise absoluutvaartus vordub neile vektoritele ]
1

Vie = 6|abc|. ]

,[Omadus 13.18] N

Kolm nullvektorist erinevat vektorit on komplanaarsed (asuvad iihel

ja samal tasandil) parajasti siis, kui nende segakorrutis vordub nulliga
ehk
abc=0.

Niide 13.8 Vahetu on kontrollida, et vektorid
(1,2,3),(0,2,2),(—1,0,—-1) € R3 asuvad koik iihel ja samal ta-

sandil:

1 2 3 1 2 3 |50-10 1 2 2 |as,
abc=| 0 2 2 |=-2|0 1 1|="=2|0 1 1]|="0.
-1 0 -1 101 1.0 0

SO0

VEKTORID RUUMIS
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13.8. Segakorrutis

Omadus 13.19]

Kolm nullvektorist erinevat vektorit moodustavad parema kéie kolmiku,

kui abc > 0, ja vasaku kie kolmiku, kui abc < 0.

Omadus 13.20]

Vektorite segakorrutises tegurite jarjestuse muutmisel kehtivad vor-

dused

abc=bca=cab=-bac=-cba=—-ach.
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5. Kahe sirge vaheline nurk, kahe tasandi vaheline nurk, sirge ja tasandi vaheline nurk.




PEATUKK 14. SIRGE JA TASAND RUUMIS

14.1 Tasandi vektorvorrandid

Vaatame tasandit 7 ruumis Fj3. Olgu sellel tasandil antud punkt A ning

kaks mittekollineaarset ruumi E3 vektorit u ja v.

Definitsioon 14.1]

Tasandit mééravat mittekollineaarset vektorite stisteemi {u, v} C Eg

nimetatakse tasandi rihiks, vektoreid u ja v tasandi rihivektoriteks.

Punkti A ja rihivektorite u ja v abil saab leida mistahes vabavektori AX

tasandil .

Vorrandit

AX =tju+ tov, t1,ts € R,

nimetatakse tasandi parameetriliseks vektorvorrandiks. Muutu-

jaid t1 ja to nimetatakse parameetriteks.

,[Deﬁnitsioon 14.2] N

. J

Esitame selle vorrandi veel kohavektorite kaudu. Olgu ruumi E3 nullpunkt
O. Olgu punktide A, X € 7 kohavektorid vastavalt OA ja OX. Sel juhul
OX = OA + AX ja vorrand on

OX = OA +tiu+tyv, t1,ts € R.

Punkti ja rihivektorite valikuid
tasandil on lopmata palju, see-
parast on tasandil l6pmata pal-
ju parameetrilisi vektorvorran-
deid.

Vorrandit

OX = OA +tyu+ tav, t1,ts € R,

nimetatakse tasandi parameetriliseks vektorvorrandiks kohavek-

torite kaudu.

,[Deﬁnitsioon 14.3] N

\. J

Olgu antud kohavektorid OX, OA ning kaks mittekollineaarset vektorit

ruumis R?:

OX = (r,y,2), OA =(a1,a2,a3), u= (uy,uz,uz), v=(vi,v2,v3).

,[Deﬁnitsioon 14.4] N

Vorrandeid
T = a1 +tiug + tavy,

Yy = ag + tiug +tave, t1,t2 ER,
z = az + tiug + tavs,
nimetatakse tasandi parameetrilisteks vorranditeks koordinaa-

tides.

\. J
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14.2 Tasandi vorrand iildkujul

Olgu antud tasandiga 7 risti olev nullist erinev vektor n = (4, B, C).

Kohavektorite OA = (a1, as,a3) ja OX = (z,y, z) korral
AX =0X —XA =(x—a1,y —as,z — ag).
Kui punktid A ja X on tasandil «, siis
(n, AX) = A(z —a1) + By —a2) + C(z — a3) = 0.

Tahistame

D = —(Aay + Bay + Cags).

Vorrandit

Az +By+Cz+D =0

nimetatakse tasandi vorrandiks iildkujul ehk tasandi tildkujuli-
seks vorrandiks ning vektorit n = (A4, B,C) nimetatakse tasandi

normaalvektoriks.

,[Deﬁnitsioon 14.5} N

\ J

A Maéarkus 14.1 N

Tasandi vorrandi tildkujul voib esitada vektorkujul
(n, AX) =0,

kus n on tasandi normaalvektor ja AX on tasandil asuv vektor.

\. J

Naiide 14.1 Olgu antud tasand vorrandiga 2z — 3y — 4z = 0. Sellest
saame, et tasandi normaalvektor on n = (2, —3, —4) ja D = 0. Viimane
tdhendab, et tasand labib koordinaatide alguspunkti (0,0,0), sest see
punkt rahuldab tasandi vorrandit: 2-0—3-0—4-0=0.

SO0

Niide 14.2 Leiame tasandi vorrandi, kui on teada tasandil asuv
punkt (—1,5,7) ja normaalvektor (2,3,4). Kirjutame tasandi vorrandi
(A,B,C) =(2,3,4) abil

2c4+3y+42z+ D =0.
Arvu D leiame tasandil asuva punkti jirgi:
2(-1)+3-54+4-7+D =0,
millest D = —41. Seega tasandi vorrandiks on

22 + 3y + 4z — 41 = 0.

1/.2.

Po (2o, %, 20)

P (z,y,z2)
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PEATUKK 14. SIRGE JA TASAND RUUMIS

Konkreetse tasandi vorrand {ildkujul ei ole iiheselt méaaratud, sest arve

A, B,C ja D voib korrutada suvalise arvuga k # 0.

A Markus 14.2 N

Tasandi vorrandist saame jareldada jargmist:

1. Kui D = 0, siis tasand labib koordinaatide alguspunkti (0,0, 0).

2. Kui A = 0, siis tasand on paralleelne z-teljega

(sest ((0,B,C),(1,0,0)) = 0).

3. Kui B = 0, siis tasand on paralleelne y-teljega

(sest ((A,0,C),(0,1,0)) =0).

4. Kui C = 0, siis tasand on paralleelne z-teljega

(sest ((4, B,0),(0,0,1)) = 0).

5. Kui A = D = 0, siis tasand ldbib z-telge. Analoogiline véide
kehtib teiste telgede kohta.

6. Kui A = B = 0, siis tasand on paralleelne zy-tasandiga. Kui
lisaks D = 0, siis tasandiks ongi zy-tasand, mis ldbib = ja y

telge. Analoogiline viide kehtib teiste kordajate kohta.

Naide 14.3 Leiame vorrandi tasandile, mis on paralleelne zz-
tasandiga ja ldbib punkti A = (1,2,3). Sellise tasandi normaalvek-
toriks sobib n = (0, 1,0), sest see on risti a- ja z-teljega ja seega risti

xz-tasandiga. Sel juhul tasandi vorrandi ja punkti A kaudu saame
0-1+1-240-3+D=0

ehk D = —2. Tasandi vorrandiks on y — 2 = 0. Algandmete pohjal
saab kohe kirjutada vorrandi y = ¢ (sellised tasandid on paralleelsed
xz-tasandiga) ja punkti (1,2,3) asumine tasandil annab ¢ = 2 ehk
tasandi vorrand on y = 2.

SO0

A Markus 14.3 ~

Kui D # 0, siis voime iildasendis (A # 0,B # 0,C # 0) tasandi

vorrandi kirjutada kujul 7
T Y z
pr P2 D3 P3
D D D
kus p; = 1= ja pg = el on telgloikude pikkused. Seda

vorrandit nimetatakse tasandi vorrandiks telgloikudes. Sellisel ju-

hul loikab tasand koordinaattelgi punktides x = p;, y = p2 ja z = ps, /p pZ\A
1

sest punktid (p1,0,0), (0,p2,0) ja (0,0, p3) asuvad tasandil.
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Naiide 14.4 Leiame tasandi 3x+4y—2z—|—% = 0 loikepunktid telgedega.

Selleks jagame tasandi vorrandit arvuga —%. Saame
—6z —8y+4z =1

ehk
x

+ Ly
-3

N[N

_1
6

Seega 16ikab tasand koordinaattelgi punktides, mille koordinaadid vas-
1.1

ja =.

1
taval teljel on ——, 1

6’ 8
OO0

Markus 14.4

Kui on antud kaks rihivektorit u ja v tasandil, siis tasandi normaal-
vektoriks sobib

n=uxvw.

Niide 14.5 Olgu tasandil antud kolm punkti P = (1,1,0), @ =
(0,2,1) ja R = (3,2, —1). Leiame neid punkte lébiva tasandi vorrandi.

Selleks moodustame
PQ=(-1,1,1), PR=(2,1,-1)
ja

1
1 -1

-1 1

):@QL_m

Normaalvektoriks sobib ka vastassuunaline vektor n = (2, —1,3). Ta-

PQxPR:<

sandi vorrandist saame, et
2r —y+3z+D =0.
Arvestades, et punkt (1,1,0) asub tasandil, leiame
D=-1.

Niisiis on tasandi vorrandiks 2z —y + 3z — 1 = 0.

OO0

1/.8.
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14.3 Sirge vektorvorrandid

Sirget saab méédrata kahe etteantud punkti abil. Tavaliselt kasutatakse

jargmist voimalust: sirgel fikseeritakse iiks punkt A ja nullist erineva vek- z
tori s abil antakse sirge siht. Tahistame sirget tdhega [. Olgu X € [ sirge

suvaline punkt, siis punkte A ja X {ihendab vabavektor AX € E.

Definitsioon 14.6}

Vorrandit

AX =ts, t € R,

nimetatakse sirge parameetriliseks vektorvorrandiks.

Esitame selle vorrandi kohavektorite kaudu. Olgu O ruumi E nullpunkt.

Olgu punktide A, X € [ kohavektorid vastavalt OA ja OX. Sel juhul

OX = OA + AX = OA +ts.

,{Deﬁnitsioon 14.7} N
Vorrandit

OX = OA +1s, t € R,

nimetatakse sirge parameetriliseks vektorvorrandiks kohavekto-

ri abil.
\ J

Olgu ruumis E3 antud vektorid koordinaatide abil:

OX = (z,y,2), OA = (a1,a2,a3), s=(s1,s2,s3).

,[Deﬁnitsioon 14.8] N
Vorrandeid

T = a1 +1ts1,
y=ag+tss, tER,
z =as +tss,
nimetatakse sirge parameetrilisteks vorranditeks koordinaati-

des.
\ J
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14.4 Sirge vorrandid ruumis

Olgu ruumis E3 antud sirge sihivektor. Oletame, et sirge sihivektori s iikski
koordinaat ei vordu nulliga, s.t. s; # 0, so # 0 ja s3 # 0. Avaldame sirge

parameetrilistest vorranditest parameetri ¢:

r — ap Yy —as
t="——, t= , b=
S1 52 53

Z — asg

Uhendades vordused, jouame jargmise moisteni.

14.5. Sirge vorrandid ruumis

Definitsioon 14.9]
Vorrandeid

I—h _Y—02 2703 (14.1)
51 59 s3 ’

nimetatakse sirge kanoonilisteks vorranditeks ruumis Es.

A Markus 14.5

Lepime kokku, et kui sirge kanoonilistes vorrandites (14.1) sihivektori
mingi komponent s1, so voi s3 vordub nulliga (kuid mitte koik korraga),
siis jatame vorrandites (14.1) selle osa dra ning lugeja loeme vordseks

nulliga. Seega

s1 =0 korral x=ay,
so =0 korral y = as,

s3 =0 korral z=as.

Kui kaks komponenti vorduvad nulliga, néiteks s; = 0 ja so = 0, siis

jaab kogu vorduste ahelast alles siisteem
T =daj, Yy = asg,

seejuures z € R voib olla suvaline.

~

Sirge vorrandit ruumis saab anda kahe mitteparalleelse tasandi 16ikesirge

abil.

,{Deﬁnitsioon 14.10}

Sirge vorranditeks tildkujul ehk iildkujulisteks vorranditeks ni-

metatakse siisteemi

Az +Biy+Ciz+ D1 = 0,
Asx 4+ Boy + Coz + Dy = 0,

kus sirge sihivektor s avaldub antud kahe tasandi normaalvektori ny; =

(A1, B1,C4) jany = (Ag, Bs, C3) vektorkorrutisena:

S =n1n; X ns.

\
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Naide 14.6 Leiame tasandite
z+y—2=0 ja y+22=6

loikesirge kanoonilised vorrandid. Esiteks, n; = (1,1,—1) ja ny =

(0,1,2). Seega

s=n1><n2=<

Oleme saanud, et sirge kanoonilised vorrandid on

1 -1
2

)

Tr — ap Yy — as Z — asg

3 -2 1

Jaab iile leida iiks suvaline punkt Ioikesirgel. Selleks tuleks lahendada
slisteem
r+y—2z2=0,
y+2z=6.
Kuna siin on kolm tundmatut ja kaks vorrandit, siis voib loota, et
saame iihe tundmatu vabalt ette anda. Olgu z = 0, siis y = 6 ja
x = —6. Seega punkt (—6,6,0) asub tasandite 16ikesirgel ja selle sirge

kanoonilised vorrandid on

z+6 y—6
=Z— =2z

3 -2

SO0

14.5 Punkti kaugus sirgest

Definitsioon 14.11}
Punkti P kauguseks sirgest [ nimetame sellest punktist sirgeni tom-

matud ristléigu pikkust. Téhistame seda d(P,1).

Kauguse valemi leidmiseks viime arutelu 14bi ruumis E3. Tasandil on see
analoogiline. Esitame valemi tuletamiseks kaks varianti.
Olgu ruumis antud punkt P ja sirge [ sihivektor s. Votame sirgel suvalise

punkti A ja moodustame vabavektori AP.

1. variant. Vektorite AP ja s vahelisest nurgast § = Z(AP,s) ja tiis-

nurksest kolmnurgast saame, et

AP
sinf = AP|’
millest
d(P,l) = |AP|sin6.
Siis

_ |AP||s[sinfd |AP x s|

d(P,1
S s i
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14.5. Punkti kaugus sirgest

2. variant. Moodustame vektorite AP ja s abil roopkiiliku, kus molema
vektori alguspunktid asuvad punktis A. Ro6pkiiliku pindala on |AP x s|.
Teisalt, roopkiiliku pindala saab arvutada ka aluse |s| ja korguse d(P,1)

korrutisena. Seega
|AP x s| = [s|d(P,1),

millest

A Omadus 14.1 N

Punkti P € E3 kaugus sirgest [ C E3 arvutatakse valemiga

|AP x s|
d(P,l) = I

kus A on suvaline punkt sirgel [ ja s on sirge sihivektor.

\ J
Naiide 14.7
Leiame punkti P = (3,—1,4) kauguse sirgest [, mis on antud para-
meetriliselt
r=-2+43t,
y = —2t, teR.
z=1+4t,

Vorranditest ndeme, et sirge sihivektoriks sobib s = (3,—2,4) ja punk-
tiks sirgel A = (—2,0,1). Seega
AP xs|  [(5,-1,3) x (3,-2,4)]

d(P,l) =
(B0 |s| VI+4+16
Leiame

-1 3 5 3 5 —1
5,—1,3)x(3,—2,4) = — =(2,—11,-7).
( ¢ ) (‘ -2 4 3 4|3 -2 ) ( )
Seega

2,—11, — V174
d(P,1) = 2,711 =7) _ V17 =6~ 2.45.

V29 V29

SO0

Naiide 14.8 Punkti kauguse sirgest tasandil E5 saab leida nii, et vaatle-
me seda tasandit ruumis ja kasutame ruumis esitatud teooriat. Leiame
punkti P = (2,1) kauguse sirgest [, mille vorrand on 3z — 4y + 1 = 0.
Olukorra ruumiliseks tegemiseks lisame koordinaadi z = 0. Niisis
leiame punkti P = (2,1,0) kauguse sirgest I, mis tegelikult asub zy-
tasandil. On néha, et punkt A = (1,1,0) asub sirgel {. Sirge [ voib

esitada parameetriliselt
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3
millest on n&ha, et sirge sihivektoriks on (1, 7 0) . Selle asemel votame
s = (4,3,0). Seega
_|AP x| [(1,0,0) x (4,3,0)] _ [(0,0,3)] 3

d(P,1)

s| VA 1 32 1 02 N

SO0

14.6 Punkti kaugus tasandist

Definitsioon 14.12]
Punkti P kauguseks tasandist m nimetatakse sellest punktist tasandini

tommatud ristloigu pikkust. Téhistame seda d(P, 7).

Olgu ruumis E3 antud punkt P ja tasand m, mille normaalvektor on n.
Valime tasandil suvalise punkti A. Voime eeldada, et A # P, sest kui

punkt P asub tasandil 7, siis on P kaugus tasandist 0.

s Punkti leidmiseks tasandil voib
' A IJ'.' votta osa koordinaate nullideks

t'f 4 ja asetada need tasandi vorran-

disse.

Moodustame vabavektori AP. Moodustame vektori AP ristprojektsiooni
normaalvektori n sihile. Selle pikkus ongi otsitav kaugus.
Seega

d(P,) = |PraAP| = |<‘L\|Pn’|“>|.

AOmadus 14.2 N

Punkti P € F3 kaugus tasandist m C E3 arvutatakse valemiga

| (AP, n) |

d(P,m) = ]

)

kus A on suvaline punkt tasandil 7 ja n on tasandi normaalvektor.
\ J
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14.6. Punkti kaugus tasandist

Niide 14.9 Leiame punkti P = (1,5, —4) kauguse tasandist , mille
vorrand on 3x—y+2z—6 = 0. Tasandi normaalvektor on n = (3, —1, 2).
Tasandil asub kindlasti punkt A = (2,0, 0). Moodustame vektori AP =
(—=1,5,—4). Seega

K
d(P.7) = — - ~ 4.98.
(P.) n| VIt+1+14 V14

SO0

Jargnevalt tuletame iihe efektiivsema valemi punkti kauguse leidmiseks.

Olgu tasand 7 antud vorrandiga
Ax+By+Cz+ D =0.

Olgu antud punkt P = (p1,p2,ps) € F3 ja punkt Q = (¢1, g2, ¢3) tasandil

m. Tasandi normaalvektor on n = (A, B, C). Leiame

QP,n p1—q1,p2 — 42,3 — q3), (A, B,C
sp) — L@P) [ 0= ) (4 5.0
|n| VA2 ¥ B2+ C

+D

/:\|A(p1—ql)+B(p2—Q2)+C(p3—CI3)+D—D|
VAZ B2 + (2

_|Ap1+Bp2+Cps+ D Aq+ B+ Cq3 + D

o /A2 + B2 1 (2 /A2 + B2 + (2

Kuna punkt @ asub tasandil, siis ta rahuldab tasandi vorrandit, s.t

Aq1+qu+C’q3+D:O.

Sellega oleme joudnud jargmise tulemuseni.

Omadus 14.3
E ) Seega tuleb punkti P kaugu-

Punkti P = (x9, Yo, 20) € E3 kaugus tasandist 7, mille vorrand on se leidmiseks panna punkti P

koordinaadid tasandi vorrandis-
Ax + By +Cz+ D = 07 se ja saadud vasaku poole abso-
luutvéartus jagada normaalvek-

. tori pikkusega.
arvutatakse valemiga

_ |Azo + Byo + Cz + D)|

W= E e

Naiide 14.10 Leiame paralleelsete tasandite 7 ja 7o, vastavalt vor-

randitega
3r—y+22—6=0, 6xr—2y+42+4=0,

vahelise kauguse. Selleks votame tasandil m; iihe punkti, néiteks P =
(0,0,3), ja leiame selle punkti kauguse tasandist my. Tasandi mo vor-

randiks votame 3x — y + 2z + 2 = 0. Siis

[3-0—1-0+2-3+2] 8
d(my,ma) = d(P,me) = = ~ 2.14.
(m1,m3) = d(P, m2) STiTa T

000
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A Markus 14.6 ~

Kui on antud sirge [ vorrandiga
Az +By+C =0

zy-tasandil, siis seda voib tolgendada kui z-teljega paralleelse tasandi
vorrandit, mis ldbib zy-tasandil asuvat sirget. Sel juhul punkti P =
(z0,y0) € E2 kaugus sirgest [ arvutatakse kui punkti kaugus tasandist

ehk valemiga

o |A$0+By0+0|

AP == e

Niide 14.11 Leiame uuesti punkti A = (2,1) kauguse sirgest [ vor-

randiga 3z — 4y + 1 = 0, seekord viimase mérkuse abil,

3-2—4-1+1] 3
dA )= — - "1 _°
(4,0) V9 + 16 5

14.7 Nurk kahe sirge vahel

Olgu antud loikuvate sirgete [y ja lo sihivektorid s; ja so ruumis E. Kui
asetada sihivektorite alguspunktid sirgete loikepunkti, siis voib leida nur-
gad vektorite s1 ja so vahel, kuid ka s; ja vastandvektori —so vahel. Kui
sirged on paralleelsed voi mitteparalleelsel juhul nad ei 16iku, siis nende-

vahelise nurga definitsioon jaab kehtima.

,{Deﬁnitsioon 14.13} N
Sirgete [; ja lo vaheliseks nurgaks nimetatakse nende sirgete sihivekto-

rite s1 ja se ning s ja —so vahelistest nurkadest vihimat ehk
Z(l1,1l2) = min{Z£(s1, 82), £(s1, —s2) }.

Siis Z(ly,12) € [0, g}, sest Z(s1,82) + Z(s1, —sz2) = 7.

\ J

Kahe vektori vaheline nurk leitakse skalaarkorrutise abil. On néha, et soo-
vitud tulemuse saamiseks piisab skalaarkorrutisest votta absoluutvaartus,

sest cos Z(s1, —s2) = cos(m — Z(s1,82)) = — cos £(s1, 82).

Sirgete l1 ja Iy vahelise nurga koosinus leitakse valemiga

| (s1,82) |

cos(L(ly,12)) = PR

kus s; on sirge l; ja so on sirge [y sihivektor.

A Omadus 14.4 N

\ J

P(x0,Y0)
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14.8. Nurk kahe tasandi vahel

Naiide 14.12 Leiame sirgete [ ja I, mille vorrandid on

z—1 y+2 z+5
2 -1 0

ja
r y—1 z4+1

5 2 37
vahelise nurga. Sirgete sihivektorid on s; = (2,—1,0) ja s2 = (5,2, 3).

Arvutame

cos(£(0s. 1)) = 2.5-1.240-3 8
PR AT 110251449 V190

Siit £(Iy,1s) = arccos (

SO0

8
— | = 0.95 = 54.52°.
\/190>

14.8 Nurk kahe tasandi vahel

Olgu ruumis F5 antud tasandid 7 ja 7o ning nende normaalvektorid n; ja
n,. Voib leida nurgad vektorite n; ja ns vahel, kuid ka n; ja vastandvek-
tori —ny vahel. Defineerime tasandite vahelise nurga analoogiliselt sirgete

vahelise nurgaga.

,{Deﬁnitsioon 14.14] N

Tasandite 7y ja w5 vaheliseks nurgaks nimetatakse nende tasandite nor-

maalvektorite n; ja ny ning n; ja —ny vahelistest nurkadest vdhimat

ehk

4(71'1, 71'2) = min{l(nl, 112), Z(Ill, —IIQ)}.

Siis /(my,m) € [O, g}
\ J

A Omadus 14.5 N

Tasandite 7 ja mo vahelise nurga koosinus leitakse valemiga

| (n1,ny) |

cos(£L(m1,m2)) = W’

kus n; on tasandi m; ja ny on tasandi mo normaalvektor.
. J

Naiide 14.13 Leiame tasandite 7 ja w2, mille vorrandid on
r—2y+2z=0 ja 2z+3y—2z2=0,

vahelise nurga. Tasandite normaalvektorid on n; = (1,-2,1) ja ny =
(2,3,—2). Arvutame

C1-2-2-34+1-(-2)] 6
VIF4+1-VA+9+4 V102

cos(Z(m1,m2))

Siit £(my1,me) = arccos <

SO0

6
— | = 0.93 = 53.55°.
\/102)
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PEATUKK 14. SIRGE JA TASAND RUUMIS

14.9 Nurk sirge ja tasandi vahel

Olgu antud sirge [ ja tasand 7 ruumis Fs. Olgu sirge [ sihivektor u ja
tasandi normaalvektor n. Leiame sirge [ ristprojektsiooni tasandile, olgu

see [,

Definitsioon 14.15]
Sirge I ja tasandi 7 vaheliseks nurgaks nimetatakse sirge [ ja tema

ristprojektsiooni I’ vahelist nurka ning seda tahistatakse Z(I, 7).

Vaatleme sirget s, mille sihivektor on n. Siis

£(,s)+ L1 = g
ehk
, 7T
L0 = 5 = 2(1.9).

Teiselt poolt

u,n
cos Z(l,s) = ||<u||n>|’

seeparast

sin Z(1,1') = sin (g — /(l, s)) =cos Z(l,s) = ||<ll:|,1;>|

Seega

A Omadus 14.6 N

Sirge [ ja tasandi 7 vahelise nurga siinus leitakse valemiga

[ (s,m) |

sin(Z(l, 7)) = BE

kus s on sirge [ sihivektor ja n on tasandi m normaalvektor.
\ J

Niide 14.14 Leiame sirge [ ja tasandi 7 vastastikuse asendi, kui nad

on antud vastavalt vorranditega

-1 -3
z —y_z ja 2z +3y+5=0.

4 2 6
Leiame
s=1(4,2,6)=2(2,1,3), n=(2,3,0)
ja
2:241-34+3-0 7 7
sin(Z(l, 7)) = | i + | ~ 0.496.

T VAT119- V41940 V4 13 /IS

Seega Z(I,7) = arcsin (\/17@> ~ 0.546 = 31.26°.

SO0
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14.9. Nurk kahe tasandi vahel

Niide 14.15 Arvutiméngudes modelleeritakse ruumilisi objekte tet-
raeedrite abil, mis tdhendab, et keha pind koosneb tiiiipiliselt kolm-
nurkadest. Voidakse kasutada ka teisi kujundeid, kuid kolmnurk on
mingis mottes koige lihtsam geomeetriline objekt, millega saab pinda

ligikaudselt esitada. Néiteks igat nelinurka saab jagada kolmnurkadeks.

Mida rohkem on kolmnurki ja mida véiiksemad on nende kiilgede pik-
kused, seda sujuvamalt ldhendatakse kumeraid pindu. Parast ruumilise
mudeli loomist voib keha #ra virvida (mé#érata kolmnurga toon ja 14~

bipaistvus).

/Edge

Triangle

Point in 3D Space
(Vertex)

Triangle Many Triangles Painted Triangles

Uks viiga oluline probleem 3D-modelleerimisel on valguse peegeldus.
Kui arvutiméngus voi animatsioonis on valgusallikas, siis sellelt tu-
levad kiired peegelduvad pindadelt ning vastavalt peegeldusele peab
muutuma ka ruumilise keha valgustatus, varjud ja vérvid. Vastasel

korral oleks tulemus ebarealistlik.

Kui valgussammas langeb risti pinnale (tasandile), siis (joonisel {ihik-
16igule) jouab pinnale kdige rohkem valgust. Kui valgussammas langeb
mingi nurga all, siis pinnal kaetakse dra suurem ala, kui risti lange-
va valguse korral ning suurema ala tottu jouab pinnaiihikule vihem
valgust, mistottu objekt on norgemalt valgustatud. Seega peegeldu-
nud valguse intensiivsus on otseselt seotud valguse langemise nurgaga.
Sarnaselt, kui vaatleja (kaamera) ei asu valguskiire peegeldumistrajek-
tooril, siis jouab vaatlejani vihem valgust ja ka see on seotud valguse

langemise nurgaga.
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PEATUKK 14. SIRGE JA TASAND RUUMIS

Light Source
Q

Viewer

<\

Surface
Kolmnurki séilitatakse programmis tippude koordinaatide kaudu. Ob-
jekti teiste punktide parameetrid arvutatakse vektoreid kasutades. See-
ga on olulised kiisimused, kui suured on kolmnurkade ja punktide va-
helised kaugused ning milliste nurkade all need omavahel ruumis paik-
nevad.

SO0

Nidide 14.16 Olgu antud punkt P = (1, —2,4) ja kolmnurk tippudega
A=(1,-3,7), B=1(2,1,1) ja C = (—1,0,6). Leiame nurga, mille
moodustab punktist P kolmnurga tsentrisse F tommatud kiir tasan-

diga, millel kolmnurk asub. Esiteks leiame kolmnurga tsentri

o ($1+$2+$3 Y1 +Y2+ys 21 +22+23
B 2 ’ 2 ’ 2

) =(1,-1,7).
Moodustame vektorid
PE=(0,1,3), AB=(1,4,-6), AC=(-2,3,-1).

Kolmnurk ABC méérab ruumis tasandi 7, millel ta asub. Selle tasandi

normaalvektori leiame vektorkorrutisest

4 —6
3 -1

1 4

—2

n=AB><AC=<
-2 -1

1 -6
,—

Kolmnurk asub tasandil, mille vorrand on
14z + 13y + 112+ D = 0.

Arvu D leiame niiteks tingimusest, et C asub sellel tasandil. Saame

D = —52 ja tasandi vorrand on
14z + 13y + 112 — 52 = 0.

Sirge sihivektoriga PE ja tasandi vahelise nurga leidmise eeskirjast

Saame

|(PE,n)| 1((0,1,3),(14,13,11))| _ 46

sin(Z(PE, m)) = = )
(«l ) |PE||n| VOFT+9-v/142 41324112 9V60

46
Seega Z(PE,n) = arcsin oT5s ~ 0.72 = 41.29°. Arvutame ka
punkti P kauguse tasandist 7, millel asub kolmnurk:

CJ14-1413-(=2) +11-4-52 20

~ 0.91.
n| 9v6

d(P,m)

/4

) = (14,13,11). .

incoming light

\J|]
4 outgoing light
72
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PEATUKK 15. KOMPLEKSARVUD. ALGEBRALINE JA TRIGONOMEETRILINE KUJU

15.1 Sissejuhatus

Euroopas juhtus 16. sajandil palju siindmusi, kuid samal ajal kuskil Itaalia

maakonnas uurisid mitmed rahutud hinged kuupvorrandi lahendamist.

Uks nendest oli Gerolamo Cardano (1501 - 1576), kes kuulsas algebra

opikus Ars Magna esitas iilesande: "‘Leidke kaks arvu, mille summa on 10
ja mille korrutis on 40.” Olgu iiks arv z, siis teine on 10— x. Seega tilesanne

on samavadrne ruutvorrandi

(10 —z) = 40
ehk
2 —10x +40 =0
Gerolamo Cardano
lahendamisega. Lahendamisel saame (1501 - 1576)

x=5++25—-40=5=+-15. )
See ei olnud sugugi esimene (ega ka viimane) kord, kui inimkond n#gi

oudusunendgusid ruutjuure leidmisest negatiivsest arvust.

Sama painaja rikkus dra ka Cardano unerikkad 66d, kuid erinevalt teistest
vottis Cardano korraks julguse kokku ja titles midagi sellist nagu '*Voima-
tu, kuid hetkeks oletame, et me lihtsalt opereerime selle mottetu litkmega
nagu /—1”. Véime kontrollida. Olgu

r=5++v-15, y=10—-2z=10—-5—+v—-15=5—+/—15.
Leiame arvude summa,
r+y=5++vV-15+5—-—+vV/-15=104+0=10

ja korrutise

z-y=(5+V=15)- (5—v/~15) = 25 - 5v/~15 + 5v/—15 — V=15 V=15

=25 — (v/—15)% = 25 4+ 15 = 40. (

“Téiesti oige, kuid kasutu.“ iitles Cardano ja imaginaarne painaja jéatkas

Euroopas oma isandate kiusamist.

Jargmine rahutu hing oli itaalia matemaatik Rafael Bombelli (1526 -

1572), kes muutus koguni nii rahutuks, et iitles otse vélja, et ruutjuured

negatiivsest arvust vajavad eraldi nime ning aritmeetilised tehted nendega

on véiga erinevad sellest, mida seni reaalarvude jaoks kasutatud on. Bom-

Rafael Bombelli
(1526 - 1572)

belli avastas aga veel midagi, mida voiks vorrelda ka kullasoone leidmisega

teaduses. Kui Cardano sonastas need uued arvud kui kasutud, siis Bombel-

li avastas hoopis vastupidist... Bombelli uuris teatud tiitipi kuupvorrandite
lahendamist, naiteks

22— 152 —4=0.
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Kasutades juba tuletatud lahendivalemeid, saab esitada selle kuupvorrandi

lahendi

v =2+ V120 + {f2 - vT2L

Kui hetkeks ignoreerida, mis tépsemalt +/—121 on, ja kirjutada

V2+ V=121 =2+ /1 ja /2 — /=121 = 2 — /1, siis
r=2+vV-1+2—+V-1=4.

Viimane tdhendab seda, et on leitud vorrandi reaalarvuline lahend

uute tundmatute arvude abil.

Bombelli sonastas tehted kompleksarvudega ning niitas, et saab lahenda-
da reaalelus ette tulevaid probleeme ning saada ka nendele reaalarvulisi
lahendeid, hoolimata sellest, et peab vahepeal opereerima uute — vilja-
moeldud arvudega. Seega oli teaduses avatud uus Pandora laegas, kuid
sedakorda siis heas ja kasulikus votmes. Lugedes Bombelli raamatut
Algebra, ei hoidnud oma imetlust tagasi ka matemaatilise analiiiisi
iiks isadest — Gottfried Wilhelm Leibniz: "Bombelli on imeline meister

analuttilise kunsti vallas.”

Virske avastus oli esialgu viga visa levima ja voib Oelda, et veel sajandiks
kui mitte paariks hirmutasid kompleksarvud Euroopat ja maailma
laiemalt. Kui juba matemaatikud ise iiritasid pidada piiha soda komp-
leksarvudega, siis mida veel teised teadlased pidid tegema? Prantsuse
filosoof ja matemaatik René Descartes (1596 - 1650) nimetas neid
arve sonaga “imaginary” ja seda halvustavas votmes, justkui insuldiks
matemaatikas, nagu algaja veaks voi tirituseks nulliga jagada voi nagu
alustataks uut soda Aasias. Ja tuleb tddeda, et toepoolest, kui meil on
3i (i on tiks nendest uutest arvudest) sopra voi 5¢ miljonit eurot, siis see
meid eriti elus edasi ei aita. Juhtus aga nii, vihemalt seekord, et koik

uuenduste vastu sodijad said imaginaarselt vastu nina ja péris valusalt.

Usna pea oskame avaldisest
f(t) _ e(2+5i)t

vilja lugeda, et see kirjeldab vonkumist, mille amplituud e?! muutub
ajas eksponentsiaalselt ja mille sagedus on w = 5 (vdi siis periood on
T = 2T = 27) Hetkel ei ole niivord téhtis, mida tépselt (reaalelu mottes)

tahendab avaldis nagu e(>T°9? ise, vaid see, mida selle abil saab kirjeldada

ning mida sellest véilja annab lugeda.

Visalt, aga kindlalt oleme ténaseks pédevaks joudnud sinna, et elektrooni-
kas ja kvantmehaanikas ilma kompleksarvudeta ei saagi midagi moistlikku

teha...

15.1.

Keepin’ it Real

-
Reaalosa ja imaginaarosa graa-
fikud funktsioonile
f(t) = e(2+50)t

Re f(t) = e*" cos 5t

2t .
e”" sin 5t

Im f(t)
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PEATUKK 15. KOMPLEKSARVUD. ALGEBRALINE JA TRIGONOMEETRILINE KUJU

15.2 Kompleksarvud

,{Deﬁnitsioon 15.1]
Kompleksarvuks nimetatakse avaldist

z=a+bi,
kus a ja b on reaalarvud ning ¢ on imaginaariihik. Esimest liidetavat
nimetatakse kompleksarvu reaalosaks (a = Re z) ja teist liidetavat b4

kompleksarvu imaginaarosaks, kus b on imaginaarosa kordaja (b = Im

\.

r”Elu on kompleksne. Tal on

olemas reaalne ja imaginaarne

osa...”

Kompleksarvuks on néiteks

z=5+4+81.
\

,{Deﬁnitsioon 15.2}

Kompleksarvu ¢, mille korral kehtib 2 = —1, nimetatakse imagi-

naarihikuks.
\

Margime, et elektroonikas kasu-
tatakse tihti ¢ asemel téhist j,
kuna 7 on seal voolutugevuse ta-

histamiseks.

,[Deﬁnitsioon 15.3]

Kui kompleksarvu z = a + bi reaalosa on null, s.o kui a = 0, siis

kompleksarvu kujul z = b7 nimetatakse puhtimaginaararvuks.

Koigi kompleksarvude hulka tdhistatakse siimboliga C.

\.

A Markus 15.1

Igale kompleksarvule z = a + bi vastab iiksiiheselt reaalarvude jar-
jestatud paar (a,b), millele omakorda vastab {iksiiheselt ristkoordi-
naadistiku tasandi punkt koordinaatidega (a,b). Seega voime koiki
kompleksarve kujutada punktidena koordinaattasandil. Sellist
tasandit, mille igale punktile (a,b) on seatud vastavusse kompleksarv
z = a + bi, nimetatakse komplekstasandiks ehk ka Argand’ tasandiks
(joonist sellel — Argand’ diagrammiks). Koordinaadistiku abstsisstel-
ge nimetatakse reaalteljeks (tahistatakse Re) ja ordinaattelge nime-
tatakse imaginaarteljeks (tahistatakse Im).

Punkti A = (a,b) (ka tema kohavektorit OA) nimetatakse kompleks-

arvu z = a + bi geomeetriliseks kujutiseks.

Im

ﬁ a+bi

» Re

0 a

Joonis: Wikipedia

Jean-Robert Argand (1768 -
1822) oli Sveitsis siindinud

prantsuse amatéormatemaatik.

15.3 Kompleksarvu algebraline kuju

,[Deﬁnitsioon 15.4]
Kompleksarvu z esitusviisi z = a+b1, kus a,b € R, nimetatakse komp-

leksarvu z algebraliseks (ka Descartes’i) kujuks.
\

,{Deﬁnitsioon 15.5]

Kompleksarvu z = a + bi mooduliks nimetatakse reaalarvu |z|, mis

on méaaratud vordusega

|z| = Va2 + b2.

Kompleksarvu 3+ 44 moodul on
[3+4i =+v9+16 =25 =5.
Seega leitakse moodul Pythago-

rase teoreemi abil.
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15.4. Tehted kompleksarvudega

Markus 15.2

Moodul |z| > 0 on reaalarv ja see kujutab endast komplekstasandil

asuva punkti (a,b) kaugust nullpunktist.

/Definitsioon 15.6]
Kompleksarvu z = a + bi kaaskompleksarvuks (kaaskompleksiks)

\

nimetatakse kompleksarvu

\ J

A Maéarkus 15.3 ~\

Kaaskompleksarv Z asub arvuga z nullpunktist vordsel kaugusel ning

z ja z asuvad siimmeetriliselt reaaltelje suhtes. On vahetu kontrollida,
et

Lz =[],

2. zZ2=(a+0bi)(a—bi)=a’+b = |z]%

15.4 Tehted kompleksarvudega

Olgu antud kompleksarvud z; = a1 + b1 ¢ ja 2o = as + bo i. Siis nende
vordumine, summa, vahe, korrutis ja jagatis defineeritakse jargnevalt:

1. 21 = 25 parajasti siis, kui a1 = as ja by = ba,

2. 2120 = (a1 :|:6L2) + (b1 :tbz)i,

3. 2129 = (alag = blbg) + (a1b2 + agbl) 1,

21 1 22
4, — = 21— =2z
22 22

2122

— = 5, kui 22 # 0.
2222 |22|

Mirkus 15.4
Osutub, et koigi nende tehete suhtes kditub kompleksarv z = a + 07

nagu reaalarv a. Seetottu voime need arvud omavahel samastada, s.t

a = a + 0:. Sel viisil saame, et R C C.

Naiide 15.1 Leida 21 £ 29, 21 22 ja ﬂ, kui
z2
21:3+5i, 22:4—i.
Saame
Z1 + 22 =(3+4)+(5—1)i=7+4i,

é N

Kompleksarvu 3+4 ¢ kaaskomp-
leks on 3 — 44.

Kaaskompleksarv

-

\

Kompleksarvude liitmine
on analoogiline vektorite
liitmisega.

21+ 22

Zy :/
/
./'
./'
/
/ zy

Korrutamine algebralisel ku-

jul on tavaline algebraliste
avaldiste korrutamine, millel
on  geomeetriline  tolgendus

(vaatleme seda hiljem trigono-

meetrilise esituse juures).

Jagamine defineeritakse korru-

tamise kaudu.

~
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PEATUKK 15. KOMPLEKSARVUD. ALGEBRALINE JA TRIGONOMEETRILINE KUJU

-2 =0B-4)+0G+1)i=—-1+6i,

2122 = (34+54)(4—1i)= (12— (=5)) + (=3 +20)i =17+ 171,
(B3+5i)(4+14) (12—5)+ (3+20)1

n 3+45id+4i

2 4—i d+i  |4—if? 16 +1
BT T

Naiaide 15.2 Kompleksarvude kasutamine praktikas. Vaatleme
koordinaadistikku, kus reaaltelg on suunatud itta, vertikaaltelg pohja.
Lennuk lendab kiirusvektoriga vy, = —480 4 2104 km/h, milles ei
arvestata tuule moju. Tuule kiirusvektor on vy = 60 + 2104 km/h.

Leiame lennuki tegeliku kiirusvektori.

RS
AN
; N
/ -
V -
Ur
v

Kompleksarve liidetakse nagu vektoreid, seepérast saame

v =wvr, +vp = —480 + 2107 4 60 4 210¢ = —420 4 420+.

Saame teada, et lennuk lendab tuule mojul téapselt loodesse (suunal
(—420,420) on sama mis suunal (—1,1) ja see on 135° reaaltelje
positiivse suuna suhtes). Lisaks saame, et lennuk lendab kiirusega,
mille arvvidrtuseks on |v| = /4202 + 4202 = 420+/2 km /h.

Selles iilesandes me tegelikult ei pea kasutama kompleksarve, kuid sa-
mas on nende kasutamine siin lihtne.

SO0

Kus (ja kas iildse) tehakse viga

jargmises arutluses?

Kirjutame jareldused

Vei=v=1 =
1 —1
R e N
—1 1

VI VT

VTV

\
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15.5. Kompleksarvu trigonomeetriline kuju

15.5 Kompleksarvu trigonomeetriline kuju

Tahistame kohavektori OA pikkuse |z| = |OA| siimboliga r ning olgu ¢

nurk z-telje positiivse suuna ja vektori OA vahel.

Im z
A
A(a,b
N Al
r |
v X » Rez
O a

Siis siinuse ja koosinuse seostest téisnurkses kolmnurgas saame
b=rsinp, a=rcosyp

ning

z=a+bi=rcosp+irsiny,

millest saamegi kompleksarvu trigonomeetrilise kuju.

,{Deﬁnitsioon 15.7]

The vector "compass”

90°

180° 0°

270° (-90°)

Trigonomeetrilist kuju esitatak-

se lithemalt

z=rZp voi ka z = r cis p.

N
Avaldist
z =1 (cosp +1isinyp) ~
Kompleksarvu z = a + bi
nimetatakse kompleksarvu z trigonomeetriliseks kujuks, kus reaal- voib vaadelda kui reaalarvude
paari (a,b) voi siis reaalarvude
arv 7 on kompleksarvu z moodul |z|, reaalarv ¢ on kompleksarvu z paari rZ. Tegemist on lihtsalt
argument, mida tahistatakse ¢ = arg 2. kahe —erineva  koordinaatide
\ ) silisteemiga.
Mirkus 15.5 Reaalarvude paar (a,b) niitab
lok i Lo lei isel vaib k A h kompleksarvu z ristkoordinaate
Kompleksarvu z = a+b1i argumendi ¢ leidmisel voib kasutada jargmist tasandil, Punkti = joudmiscks
eeskirja tuleb litkuda a iihikut reaaltelje
ja b ihikut imaginaartelje
b t suunas.
= —= = arctan—
] Tr+arctana [ a
B ¢ b Paar rZ¢ kujutab endast
= T~ arctan |a| polaarkoordinaate ning punkti
a<0,b>0 a>0,b>0 * Joudmiseks tuleb - minna
‘ ’ ' z-teljest vastupdeva ¢ ra-
diaani vorra moédda ringjoont
0.1 0 0.1 0 raadiusega 7 ja keskpunktiga
a<l b< a>00< . .
koordinaatide alguses.
b can? ’
= - = arctan—
@ = m + arctan a P a
bl
= —arctan—
a
. J
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PEATUKK 15. KOMPLEKSARVUD. ALGEBRALINE JA TRIGONOMEETRILINE KUJU

Niide 15.3 Viime z = —2 + 2v/3 ¢ trigonomeetrilisele kujule.

Maérgime, et punkt z asub teises veerandis ja z koordinaadid tasandil
n (a,b) = (—2,2v/3). Sel juhul

r=lzl=vVa2+ b2 =v4+12=16=4.

Leiame

b 2v/3
arctan W = arctan T\f = arctan V3 = g
a

Seega p =7 — I = 2T ja

4 27r+, . 2w
z = cos — + i sin— | .
3 3

Punkti z joudmiseks peaksime liikuma alates x-teljest 120 kraadi vas-
tupdeva mooda ringjoont raadiusega r = 4. Sama tulemuse annab
liikumine samal ringjoonel samast alguspunktist, aga 240 kraadi péri-
paeva.

SO0

Naiide 15.4 Insener soovib rajada sirgjoonelise raudtee linnast A linna
B. Punktist C' punkti D tuleb rajada tunnel 1dbi m&e. Mo6tmisi saab
teha vaid maa peal, kuid kahjuks varjab mégi vaatevélja linnade A ja

B vahel. Umber mée on voimalik moota vahemaa ja nurk suure puuni

(punkt P), kivirahnuni (punkt @) ja punktis @ tekib silmside linnaga

(Allikas: [12])

B. Mé6tmised annavad jargmised tulemused (punktide vaheline kaugus

ja vastava vektori nurk z-teljega):
AP(10.13km, 19.8°), PQ(3.17km,125.3°), QB(8.68km, —177.4°).

Milline on linnade A ja B vaheline kaugus ja millise nurga all tuleks

hakata linnast A liikkuma?

Uks voimalikke lahendusi AB leidmiseks on kasutada vektorite liitmist.

Viimast saab edukalt teha kompleksarvu algebralise kuju kaudu. Saame

z1 =10.13(c0os19.8° + i sin 19.8°) ~ 9.53 + 3.431,
zo = 3.17(cos125.3° + i sin125.3°) ~ —1.83+2.591,
z3 = 8.68 (cos(—177.4°) +1i sin(—177.4°)) ~ —8.67 —0.391.

Maérgime, et koordinaadid algebralises kujus on esitatud punkti A kui

koordinaatide alguspunkti suhtes. Edasi leiame

z=2z1+2+23=-097+5.631, [ 7 radiaani = 180° ]

12| = /(—0.97)2 + 5.632 ~ 5.7, argz~m—1.4=1.74rad ~ 99.78°.

Saime, et linnade A ja B vaheline kaugus on 5.71 km ja linnast A tuleks
liikuma hakata 99.78° nurga all.

000
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e 1
Kaks trigonomeetrilisel kujul antud kompleksarvu
z1 =711 (cospy +ising;) ja 29 =r7s(cosps + i sinps)

on vordsed parajasti siis, kui

1. nende moodulid on vordsed (r1 = r2),

2. nende argumentide vahe on 27 kordne, s.t @1 — o = 2k7, k € Z.

15.6. Siuinus ja koosinus

15.6 Siinus ja koosinus

Tuletame siinkohal meelde moningad siinus- ja koosinusfunktsioonide ele-

mentaarsed omadused.

nurk ¢ ° | nurk ¢ rad | siny | cosp | tanp = ?T‘;Z%
0 0 0 1 0
3 : ;| % i
45 x 2| $ 1
60 z 2|3 3
90 g 1 0 00
120 27 £ - —V3
180 m 0 | -1 0
sinx

ol |
3
5
roles |
El
(%)
B
=

sinx

(Graafikud: Wikipedia)

Siinuse ja koosinuse vddrtused jadvad alati loiku [—1,1].
Siinus on paaritu ja koosinus on paarisfunktsioon, s.t
sin(—p) = —siny, cos(—yp) = cos p.

Tuletame veel meelde, et

sin? ¢ + cos® p = 1.

-

\

Néiiteks on

117 o 1w
cos — + 14 sin ——
6
ja

T Y ™
cos 5 7 sin e

vordsed kompleksarvud.

(Raiikides

kompleksarvudest, )
voib néiteks sinz (z on komp-
leksarv) graafikuks saada
midagi iisna miistilist (heledus
on seotud mooduliga |sinz|
ja saturatsioon on seotud

suurustega Resin z ja Imsin z):

sinz, z € C,
Allikas: Wikipedia

273




PEATUKK 15. KOMPLEKSARVUD. ALGEBRALINE JA TRIGONOMEETRILINE KUJU

15.7 Tehted trigonomeetrilisel kujul antud

kompleksarvudega

Olgu antud kaks kompleksarvu trigonomeetrilisel kujul

z1 =711 (cosp1 +isingy) ja zo =719 (cosps + i sinps).

Siis kahe kompleksarvu korrutamise ja jagamise kohta kehtivad jérg-
mised reeglid:

1. korrutamisel moodulid korrutatakse ja argumendid liidetakse,
Z1 Z2 = r1 T2 [cos(p1 + 2) +1 sin(p1 + p2)],

2. jagamisel moodulid jagatakse ja argumendid lahutatakse,

VA r . .
— = = [cos(ip1 — p2) +1 sin(p1 — p2)], T2 #0.
Zo Ira

Need reeglid on tuletatavad trigonomeetrilistest valemitest cos(¢1 & 2) ja

sin(py £ p2) kohta. Niiteks
2122 = 71 [cos p1 + @ sin 1] ra [cos pg + i sin )
=11 19 [(COS 1 oS g — sin ;1 sin g) + 7 (cos 1 sin g + cos o sin 1]

= 1172 [cos(p1 + @2) + i sin(p1 + p2)] .

Markus 15.6

Oma olemuselt annavad korrutamise ja jagamise reeglid trigonomeet-

rilisel kujul lihtsa matemaatilise aparatuuri vektorite pooramiseks voi

punktihulga liigutamiseks tasandil.

Naide 15.5 Leiame z7 2z ja j—;, kui

z1 = 2(cos45° + i sind5°), 23 =4 (cos30° + i sin30°) .

Eeltoodud valemite pohjal

1
G 5 (cos 15° + i sin15%).

2122 = 8 (cos 75° + 4 sin 75°) ,
22

SO0

Kompleksarvu taisarvulisel astendamisel kehtib de Moivre’i valem

k

2" =r* (coskp+isinky), keZ, (15.1)

kus z = r(cos ¢ + isin ¢) ja iga kompleksarvu z korral on defineeritud

20=1.

Kui tahetakse mingit punkti z
tasandil liigutada samal ring-
joonel 90 kraadi vastupaeva,
siis tuleb vastavat punkti z
korrutada kompleksarvuga i

(ehk 1£90° ).

Kui soovitakse punkti z p6ora-
ta 45 kraadi paripéeva, siis tu-
leb arvu z korrutada kompleks-
arvuga g(l — i) (ehk arvuga
1£ — 45°).

N
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15.7. Tehted trigonomeetrilisel kujul antud kompleksarvudega

Toestus. On selge, et valem kehtib & = 1 korral, samuti & = 0 korral. Ka-
sutades matemaatilist induktsiooni, oletame, et valem kehtib naturaalarvu

k korral. Naitame, et siis kehtib de Moivre’i valem ka k + 1 korral. Saame

2P = 2k 5 = r¥(cosk o + i sink @)r(cos p + i sin )

= r#* 1 (cos k ¢ cos ¢ — sin k psin ¢ + i (cos kg sin ¢ + sin kg cos @)
= " (cos((k + 1) @) + i sin((k + 1) ).

Kui k on negatiivne téisarv, siis

ot 1 cos0+ ¢ sin0
2R plRl(cos([k| @) + i sin([k| ¢))

1
= g7 (cos(0 — [k| @) + i sin(0 — [k[ ) = rH(coskp + i sink ).
r

O

A Markus 15.7 N

De Moivre’i valem ei kehti {ihese vordusena suvalise reaalarvu a € R
jaoks, vaid ainult tiisarvude k € Z korral. Niiteks, (—1)2 = =i (sest
(£i)? = —1). De Moivre'i valem annaks aga ainult iihe vastuse,

(*1)% = (cosm +i sinﬂ)% = Cosg 44 Sing -

Néide 15.6 Leiame imaginaararvu ¢ astmed. Esiteks, |i| = 1ja g = J.

Kompleksarvu korrutamisel muutub uue arvu nurk korrutatava arvu

nurga vorra, meie juhul 5 vorra. Seega

Koik ¢ astmed asuvad iihikringjoonel.

Arvui astmed

SO0

Niide 15.7 Leiame iihikringi elemendi z = cos 50° 4 4 sin 50° seits-

menda astme. Saame
2" =17 (cos(7 - 50°) + i sin(7 - 50°)) = cos 350° + i sin 350°.

SO0

Allikas: Wikipedia
Abraham de Moivre
(1667 - 1754)

oli prantsuse péritoluga ingli-

se matemaatik, kes on tuntud
ka toendosusteooria vallas. De
Moivre ei avaldanud kunagi va-
lemit ilmutatud kujul ja vale-
mi toestas hoopis Sveitsi mate-
maatik Leonhard Euler (1707 -
1783). De Moivre avaldas vale-
mi ilmutamata kujul (mille ji-
tame selle keerukuse tottu siin-
kohal esitamata) aastal 1707
ning tegi vastava méarkuse veel
aastal 1722, millest saab teatud

asendustega tuletada valemi

[cos @ £ /=Tsinp]"™
= cosny £ v/ —1sinnep,
n=1,23,....

Meie kasutatava ilmutatud
kuju vottis kasutusele samuti
Euler, kes iildistas kompleksar-
vude astendamist ka reaalsete

astmete v € R jaoks.

Londoni kohvikud olid oma-
moodi informatsiooni- ja kul-
tuurikeskused, kus tolle aja
teadlased said uut infot ja
arutlesid huvitavate probleemi-
de ile. Sealhulgas méngiti ka
malet ning viimasest el ja&-
nud eemale de Moivre, kes an-
dis muuhulgas lahenduse ratsu
teekonnale malelaual (selle es-
mapilgul lihtsa ja teisejarguli-
se probleemiga on kokku puu-
tunud paljud kuulsad matemaa-
tikud nagu néaiteks Euler, Le-
gendre, Vandermonde). Mingil
maéaéaral voib analoogi leida meie

Werneri kohvikuga Paul Kerese

aegadest.
\
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PEATUKK 15. KOMPLEKSARVUD. ALGEBRALINE JA TRIGONOMEETRILINE KUJU

Naiide 15.8 Olgu antud kompleksarv z = cos ¢+ sin ¢, mis tdhendab,

et z asub ihikringjoonel. Siis iga n € Z korral
2™ = cosny + isinnp

ja
27" = cos(—nyp) + isin(—ny) = cosny — isinnep.
Nendest vordustest saame, et

1
2"+ — =2cosnp, n€EZ.
ZTL
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PEATUKK 16. KOMPLEKSARVU JUURED. EKSPONENTKUJU

16.1 Kompleksarvu n-astme juured

Definitsioon 16.1]

Kompleksarvu z n-astme juureks nimetatakse iga kompleksarvu w,

mille korral w™ = z.

Igal kompleksarvul r(cos¢ + ising) # 0 on n erinevat m-astme

juurt, mis avalduvad kujul

. p+2kr . . o+ 2km
\/7_“ (cos ” + 7 sin

k=0,1,...

)

(16.1)

,n—1.

A Markus 16.1 ~

Avaldise saab meelde jétta, kui kirjutada kompleksarv z perioodiliselt

trigonomeetrilisel kujul

z =r (cos(¢ + 2km) + i sin(p + 2k7m)), k€ Z,

1
ja kasutada de Moivre’i valemit astmega —
n

2k
Z% :’f‘% <COS—S0+ 7T+

tp+2k7r>
niT———).
n n

Niide 16.1 Leiame kompleksarvu z = 164 neljanda astme juured.

Esitame selle kompleksarvu trigonomeetrilisel kujul
s s
= 16( = +isi —),
z cos 5 + 2sin 5

seejérel leiame

. g + 2km — + 2km
27 = /16 | cos 1 + 4 sin 1
4k 4k
=16 (COSHTW +1 smH—W> ,k=0,1,2,3.
FEraldi esitatuna on need juured
2(cos g +isin )
wyg =2(cos— +isin—
0 ] ] )
L%
wy =2 cos——i—zsmg ,
(i)
we =2 os——i—zsm§ ,
137 . 137
wy =2 s——l—zsm? .

SO0

'Réiéigitakse, et oma viimastel‘
aastatel aitas kohvikus male-
méangimine de Moivre’il pisut
leevendada oma rahalist olukor-
da.

19. sajandi London Slaughter’s
Coffeehouse (Allikas: [1])
Legend pajatab, et de Moivre

ennustas tapselt ette oma sur-
mapéeva. Tervislikel pohjustel
magas de Moivre iga pdev kaua.
Margates, et ta magab iga paev
u. 15 minutit kauem kui eel-
misel paeval, arvutas ta valja,
millal jouab katte 24-tunnine

uneperiood ... see saabus 27. no-

kvembril 1754.

Paneme tahele, et koik juured
asuvad komplekstasandil raa-
diusega r = 2 antud ringjoonel,
mille keskpunkt on koordinaati-

de alguspunktis.
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16.2. Kompleksarvu eksponentkuju

Niide 16.2 Reaalarvude korral voib tunduda, et siin on asi lihtne.
Tegelikult nii ei ole. Leiame reaalarvu 1 kui kompleksarvu kolmanda

astme juured

2k 2k
Vi =Cosi+isin—7r, k=0,1,2.
3 3
Eraldi kirjutatuna saame
wy; =cos0+14sin0 =1,
2 2 1 3
Wa :COS§+isin§ :*§+§i,
T isin T 1 V3.
w3 =Co0S— +isin— =-—=——1.
’ 3 3 2 2

16.2 Kompleksarvu eksponentkuju

Trigonomeetrilisi funktsioone ja eksponentfunktsiooni seob Euleri va-
lem

e’ = cos p + i sin o, (16.2)

kus ¢ on reaalarvuline muutuja ja e ~ 2.71828 on naturaallogaritmi

alus.

p
Paneme tédhele, et juuri voiksi-

me leida ka teisiti. Selles iiles-
andes peab ihikringjoonel asu-
ma 3 erinevat juurt. Seega pea-
vad nad asuma samal ringjoonel
iiksteisest 360/3 = 120 kraadi
eraldatuna. Uks juurtest on 1 ja
teised kaks saadakse sellest 120

kraadi vorra podratuna.

Kolmpleksarvu trigonomeetrilist kuju z = r(cos¢ + i sing) arvestades

tugineb Euleri valemile jargmine moiste.

,[Deﬁnitsioon 16.2] N
Kompleksarvu z eksponentkujuks nimetatakse esitust

z=re'"?,

kus 7 on kompleksarvu z moodul ja ¢ argument.
. J

Markus 16.2

Mirgime, et kompleksarvud e'? asuvad kdik komplekstasandil

ithikringjoonel ja selline esitus on igal {ihikringjoone punktil.

\

rArv e on nn. Euleri arv éveitsi\
matemaatiku Leonhard Paul
Euleri (1707 - 1783) jargi
(aastast 1727).

Johann Georg Bruckeri portree
Leonhard Eulerist
(Allikas: Wikipedia)
Kuna Euler viibis enamuse
oma téiskasvanueast Sankt-
Peterburgis, siis on nimetatud
teda ka vene matemaatikuks.
Euler oli esimene, kes uuris
pohjalikumalt arvu e, enne teda
mainivad arvu e veel néiteks
Jacob Bernoulli ja Gottfried
Leibniz. Euler oli esimene, kes
niitas 1737. aastal, et e on
irratsionaalarv, 1748. aastal
arvutas Euler arvu e esimesed

k18 komakohta.
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PEATUKK 16. KOMPLEKSARVU JUURED. EKSPONENTKUJU

A Markus 16.3 ~

Kompleksarvu trigonomeetrilises kujus esitavad koik avaldised
r (cos(¢ + 2km) + isin(p + 2kw)), k € Z, iihte ja sama arvu funkt-
sioonide koosinus ja siinus perioodilisuse tottu. Sama kehtib ka eks-
ponentkuju kohta: avaldised r*(**2*™) Lk ¢ Z, on koik iihe ja sama

kompleksarvu esitused.
\ J

Niide 16.3 Viime kompleksarvu z = —1 — /34 eksponentkujule.
Leiame mooduli

r=+v3+1=2.

Arv z asub III veerandis. Seega leiame argumendi jargmiselt:

™ 4
— = -.

<p:7r+arctan\/§=7r+3 3

Siit saame korraga kirjutada nii trigonomeetrilise kui ka eksponentku-
ju

9 47 s 47 9 idx
= cos — sin— | = .
z 3 7 3 e

Markuse 16.3 pohjal voime kirjutada samuti

SO0

A Markus 16.4 ~

Erijuhul ¢ = 7 saame Euleri valemist Euleri samasuse

mis kaasab iihte valemisse 5 matemaatilist konstanti ja 4 tehet voi
seost: astendamine, korrutamine, liitmine ja vordus. Viimase pohjal
peavad paljud matemaatikud Euleri samasust 1dbi aegade itheks koige

ilusamaks valemiks. Kui kirjutada

617\' — 717

siis voib nédha, et irratsionaalarvu e aste imaginaararvuga im annab

tulemuseks téisarvu —1.
\ J

Paneme jéargnevalt kirja tehted eksponentkujul antud kompleksarvudega.

a Y
Olgu antud kaks kompleksarvu eksponentkujul z; = ry et ja zo =

ro €?2. Siis kehtivad jirgmised vordused:

_ @ oS
1. z120 =1r1719€ (o1 ‘92),

Leonhard Eulerit on nimeta-

~

tud labi aegade koige olulise-
maks matemaatikuks (see vii-
mane teema on muidugi sub-
jektiivne). Euler on populaar-
teaduslikus kirjanduses eelkoi-
ge tuntud Koningsbergi sildade
probleemi lahendajana (eelkdi-
ge siis range matemaatilise la-
henduse mottes). Omal ajal
piistitati probleem, kas saab 14-
bida Koéningsbergi 7 silda nii, et
alustades mingist punktist joua-
me tagasi algusesse, kusjuures
koiki sildu tuleks ldbida vaid

iihe korra.

Koningsbergi sillad
(Allikas: Wikipedia)

r N
Harvardi matemaatik Benjamin

ma tode.”
\

Pierce iitles: “Me ei suuda seda
(samasust) moista ja me ei tea,
mida see tapselt tahendab, kuid
me oleme selle téestanud ja see-

labi me teame, et see peab ole-

21 T1 (o —
9 2 _ e soz)7 re # 0,
<2 r2
3. 2" = (re®?)" =rnein®, nez,
. pt2km
4. z=3/re'"» |, k=0,1,...,n—1
\ J
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16.3. Kompleksarvu eksponentkuju

A Maéarkus 16.5

N
Euleri valem lubab meil tuletada siinuse ja koosinuse alternatiivsed
esitused. Kehtib

e'?  =cosyp +ising,
e~ =cosy —isingp.
Molemat avaldist liites ja lahutades saame
el 4 et ) el — e~i®
oS =——"——, sinp=—-—
2 B) ) 12 %
elv
2cos¢g 2ising
el¢
Allikas: http://mathforum.org/mathimages
\ J

Naiide 16.4 Kompleksarvu eksponentkuju koos Euleri valemiga lubab
saada moningaid trigonomeetrilisi valemeid. Naiteks

cos(a + B) +isin(a + B) = e'l@th) = giagif

= (cosa + isin a)(cos f + isin f)

= (cosacos 8 — sinasin 8) + (cos asin § + sin a cos §)i

annab reaalosade ja imaginaarosade vordumise pohjal

cos(a + 8) = cosacos B — sinasin 3,
sin(a 4+ ) = sin acos § + cos asin .

SO0

Naiide 16.5 Vaatleme veel teisendust
cos 2a + isin 2o = €2 = (e'*)? = (cos o + i sin ar)?
= (cos? a — sin? @) + (2sin o cos )i
Sellest saame
cos 2a = cos? o — sin? Q,

sin 2a = 2 sin « cos .

Uks humoorikas lugu (ilmselt
siiski legend, [8]) on jirgmine.
Denis Diderot oli 18. sajandi
prantsuse filosoof, kes reisis
palju moédéda Euroopat. Oma
teekonnal sattus ta ka Sankt-
Peterburgi. Oma sarmiga kogus
ta kiiresti enda iimber noori
jargijaid ja sama juhtus tema
ateistliku filosoofiaga. Viimane
tegi murelikuks vene keisrinna

Katariina II.

Samal ajal tootas Sankt-
Peterburgis Leonhard Euler,
kes, vastupidiselt Diderot’le,
oli pithendunud kristlane.
Keisrinna Katariina II palus
Eulerit oma mures aidata, mille
peale Euler tutvustaski ennast
Diderot’le kui meest, kes leidis
matemaatilise toestuse Jumala

olemasolust.

Kindla olemisega seletas ta
Diderot’le: “Harra, vordus
atb® — 4 kehtib. Jérelikult,
Jumal on olemas. Mis te selle
peale kostate?” Selle peale oli
kiire taibuga Diderot soénatu
(iildiselt tema teadmised
algebrast olid nullilahedased).
Ta naerdi tema poolehoidjate
poolt vilja ja jargmisel péeval
kiisis ta luba naasta tagasi
Prantsusmaale. Mérgime,

et Euleri toodud vordus ei

tdhenda midagi erilist.
&

Uks vaimukas (vdimalik, et
siigavamotteline, ning on seoses
ka eelmise naljaga) internetis
olev vastus kiisimusele: “Millist
praktilist vaartust omab sama-

sus '™ + 1 = 0?” kolas:

“Selle koige olulisem vadrtus on

see, et nii monedki tiititud filo-

&sooﬁd on sunnitud vaikima”.

J
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PEATUKK 16. KOMPLEKSARVU JUURED. EKSPONENTKUJU

16.3 Algebraliste vorrandite lahendamisest

,{Deﬁnitsioon 16.3]

N\
Vorrandit
apz” +a1 2" '+ ... +a,=0 (16.3)
nimetatakse m astme algebraliseks vorrandiks. Kordajad
ag, - - -, ay, voivad olla nii reaalsed kui komplekssed, kusjuures ag # 0.
. J

Teoreem 16.1

Algebra pohiteoreem. Igal n astme algebralisel vorrandil on komp-
leksarvude hulgas n lahendit (kui arvestada kordseid lahendeid vasta-

valt kordsusele).

Naide 16.6 Lahendame vorrandi
2" — 8% +16 = 0.
Selle vorrandi saame esitada kujul
2t =827 +16 = (z — 2)%(x +2)* = 0.

Siit jireldub, et peavad kehtima (z — 2)2 = 0 ja (x + 2)? = 0. Seega
esialgse vorrandi lahendid on x1 = z9 = 2 ja x3 = x4 = —2. Algebra
poOhiteoreemi jérgi teame, et rohkem lahendeid olla ei saa.

SO0

v N
Algebra pdhiteoreemi toestuse

_korral tuleks edasi lahendada. )

idee seotakse tavaliselt saksa
Friedrich

Gaussi nimega aastast 1797,

matemaatiku Carl
kuid hiljem on seda mitte
paris veatut toestust modnede
kohtade peal tdiendatud.
Selle lihtsalt kolava ja olulise
teoreemi toestamisel on vaeva

nainud paljud matemaatikud.

Teoreem iitleb, et kui on leitud
n lahendit, siis ei ole vaja la-
hendeid enam edasi otsida, kuid

viiksema arvu leitud lahendite

Vaatleme n astme poliinoomi
P,(xz) =agx"™ + a1 2" 4+ an,

milles kordajad ag, . .., a, on reaalarvud, kusjuures ag # 0.
Vorrandi (16.3) lahendite ehk poliinoomi P, juurte leidmise kohta saab

vaita jargmist. Poliinoom P, lahutub korrutiseks
_ k1 K (.2 L 2 L
P, (x) =ap(x—21)™ ... (x—xp)" " (=" +prx+q)* ... (+prx+q.)",

kusjuures ruutpoliinoomidel z? + p;xz + ¢;, j = 1,...,r, puuduvad
reaalarvulised juured (nende poliinoomide vaartused on iga « € R kor-
ral positiivsed). Reaalarvud 1, ..., x,, on poliinoomi P, juured vasta-
valt kordsusega ki, ..., k,. Reaalarvuliste kordajatega p;,q; ruutpo-

lilnoomide z2 + p;x + ¢; juured leitakse ruutvorrandite
x2+pjx+qj =0, 7=1,...,m

lahenditena, mis esinevad kaaskomplekside paaridena kordsusega vas-

tavalt Iy, ..., 0.
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16.3. Algebraliste vorrandite lahendamisest

Naide 16.7 Lahendame vorrandi
* —1=0.
Esitame selle kujul
2 —1=(x—-1)(2* +x+1)=0.

Reaalne lahend on 27 = 1 ja komplekssed lahendid on

1 1
r=—= ,/74:*11@@,
2= V1 27 2

V3 1 V3,

ehk$2:—%+7ija$3=—§—72.
Maérgime, et lahendid voib leida ka kui kolmanda astme juured iihest,
sest vorrand on 23 = 1 ehk kompleksarvude mottes /z = 1. Selle
lahendid on

zp =€, k=0,1,2,
mis olid juba leitud néites 16.2.

SO0

Naide 16.8 Lahendame vorrandi
20 —2234+2=0.

Siin viib sihile jirgmine standardvote: tdhistame z = 3. Sel juhul
saame vorrandi

22 —22:4+2=0,

mille lahenditeks on
z1o=1£vV1-2=1+4.

Algse vorrandi lahendite leidmiseks moodustame kolmanda ast-

\/i(cosg—i—isinz) ja 1 —1 =

me juured arvudest 1 + ¢ = )

V2 (cos% — g sin %) Need on

T+ 2k =+ 2k
1oy = 3 (COS % 4 isin 4+377)
k+1 k+1
=2 cosmqti Sinm ., k=0,1,2,
12 12
ja 1 2,3 kaaskompleksid
8k +1 8k +1
Tase = V2 (cos(l—;)7T — 4 sin (14_2)77) , k=0,1,2.

Mirgime, et v/2 ja /2 tdhendavad siin positiivseid reaalarve, mitte
teise voi kuuenda astme juuri (nende hulka) kompleksarvude mottes.

OO0

lahendamiseks komplekstasan-
dil ligikaudseid meetodeid (néi-
teks Newtoni meetodit) voib

saada midagi sellist:

Greg Fowleri teos
Allikas: [25]

Nullkohtade zi1,z2 ja xz3 Um-

ber jaavaid suuri ovaalseid ala-

~
Kasutades vorrandi > — 1 = 0

sid kutsutakse pulli silmadeks.
\ J
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PEATUKK 16. KOMPLEKSARVU JUURED. EKSPONENTKUJU

16.4 Fraktalite tutvustus

Vaatleme iteratsiooniprotsessi

zn+1:zi+0, n=20,1,...,N.

Siin z, ja C' on kompleksarvud, kusjuures zp = 0. Kui votta nullist erinev

Zp, siis muutub ka kujund.

N

Kuigi néiteks Pythonis saab ka-
sutada kompleksarve, siis voib
selle arvutuse kokku panna ka
taiesti ilma. Selleks tuleb de-
fineerida kaheelemendiline list
|a,b] ning siis néiteks korrutus-

tehe oleks

la,b] - [e,d] = [ac — bd, ad + bc].

Analoogiliselt tuleks tehe de-

fineerida summa ja mooduli

jaoks.

,

. Votame komplekstasandil nditeks ruudu suurusega [—2, 2] X [2, 2]
(nullpunkt on keskel).

. Niiiid tuleb valida samm h, millega kiia ldbi koik ruudustiku
punktid (néiteks A = 0.01).

. Tuleb ka otsustada, kui suur voib olla maksimaalne iteratsioonide
arv IV, nditeks N = 50.

. Iga punkti C korral (nditeks C' = —0.5 + 1.27) ruudustikust
arvutame
21=0+C, 2=224C, zm=2+C, ..., zy==z5_,+C.

. Arvutame mooduli |zy|.

. Kui |zy| < 2, siis virvime punkti C' komplekstasandil mustaks,
vastasel korral valgeks.

. Laheme jargmise punkti C juurde ja alustame kogu iteratsiooni
n suhtes uuesti.

\
A Mirkus 16.6 \
Kui tahame kujundile vérve lisada, siis seda tehakse jargmiselt:

. Valime igan =1,2,..., N jaoks iihe vérvi.

. Vordleme moodulit |z,| igal iteratsioonil.

. Kui |z,| > 2, siis 16petame iteratsiooni ning virvime punkti C
seda varvi, mis me n jaoks reserveerisime ja laheme jérgmise
punkti C' juurde.

\ J
AMirkus 16.7 ~

Loomulikult ei tehta neid arvutusi kasitsi likshaaval, vaid kasutatak-
se naiteks for-tsiikleid. Varvide jaoks voib kasutada palette ja kuvada
néiteks maatriksit kontuurgraafikuna, milles igale punktile vastab ite-

ratsioonide arv n. Nii saab palju sujuvamad iileminekud.

Suurendused:
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