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Peatukk 1

Pseudojuhuslikud arvud. Lineaarsed
kongruentsed generaatorid

Suur osa statistika rakendusi on kas otseselt voi kaudselt seotud soltumatute katsete soo-
ritamisega ja saadud katsetulumuste pohjal mitmesuguste hinnangute leidmisega.

Definitsioon 1 Arve x1,...,z, nimetatokse juhuslikule suurusele X vastavateks juhus-
likeks arvudeks, kui nad on saadud juhusliku suuruse X vddrtustena juhusliku katse séltu-
matul kordamisel.

Soltumatuid katseid on raske arvutis piisavalt kiiresti sooritada, seetottu kasutatakse ar-
vutisimulatsioonides mittejuhuslikke arve, mis imiteerivad soltumatute katsete tulemusi
piisavalt hésti.

Definitsioon 2 Arve x1,...,z, nimetatokse juhuslikule suurusele X vastavateks pseudo-
juhuslikeks arvudeks, kui nad on saadud mingi algoritmi véi eeskirja kohaselt ja neid ei
onnestu eristada juhuslikule suurusele X vastavatest juhuslikest arvudest teatud komplekts
statistiliste testide abil.

Eelnev definitsioon ei ole matemaatiliselt péris korrektne, sest kasutatav komplekt statis-
tilisi teste ei ole tépselt méadratletud, kuid annab siiski aimu sellest, mida arvutisimulat-
sioonides pseudojuhuslikke arve kasutades peab silmas pidama.

1.0.1 Lineaarne kongruentne generaator (LKG)

Jargnevas tdhistame tiisarvude z ja y > 0 korral = jagamisel y-ga tekkivat jadki kujul x
mod y.

Definitsioon 3 Etteantud tdisarvude m, 0 < a <m, 0 < b <m ja 0 < xg < m nimetame
eeskirja

oy

z; = (ax;_1 +b) mod m, wu;:i=—"

m

abil loiku [0,1] kuuluwvaid arve w;, i > 1 tekitavat algoritmi lineaarseks kongruentseks
generaatoriks (tihis LKG(a,b,m)). Kui eelnevas algoritmis kehtib b = 0, siis on tegemist
multiplikatiivse generaatoriga (inglise keeles ka Lehmer random number generator).

Lihtne on n#ha, et LKG véljastab maksimaalselt m erinevat arvu ja seejarel hakkab en-
nast kordama (alustab uut tsiiklit). Samas ebadnnestunud parameetrite valiku korral voib
generaatori tsiikli pikkus olla tunduvalt lithem.



Teoreem 4 (Hull-Dobell teoreem) Lineaarse kongruentse meetodi korral saavutatakse tsik-
lv maksimaalne pikkus m parajasti siis, kui on tdidetud jargmised tingimused:

1. suurim thistegur SYT(b,m) =1
2. kui m jagub p-ga, siis (a — 1) jagub p-ga
3. kui m jagub 4-ga, siis (a — 1) jagub 4-ga
Multiplikatiivse generaatori korral on selge, et kui x; = 0 mingi ¢ korral, siis koik edasised

vadrtused on samuti vordsed nulliga. Seega maksimaalne tsiikkel ei saa sisaldada arvu 0
ja selle pikkus ei saa olla seega suurem kui m — 1.

Teoreem 5 Multiplikatiivne generaatori tsiikkel on maksimaalse pikkusega m—1 parajasti
siis, kui

1. m on algarv ja

2. a on algjuur, st iga m — 1 algtequri p korral o =V/? e jagu arvuga m

Oma lihtsuse tottu on olnud laialdaselt kasutusel, aga praegu ei soovitata enam kasutada nt
Monte-Carlo simulatsioonide puhul ning kriipteerimise eesmérgil. Alternatiivid: Mersenne
Twister (R vaikegeneraator, vt Wikipedia algoritmi osas), Blum-Blum-Shub generaator
(ndide voimalikust kriiptograafiliselt turvaliseks loetavast generaatorist, vt Wikipedia).



Peatukk 2

(zeneraatorite testimine

Tahame kontrollida, et generaatori vidrtused kiituvad nagu soovitud jaotusele vastavad
juhuslikud arvud. Vaatleme kahte tiilipi teste - jaotuse kontrollimise testid (kas vadrtused
paiknevad reaalteljel nii, nagu soovitava jaotusega juhusliku suuruse viartused peaksid
kidituma) ja soltumatuse testid (kas vddrtused jérgnevad iiksteisele nii nagu soltumatute
katsete tulemused peaks kiituma).

2.1 Testimine tihe siindmuse abil

Varasematest kursustest teame, et fikseeritud stindmuse A toimumiste arv n soltumatus
katses on binoomjaotusega B(n,p), kus p = P(A) on A toimumise toendosus iihel katsel.
Kui meil on teada néiteks juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon Fx ja A on kujul

A={a< X <b},
siis jaotusfunktsiooni definitsioonist jareldub vordus

P(A) = Fx(b) - Fx(a).

Kui me sooritame séltumatuid katseid n korda ja loeme kokku A toimumiste arvu N4, siis
eelneva pohjal N4 ~ B(n,p). Enamasti on pohjust etteantud jaotusele vastavuses kahelda
siis, kui stindmuse A toimumiste arv erineb oluliselt oodatavast keskvdartusest E(N4) =
np. Kuna generaatoris kahtlemine toob kaasa lisat6od (tuleb otsida vigu, leida parem
generaator vmms), ei taha me enamasti liiga kergekéeliselt katsetulemusi kahtlaseks lugeda.
Seega valime kiillalt viikese a korral sellised arvud x1 ja zo, et vaadeldavale jaotusele
vastavate juhuslike arvude korral kehtib

P(—x1 < Ng—np<uz)>1—a«

ning loeme kahtlaseks tulemused, mis jadvad viljaspoole neid piire. Sobiv valik 1 ja xo
jaoks on selline, et
P(Na<np—m1) =35

ja

e
bX
mis puhul eelnev tingimus on samavéiirne katsetulemuste pohjal leitud N4 vadrtuse jaa-
misega vaadeldava binoomjaotuse § ja (1 — §)-kvantiilide vahele.

P(Npa<np+xzy)=1-—



2.2 Mitme siindmuse toimumissageduste iitheaegne vaatlemi-
ne - y>-test

Eeldame, et fikseeritud on m vastastikku vilistavat siindmust Ay, ..., A,,, mille tdendosu-
sed vaadeldava jaotuse korral on pq,...,pm (p; > 0Vi) ja mis katavad dra koik voimalused
(taisslisteem). Naiteks voime vaadelda siindmuseid A; = {x;—1 < X < ¢;}, kus

—0=Cc<c1<...<Cp-1<Cp =0

ja punktid ¢;, ¢ =1,2,...,m — 1 on valitud nii, et koik siindmused on vaadeldava jaotuse
puhul voimalikud (st positiivse toendosusega). Loomulik on vaadelda nende siindmuste
esinemiste arvu erinevusi oodatavatest esinemiste arvudest (vastavate juhuslik suuruste
keskvaartustest) np;, kusjuures viga suured erinevused on moistlik lugeda kahtlasteks.
Samas on selge, et erinevusi keskmistest ei ole hea vaadata iikshaaval, sest vihegi suure-
ma siindmuste komplekti korral on ka Oigest jaotusest parinevate katsetulemuste korral
kiillalt suur toendosus, et mone siindmuse esinemissagedus erineb {isna palju oodatavast.
Seega on hea vaadelda mingit summaarset oodatavatest sagedustest erinevuse moddikut,
mille jaotus (voi vihemalt asiimptootiline jaotus piisavalt suure katsete arvu korral) on
vaadeldavast jaotusest pirinevate juhuslike arvude korral teada. Uks selline mdodik on
x2-statistik.

2.2.1 Hii-ruut test

Fikseerime m siindmusest koosneva vastastikku vélistavate siindmuste siisteemi, mille toi-
mumise toendosused iihel katsel on p;, ¢ = 1,...,m. Olgu katseseeria pohjal (ehk n
genereeritud viirtuse pohjal) leitud toimumiste arvud n;, i = 1,...,m. Pearsoni y’-
statistiku vidrtus on sel juhul defineeritud valemiga

2

X2 = (i = npi)”

np;

NE

i=1
On teada, et piiril n — oo on see statistik x? jaotusega vabadusastmete arvuga m — 1.
NB! Enamasti (vt nditeks Wikipedia testile pihendatud artikkel inglisekeelses versioonis)
loetakse, et pitrjaotuse kasutamine on oigustatud ainult siis, kui n on nii suur, et np; >
5 Vi.
Testi nullhiipoteesiks Hy on, et katsetulemused vastavad juhuslikele arvudele vaadeldavast
jaotusest. Alternatiivne hiipotees Hi on see, et katsetulemused ei vasta vaadeldavale jao-
tusele. Otsustuskriteeriumiks on vaatlusaluste siindmuste teoreetiliste toendosusete abil
arvutatud y?-statistiku p-vidrtus: kui see on viiksem kui meie poolt valitud olulisuse ni-
voo «, siis loeme nullhiipoteesi timberliikatuks; vastasel korral aga jddme nullhiipoteesi
juurde (st generaatori testimise kontekstis vaadeldavad katsetulemused ei anna piisavalt
alust generaatori oigsuses kahtlemiseks).

Uhtlasele jaotusele vastavuse testimise puhul on sellel testile oma nimi - sageduste test,
kui siindmuseid defineerivateks reaaltelje jaotuspunktideks on ¢; = .=, 1 =1,2,...,m.

2.3 Empiirilise ja teoreetilise jaotusfunktsiooni vordlemisel
pohinevad testid

Mitme siindmuse koosvaatlemisel on raske otsustada, milliseid piirkondi valida. Et selle
kiisimusega mitte oma pead vaevata, on loomulik vaadelda korraga komplekti 16pmatult



paljudest piirkondadest kujul A, = {X < z}, kus x reaalarv. Sellisesse piirkonda sattumise
toendosus vaadeldava jaotuse korral on Fx(z) (kus Fx on X jaotusfunktsioon). Valimi

Z1, ..., T, korral piirkonda A, kuuluvate vaatluste suhteline sagedus vastab empiirilisele
jaotusfunktsioonile
#i |z, <=z
By(a) = =2

kus #DB tdhistab hulga B elementide arvu. Seega konkreetse x korral iseloomustab vahe
F,(z) — F(z) siindmuse A, empiirilise esinemissageduse erinevust teoreetilisest tGenéo-
susest ning suur erinevus voiks anda alust kahtlusele, et andmed ei vasta vaadeldava jao-
tusega juhuslikele arvudele. Stindmuste korraga vaatlemiseks aga on vaja kasutada mingit
moodikut, mis koikidele reaalarvudele x vastavad erinevused kokku votaks ning selleks on
mitmeid voimalusi. Vaatleme neist kahte, kuid eelnevalt toestame iihe tulemuse, mis on
jargnevate testide t6opohimottest arusaamisel darmiselt oluline

Teoreem 6 Olgu F' pidev jaotusfunktsioon ning olgu X sellele vastav juhuslik suurus. Siis
Y = F(X) on thtlase jaotusega U(0,1)

Toestus. Naitame, et juhusliku suuruse Y jaotusfunktsioon Fy on iihtlase jaotuse jaotus-
funktsioon, st avaldub kujul

0, kuiy<=0,
Fy(y) =<y, kui0<y<l1
1 kuiy>1.

Selleks paneme téhele, et
Fr(y) = PAY =y}) = PUF(X) <y}) = P{X € Ay}),

kus hulk A, on selliste reaalarvude hulk, mille korral F' vadrtus ei ole suurem y vadrtusest,
ehk
Ay={zeR: F(z) <y}

Vaatleme eraldi juhte 0 <y <1,y <0jay>1

juht 0 < y < 1: Jaotusfunktsiooni omadusest 3 (Vaata teoreem 21) ja F' pidevusest jareldub, et
leidub selline reaalarv a,, mille korral F'(a,) = y, seega A, ei ole tithihulk. Jao-
tusfunktsiooni monotoonse kasvamise omadusest (Teoreem 21, omadus 2) jareldub
vorratusest « < a, vorratus F(z) <y, seega

(—o0,ay] C Ay.

Tdendosuse monotoonsuse omadusest (Teoreem 18, omadus 3) jareldub seega vorra-
tus
y = Flay) = P{X € (-o0,ay]}) < P({X € Ay}) = Fy (y)-

Veendume ka vastupidise vorratuse kehtimises. Olgu € > 0 selline reaalarv, mille
korral y+e < 1. Jéllegi saame F' pidevuse tottu leida sellise ay., et F(ayt:) = y+e.
Kuna iga > a,4. korral kehtib F' monotoonse kasvamise tottu F'(z) > y+¢e >y,
siis Ay C (—00, ayte]. Seega jillegi tdendosuse monotoonsuse pohjal

Fy(y) = PUX € A,}) < P({X € (=00, ay2]}) = Flaysz) =y +<.

Piiril € — 0 saame siit Fy(y) < y ning eelnevat vastupidist vorratust arvestades
olema néidanud, et kehtib vordus

Fy(y)=y, 0<y<L



juht y < 0: iga reaalarve ¢ € (0,1) korral kehtib jaotusfunktsiooni monotoonsuse tottu vaa-
deldaval juhul vorratus Fy (y) < Fy(e) = e. Piiril ¢ — 0 saame siit Fy(y) < 0.
Jaotusfunktsiooni mittenegatiivsusest jareldub siit, et kehtib vordus

juht y > 1: Kuna iga jaotusfunktsioon rahuldab tingimust F'(z) < 1 Vz € R, siis A, on kogu
reaaltelg ja seetottu X védrtuse sattumine hulka A, on kindel stindmus. Jérelikult
y > 1 korral
Fy(y) =1.

Sellega on teoreemi vaide toestatud.

2.3.1 Kolmogorov-Smirnovi test

Kolmogorov-Smirnovi test voimaldab otsustada, kas valim périneb etteantud pidevale jao-
tusfunktsioonile F' vastavast jaotusest. Testi nullhiipiiteesiks on see, et valim koosneb
jaotusfunktsioonile F' vastavatest juhuslikest arvudest (soltumatute katsete tulemustest).
Alternatiivne hiipotees H; on see, et valim ei koosne jaotusfunktsioonile F' vastavatest
juhuslikest arvudest. Otsustamiseks kasutatakse statistiku

K, :=sup|F,(z) — F(x)|
z€R

valimi pohjal arvutatud vidrtuse p-viirtust ehk téenfosust, et jaotusfunktsioonile F' vas-
tavate juhuslike arvude korral saadakse vihemalt sama suur vdartus, kui vaadeldava valimi
korral. Kui p-vadrtus on viiksem, kui meie valitud olulisuse nivoo «, loeme toestatuks al-
ternatiivse hiipoteesi.

Veendume, et statistiku jaotus nullhiipoteesi kehtimisel ei s6ltu vaadeldavast jaotusfunkt-
sioonist F. Téhistagu x(;) valimi suuruselt i-ndat elementi, kusjuures defineerime lisaks

L) = —9, x(n—&-l) = 0OCQ.

Kuna
sup|Fule) — F(z)| = max sup  |Fa(x) — Fx)],
zeR =0 gz, (i41))

siis leiame jérgmiseks supreemumid tle osaldikude.

Empiirilise jaotusfunktsiooni definitsioonist jareldub, et

i

F.(z) = - i=0,...,n, T € [T, 1))
seega .
)
sup  |Fp(z) = F(z)|=  sup  |F(z)— |
€[ (), % (i41)) TE[T(4):T(s41)) n

Funktsiooni F' mittekahanemisest jareldub, et

1

1 1
- —<F(z) - s F(z41)) — o TE [T(3), Z(i41))s

F(z))

n

kusjuures F' pidevuse tottu

sup F(z) = — = F(z41)) — —
TE[T(5),T(i41))



Analiiiisides juhte F(:L‘(H_l)) < %, F(x(l)) < %', F(‘T(z’—&-l) >
juhtudel, et

), F(z)) > L saame koigil

3|

1
sup |Fn(x) _F(IE)‘ :max{f _F(l”b)’F(x(z—i—l))_*}
re[iﬂ(i),x(i+l)) n n

Seega kehtib vordus

1—1 1
K, = max (Fag) -~ —

Kuna aga F(X) on thtlase jaotusega U(0,1) juhuslik suurus, siis y; = F(z;) on nullhii-
poteesi korral soltumatu valim jaotusest U(0,1), yu) = F(z(;)) on selle valimi suuruselt
i-s element ning seega statistiku jaotus ei soltu vaadeldavast jaotusfunktsioonist, vaid on
leitav statistiku kditumise uurimisega jaotusest U(0, 1) périneva valimi korral.

2.3.2 Oomega-ruut test

Erinevust F,,(z) — F(x) saab moota ka teisiti. Kui X on pidev juhuslik suurus jaotus-
funktsiooniga F' ja tihedusfunktsiooniga f, siis Cramer - von Mises test ehk oomega-ruut
test pohineb jargmisel F' ja F), erinevust mootval statistikul:

w? = n/oo (F(z) — Fp(2))*f(z)dz.

Saab niidata (vt Kollo opik, 1k 35-36), et kehtib

1 " i—0.5)>
2 - —— . _

seega jallegi ei soltu statistiku jaotus nullhiipoteesi kehtimisel vaadeldavast jaotusfunkt-
sioonist F', vaid on leitav iihtlasest jaotusest parineva valimi analiiiisimise teel. Otsustamise
eeskiri (hiipoteesid) on samad, kui KS testi puhul.

2.4 Soltumatuse testimine

Eelnevad testid arvestavad ainult valimis olevate arvude paiknemist reaalteljel, kuid ei
arvesta nende jargnevusega seotud infot. Niiteks saaksime samad testitulemused, kui eel-
nevalt sorteeriksime valimi kasvamise jérjekorras. Samas soltumatute katsete tulemuste
puhul on oluline ka jargnevus, st eelmiste vaértuste teadmine ei tohi anda mingit infot
jargmiste vidrtuste kohta ja kui generaator viljastab viirtuseid kasvavas jirjekorras, siis
ei vasta need soltumatute katsete tulemustele.

Jargnevalt vaatleme teste, mis arvestavad nii soovitud jaotusega seotud tdendosuseid kui
ka soltumatute katsete puhul kehtivaid jarjestikuste katsetulemustega seotud omadusi.

2.4.1 Soltumatute paaride test

Soltumatute katsete pohiomaduseks on see, et neile vastavate siindmuste koos toimumise
toendosus on vastavate siindmuste toendosuste korrutis. Soltumatute paaride testi korral
vaadeldakse jarjestikuste vadrtuste paare ehk liitkatset, kus iga kord tekib arvupaar. Testi
sooritamise algoritm on jargmine:



1. Fikseerime m vastastikku vélistavat stindmust A1, ..., A,,, mille tdendosused vaadel-
dava jaotuse korral on pi, ..., py, ja mis katavad dra koik voimalused (taissiisteem)

2. Igale katsetulemusele seame vastavusse siindmuse numbri, mis sellel katsel toimus.
Saame numbritest 1,..,m koosneva jada ki, ko, ..., kn.

3. Vaatleme paare (k1, k2), (k3, k1), . ... Kul tegemist on soltumatute katsetega, siis paa-
ri (i,7) saamise toendosus igal liitkatsel on p; - p;

4. Kontrollime y2-testiga, kas arvupaaride (i,j), i,5 € {1,...,m} esinemissagedused
on kooskolas nende saamise tdendosusega.

Selgituseks: kui meil on 2n vi#rtusest koosnev valim, siis voime nende pohjal tekitatud
arvupaare (ko;—1, k2;), i = 1,...,n vaadelda kui valimit n liitkatse tulemustest, mille korral
stindmused A;; ="liitkatse puhul saadakse paar (i,j)"moodustavad téissiisteemi. Seega on
tegemist just sellise juhuga, mille korral saab hii-ruut testi rakendada.

Kui testi p-vaartus on viiksem kui meie olulisuse nivoo, siis loeme toestatuks, et kat-
setulemused ei vasta vaadeldava jaotusega juhuslikele (voi pseodojuhuslikele) arvudele.
Mittevastavuse pohjuseks voib olla kas etteantud jaotusele mittevastamine (toendosused
ei klapi) voi siis see, et katsetulemused ei ole séltumatud.

Miirkus: x%-testil on olemas versioon, mis kontrollib ainult séltumatust. Kontroll seisneb
andmete pohjal sindmuste A;, i = 1,...,m téendosuste hindamises ja kontrollis, kas
arvupaaride (i,7) esinemissagedused on kooskolas hinnatud toendosuste korrulisega hii-
ruut statistiku abil, kus teoreetilised téendosused on asendatud hinnatud téendosustega.
Kuna stin kursusel me kontrollime teadaolevale jaotusele vastamaist, sits seda testi versiooni
me ei kasuta.

2.4.2 Vahemike test

Vaatleme jargmist tegevust:

e Fikseerime mingi siindmuse A, mille toimumise toendosus iihel katsel on p

e teostame katseid, kuni siindmus A toimub, paneme kirja selleks kuluvate katsete
arvu

e teostame jille katseid, kuni siindmus A toimub, paneme kirja selleks kuluvate katsete
arvu

e jne

Vaadeldes valimit kui sellise tegevuse teostamisel kirjapandud katsetulemusi, saame teha
kindlaks, mitu eelpool kirjeldatud katseseeriat teostati (viimane voib olla poolik ja seda
me ei arvesta) ning samuti ka iga seeria korral saadud tulemuse (vajaldinud katsete arvu).
Seega saame esialgsest valimist uue (lithema) valimi liitkatsete tulemustega. Teame, et
katsete arv kuni fikseeritud siindmuse toimumiseni on geomeetrilise jaotusega Geom(p),
seega uus valim peaks vastama valimile jaotusest Geom(p). Fikseerides niiiid uue valimi
korral ¢ stindmust kujul "A tulekuks kulub 7 katset", kus ¢ = 1,2,...,£—1 ja ”A tulekuks
kulub vihemalt ¢ katset", saame hii-ruut testika kontrollida tulemuste vastavust jaotusele
Geom(p). (NB! Leia geomeetrilise jaotuse definitsiooni pohjal viimati defineeritud siind-
muse toendosus!)
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2.4.3 Seeriate test

Vahemike test nduab {ihe siindmuse fikseerimist. Samas voime vaadelda suurema arvu
siindmuste korral seda, kui pikad on sama siindmuse jirjestikustel katsetel kordumiste
jadad. Voime moelda jargmisest tegevusest:

e Fikseerime m vastastikku vélistavat vordvoimalikku siindmust Aq,..., A4,
e Teeme iihe katse, paneme kirja selle korral toimunud siindmuse numbri

e Teeme katseid, kuni tuleb kirjapandud numbriga siindmusest erinev siindmus. Fik-
seerime selleks kulunud katsete arvu (ehk kirjapandud numbriga stindmuste tulemise
seeria pikkuse) ja paneme kirja viimasel katsel saadud siindmuse numbri

o Kordame eelmises kirjeldatud tegevusi soovitud arvu kordi.

Kuna iga seeria korral teeme soltumatuid katseid, kuni toimub kirjapandud numbriga
siindmusest erinev siindmus, siis on igal katsel seeria l6ppemise tdensiosus =L ja seega

on vajaminevate katsete arv jaotusega Geom(mT_l). Kui vaadelda algset valim?‘é kui sellise
tegevuse kiigus kirjapandud katsetulemusi, saame nende pdhjal kindlaks teha teostatud
katsevoorude arvu ja nende kiigus leitud seeriate pikkused. Kui esialgne valim koosneb
vaadeldavale jaotusele vastavatest juhuslikest arvudest, siis leitud seeriate pikkused moo-
dustavad valimi jaotusest Geom(mﬁ_l). Saadud seeriate pikkuste valimi vastavust geomeet-

rilisele jaotuse saame testida samamoodi nagu vahemike testi puhul

2.4.4 Pokker-test

Pokker-testi algoritm on jargmine:
1. Fikseerime m vastastikku vélistavat vordvoimalikku siindmust Aq,..., A,
2. Igale katsetulemusele seame vastavusse siindmuse numbri, mis sellel katsel toimus
3. vaatleme viisikuid (k1, ko, k3, k4, k5), - . .

4. loendame erinevate mustrite esinemisi, mustriteks on: koik erinevad, tiks paar, kaks
paari, kolmik, paar ja kolmik, nelik, viisik

5. Kasutame y2-testi mustrite esinemissageduste vordlemisel teoreetiliste sagedustega

Mustrite teoreetilised esinemissagedused saab leida kombinatoorika valemeid kasutades (vt
Kollo pikust)
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Peatukk 3

Etteantud jaotusele vastavate
pseudojuhuslike arvude
genereerimine

Jargnevalt eeldame, et me oskame genereerida tihtlasele jaotusele U(0, 1) vastavaid pseu-
dojuhuslikke arve voi meil on fiiiisiline generaator, mis véljastab sellele jaotusele vastavaid
juhuslikke arve. Vaatleme voimalusi, kuidas nende abil saab tekitada suvalisele jaotusele
vastavaid (pseudo)juhuslikke arve.

3.1 Jaotusfunktsiooni péoramise meetod

Kuna eelneva pohjal teame, et suvalise pideva jaotusfunktsiooniga juhuslikust suurusest
saame sellele jaotusfunktsiooni rakendades iihtlase jaotusega U (0, 1) juhusliku suuruse, siis
voib loota, et jaotusfunktsiooni podrdfunktsiooni abil saab tihtlasest jaotusest soovitud
jaotusega juhusliku suuruse. Osutub, et see on alati dige, kui p6drdfunktsiooni moistet
sobivalt tildistada juhtudele, kus tavalist p6érdfunktsiooni ei leidu.

Definitsioon 7 Olgu F': R — [0, 1] mittekahanev funktsioon. Siis selle iildistatud pdord-
Junktsiooniks nimetatakse funktsiooni F~ : R — R (kus R = R U {—o00,00}), mis on
defineeritud vordusega

F~(y) =inf{a : F(a) >y}, y€ [0, 1].

Eelnevas definitsioonis on kasutatud kokkulepet, et infiimum tiihjast hulgast on +oc.

Eelneva definitsiooni {ile jarele méeldes on kiillalt lihtne veenduda, et juhul, kui vaadeldava
y korral vorrandil F'(z) = y on ithene lahend x = x,, siis F~y = z,, seega p66rdfunktsiooni
olemasolul langevad iildistatud p6ordfunktsioon ja tavaline poordfunktsioon kokku. Kui
selliseid lahendeid on aga mitu, siis podrdfunktsiooni vadrtuseks voetakse lahendite hulga
alumine raja ning kui lahendeid pole, siis on pdérdfunktsiooni vidrtuseks see x viartus,
mille korral funktsiooni graafik "hiippab"labi taseme y.

Jargnev tulemus lihtsustab meil pohitulemuse toestamist.

Lemma 8 Olgu F : R — [0,1] mittekahanev ja paremalt pidev funktsioon. Siis selle
tldistatud poorfunktsiooni korral on wvorratus F~(y) < x samavddrne vorratusega y <
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Tdestus. Samaviirsuse nditamiseks on vaja ndidata, et esimesest vorratusest jareldub teine
ning et teisest jareldub esimene.

a) Olgu x ja y sellised, et kehtib vorratus F~(y) < z. Funktsiooni F'~ definitsiooni
kohaselt leidub siis selline monotoonselt kahanev jada a,, et lim, o a, < x ning
F(ay) > y. Defineerides b, = max(a,, ) saame uue monotoonselt kahaneva jada,
mis funktsiooni F' mittekahanevuse tottu rahuldab samuti tingimust F(b,) > y Vn
ning samuti kehtib lim,_,~ b, = x. Kuna F' on paremalt pidev, kehtib seega ka

F(x) = lim F(b,) > y.

n—oo
b) Olgu z ja y sellised, et kehtib vorratus y < F(z). Siis
z €{a: F(a) >y}

ning seetottu
F~(y) =inf{a : F(a) >y} < =z.

Lemma on toestatud. O

Uldistatud posrdfunktsiooni abil saab esitada jirgmise olulise tulemuse.

Teoreem 9 Olgu F mingi téendosusjaotuse jaotusfunktsioon ning olgu F'~ selle dldistatud
poordfunktsioon. Siis juhusliku suuruse X = F~(Y), kus Y ~ U|0,1], jaotusfunktsiooniks
on F.

Toestus. Leiame juhusliku suuruse X jaotusfunktsiooni. Definitsiooni kohaselt
Fx(x)=P{X <z})=PH{F (YY) <z}), z € R.
Olgu elementaarsiindmuste ruumiks €2. Kuna lemma 8 kohaselt
{weQ: FFY(w)<z}={weQ:Y(w) <F(r)},
siis
Fx(x) = P({Y < F(2)}) = Fy (F(2)).

Vottes arvesse, et iihtlase jaotusega U|[0, 1] juhusliku suuruse Y jaotusfunktsiooni korral
Fy(y) =y, 0 <y <1, siis olemegi ndidanud, et

Fx(x) = F(z) Vx € R.O

Mdérkus: Téendosusteooria seisukohalt et ole vahet, kas punkt valitakse juhulikult loigust
[0,1] véi vahemikust (0,1), sest otspunktide saamise toendosus on esimesel juhul 0 ja see-
tottu ei muutu téendosusarvutuse seisukohalt midagi, kui need voimalused dra jdtta. Et
aga F~(0) = —oc0 ja F~(1) véib olla +o0, siis on jaotusfunktsiooni péordfunktsiooni mee-
todi rakendamisel mugavam kasutada jaotusega U(0,1) (otspunktid vilistatud) juhuslikke
suuruseid
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3.1.1 Lopliku arvu viirtustega diskreetse juhusliku suuruse esitamine
iihtlase jaotuse kaudu

Vaatleme juhuslikku suurust, mille voimalikeks vidrtusteks on ¢; < ca... < ¢, olgu
D1, D2, - - -, Pm vastavad toenfosused. Sellise juhusliku suuruse jaotusfunktsioon on tiikiti
konstantne, katkevuspunktideks on ¢y, ..., ¢y, ja hiipete kdrguseks pq, ..., pm. Seega aval-
dub iildistatud péérdfunktsioon vahemikus y € (0,1) kujul

c, 0<y<np,

_ c2, p1<y<p1+p2
F~(y) =

Cmy Sl mi<y<l.

Seega saame soovitud jaotusega juhusliku suuruse viirtusi genereerida, genereerides iiht-
lase jaotusega U (0, 1) juhuslikke suuruseid ning rakendades neile eelneva valemi abil defi-
neeritud iildistatud péordfunktsiooni.

3.2 Valikumeetodid

Selle asemel, et kohe soovitud jaotusest arve genereerida, voime proovida seda tegevust
jaotada lihtsamateks osadeks: genereerime punkte monest tuntud jaotusest ja siis "horen-
dame"neid nii, et erinevatesse piirkondadesse jadvate punktide osakaalud vastaksid soovi-
tud jaotusele. See ongi valikumeetodite idee.

3.2.1 Lihtne valikumeetod

Vaatleme pidevat juhuslikku suurust tihedusfunktsiooniga f. Eeldame, et f on 0 véljaspool
16iku [a,b] ning samuti eeldame, et f on iilalt tokestatud konstandiga c, st f(z) < ¢ V.
Valikumeetodi algoritmi intuitiivne kirjeldus on jirgmine

1. Pommitame ristkiilikut [a, b] x [0, ¢] selles juhuslikult valitud punktidega (vastavalt
tihtlasele jaotusele)

2. Jatame alles ainult need, mis satuvad y = f(z) alla X vdartusteks votame saadud
punktide z-koordinaadid

Osutub, et nii saame valimi tihedusfunktsioonile f vastavast jaotusest. Veelgi enam, algo-
ritmi voib rakendada suvalise mittenegatiivse tokestatud funktsiooni f korral ning tule-
museks saame valimi jaotusest, mille tihedusfunktsioon on proportsionaalne funktsiooniga
f. Toestame vastava tulemuse.

Teoreem 10 Eeldame, et mittenegatiivne funktsioon f on 0 valjaspool loiku [a,b] ning et
f on dlalt tokestatud konstandiga c, st f(z) < ¢ Vx. Olgu Y1 ~ U(a,b) ja Yo ~ U(0,c)
soltumatud juhusliud suurused. Defineerime juhusliku suuruse X jargmiselt:

X =Y tingimusel, et Yo < f(Y7)
Siis X on pidev juhuslik suurus tihedusfunktsiooniga, mis on proportsionaalne funktsioo-
niga f.
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Tdestus. Leiame juhusliku suuruse X jaotusfunktsiooni avaldise. Definitsiooni kohaselt

P(Y1 <z,Y> < f(Y1))

Fx(x) = P(X <) =P < 2| Y2 < f(V1)) = — sy

Tahistame
Dy ={(y1,92) € R? 1 y1 < z,90 < f(y1),
siis tingimus {Y1 < z, Yo < f(Y7)} on esitatav kujul (Y1,Y2) € D,. Teame, et
1 1
—a Y1 S [CL, b]7 - Y2 S [070]7
fyvi(y) = 0@ fro(y2) =4 ¢
' 07 U1 ¢ [CL, b]v ’ 07 Y2 ¢ [070]'

Kuna Y7 ja Y3 soltumatud, siis juhusliku vektori (Y7, Ys) tihedusfunktsioon avaldub kujul

iy, 92) = fvi (1) fra(2), 1,92 €R

ning pideva juhusliku vektori tihedusfunktsiooni omaduse 3 (vt lemma 24) kohaselt

z Fn) "
P((Y1,Y2) € Dy) =/ (/ fyz(yz)dyz) Iy (y1) dyr Z/_ f(y1>fy1(y1)dy1.

oo \ o c

Arvestades, et fy, (y1) on nullist erinev ainult piirkonnas y; € [a, b, tuleb eelneva integraali
arvutamisel vaadelda kolme juhtu: z < a, x € [a,b], x > b. Seega saame

0, z < a,
P((Y1,Y2) € Dy) = < [, 0{15313) dyi, @ € [a,b],
i B dy, > b
Tahistades b
Cf=/ fy) dy,
saame cs
P(Ys < f(Y1)) = P((Y1, Y5 D) =
(Y2 < f(Y1)) ((Y1,Y2) € D) b—a)
ning seega
0, x < a,
Fx(z) =1/, fc(jj) dy, € la,b],
1, x>b
Arvestades, et
&) e [a, b]
x) = Fl(z) =4 Y
fx(@) = Fx(x) {0’ v ¢ [a.b]

on teoreemi vaide toestatud.d

Mirkus. Kasutades teadmist, et U ~ U(0, 1) korral Y7 = a+ (b—a)U puhul Y; ~ U(a,b)
ja Yo = c¢U puhul Y3 ~ U(0, ¢), saab valikumeetodit teostada, lahtudes jaotusele U(0, 1)
vastavatest pseudojuhuslikest arvudest.

Valikumeetodi efektiivsuseks nimetatakse X defineerimisel kasutatud siindmuse toimumise
toendosust, st lihtsa valikumeetodi puhul arvu

PR < f01) = 7
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3.2.2 Uldine valikumeetod

Lihtne valikumeetod voimaldab genereerida ainult tokestatud vdartustega juhuslikke suu-
ruseid. Suur osa huvipakkuvatest jaotustest on aga sellised, mille tihedusfunktsioon on
nullist erinev kuitahes suurte (voi viikeste) argumendi vidrtuste korral, mistottu ka vas-
tava juhusliku suuruse véidrtuste piirkond ei ole tokestatud. Osutub, et valikumeetodit
saab iildistada selliste juhtudega tegelemiseks

Teoreem 11 Olgu f jao g mittenegatitvsed ning lopliku graafikualust pindala omavad funki-
sioonid ja c selline reaalarv, et kehtib tingimus f(x) < cg(z) Vx. Olgu Y ja Y2 séltumatud
Juhuslikud suurused, kusjuures Y1 on tihedusfunktsioon on kujul

N L

g —00

ja Ys on ihtlase jaotusega U(0,1). Defineerime juhusliku suuruse

X=Y | {g(Yl) >0, < M}

c-g(Y1)

Siis juhusilk suurus X on funktsiooniga f proportsionaalsele tihedusfunktsioonile vastava
jaotusega.

Toestus. Toestuse on analoogiline lihtsa valikumeetodi puhul toodud toestusega, mistottu
selle labikirjutamine ja&b harjutuseks lugejale.l]

Lihtne on veenduda, et iildise valikumeetodi efektiivsus avaldub kujul

f(*) cr

P(Y,

IN

cg(Y1) c-cg’

o = /_Z [ (@) da.

3.3 Genereerimine segujaotusest

Sageli vo6ib andmete jaotusi uurides tdheldada mitut "kiitiru"voi lihtsalt erinevat tiilipi
kiitumist erinevates vadrtuste piirkondades, mistottu ei vasta nende kiditumine lihtsatele
tuntud jaotustele. Tihti on selline kditumine pohjustatud iildkogumi mittehomogeensusest
ehk sellest, et {ilkogumis on mitu erinevat rithma (néiteks mehed/naised), milles méodetav
tunnus kiitub erinevalt. Olgu meil m rithma, kusjuures igas riithmas kiitugu uuritav tunnus
vastavalt pidevale juhuslikule suurusele tihedusfunktsiooniga f;, ¢ = 1,2,...,m. Olgu
iga rithma osakaal tildkogumis p;, siis tédistGendosuse valemi (vaata lemma 19) abil on
lihtne niidata, et uuritava tunnuse tihedusfunktsioon tildkogumist juhusliku litkme valikul
avaldub kujul

f(z) = sz‘fz‘(w), —00 < T < 00.
i—1

Toestame selle valemi.
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Teoreem 12 Olgu dldkogumis m rihma, kusjuures igas rihmas kditugu wuritav tunnus
vastavalt pidevale juhuslikule suurusele tihedusfunktsiooniga f;, © = 1,2,...,m. Siis uuri-
tava tunnuse tihedusfunktsioon dldkogumist juhusliku litkme valikul avaldub kujul

fl@) = pifi(x), —00 < < o0.
i=1

Toestus Olgu X uuritava tunnuse vadrtus iildkogumist juhuslikult valitud liikme korral
ning olgu A; siindmus, et valitud liige kuulub rithma ¢. Tahistagu F; tihedusfunktsioonile
fi vastavat jaotusfunktsiooni. Taistoenfdosuse valemi kohaselt

Fx(z)=P(X <z) =) P(A)P(X <z | A).
=1

Ulesande teksti pohjal on juhusliku suuruse X tinglik jaotus tingimusel, et valituks osutub
rithma A; liige, antud jaotusfunktsioniga Fj, seega

m
Fx(z) =Y piFi(x).
i=1
Kuna tihedusfunktsioon on jaotusfunktsiooni tuletis, saame niiiid
m m
fx(@) = piF{(x) = pifilx), 00 <z < oc.
i=1 i=1
Teoreem on toestatud.r]

Siit saame algoritmi etteantud tihedusfunktsiooniga juhusliku suuruse viirtuste generee-
rimiseks segujaotuse meetodil:

1. Leiame etteantud tihedusfunktsiooni f esituse tuntud tihedusfunktsioonide f; kaudu

kujul
m
f@)=> pifix), z€R
i=1
2. Genereerime ¢ vidrtuse jaotusest (j,p;), j=1,...,m

3. Genereerime X vidrtuse tihedusele f; vastavast jaotusest.

3.4 Pideva juhusliku suuruse teisendused

Monikord on voimalik soovitud jaotusega juhuslikku suurust lihtsalt saada nii, et raken-
dame tuntud jaotusega juhuslikule suurusele mingit funktsiooni. Rangelt monotoonsete
funktsioonide rakendamisel on voimalik anda lihtsa seose esialgse ja teisendatud juhusliku
suuruse tihedusfunktsioonide vahel.

Lemma 13 Kui X on pidev juhuslik suurus tihedusfunktsiooniga f ja g on rangelt mo-
notoonne funktsioon poordfunktsiooniga h (st h(g(x)) = = Vz), siis juhusliku suuruse
Y = g(X) tihedusfunktsioon avaldub kujul

o) = {fz<h<y>>|h/<y>|, y e g(R)
0, y &€ 9g(R)
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Tdestus. Toestus on harjutuseks lugejale. Soovitus: koigepealt saab leida seose jaotus-
funktsioonide vahel ja seejérel tuletise abil seose tihedusfunktsioonide vahel. Eraldi tuleb
kisitleda rangelt kasvavat funktsiooni g ja rangelt kahanevat funktsiooni g, sest vorratusele
rangelt kahaneva funktsiooni rakendamisel saame esialgsega vastupidise vorratuse.[J

3.5 Genereerimine tinglikust jaotusest

Vaatleme juhtu, kus me tahame genereerida juhusliku suuruse viirtuseid tingimusel, et
need vddrtused jadvad teatud vahemikku. Leiame juhusliku suuruse Y = X | {a < X < b}
jaotusfunktsiooni:

X<y,a<X<b

By =PV sy)=PX syla<Xsb)=—p——p

Kuna
Pla <z <b)=Fx(b) — Fx(a)
ning
0, y<a,
{X<ya<X<b}=<{a< X<y}, ye(al],,
{a<X<b} y>b

siis

0, y=a,
F —Fx(a

Fr(y) = mrg: 2<y<b
1, y > b.

Kui X on pidev juhuslik suurus, siis siit jareldub, et tingliku jaotuse tihedusfunktsioon
avaldub kujul

0, y<a,
fy(y) = Fx(i)xf%v a<y<hb,
0, y > b.

Osutub, et tinglikust jaotusest on lihtne viirtuseid genereerida, kasutades jaotusfunkt-
siooni poordfunktsiooni.

Teoreem 14 Olgu X juhuslik suurus jaotusfunktsiooniga Fx . Olgu U juhuslik suurus jao-
tusega U(Fx (a), Fx (b)), kus a < b on mingid reaalarvud. Siis juhuslik suurus Y = Fy (U),
kus F, on funktsiooni Fx ildistatud poérdfunktsioon, on sama jaotusega kui X | {a < X <

b}

Tdestus. Leiame juhusliku suuruse Y jaotusfunktsiooni. Lemmat 8 kasutades saame
Fy(y) = P(Fx(U) <y) = P(U < Fx(y))-

Uhtlase jaotuse jaotusfunktsiooni avaldist kasutades saame niiiid

0, Fx(y) < Fx(a),

Fy(y) = { =24, Fx(a) < Fx(y) < Fx(b),

1, Fx(y) > Fx(b).

Arvestades funktsiooni Fxy monotoonset kasvamist, on lihtne veenduda, et eelnev valem
annab iga y korral sama védrtuse, mis tingliku jaotuse X | {a < X < b} jaotusfunktsiooni
valem, seega on teoreem toestatud. [
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Peatukk 4

Pseudojuhuslike vektorite
genereerimine

4.1 Pidevate juhuslike vektorite teisendused

Teoreem 15 Olgu X pidev juhuslik vektor, mis vétab vdidrtusi piirkonnas G C RF ja

mille tihedusfunktsioon on fx. Olgu g = (g1,92,...,9%) : G — H, H C RF péoratav

teisendus, mille koik komponendid g; on diferentseeruvad ja mille poordteisendus on g~ ! =

(hi,ha, ..., hy). Sellisel juhul juhusliku vektori Y = g(X) tihedusfunktsioon on

Ohyly)  ohaly) .. Ohaly)
fry) = fx(g7 () abs | | 2 O P | kuiy e H.

Ohp(y) Ohp(y)  Ohu(y)

o1 Oy2 Oyg

Absoluutvaidrtus maatriksist tahistab eelnevas teoreemis selle maatriksi determinanti.

4.1.1 Tihedusfunktsiooni teisenemine lineaarsete teisenduste korral

Olgu X pidev m-mootmelinejuhuslik vektor ja fx selle tihedusfunktsioon. Vaatleme di-
mensiooniga m x m pddratava maatriksi A ja vektori b = (by,...,by)T poolt defineeritud
teisenduse

g(x) =Az+b

rakendamisel saadavat juhuslikku suurust Y = AX + b. Kuna poordteisendus avaldub sel
juhul kujul

h(y) = A~ (y —b),

saame teoreemi 15 pohjal avaldada Y tihedusfunktsiooni kujul

fr(y) = fx(A7 (y — b)) abs(]A7H)).

4.2 Normaaljaotusega juhuslike suuruste ja juhuslike vekto-
rite genereerimine

Osutub, et monikord on lihtsam genereerida séltumatute juhuslike suuruste paare kui iik-
sikuid vidrtuseid. Uks niide selle kohta on Box-Miilleri meetod séltumatute standardsete
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normaaljaotusega juhuslike suuruste genereerimiseks.

4.2.1 Box-Miilleri meetod

Meetod pohineb teadmisel, et standardse kahemootmelise normaaljaotusega vektori kom-
ponendid on séltumatud normaaljaotusega juhuslikud suurused. Algoritm on jargmine:

1. genereeri kaks pseudujuhuslikku arvu uq, ug jaotusest U(0, 1),

2. arvuta r = /—2-In(uy), 0 = 27 - ug,

3. arvuta 1 = r - cos(f), x2 = - sin(h).
Saadud védrtused x; ja xo vastavad soltumatute jaotusega N(0,1) juhuslike suuruste

vaartustele.

Veendume eelnevas viites, kasutades teoreemi 15. Alustame sellest , et U = (U1, Uz) on
ithtlase jaotusega tihikruudul, seega

1, O<u1 <1,0<us <1,

Jo(ui,ug) = {

0 mujal.
Box-Miilleri meetod vastab sellele vektorile teisenduse
g(ur,u2) = (/=2 -In(ug) - cos(2mug), \/—2 - In(uq) - sin(2 wus))

rakendamises. Teisendatud juhusliku suuruse tihedusfunktsiooni avaldise leidmiseks 1dheb
meil vaja poordteisenduse valemeid. Péordteisenduse esimene funktsioon on lihtsalt leitav:

hl(xl,xg) =e€ 2

Poordteisenduse teise funktsiooni puhul tuleb arvestada, et funktsioon arctan viartused

on piirkonnas (—7%), 5, seega tuleb olla hoolikas erinevatele tasandi veeranditele vastavate

punktide teisendamisel. Tulemuseks on:

arctan($2), x1 > 0,292 >0,
Ak 21 = 0,29 > 0,
ho(z1,z2) = 57 + arctan(%), 1 <0,
37”, z1 = 0,29 <0,
2m +arctan(2), x1 > 0,22 <O0.

Edasine kontroll (jakobiaani leidmine ja veendumine, et teisendatud vektori tihedusfunkt-
sioon on toepoolest standardse kahemootmelise normaaljaotuse tihedusfunktsion) on har-
jutus lugejale.

4.2.2 Jaotusega N(u,Y) juhuslike vektorite genereerimine

Soovime genereerida juhuslikke vektoreid jaogusega N (u, ), kus g on m-mdootmeline vek-
tor ja X on pddratav m x m kovariatsioonimaatriks. Vaadeldes lineaarteisenduse Y =
AX + p abil saadud juhusliku vektori tihedusfunktsiooni, on lihtne veenduda, et stan-
dardse normaaljaotuse teisendamisel saame normaaljaotuse, mille keskvaartus on u ja
kovariatsioonimaatriks on ¥ = A AT. Seega tuleb etteantud X korral leida selline A, et
¥ = A AT, Uks voimalus selleks on defineerida maatriksi V', mille veergudeks on ¥ nor-
meeritud omavekt?rid ja diagonaalmaatriksi A, kus diagonaalil on ¥ omaviartused. Siis
maatriksi A = VA2 korral kehtib A AT = ¥ (veendu selles!)

20



4.3 Simuleerimine tinglike jaotuste abil

Teame toendosuse korrutamise reeglit

P(A1Ay -+ Ay) = P(A)P(As | A7)
P(Ap | A1 Ay

Osutub, et sarnane valem kehtib ka pideva juhusliku vektori tihedusfunktsiooni jaoks

fx (@i, xm) = fx,(@1) fx,x, (2 | 21)

"me\X17X27...7Xm_1(xm | 21,22, ..., Tm—1),

kus tinglikud tihedusfunktsioonid saab leida samm-sammult seostest

Ixi (@) fxox, (@2 [ @1) - g x0 X, X0y (T | 21,22, 08 1)

/ /fxl,...,$m>d$k+1"'dﬂfm,].S]{?Sm,

Siin 0-kordne integraal tahistab lihtsalt integraalialust funktsiooni. Seega, kui suudame
nendele tinglikele tihedustele vastavaid juhuslikke suuruseid genereerida, saame soovitud
jaotusega juhusliku vektori tekitada samm-sammult: koigepealt genereerime X; viirtuse
vastavalt tihedusele fx,, seejirel genereerime Xy vastavalt tihedusele fx, x, jne.

4.4 Metropolis-Hastings algoritm

Mitmemootmelise jaotuse puhul sageli viga raske leida tinglikke jaotuseid, samuti on ras-
ke valida head ldhtejaotust valikumeetodi jaoks. Samas juhuslike protsesside puhul sageli
kehtib tulemus, et pérast kiillalt pikka ajavahemikku on protsessi mingile konkreetsele aja-
momendile vastav vadrtus teatud kindla jaotusega (nn statsionaarse jaotusega) juhuslik
suurus soltumata sellest, milline oli protsessi algvaédrtus. Siit tuleb idee vaadelda protsessi,
kus m-mootmeline punkt eksleb juhuslikult nii, et liikumine soodustab sattumist sinna,
kuhu soovitud toenfosusega juhusliku vektori vadrtused peaks sattuma suurema tdendou-
sega ja harvemini satutakse sinna, kuhu vaadeldava vektori vidrtused satuvad véikese
toendosusega. Osutub, et lilkumist saab organiseerida nii, et statsionaarseks jaotuseks on
meie soovitud jaotus.

Vaatleme algoritmi erijuhtu, kus ekslemisel uue asukoha mé#ramisel kasutame normaal-
jaotust (nn Metropolise algoritm). Eeldame, et teame soovitud tihedusfunktsiooniga pro-
portsionaalset funktsiooni f. Algoritm on jargmine:

1. Valime algpunkti 21 (NB! peab olems selline, et f(x1) > 0)
2. igat=1,2,...,n — 1 korral

(a) leiame uue asukoha kandidaadi z ~ N(z;, %)
(b) genereerime u ~ U(0, 1)

(¢) Kuiu< ]{(( )), siis 211 = @, muidu z; 41 = x;

3. Viljastame punktid zp,, Zno+e, Tnot2¢ jne, kus ng ja £ on sobivalt valitud naturaal-
arvud
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Algoritmi puhul on oluline moista, et kuigi parast piisavalt pikka aega ng vastavad vaartu-
sed x; soovitud jaotusega juhuslike suuruste viirtustele, ei vasta jarjestikused x; vairtused
soltumatute katsete tulemustele. Sellest on tingitud tidiendava parameetri £ valik, mis peab
olema piisavalt suur, et soltuvus eelmisest valitud védartusest oleks praktiliselt olematu.

4.5 Gibbsi valik

Monikord on raske leida tinglikke jaotuseid juhul, kui iile ithe vektori koordinaatidest on
fikseeritud, kuid ainult iihe koordinaadi fikseerimise korral on lihtne kindlaks teha, milline
on vaadeldavale jaotusele vastav tinglik jaotus. Sel juhul on voimalik kasutada Gibbsi
valiku algoritmi.

Eeldame, et suudame genereerida viartuseid tinglikest jaotustest
Xi ‘ X17...,XZ'_1,XZ'+1,...,Xm, 1= 1,...777’1

Algorit on jirgmine:

1. Valime algpunkti (211,212, .., Z1m)
2. iga i =2,3,...,n korral genereerime
(a) i1 jaotusest X1 | Xo =xi—12,..., Xm = Ti—1,m,
(b) Z;9 jaotusest Xo | X = $i71,X3 =Ti-13--- y X = Ti—1,m,
(c) w43 jaotusest X3 | X1 =1, Xo =250, Xy = Ti 14, .., Xy = Ti—1m,
(d) ...
(e) Tim jaotusest Xm | X1 =51, X2 =Ti2y--- ,Xm,1 = Tim—1,

Jallegi tuleb arvestada, et jarjestikused punktid ei vasta enamasti soltumatutele juhusli-
kele vektoritele, seetottu tuleks kasutada neist ainult piisavalt horedalt (indeksi ¢ mottes)
valitud punkte!
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Peatukk 5

Taasvaliku meetodid: bootstrap ja
jackknife

Sageli ei ole selge, millised on Giged eeldused jaotuse kohta, kust andmed périnevad. See-
tottu on kiillalt populaarsed meetodid, mis voimaldavad vdhemalt ligikaudselt hinnata
huvipakkuvaid suuruseid (hinnangute tépsust, nihet jms) ainult olemasolevate andmete
pohjal. Selliseid meetodeid nimetatakse taasvaliku meetoditeks.

5.1 Bootstrap meetod

Sageli on meil antud ainult valim mahuga n ja me ei tea, mis jaotusest see périneb. Valimi
pohjal hindame mingit iildkogumi parameetrit (néiteks dispersiooni, astimmeetriakordajat
vms) ning lisaks hinnangule tahame tavaliselt teada hinnangu tépsust (voi hinnangufunkt-
siooni jaotust). Kui me teaks iildkogumi jaotust, siis saaks hinnangu tépsust kindlaks teha
niiteks uusi valimeid genereerides. Oiget iildkogumi jaotust me ei tea, kuid me teame
valimile vastavat empiirilist jaotust.

Kui juhuslik suurus on jaotusest jatusfunktsiooniga F'x, siis valim on juhuslik vektor jao-
tusfunktsiooniga

Fx, . x,(x1,...,2p) = Fx(x1)Fx(22) ... Fx(zp)

Kui kasutame simulatsioonimeetodeid statistiku jaotuse leidmisel, genereerime vektoreid
sellest jaotusest. Intuitiivselt, kui muuta jaotusfunktsioone piisavalt vihe, muutub ka ena-
muse statistikute kiitumine kiillalt vahe.

Teame, et valimi empiiriline jaotusfunktsioon F;, ldheneb valimimahu kasvades jaotus-
funktsioonile F}, seega, asendades Fx funktsiooniga F},, vGib loota, et valimi jaotusfunkt-
sioon ei muutu viga palju. Seetottu genereerides jaotusfunktsioonile F), vastavaid soltu-
matuid valimeid ja leides huvipakkuva statistiku kditumise, voib loota, et see on ldhedane
statistiku kditumisele dige jaotuse korral. Jaotusest F;, soltumatu valimi genereerimine on
samavidrne tagasipanekuga juhusliku valimi moodustamisega esialgsesse valimisse sattu-
nud vadrtustest.

5.1.1 Nihke hindamine Bootstrap meetodil

Nihke hindamiseks vaatame, kuidas hinnang kiitub eeldusel, et valimi empiiriline jaotus
vastab {ildkogumi jaotusele. Kui me teame iildkogumi jaotust, siis enamasti on voimalik
leida huvipakkuva suuruse (parameetri) iildkogumile vastav tdpne vidrtus, olgu selleks 6.
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Seejérel leiame statistiku vdartuse m bootstrap valimi korral (tagasipanekuga juhuslik
valik esialgse valimi viértustest, valimi suurus vordne esialgse valimiga), saame hinnangud
0;, i=1,....m

Sageli nii saadud hinnangute keskmine ei koondu empiirilise jaotuse pohjal arvutatud
tdpseks vadrtuseks, st hinnang on nihkega. Nihke hinnanguks votame % Yo 6, —0p
Saadud nihke hinnangu abil véime parandada esialgsel valimil statistikut rakendades saa-
dud hinnangut, lahutades selle nihkest maha.

Et saada paremini aru, mis tegelikult tehakse, vaatleme juhtu, kus hindame standardhélvet
tavapérase valemiga ja mei valimis on kaks arvu, 1 ja 3. Siis valimi pohjal arvutatud
standarhilbe hinanng on /2, Bootstrap jaotuse pohjal arvutatud téipne standardhilve
on 1 ja kui valida bootstrap jaotusest kaheelemendilisi valimeid ja arvutada nende pohjal
saadud standardhéalbe hinnangute keskmine, siis piisavalt suure m korral saame (kas oskad

pohjendada, miks see nii on?)
1 o=,
T
m“
=1
V2 _

Seega bootstrap meetodil leitud nihke suuruseks on 5% — 1 ja parandatud standardhélbe
hinnanguks saame /2 + 1 — @

2

ol

5.1.2 Bootstrap usaldusvahemik

Parameetri hinnangu usaldusvahemikke saab bootsrap meetodiga leida mitmel viisil, vaat-
leme {ihte, mis arvestab ka voimalikku nihet. Vaadeldav hinnang pohineb ideel kirjutada

otsitav parameeter kujul ) )
=0+ (0-90),

kus 6 on hinnatav parameeter ja 6 on valimi pohjal hinnatud vairtus. Leiame vahe 6 — 6
jaotuse eeldusel, et 1dhtejaotus on bootstrap jaotus, st # asemel kasutame bootstrap jaotuse
korral leitud tépset véértust 0p. Seega vahe §-kvantiil on

HB - (h—%a
kus g, tdhistab hinnangu 0 bootstrap jaotuse korral leitud a-kvantiil:

R R X e
P0p—0<0p—q_2)=PlO=q_-2)=1-PO<q_g)=

57

[N]])

Vahe (1 — §)-kvantiil on 6p — qs, seega bootstrap usaldusvahemik olulisuse nivool a on

(9-1-93 - Chf%,é-l-@B - C]%)~

5.2 Jackknife meetod

Meetodi motiveerimiseks vaatleme suuruse f(FX) hindamist valimi pohjal, kasutades sta-
tistikut S = f(X), kus X tédhistab valimi aritmeetilist keskmist. Kasutades funktsiooni f
Taylori rittaarendust kohal z = E X, saame

f"(EX)

f(X)=fEX)+ f(EX)(X - EX) + (X —EX)?+....
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Seega nihe avaldub kujul

E(f(X) - f(EX) = "CH(Q?QDX +...

ja ei ole {ildjuhul vordne nulliga.

Téhistame niitid kujul S(7) sama statistikut, mis on hinnatud ilma i-nda vaatluseta ja
defineerime uue statistiku valemiga

Sty =nS —(n—1)5(i).

Rittaarendusi kasutades on niiiid lihtne veenduda, et Sa) on vaiksema nihkega, st rit-
taarenduses rohkem liikmeid kaovad &dra (veendu selles!). Kuna selliseid hinnanguid saab
arvutada valimi iga elemendi &rajdtmisel, siis kokkuvottes peaks kdige parema hinnangu
saama siis, kui leida nende keskmine. Seega Jacknife hinnang on kujul

n

S*:iiS{i):nS—ngle(i).
=1 =1

Siit saab leida ka jackknife hinnangu nihkele, milleks on

nihejo = S — §* = (n— 1) <le 3 S() - s) .
=1

Lisaks vidiksema nihkega hinnangule on enamasti vaja teada ka uue hinnangu usaldusvéar-
sust, st selle standardhéalvet ja usaldusintervalle.

Jacknife hinnangu standardhélbe hinnang on

2
n n

. n—1 , 1o . 1 " 22
o = | 2 | S0 800 | = ey 3 (=)

i=1 =1

ning Turkey (1958) valem jackknife hinnangu usaldusintervallile olulisusnivool « on kujul
(S* - tnfl,lf%*s;acka S* + tnfl,I*%S;ack)v

kus tj, o tdhistab vabadusastmete arvuga k t-jaotuse a-kvantiili.
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Peatukk 6

Integraalide ja kesvaartuste
arvutamine MC meetodiga.
Dispersiooni vahendamise meetodid

Sageli pakuvad praktilist huvi teatud juhuslike suuruste keskvéiirtused, néiteks oodatav tu-
lu investeerimisstrateegialt, finantsoptsioonide hinnad, kindlustusfirma jargmise viie aasta
jooksul laostumise toendosus jne. Enamasti esituvad huvipakkuvad keskvéédrtused kujul
kujul g(X), kus g on mingi funktsioon ja X on juhuslik suurus voi vektor.

Kui X on pidev juhuslik suurus voi vektor, vastab keskvdartuse arvutamine ({ihe- voi
mitmekordse) integraali arvutamisele

Eg(X)= [ glo)fx(o)da,

kus fx on juhusliku suuruse (voi vektori) X tihedusfunktsioon. Samas integraalidel on
palju muid rakendusi, niiteks erinevate objektide pindalad/ruumalad, kehale mojuva jou
poolt tehtud t66 keha litkumisel, muutuva tihedusega keha mass jne.

Tuleb vilja, et iga integraali saab esiteda keskvidrtusena. Vaatleme integraali

I:AJ@MLDCRW

Valime iihe tihedusfunktsiooni fx, mille korral kehtib fx(x) > 0, € D ning defineerime

/@)
g(z) = { x@r TELD
0, x & D.

Siis

1= [ S p@yde= [ o) fx(a)ds = o).

Jaotuse fx valikul tuleb aga moelda sellele, et tekkiv funktsioon g mingite argumentide
korral viga halvasti kdituma (st mingite x viértuste korral liiga kiiresti pluss- voi miinus-
lopmatusse minema) ei hakka, sest halvasti valitud fx korral voib g(X) dispersioon olla
lopmatu ja siis koondub valimi keskmine keskvidrtuseks viga aeglaselt.

6.1 Keskvaartuse hindamine MC meetodil

Vaatleme juhuslikku suuruse Y = ¢g(X) keskvdartuse arvutamist Monte Carlo meetodil.
Algoritm on jirgmine:
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1. Genereerime n-elemendilise valimi X jaotusest, saame x1,...,x,
2. Rakendame funktsiooni g, saame valimi Y jaotusest: g(x1),...,g(zy)

3. Hindame Y keskvi#rtust valimi keskmise abil
1 n
EY ~j= ﬁZg(xz)
=1
4. Eeldusel, et Y dispersioon on loplik, saame valimi keskmise jaoks erinevad

hinnangud (vaja osata ka tuletada tsentraalsest piirteoreemist!)

(a) ligikaudne usaldusintervall (z, tdhistab standardse normaaljaotuse a-kvantiili)

(§+za

Oy _ UY)
Y G zalY
\/ﬁy 2y/n

(b) Toendosusega 1 — a kehtiv (ligikaudne) veahinnang;:

oy
—Za
2\/n

(¢c) Toendoline viga on tdendosusega % kehtiv veahinnang

5. Veahinnangute arvutamisel asendame oy valimi pohjal leitud hinnanguga

6.1.1 MC meetodite vordlemine

Uhte ja sama integraali voi keskviirtust saab MC meetodiga arvutada viiga erinevaid lihe-
nemisi kasutades. Niiteks integraalide arvutamisel on véimalik valida Iopmatult palju eri-
nevaid tihedusfunktsioone ja iga valik annab erineva juhusliku suuruse, mille keskviartust
MC meetodil arvutada. Kuigi koigil juhtudel on sama keskviidrtus, voivad dispersioonid
olla véigagi erinevad (osadel juhtudel dispersioon vo6ib ka puududa).

Kui me tahame erinevaid meetodeid omavahel vorrelda, siis selleks on mitmeid véimalusi:

o T6oaeg etteantud tapsuse saavutamiseks
e Etteantud tdpsuse saavutamiseks vajaminev genereerimiste arv
e tipsus fikseeritud genereerimiste arvu korral

Kuigi t6daeg ettantud tépsuse saavutamisek on koige olulisem, sbéltub see kasutatavast
arvutist ja programmikoodi efektiivsusest, mistottu on seda raske tépselt hinnata. Seetottu
keskendume genereeritavate juhuslike suuruste arvule.

Eeldame jargnevalt, et Y on lopliku dispersiooniga, siis tdpsus etteantud n korral soltub
ainult fikseeritud « vadrtusest ja Y standardhélbest. Seega viiksem standardhélve annab
suurema tapsuse.

MC meetodi veahinnangu valemist saame, et genereerimiste arv etteantud tépsuse € saa-
vutamiseks on kujul ¢, DY, kus

[\

COLE_

)

IS NS
|2 N

Tooaeg etteantud tapsuse saavutamiseks on seega tcq, DY, kus t on {ihe véértuse gene-
reerimise aeg. Edaspidi keskendume DY suuruse hindamisele erinevate meetodite korral.
Oluliselt erinevate meetodite vordlemisel tuleks voimalusel arvestada ka iihe viirtuse ge-
nereerimise aegade erinevust.
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6.2 Dispersiooni vihendamise meetodid

6.2.1 Antiteetilised (antithetic) juhuslikud suurused

Antiteetlisteks (vastandlikeks) nimetame juhuslikke suuruseid, mis on sama jaotusega,
kuid negatiivselt korreleeritud. Lihtne niide on jargmine: kui X7 ~ U(0,1), siis Xo =
1 — X3 puhul on X ja X5 antiteetilised juhuslikud suurused (veendu selles!).

Uldiselt, kui pideva juhusliku suuruse X; tihedusfunktsioon on siimmeetriline u suhtes (st
Ix,(up—a) = fx,(p+ a) Va € R), siis Xo = 2u — X3 korral on X; ja Xy antiteetilised
juhuslikud suurused (veendu selles!).

Lisaks on oluline tédhele panna, et kui X; ja X, on sama jaotusega, siis suvalise funktsiooni
g korral on g(X7) ja g(X32) sama jaotusega, kuid ka antiteetiliste X7 ja X korral ei pruugi
alati olla antiteetilised juhuslikud suurused.

Kui on soovi leida MC meetodiga FY, kus Y = ¢(X) ja X jaotus on siimmeetriline x = p
suhtes, siis voime defineerida Xo =2 — X ja

o _ 9 +g(Xs)
o)

Siis DY = DY - #, kus p = cor(g(X),g(Xz)). Suuruse Y dispersioon ei ole kunagi
suurem, kui DY Kuna aga Y iihe véiirtuse arvutamine on umbes 2 korda téémahukam
kui Y iihe véddrtuse arvutamine, voidame té6ajas ainult siis, kui p < 0 ehk kui g(X) ja
g(X2) on antiteetilised

Eelneva pohjal on meetodi kasulikkuse jaoks viga oluline, et g(X) ja g(X2) oleks anti-
teetilised. Osutub, et kui g on monotoonne funktsioon, siis see tingimus on tdidetud.

Teoreem 16 Feldame, et X pidev juhuslik suurus, mille tihedusfunktsioon on simmeet-
riline punkti x = p suhtes ning et g on monotoonne (mittekahanev voi mittekasvav) funkt-
stoon, mille korral D(g(X)) < oo. Siis

p = cor(g(X),g(X2)) <0.

Toestus. Teoreemi toestamiseks piisab néidata, et
cov(g(X), g(X2)) <0.

Paneme tédhele, et suvaliste juhuslike suuruste X ja Y ja suvalise reaalarvu a korral keh-
tibkorral kehtib

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)] = E[(X — EX)(Y —a) + (X — EX)(a — EY)]
= E[(X — EX)(Y —a)].

Tahistame py = F ¢g(X). Vaatleme mittekahaneva g juhtu. Kuna juhusliku suuruse kesk-
vadrtus on tema vidrtuste infiimumi ja supreemumi vahel, saame g mittekahanemise tottu
leida leida sellise arvu o*, et g(z) < pg, © < x* ja

g(x) > pg, x> "
Valime a = ¢g(2p — x*), siis

cov(g(X), g(X2) = El(g(X) — 1g)(g(X2) — a)].
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Kui X < z*, siis * definitsiooni kohaselt g(X) — gy < 0. Samas kehtib siis Xo = 2u—X >
2u — ¥ ning g mittekahanemise tottu saame

9(X2) = g(2p — 2%) = a,

seega vaadeldaval juhul kehtib

(9(X) — pg)(9(X2) —a) <= 0.

Sarnane arutelu annab ka juhul X > z*, et kehtib vorratus (g(X) — pg)(9(X2) —a) <=0
ning juhul X = x* on viimane teguritest a definitsiooni kohaselt vordne nulliga, mistottu
saime, et juhuslik suurus (g(X) — pg)(9(X2) — a) on alati mittepositiivne. Keskviartuse
monotoonsuse omadusest jareldub niiiid, et vaadeldav kovariatsioon on mittepositiivne ja
teoreemi véide kehtib.

Mittekasvava g korral on arutelu analoogiline (motle see 14bil). O

6.2.2 Kontrollmuutujate meetod

Sageli on voimalik koos huvipakkuva suurusega Y genereerida lihtsam juhuslik suurus Z,
mille keskvidrtus EZ on teada voi mille keskviértust on lihtne arvutada. Seega saame
moodustada uue juhusliku suuruse

Y=Y —a(Z—-EZ),

kus a on meie valitud reaalarv. Lihtne on néha, et EY = EY, nii et Y keskvadrtuse asemel
voime leida Y keskvaartuse. Kordaja a tuleks valida nii, et Y dispersioon on minimaalne,
mis taandub ruutvorrandi (a suhtes) miinimumkoha leidmisele. Lahendades selle vorrandi,

saame
cov(Y, Z)

Dz
Enamasti hindame a véidrtuse valimi pohjal, kasutades kovariatsiooni ja dispersiooni hin-
nanguid.

a =

Asetades optimaalse a vidrtuse Y dispersiooni avaldisse, saame
DY = DY - (1 —p?),

kus p = cor(Y, Z).

6.2.3 Olulise valimi meetod

Sageli pakuvad praktikas huvi juhuslikud suurused kujul Y = g(X), kus g omandab suu-
ri (olulisi) va#rtuseid piirkonnas kuhu X véirtused satuvad kiillalt véikese toendosusega.
Naiteks finantsmatemaatikas huvitavad investoreid sageli optsioonid, mis toovad omani-
kule raha sisse ainult juhul, kui aktsiahind oluliselt touseb (nt 50% praegusega vorreldes
3 kuu jooksul). Sageli sellisel juhul on dispersioon suur, mis annab idee muuta X jaotust
nii, et ndeme olulisi vadrtuseid rohkem. Osutub, et seda saab alati teha. Nimelt saame
valida juhusliku suuruse Z nii, et fz(x) > 0, kui g(z) fx(z) # 0 Kuna alati kehtib vordus
(veendu selles!)

f2(2)”

siis saame valida sellise jaotusega Z, mille korral g olulised vadrtused on ndhtavad suurema
toendosusega kui X korral.

Eg(X) = E[g9(2)
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Oluline on miérkida, et seda ideed saab kasutada ka mitmemd&otmelisel juhul: kui soltu-
matute juhuslike suuruste X7 ja X5 korral kasutada X; asemel suurust Z; ja X9 asemel
suurust Zs, siis

Eg(X1,X2) = Elg(Z, Z2)J;)Z(1((§i)) ff;gj))]
fx(2)

Kuna normaaljaotus esineb stohhastilistes mudelites viga sageli, leiame suhte 16 juhul
X ~ N(p1,0), Z ~ N(p2,0). Arvutuste tulemuseks (tee need l&bi!) saame

fX(Z) _ 2(#1—#22;#%—#%'
fz(2)
6.2.4 Kihtvalimi meetod
Olgu By, ..., By, mingi sindmuste téissiisteem (vastastikku vélistavad, positiivse toendo-

susega, iiks alati toimub igal katsel). Teame, et keskvddrtust saab esitada tinglike kesk-
vaartuste kaudu:

EY = ZP E(Y | By).

Seega, kui oskame Y vidrtuseid genereerida vastavatest tinglikest jaotustest, vOime iihe
keskviirtuse asemel arvutada MC meetodiga m keskvairtust
Tahistame p; = P(B;) ning olgu Yj; soltumatud juhuslikud suurused tingliku jaotusega
Y'|B;. Olgu n kasutatavate juhuslike suuruste arv. Siis tavalise MC meetodi korral on EY
hinnangufunktsiooniks

1 n

= - Z }/;7
n -
i=1

kus Y; on on soltumatud suurusega Y sama jaotusega juhuslikud suurused ja seega hinnan-
gufunktsiooni dispersioon on D(H,,) = %. Vaatame, kas sama arvu juhuslikke suuruseid
kasutades on voimalik saada viiksema dispersiooniga hinnang

Olgun;, i =1,...,msellised positiivsed téisarvud, et ;" ; n; = n. Defineerime kihtvalimi
hinnangufunktsiooni
FI _ Zm: Z }/Z]
n P nz
Leiame kihtvalimi hinnangufunktsiooni dispersiooni

m.o 2

pH, =S Yipy | By).
=1 v

Po6hiline kiisimus on, kuidas valida n; nii, et kihtvalimi hinnangufunktsiooni dispersioon
oleks vaiksem kui tavalise MC oma?

Teoreem 17 Olgu B;, ..., By, sindmsute tdissisteem. Tdahistame p; = P(B;). Kuin; =
pin, Siis

- 1
DH, — DH, = = i (1, — EY)?,
n;p(ﬂ )
kus p; = E(Y | B;).
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Eelneva teoreemi kohaselt ei ole seega toendosustega proportsionaalse valiku korral kiht-
valimi hinnangu dispersioon sama arvu juhuslike suuruste kasutamisel kunagi suurem kui
tavalise MC hinnangu dispersioon, st tulemus on enamasti tdpsem. Valemist on samu-
ti ndha, et mida erinevad on juhusliku suuruse tinglikud keskviirtused erinevad {ildisest
keskmisest, seda suurem on voit tdpsuses, seega kasutatavad siindmused voiksid olla hésti

seotud vaadeldava juhusliku suuruse viaartustega.

6.2.5 Kihtvalimi meetodi optimaalsed proportsioonid

Négime, et valik n; = p;n on hea (annab enamasti parema meetodi). Aga kas saab pare-

mini?

Kokku peab kasutatavate juhuslike suuruste summa olema n, seega voime otsida proport-

sioone ¢;, ¢ = 1,...,m, mis rahuldavad

¢G>0 i=1,...,m, qu:y

Otsime selliseid proportsioone, mille korral valiku n; = ¢;n puhul on DH, minimaalne.

Téahistame
0?2 =D(Y | By).
Saame tingliku ekstreemumi leidmise {ilesande: minimiseerida muutujate ¢y, . . .
suurust "
f(qul__’q):— e
tingimustel

m
>0, i=1,...,m Y g =1
=1

Lahendame iilesande Lagrange kordajate meetodil.

, ¢m Suhtes

Lagrange kordajate meetodil (vt. néiteks Korgem matemaatika I1 loengukonspekti) peavad

tingimust » ;" ¢; = 1 rahuldavates ekstreemumpunktides olema funktsiooni

m

Flan - am)+ 2O _a—1)
i=1
osatuletised muutujate q, ..., ¢ jirgi vorduma nulliga ning lisaks peab olema rahuldatud

kitsendus >_." | ¢; = 1. Siit saame vorrandid

2 9
_Pi%

2
[

+A=0,:=1,2,...,m,

kust jareldub, et positiivsetele proportsioonidele vastavad ekstreemumpunktid esituvad

kujul
pioi

q; = Y

Tingimusest Y ;" ¢; = 1 jéreldub niiiid, et

m
VX =>"piai,
i=1
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mistottu
qi = kpio-iv 1= ]-7"'7m7
_ 1
kus k = ST o
Seega parima tulemuse saame, kui igas kihis on kasutatud vidrtuste arv proportsionaalne
korrutisega p;o;. Hinnangu dispersioon on sel juhul

(Z?; piai)z

n

DH, =

Kuna iga kihtvalimi meetodi puhul on Suure n korral on hinnang ligikaudu normaaljao-
tusega (iga kihi keskmine on ligikaudu normaaljaotusega tsentraalse piirteoreemi kohaselt
ning soltumatute normaaljaotusega juhuslike suuruste summa on normaaljaotusega), seega
saame ligikaudu leida toendosusega 1 — « kehtiva vea kujul

—z2 DH,,

6.2.6 Kihtvalimi meetodi rakendamine

Koigepealt tuleb valida m ja fikseerida siindmused By, . .., By,. Teoreetiliset], mida suurem
m, seda suuremat voitu on voimalik saada. Praktiliset peame iga kihi korral hindama
tinglikke dispersioone ja normaalse tipsusega hinnangu jaoks on vaja piisavalt suur arv
(nt 100) genereeritud viértust, seetottu minimaalne n; voiks olla vihemalt 100. Suure m
korral aga voib see tdhendada viga suurt n viirtust.

Siindmused B; peaks olema juhusliku suuruse kiitumisega seotud. Kui Y = g(X), siis on
hea valik B; = {a;—1 < X < a;}, kus

—0=ayg < a; < - < Qp = 090,

sest selliste juhuslike suuruste korral oskame me jaotusfunktsiooni péérdfunktsiooni mee-
todil juhuslike suuruste vadrtuseid tinglikust jaotusest genereerida. Sageli on moistlik de-
fineerida a; juhusliku suuruse X kvantiilide kaudu, siis saame mé#rata lihtsalt stindmuste
toendosused (nt tagada, et p; = L Vi).
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Peatukk 7

Kasutatavad tulemused
toenaosusteooriast

Teoreem 18 (Téendaosuse omadused) Olgu (U, F, P) mingi toendosusruum. Siis keh-
tivad jargnevad omadused:

1.

2.

Lemma 19 (Téistoendosuse valem). Rahuldagu sindmused B; € F, i = 1,...
muss

NS & e

P(0)=0;

kui A; € F, i = 1,2,...,n on vastastikku valistavad, st A,V A; =0, i # j, siis

kehtib vordus

P JA)=> P4
=1

=1

kui A,B € F, AC B, siis P(A) < P(B) (monotoonsus).

P(A) =1— P(A);

P(A\ B) = P(A)— P(ANB) YA, B € F;

P(A) <1VAe F;

P(AuB)=P(A)+P(B)—P(ANB)VA,Be€ F;

P(LnJ A = Zn:P(AZ-) — > PANA)+ Y PAINANA) -

i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

=1
(=)™~ 1P<A1ﬂA2ﬂ...ﬁAn),Ai€]:,i:1,2,...,n,
P(AU B)<P(A) P(B)VA,B € F;

UA <ZP LA eF, ieN;

Toendosuse pidevus:

o A, e F, i €N, A1CA2CA3C...:>1imn_>OOP(An>
e A, e F,ielN, A1DAQDAgD...ilimn_moP(/LJ

P(UiZ, Ai);
P21 Ai);

n
P(B))#0,i=1,2,....n; B;NB;=0, i#j; UBZ»:Q.
=1
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Siis iga sindmuse A € F korral kehtib vordus

P(A4) = 3" P(B)P(AIB).

Definitsioon 20 Juhusliku suuruse X jaotusfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni

F(z) = PUX <z}), z€RR.

Teoreem 21 Olgu X juhuslik suurus ning F' tema jaotusfunktsioon. Siis kehtivad jdrgne-
vad omadused.

1. 0< F(z) <1 igax € R korral.
2. F on monotoonselt kasvav: kui x1 < xo, siis F(x1) < F(x2).
3. Kehtivad piirvidrtused

lim F(z)=0, lim F(z)=1.

T—r—00 T—r00
4. F on paremalt pidev:
lim F(x)=F(a) VYaelR.

rx>a,r—a

5. Kehtib vordus
P{X =a})=F(a) — <limﬁ F(x).

6. Kehtib vordus P({a < X <b}) = F(b) — F(a).

Definitsioon 22 Juhusliku vektori (X,Y") jaotusfunktsiooniks (ehk juhuslike suuruste X
ja 'Y dhisjaotuse jaotusfunktsiooniks) nimetatakse funktsiooni

Fxy(z,y)=P{X <2,Y <y}), z,yel.

Definitsioon 23 Juhuslikku vektorit (X,Y) nimetatakse pidevaks, kui tema jaotusfunkt-
stoon avaldub kujul

x y
Fxy(z,y) = / </ fxy(u,v) dv) du, z,y<€lR

mingi funktsiooni fxy : IR? — R korral. Funktsiooni fx,y nimetatakse sel juhul juhusliku
vektori (X,Y) tihedusfunktsiooniks (ehk juhuslike suuruste X ja Y iihistiheduseks).

Lemma 24 (Tihedusfunktsiooni omadused) Olgu (X,Y) pidev juhuslik vektor jaotusfunkt-
stooniga Fxy ja tihedusfunktsiooniga fx y. Siis kehtivad jargmised omadused:

1. Funktsioon fxy on mittenegatiivne, st fxy(z,y) >0 V(x,y) € R?;
2. kehtivad vordused

fx(x) = /OO fxy(z,y)dy,
fy(y) = /oo Ixy(z,y)dz,

| [ sedea =1

34



. Kui D C IR? on Boreli o-algebra suhtes méctuv hulk (st esitatav loenduva arvu
ristkilikute abil kasutades tihendeid, tihisosasid ja tdiendeid), siis

P({(X,Y) € D}) = / Fxy () de dy.
D

. Kui g : R* — IR on "piisavalt heade omadustega” funktsioon (nt pidev voi selline,
mille valemit me oskame kirja panna) ning

/ 9 y) oy (s y) da dy < oc,
RQ
8118

E(g(X,Y)) = // g(z,y) fx,y(z,y) de dy.
RQ

. Kui Fxy on diferentseeruv punktis (x,y), siis

62Fx7y
fX,Y(xay)_ aIan (ﬂf,y)

Lemma 25 Pidevad juhuslikud suurused X ja 'Y on soltumatud parajasti siis, kui nende
tihisjaotuse tihedusfunktsioon avaldub kujul

Ixy(z,y) = fx(x)fy(y) Yo,y € R.
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