MC meetodid, praktikum 10

Teema 1: Gibbsi meetod.

Eeldame, et suudame genereerida véaartuseid tinglikest jaotustest

Xi|X17--~7Xi—17Xi+1,---;Xm7 i:l,...,m

e Valime algpunkti (211, %12, ..., T1m)
e igai=23,...,n korral genereerime
— Tl jaotusest Xl | XQ =Ti—1,2y+-+ Xm = Ti—1,m>
— x40 jaotusest Xo | X1 =21, Xs =213, -, Xm = Tic1.m,
— 13 jaotusest X3 | X1 =1, Xo =20, Xa = Tic14,- -+ Xon = Tiz1,m,
— Tim jaotusest Xm | X1 = .TiJ,XQ =T4,2,--- aXm—l = Tim—1,

o Jarjestikused punktid ei vasta soltumatutele juhuslikele vektoritele!

Harjutus 1

Vaatleme Gibbsi meetodi kasutamist selleks, et genereerida punkte funktsiooniga

f(@,y,2) =

e—m—2y—32—myz’ T,Y, 2 Z O7

0, vastasel korral
proportsinaalse tihedusfunktsiooniga jaotusest. Kiillalt lihtne on veenduda, et kui fikseerida vy, z, siis
see funktsioon kéitub x jargi nagu eksponentjaotuse Exp(1l + yz) tihedusfunktsioon, kui fikseerida z, z,
siis kiitub see nagu eksponentjaotuse Exp(2 + zz) tihedusfunktsioon jne. Genereeri Gibbsi meetodiga
100000 punkti ja uuri “acf* kdsuga iga koordinaadi puhul, kui kiiresti ldhevad jéirjestikuste vadrtuste
autokorrelatsioonid nulli. Kui eesmérgiks on soltumatute punktide genereerimine, siis millise sammuga
voiks tekitatud jadast punkte valida?

Teema 2: Hiipoteesi piistitamine lahtuvalt andmetest

Ideaalis peaks olema otsustatud juba ennem katsete teostamist, mida ja kuidas kontrollima hakatakse.
Tegelikkuses aga sageli kogutakse kdigepealt andmed ning kui neis paistab midagi imelikku, siis hakatakse
testide teel toestama, et ndhtu ei ole puhtalt juhuslik. Sellisel juhul peab olema viga ettevaatlik, et
nullhiipoteesi ja testi valik ei oleks otseselt katsetulumustest motiveeritud, sest muidu voib voib kiillalt
lihtsalt jouda valedele jareldustele. Veendume selles jargmise harjutuse abil.

Harjutus 2

Kuuekiimne taringuviske tulemusena saadi allpool toodud tabeliga kirjeldatud tulemused (sagedusta-
belina).

## tulemused
## 1 2 3 4 5 6
## 10 17 5 9 9 10

Tulemustes esineb kahtesid kahtlaselt palju, nii et tekib kahtlus taringu aususe osas. Kui kindlalt aga saame
oelda, et tiring on ebaaus? Vaatleme erinevaid voimalusi, kuidas saaks nullhiipoteesi (Hy - téring on aus)
imber liikkata. Selleks tuleb fikseerida statistik, mida valimi pohjal saab leida ja fikseerida otsustuseeskiri
(millised véartused loeme nullhiipoteesi korral ebaharilikeks). Tavaliselt statistik konstrueeritakse nii,



et otsustamiseks sobivad tingimused kujul: statsitik>=arv(alfa) = liikkkame nullhiipoteesi timber,
kusjuures arv(alfa) on valitud selline, et imberliitkkamise toendosus nullhiipoteesi kehtimisel on alfa.
Sellise kriteeriumi korral valimi pohjal leitud statistiku vddrtuse p-vddrtus on aga tdendosus, et statistik
omandab vihemalt sama suure vidrtuse kui valimis saadud véartus.

Vaatleme jarnevaid statistikuid

e S| = no, kus ny tidhisatb kahtede arvu valimis
° SQ = |’I’L2 — 10|

2
o X2-testi statistik S5 = S0, %

Leia koigi kolme statistiku p-viartused. (Vihje: esimesel kahel juhul on abiks kéisk pbinom, kolmandal
juhul voib kasutada R késku chisq.test). Kas meil on piisavalt infot, et olulisuse nivool 0,05 nullhiipotees
tiimber likkata? Mis tingimustel me voime eelnevate statistikute pohjal otsuseid teha?

Uurime simulatsioonide teel, mis juhtub, kui tegutseme jargmiselt:

1. Teeme katse (60 viset)

2. Valime tulemuste pohjal koige “kahtlasema” tahu ehk koige rohkem esinenud silmade arvu

3. Rakendame selle tahu pohjal statistiku S; analoogi (st leiame p-véértuse vastavalt valitud tahu
esinemiste arvule) ja likkame nullhiipoteesi timber juhul, kui p-vidrtus on viiksem kui 0.05

Leia 10000 katse pohjal hinnang, kui suure toendosusega tegelikult liikatakse nullhiipotees imber eelmise
stsenaariumi kohaselt tegutsedes, kui tiring on tegelikult aus.

Teema 3: p-vairtuse leidmine MC simulatsioonide abil.

Statistika algusaegadel sai kasutada ainult selliseid statistilisi teste, mille korral teststatistiku jaotus (voi
vahemalt asiimptootiline jaotus) on leitav analiiiitiliselt. Kaasajal ei ole see aga enam nii oluline, sest
juhul, kui me oskame nullhiipoteesile vastavaid valimeid arvutil genereerida, saame jérelikult genereerida
ka teststatistiku vidrtuseid ja nende pohjal hinnata statistiku jaotusega seotud arvniitajaid (sh konkreetse
valimi puhul saadud tulemuse p-vidrtust, mille saame leida néiteks empiirilist jaotusfunktsiooni kasutades).

Harjutus 3

Téringu ebaausus véiljendub selles, et tulemused ei ole kdik vordse toendosusega. Kuna suurte arvude
seaduse pohjal konkreetse tulemuse esinemista arv jagatuna katsete arvuga koondub selle tulemuse
toendosuseks, siis statistik, mis leiab maksimaalse absoluutse erinevuse suhteliste sageduste ja % vahel
peaks piisavalt suure valimi korral kdituma oluliselt erinevalt ausa téringu ja iikskoik millise ebaausa
téringu korral. Seega voime kasutada téringu aususe testimisel ka statistikut

Uz 1 .
= ——=|,i=12,...
S max(|n 6|7 ? ) Y ’6)7

kus n on valimi suurus ja n; on ¢ silma esinemiste arv valimis. Leia selle statistiku p-véartus eelmises
iilesandes toodud valimi korral, simuleerides selleks 10000 valimi moodustamist ausa taringu abil. Kasuta
empiirilist jaotusfunktsiooni (R-s kédsk ecdf) p-vddrtuse arvutamiseks.

Mdrkus: Kui arvutatava statistiku jaotusfunktsioon on pidev (st toendosus saada téapselt sama vadrtust
erinevate valimite korral on 0), siis voib leida valimist leitud statistiku vadrtusele § vastava p vidrtuse kujul
1 — F,,(8), kus F,, on m valimi pohjal leitud statistiku vdartustele vastav empiiriline jaotusfunktsioon.
Kui statistik v6ib omandada mingit fikseeritud véartust positiivse toendosusega (mis kehtib alati, kui
valim vastab diskreetsele juhuslikule suurusele), siis kehtib vordus

P(S>8)=1- Fs(3)+ P(S = 3)

Kui oskame leida sellise arvu ¢, et statistiku voimalike vadrtuste vahe on suurem kui e, siis saab eelnevat
valemit lihtsustada kujule (mdtle jérele, miks see nii on!)

P(S>8)=1-Fs(s—¢)



Teema 4: Testi voimsuse leidmine MC simulatsioonide abil.

Selleks, et valida test konkreetse uuringu jaoks, on moistlik vaadata, milline testidest eristab koige
paremini meie jaoks nullhiipoteesist oluliselt erinevad jaotuseid. Oletame, et tiilipilised valed téringud on
sellised, kus {iks kiilg on veidi suurema téendosusega kui % ja selle vastaskiilg on samavorra viiksema
toendosusega ning tlejadnud kéituvad samamoodi kui ausad téringud. Tee simulatsioonide abil kindlaks,
kas eelmises iilesandes vaadeldud test on véimsam kui x2-test juhul, kui neid kasutada a = 0.05 korral
120 viske pohjal taringu aususe kindlakstegemiseks, kui visatava tdringu visketulemuste tGendosused on
antud tabelina

tulemus ‘ 1 ‘ 2
toenaosus ‘ L é

12‘

Vihje Koigepealt on moistlik tekitada eelmise iilesande statistiku jaoks empiiriline jaotusfunktsioon
nullhiipoteesi ja vaadeldava valimimahu jaoks, alles seejarel asuda alternatiivse jaotusega katseid tegema

Teema 5: Bootstrap meetodi kasutamine

A~

Kui meil on ldhtejaotuse (voi iildkogumi) parameetri # hindamiseks hinangufunkstioon (ehk statistik) 6,
siis bootstrap hinnang nihkele avaldub kujul

1 =~
E;@—HB,

Kus 05 on vaadeldava parameetri vadrtus bootstrap jaotuse (ehk valimile vastava empiirilise jaotuse)
korral ning 6;, ¢ = 1,2,...,m on hinnangufunktsiooni vadrtused bootstrap jaotusest voetud soltumatute
valimite korral. Bootstrap usaldusintervall olulisusnivool « avaldub aga kujul

(é+6B - q17%7é+ 93 - q%)a
kus g, tdhistab hinnangu 0 bootstrap jaotuse korral leitud a-kvantiili ning 6 on esialgse valimi pohjal

arvutatud parameetri hinnang.

Vaatleme juhtu, kus tahame hinnata ldhtejaotuse puhul suurust A\ = i Selle hindamiseks kasutame

hinnangufunktsiooni %, kus s on standardhélbe hinnang (arvutatud késuga sd()). NB! Kisk sd on
iildkogumi standardhélbe hinnang valimi pohja ning ei ole vordne empiirilise jaotuse standardhélbegal!

Harjutus 4

Olgu meil juhusliku suuruse X 15st vdartusest koosnev valim

## [1] 0.10 1.69 0.50 0.18 0.10 1.39 1.49 1.34 0.78 3.65 0.11 1.53 5.15 0.98 2.48
## [16] 0.50 2.43 1.35 4.54 0.18

Hinda bootstrap meetodil statistiku nihet ja leia selle abil parandatud hinnang A vaértusele. Leia samuti
olulisusnivoole a = 0.1 vastav usaldusvahemik

Harjutus 5

Leia Monte-Carlo meetodil tegelik statistiku nihe 20-se valimi korral eeldusel, et 1&htejaotus on Exp(0.5)



Kodune t66 nr. 7 (1,5 punkti, tdhtaeg 15.11.2020)

1. (0,5 punkti) Sageli me kasutame kiillalt viikeste valimimahtude korral hinnanguid, mis kehtivad
valimi mahu kasvamisel lopmatusse. Naiteks toendosusega 1 — a kehtiv kesvaartuse usaldusvahemik
kujul

_ s _ S

(T—21-¢ %,z +z1-g %),
kus z on keskvéddrtuse hinnang, s on standardhélbe hinanng ja z, on standardse normaaljaotuse
g-kvantiil, kehtib 16pliku dispersiooniga juhuslikule suurusele vastava soltumatu valimi korral
astimptootiliselt, st piisavalt suurte n vdartuste korral. Tee kindlaks, kui suure toenédosusega
paikneb 6ige keskvéartus selle usaldusvahemiku sees juhul, kui a = 0.05 ja valim 30 vaatlusega on

genereeritud jaotusfunktsioonile

0, <0
1—e V¥ x>0,

Fx(l’) = {

vastavast jaotusest.

2. (0,5 punkti) Kasuta eelmises praktikumis kirjeldatud Metropolis-Hastingsi algoritmi versiooni (ehk
Metropolise algoritmi) selleks, et genereerida vektoreid funktsiooniga

24 4+0.1y%, 01(z+1)2+ (y—1)2<1,
Flawy) = =
0 mujal

proportsionaalse tihedusfunktsiooniga jaotusest. Millise sammuga tuleks Sinu arvates vaartuseid
votta, et need oleks enam-vahem soltumatud? Leia hinnang toendosusele, et saadud punktid satuvad
iihikringi 2 + 32 < 4, kasutades selleks 1000 genereeritud sdltumatuse tingimusi rahuldavat punkti.
(0,5 punkti) Kasuta Gibbsi meetodit selleks, et genereerida kolmnurgas tippudega (0,0), (1,0), (2,1)
ithtlase jaotusega juhuslikke vektoreid. Tee kindlaks, millise ssmmuga peaks punkte votma, et need
voiksid vastata soltumatutele vaatlustele sellest jaotusest, kujuta 100 séltumatutele katsetulemustele
vastavat punkti graafikul.
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