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Toenéoliselt on sinu kokkupuude matemaatikaga kuni praeguse hetkeni suuresti koosne-
nud iilesannete lahendamisest, kasutades teatud selgeksopitud lahendusviise ja tehnikaid.
Néiteks oled sa oppinud, kuidas lahendada algebralisi vorrandeid ja vorrandisiisteeme,
kuidas lihtsustada avaldisi v6i kontrollida trigonomeetriliste seoste kehtivust. Kasutades
teatud reegleid ja lihtsustamist, oled 6ppinud leidma funktsiooni tuletist ja integraali ning
nende abil uurinud funktsiooni kéitumist v6i arvutanud pindalasid ja ruumalasid. Ena-
masti nduab selliste iilesannete lahendamine vaid piisavalt harjutamist.

Ko6ik need meetodid ja tulemused, mida sa koolimatemaatikas 6ppinud oled, on kunagi
ammu teiste inimeste poolt avastatud ning aastate kui mitte aastasadade jooksul nende
oigsus kontrollitud. Sinu jaoks on see matemaatika muidugi uus olnud ja nagu iga uue
asjaga, oled sa selle omandamisel palju 6ppinud ja vaeva néinud. Uue tarkuse omandami-
ne voiks ja peaks aga huvitav olema! Oled nous? Nii tore oleks avastada matemaatikas
midagi uut, mida me enne ei teadnud, ja néidata, et see uus tulemus kehtib. Aga kuidas
seda tehakse? Kuidas tullakse véilja uute tulemustega? Kuidas avastatakse uusi seoseid ja
uusi meetodeid? Uheks voimaluseks on vaadelda erinevaid niiteid ja leida nende niidete
vahel moni thine omadus. Vaadeldud néidetele toetudes sonastatakse teatud hiipotees ehk
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véide, mille kohta usutakse, et see voiks kehtida. Esimeseks sammuks tuleb aga iseennast
veenda, et see, mida me viidame, on tegelikult ka toene. Matemaatikas tdhendab veen-
mine toestuse konstrueerimist. Kuna iseendale lisaks peame ka koiki teisi oma tulemuse
Oigsuses veenma, siis peab meie téestus olema nii selgelt ja loogiliselt kirjutatud, et inime-
sed, kes tunnevad vastavaid matemaatilisi meetodeid, meid usuksid. Siinkohal tuleks ara
markida ka seda, et kui matemaatikas on véitele esitatud korrektne toestus, siis ei kahtle
enam keegi selle tulemuse o6igsuses. Kokkuvottes tdhendab see seda, et sinu tulemus on
toestatud — jarelikult see kehtib. Jutu 16pp. Ei ole mingisugust muud alternatiivi. Ja just
selle poolest erinebki matemaatika teistest distsipliinidest.

1.1 Kursuse eesmark

See kursus on iipris erinev sinu senistest kursustest. Meie koige suuremaks eesmérgiks on
arendada matemaatilise toestuse konstrueerimise ja kirjutamise oskust nii, et sinu kirjuta-
tud toestused oleksid selged ja arusaadavad ka teistele. Matemaatilise sisu korval péorame
suurt tdhelepanu ka matemaatilise motlemise protsessile ja selle arendamisele. Seega teeme
itheskoos 1dbi arengu, kus sa muutud inimesest, kes matemaatikat kasutab, inimeseks, kes
seda ka siigavamalt moistab. Véib-olla saab see sinu esimeseks sammuks teel, kus sa iihel
péeval ise uut matemaatikat ja uusi teadmisi lood. See koik on saavutatav, kui sa vaid ise
seda soovid. Suur osa matemaatikast, mida sa oma jargnevates kursustes kohtad, pchineb
teadmistele, mida sa sellelt kursuselt omandad. Mida tosisemalt sa praegu materjali opid
ja matemaatilise motlemise protsessi arendad, seda kergem on sul hiljem matemaatikast
aru saada. Tegelikult on ju nii, et iga ainet on meeldivam 6ppida, kui sa sellest ka aru saad.
Selle saavutamiseks tuleb sul aga vaeva néha. Liiga tihti kuuleme lapsi voi tédiskasvanuid
véitmas, et nad pole matemaatikas head. See on aga vaid nende véaér alibi, mille taha peitu
pugeda. Matemaatikat on voimalik selgeks oppida nagu iga teist ainet koolis. Teinekord
kuuleme jillegi kedagi véitmas, et kuigi neil 1dheb matemaatikas hésti ja neile meeldib
matemaatika, ei suuda nad kirja panna toestuskiike. Ka see ei ole mingi argument, sest
toestustest arusaamiseks ldheb vaja enesekindlust ja pingutust. See, et sa kontrollt6é voi
eksami tegid dra ilma suurema Oppimiseta ja pingutamiseta, ei ole kindlasti kiitlemist
véaart. Pigem on kiitlemist vaért see, kui saad Gelda, et sul on hea matemaatiline etteval-
mistus.

1.2 Matemaatika kui keel

Matemaatika aitab maailma kirjeldada nagu iga teinegi keel ning lubab seeldbi matemaa-
tika keelt valdavatel inimestel omavahel suhelda ning informatsiooni vahetada. Siiski on
matemaatika keel tavapérastest keeltest veidi erinev just selle poolest et, kui tavapérases
keeles voib sona esineda kohati mitmes tdhenduses, siis matemaatika kirjeldab objekte olu-
liselt tapsemalt ja seejuures iiheselt moistetavalt. Lisaks kasutavad matemaatikud méistete
kirjeldamiseks eraldiseisvat sonavara, millega oled osaliselt juba koolipingis tutvunud, aga
mida me selle kursuse jooksul pidevalt edasi arendame. Markad peagi, et matemaatikat
on tunduvalt raskem G6ppida siis, kui sa tema keelt ei valda.
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Matemaatikud on mnagu prantslased: mida sa neile ka ei ititleks, nad tolgivad selle oma
keelde ja edasine on juba midagi tdielikult erinevat — Johann Wolfgang von Goethe.

1.3 Miks oppida matemaatikat?

Matemaatika arendab motlemist, mida laheb vaja pea igal erialal. Néiteks juristina t66tades
aitab matemaatika sul kindlasti koige selgemalt oma argumente iiles ehitada voi teiste ar-
gumentidest vigu leida. Arstina tootades aitab statistika tundmine méista ravimifirmade
poolt vilja hoisatud reklaamloosungite tegelikku sisu v6i aru saada, mida ikkagi tdhendab,
kui ks voi teine DNA-s olev geen suurendab haigestumise riski. Arhitektina ja ehitajana
pead oskama jooniseid teha ja nendelt infot lugeda, arvutada ruumide ja pindade suuru-
si voi teadma, kuidas leida tala kandevoimet. Arvuti leiutati matemaatikute poolt ning,
kui sa akki veel ei tea, siis moistavad arvutid ainult matemaatikal pohinevat algoritmilist
keelt, mis tdhendab aga seda, et kui sa soovid, et arvuti sinu eest midagi dra teeks, pead
talle seda titlema tépselt ja konkreetselt — matemaatiliselt.

Lisaks avaldab matemaatika suurt méju ka kunstile, luulele ja muusikale. Kunstis ja ar-
hitektuuris leiab sageli kuldloikele pohinevate proportsioonide kasutamist, muusikalised
helid koosnevad harmoonilistest vonkumistest ning matemaatikuharidusega on naiteks
»Alice Imedemaal” ja ,Karupoeg Puhhi” autorid. Viimastest raamatutest leiab ka tore-
daid sonaménge. Niiteks, Lewis Caroll (1832-1898) loetleb {iles aritmeetika neli tehet —
kiitmine, nahutamine, jorutamine ja pragamine.

Matemaatika aitab moista ja kirjeldada meid timbritsevat maailma. Kahekiimnenda sa-
jandi ihe suurima fiitisiku Richard Feynman’i sonul on matemaatika valdamine looduse
kirjeldamiseks lausa méodapadsmatu. Matemaatiline bioloogia, matemaatiline fiiiisika ja
teised matemaatikat otseselt kasutavad suunad pole tekkinud juhuslikult, vaid vajadusest
kirjeldada meie timber toimuvaid protsesse. Kindlasti pole siin loetletud naited ainsad, kus
matemaatikat vaja laheb voi kus ta kasuks voiks tulla — viaike maadlus matemaatikaga on
hea treening kogu eluks.

1.4 Kuidas 6ppida matemaatikat?

Matemaatika Gppimine ei ole kerge. Ei ole olemas retsepti, kuidas oppida matemaatikat
nii, et see oleks huvitav ja tulemused head. V&in aga anda mdned soovitused. Ole kur-
sis sellega, mis toimub loengutes ja praktikumides. See eeldab kohal kdimist ning igaks
tunniks ettevalmistatud olemist. Pérast iga loengut kdi materjal iile, kirjuta tdhtsamad
kohad oma sonadega timber voi tdida materjalis puuduolevad liingad. Kui midagi jii aru-
saamatuks, kiisi kohe kas oma 6ppejou voi kursusekaaslase kiest! Oleks vaga hea, kui sul
on kaaslane, kellega regulaarselt kursuse materjale arutada. Loe loengukonspekti hoole-
ga ja hoia paber ning pliiats kdepéarast. Teemat lugedes piiiia leida sealt kdige olulisem.
Lahenda iseseisvalt 1dbi koik néaidisiilesanded ning tee néutud kodutéo. Ole kindel, et sa
ikka ise ka aru saad, mida kirjutad! Lahenda lisaks ka neid iilesandeid, mida kodutodks
antud pole. Veelgi parem on, kui suudad ise méne {ilesande vélja moelda voi kontrolltéoks
valmistumisel endale ise kontrollt66 kirjutada (miks mitte ka teistes ainetes). Seda tehes

Charles Lutwidge
Dodgson, kirjani-

kunimega Lewis
Carrol
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iillatad sa iseennastki, kui vilunuks sa véid saada! Loovus on matemaatikas viga oluli-
ne. Avastades ja luues midagi ise, ei aita sa kaasa ainult enda matemaatiliste teadmiste
stigavamaks muutumisele, vaid void panustada ka matemaatika valdkonna arengusse. Kui
oled leidnud esimese seene voi teinud oma esimese avastuse, siis vaata ringi: nad kasvavad
kobaras. Rohutan veelkord — matemaatika Sppimiseks on vaja enesekindlust, eneseusku
ja tugevat pingutust! Pea meeles jargmisi vanasonu: ,,Usinus on énne ema,” ,Tamme ei
langetata iihe hoobiga,” ,Proovi koiki kimbus olevaid votmeid“ voi ,,Kui sa ei saa teha se-
da, mida soovid, siis tee seda, mida suudad“ ning moétle, mida need sinu jaoks tdhendavad.

Uks sell olla otsustanud minna aju siirdamise kliinikusse, et oma aju suurendada. Sekretir
seletas talle, et hetkel on saadaval vaid kolme sorti ajusid. Doktorite omad on 20 dollarit
unts, advokaatide omad 30 dollarit unts ja matemaatikute omad 1000 dollarit unts. ,, 1000
dollarit untsi eest!” karjus sell. ,Miks nad nii kallid on?” ,Sest iihe untsi saamiseks on
nii palju matemaatikuid vaja.”

1.5 Matemaatiline maailmapilt

Miks just maailmapilt? Maailmapildiks on kombeks nimetada teadmiste siisteemi, mille
abil inimene tunnetab teda timbritsevat maailma ja suhestab end sellega. Maailmapilt on
kogu siistematiseeritud info, mida indiviid vastava maailma kohta omab ning see kujuneb
vélja inimeste kogemuste, teadmiste, toekspidamiste ja uskumuste baasil. Matemaatikas
kujuneb maailmapilt véilja aksioomide valiku ja teoreemide toestamise baasil. Méarkima
peab ka seda, et erinevatel ajastutel ja erinevatel kultuuridel v6ib olla erinev maailma-
pilt. Tanapédeval on tédhtis teaduslik maailmapilt, mis toetub teaduses iildomaksvoetud
seisukohtadele. Kuigi iithiskondlik maailmapilt on pidevas muutumises, on matemaati-
kas valjakujunenud maailmapilt tdnu aluseks voetud aksioomidele ning rangele loogilisele
iilesehitusele tipris kindlapiiriline. Matemaatiline maailmapilt tihendab meile matemaati-
liste teadmiste konteksti, millesse uued lisanduvad teadmised hésti sobituvad.

1.6 Moiste

Matemaatikat oppides oleme kokku puutunud paljude moistetega. Meile on tuttavad
néiteks geomeetria moisted punkt, sirge, tasand, kolmnurk, vektor, risttahukas, kuup,
aga ka paljud muud moéisted matemaatika teistest valdkondadest. Selleks, et opitust aru
saada ja oma teadmisi rakendada, tuleb kasutatavaid moisteid tunda. Nii néiteks saad sa
kindlasti aru lausest ,,Eksponentfunktsiooni tuletis on vordne funktsiooni enesega,” sest sa
tunned moisteid eksponentfunktsioon ja tuletis. Seevastu sa arvatavasti ei saa aru sellise
lause tahendusest: ,Mis tahes mittetiithja hulga koigi ekvivalentsusseoste hulga ja koigi

?

klassijaotuste hulga vahel on olemas loomulik {iksiithene vastavus,” sest sa voib-olla pole

veel 6ppinud moisteid ekvivalentsusseos, klassijaotus voi iiksiihene vastavus.

Nagu igapaevases motlemistegevuses, nii ka matemaatikas iildistatakse voi ahendatakse
moisteid. Moiste tildistamine tdhendab siirdumist vidhem {ildiselt madistelt iildisemale
moistele (generalisatsioon). Moiste ahendamine tihendab siirdumist iildisemalt moistelt
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véhem iildisele moistele (determinatsioon). Selliseid moistete ridu, milles méisted on ast-
meliselt tuletatavad iildistamise v6i ahendamise teel, nimetatakse loogilisteks redeliteks.
Niiteks loodusteadustes on kasutusel jargmine astmestik: riik, alamriik, h6imkond, klass,
selts, sugukond, perekond, liik, alaliik. Matemaatikas voib néitena tuua astmestiku: neli-
nurk, kumer nelinurk, roopkiilik, ristkiilik, ruut.

Ulesanne 1.1. Ahenda ja iildista jirgmisi méaisteid:

(a) kolmnurk;
(b) silinder;
(c) ratsionaalarv.

Liigitamine on teatava moéiste mahu téielik ja korrapérastatud avamine. Néaiteks kolm-
nurki voime liigitada nurkade jargi niirinurkseiks, teravnurkseiks ja taisnurkseiks. Liigi-
tades kiilgede jargi voime jaotada kolmnurki vordhaarseiks ja isekiilgseiks. Liigitus peab
toimuma iihel alusel, see tdhendab, et liigituse alus peab olema iiks ja seesama kogu liigitu-
ses, siis on ta selge ja jarjekindel ning liigituse liikmed vélistavad iiksteist. Vastasel korral
satub iiks ja sama objekt kahe v6i enama liigituse liikme alla. Liigitus peab olema ka pidev,
s.t liigituses ei tohi olla hiipet. Teaduslikku liigitust nimetatakse klassifikatsiooniks.

1.7 Defineerimine

Kui me kasutame monda mobistet ja tahame selle moiste sisu seletada ka teistele, siis
voime {iles lugeda selle moiste tunnuseid. Néiteks voime kirjeldada réopkiilikut jargnevalt:
,R00pkiilik on tasandiline kujund; hulknurk; tal on neli kiilge ja neli nurka; tema vas-
taskiiljed on paralleelsed ja vordsed; diagonaalid poolitavad teineteist; sisenurkade summa
on 360°; réopkiiliku pindala leitakse kui aluse ja korguse korrutis’ Selline kirjeldamisviis
pole aga kuigi otstarbekas, sest osa loetletud omadustest on iilejaddnutest jarelduvad. Sel-
leks, et téapselt ja lithidalt méaratleda roopkiilikut, tuleb teda defineerida, tehes seda
néiteks nii: ,,Ro6pkiilikuks nimetatakse nelinurka, mille vastaskiiljed on paralleelsed.”

Moistete médratlemist lihtsamate ja tuntumate moistete abil nimetatakse moiste defi-
neerimiseks ja moiste madratlust nimetatakse definitsiooniks.

Definitsioon peab andma tépse ja lithikese vastuse kiisimusele ,,Mida nimetatakse ...7“
voi ,,Mis on ... 7.” Selleks, et definitsioon oleks tépne, peab ta alluma jargmistele reeglitele.
Reeglite tundmine ja nendest kinnipidamine voimaldab véltida ebakorrektsust defineeri-
misel.

1. Definitsioon peab sisaldama ainult nii palju tunnuseid, et ta tépselt piiritleks
defineeritava mahu. Definitsioon ,Kolmnurk on hulknurk® on liiga lai, aga definit-
sioon ,,Kolmnurk on hulknurk, millel on kolm voérdse pikkusega kiilge“ jéllegi liiga
kitsas. (Seleta miks?) Liiga kitsas definitsioonis on liigitunnuseid rohkem kui vaja.

2. Defineeritavat moistet ei tohi defineerida defineeritava moiste enda, mone
tema stinoniiiimi voi mone sellise moiste kaudu, mis muutub moistetavaks definee-
ritava moiste abil. Seega, definitsioon ei tohi sisaldada ringi. Kui sellest reeglist ei
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peeta kinni, saame tautoloogia ehk vea ,idem per idem,” mis tdhendab iihe ja sama
sona kordumist definitsioonis.

3. Definitsioon peab olema voimaluse korral jaatav, sest eitava definitsiooni
juures jaab defineeritava sisu médramatuks. Naiteks, ,,punkt on see, millel ei ole osi
ega mingisugust suurust® voi ,.kolmnurgal ei ole neli kiilge* ei ava vastavate moistete
sisu. Eituse abil kirjeldatavaid definitsioone voib tarvitada ainult siis, kui nad eitavad
juba korrektselt defineeritud moistet.

4. Definitsioon peab olema selge ja arusaadav, see tdhendab, et definitsioonis ei
tohi kasutada kahemottelisi, metafoorseid ja segaseid véljendeid. Sellised véljendid
nagu ,16vi on loomade kuningas“ ja ,kordamine on tarkuse ema‘ ei ole definitsioonid,
aga neist voib olla abi mdistete sisu selgitamisel. Ka kuulus Hegeli poolt antud
definitsioon riigile, “Riik on maailma vaimu poliitiline ilmutis” on ebakorrektne sel
samal pohjusel.

Niisiis peab definitsioon moiste téielikult médrama. Defineerimisel naidatakse hulk, mil-
lesse defineeritav objekt kuulub, ja lisatakse tingimus, mis eristab defineeritava objekti
selle hulga koigist teistest elementidest. Néiteks roopkiiliku defineerimisel mérgitakse, et
ta kuulub nelinurkade hulka, ja lisatakse tunnus, mille poolest ta erineb koigist teistest
nelinurkadest.

Moistet, mis méarab hulga, milles defineeritav objekt sisaldub, nimetatakse soomisteks.
Tingimust, mis eraldab defineeritava objekti selle hulga teistest elementidest, nimetatakse
liigitunnuseks.

Sageli saab antud moistet mitmel viisil defineerida. Néiteks roopkiiliku defineerimisel vGib
votta soomdisteks ka hulknurga v6i koguni tasapinnalise kujundi. Seejuures tuleb vastavalt
muuta ka liigitunnust. Kuid ka siis, kui sooméisteks on véetud nelinurk, saab liigitunnust
valida mitmeti; selleks vG6ib votta néiteks vastaskiilgede vordsuse voi vastaskiilgede paral-
leelsuse.

Moisted, mida me mingi moiste defineerimisel kasutame, peavad varasemast tuntud olema.
Jéarelikult peavad need moisted olema iildjuhul ise varem defineeritud. Nii tekivad teatavad
moistete astmestikud. Nende astmestike alguses on mdisted, mis jaetakse defineerimata ja
mis on aluseks teiste moistete defineerimisel. Neid moisteid nimetatakse algméoisteteks.
Matemaatikas kasutatakse algmoistetena néiteks punkti, sirget, tasandit, ruumi, hulka,
arvu, suurust ja palju teisi.

Tidrukute pesapalli mangus on kolm kohtunikku - ks insener, teine fiisik ja kolmas
matemaatik. Viimane véistkonna mangija jouab voistkonna plaadile palliga tiheaegselt, kuid
koik kolm kohtunikku otsustavad, et voistleja on mdngust viljas. Tidruku vihane isa kiisib,
et miks kohtunikud nii otsustasid. Insenerist kohtunik vastab, ,Ta on wviljas, kuna ma
usaldan vaid seda, mis on tegelikkuses toimunud.” Fitisikust kohtunik itleb, ,Ta on viljas,
kuna ma usaldan ja kinnitan vaid seda, mida ma nden.” Matemaatik vastab, ,,Ta on viljas,
kuna mina dtlen nii.” (Oskad sa matemaatiku vaatekohta kommenteerida?)
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1.8 Teoreem ja toestus

Matemaatikas ei kontrollita toele vastavust mitte eksperimenteerimise ja mootmise abil,
vaid hoopis toestades. Teoreem (kr. theéréma — vaadeldav, uuritav véide) on lause, mille
oigsust tuleb toestada arutluse kaudu, tuginedes aksioomidele ja varem téestatud lause-
tele. Lauset, mille 6igsust ei pohjendata teiste lausete abil, nimetatakse aksioomiks (kr.
axiéma — omaksvoetud lause) ehk postulaadiks (Id. postuldtum — néutav).
Aksioomidena vaadeldakse naiteks selliseid lauseid:

(a) Igale naturaalarvule jargneb vahetult ainult iiks naturaalarv.
(b) Kaht erinevat punkti libib ainult {iks sirge.

(c) Paralleelide aksioom: véljaspool sirget olevat punkti labib ainult iiks sirge, mis
on paralleelne antud sirgega.

Ulejééinud valemid ja tulemused sonastatakse lausetena, mida nimetataksegi teoreemideks.
Kobigi teoreemide toesus voi vaarus tuleneb aluseks voetud aksioomidest. Et aksioome ei
toestata, siis tekib kiisimus, millest tuleneb nende téesus. Aksioomide toesuse iile otsus-
tame nende alusel toestatud teoreemide rakendamisel: iga teooriat kontrollib praktika.
Aksioomid on 6igupoolest vaid hiipoteesid.

Teoreem sonastatakse tavaliselt kujul: ,Kui A, siis B Teoreemi osa A, mis on seotud
sonaga kui, nimetatakse teoreemi eelduseks, ja osa B, mis on seotud sénaga siis, véiteks.
Eelduses 6eldakse, millistest objektidest on teoreemis juttu, ehk mis on antud vo6i mis on
teada. Viites 6eldakse, mis eeldusest jareldub, ehk mida on vaja toestada.

Niide 1.2. ,Kui kaks vektorit on risti, siis on nende vektorite skalaarkorrutis null Selle
teoreemi eelduseks on kahe vektori ristseis ja viiteks see, et nende vektorite skalaarkorrutis
on null.

Lithiduse mottes sonastatakse teoreeme monikord ka lihtlausetena. Vaidet , Korvunurkade
summa on 180°“ on voimalik imber sonastada liitlausena , Kui nurgad on koérvunurgad,
siis nende summa on 180°.”

Teoreemi téestamine tdhendab selle nditamist, et eeldusest A jareldub vaide B; lithemalt
A = B. Téestamisel lahtutakse aksioomidest ja varem toestatud teoreemidest.

Matemaatikas on vdidete toestamine palju rangem kus teistes distsiplitnides. Kui me nditeks
vdidame, et Juulikuus on Tartus palavad ilmad,” siis oma viimaste aastate kogemuste-
le tuginedes voime delda, et see on tosi, aga kas see tdhendab ka seda, et igal aastal on
1ga juulikuu pdev palav? Muidugi mitte! Ei ole kuigi tark tequ teha sellist kéikeholmavat
jareldust tldise ilma puudutava vdite kohta. Fiiisikud ditlevad, et ,Kui keha lastakse lahti
maapinna lihedal, siis langeb see keha kiirendusega 9,8 m/s? .“ See lause on juba suu-
rema toendosusega oige vorreldes Tartus juulikuist ilma puudutava lausega, aga ka see
fitisika reegel ei ole absoluutselt korrektne. Esiteks, suurus 9,8 on saadud timardades. Tei-
seks, sona ldhedal® on vaga ebamddrane. Galaktika modtmetes on ka Kuu Maale ldhedal,
aga see ei ole see sama Lldhedal“ olemine, mida meie siin silmas peame. Me voiksime

Eukleides (u 325
eKr-270 eKr). Te-
ma 13 raamatu-

st koosnev teos
»,Elemendid* pani
aluse Eukleidilise-
le geomeetriale.
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taipsustada oeldes, et lihedal® tahendab ,,100 meetri korgusel maapinnast,” aga isegi sel-
lise tapsustusega on probleem. Nimelt on isegi 100 meetri korgusel oleva keha gravitatsioo-
nijoud pisut vaiksem kui maapinnal oleval kehal. Ja ka maapinnal pole gravitatsioon iihe
ja sama suurusega: Fveresti mde otsas on gravitatsioon vdiksem kui merepinnal!

Et teoreemid toestatakse loogilise arutlusega, siis tuleb uurida veel loogikat — Spetust
oigest motlemisest. Ka loogikas eraldatakse vélja aksioomid — 6ige métlemise pohiseadused.

Seega enamus lauseid, mida me igapédevaselt iitleme ja vdidame ning usume tdesed ole-
vat, ei pruugi olla tdesed absoluutselt ja universaalselt. Matemaatikas aga s6na ,toene“
tdhendab absoluutset, ilma igasuguste tingimusteta voi erijuhtudeta toeseks olemist.

Vaatame néitena Pythagorase teoreemi, mis véidab, et kui a ja b on téisnurkse kolmnurga
kaks kaatetit ja ¢ on sama kolmnurga hiipotenuus, siis kehtib vordus a? + b = ¢2.

Loomulikult on see viide ilma igasuguste eranditeta toene! Me teame seda sellepéarast, et
sellele teoreemile on olemas toestus (tegelikult palju erinevaid toestusi). Sa void muidugi
kiisida ja imestada, et kas see teoreem ikka toesti kehtib, joonistades tédisnurkse kolm-
nurga paberile ja modtes kiilgede pikkused tuhandiku millimeetri tdpsuseni. Ilmneb, et
Pythagorase teoreem sinu joonise puhul ei kehti, sest see kolmnurk, mille sa joonistasid ei

ole tdpne tdisnurkne kolmnurk! Joonistamine on matemaatikas oluline abivahend vastava

kontseptsiooni moistmisel, aga tegelikult pole see muud kui vaid visand ehk tint paberil.
,Loeline“ taisnurkne kolmnurk saab vaid meie motetes eksisteerida.

Pythagoras (u
570 eKr-490 eKr)

Insener, fiitisik ja matemaatik séidavad rongiga libi Sotimaa. Jirsku méirkavad nad mdekiiljel
musti lambaid. ,Vaadake,“ hiitiab insener. ,,gotz'maa selles osas on mustad lambad!“ ,Téesti-
toesti, “ ndhvab fiisik vastu. ,Sa ei tohiks nii kiiresti jdreldusi teha. Koik, mis me delda
saame on see, et moned lambad Sotimaa selles osas on mustad.* ,Nojah, ihe kiilje poole

pealt kill, “ pomiseb matemaatik oma nina alla.

Vahetades lauses ,,Kui A, siis B“ eelduse ja viite, saame lause , Kui B, siis A.” Seda lauset
nimetatakse antud lause ptordlauseks. Kui lause kehtib, siis selle lause poordlause ei
pruugi kehtida.

Niide 1.3. Lause ,,Kui arv 16peb nulliga, siis ta jagub viiega“ kehtib. Selle lause p66rdlause
,Kui arv jagub viiega, siis ta 1opeb nulliga® ei kehti. Kui votame aga néaiteks lause ,Kui
kolmnurga kiiljed on vordsed, siis on ta nurgad vordsed“ ja moodustame podrdlause ,,Kui
kolmnurga nurgad on vordsed, siis ta kiiljed on vordsed,” siis kehtivad nii lause kui ka
tema poordlause.

Asendades lauses ,Kui A, siis B“ eelduse ja viite nende eitustega (siimbolid = A ja —B),
saame lause ,,Kui —A, siis = B.” Nii moodustatud lauset nimetatakse antud lause vastand-
lauseks. Jillegi, antud lause kehtivusest ei jareldu tema vastandlause kehtivus.

Nidide 1.4. Lause ,Kui kujund on kolmnurk, siis ta on hulknurk“ kehtib. Selle lause
vastandlause on ,Kui kujund ei ole kolmnurk, siis ta ei ole hulknurk.” See lause ei ole
toene (naiteks nelinurk ei ole kolmnurk, aga hulknurk on ta ikkagi). Lause ,Kui arv jagub
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iiheksaga, siis ta ristsumma jagub iiheksaga“ vastandlause on ,Kui arv ei jagu tiheksaga,
siis ta ristsumma ei jagu iiheksaga.” Need laused on moélemad tdesed.

Kui vahetada lauses ,,Kui A, siis B“ eeldus ja vaide ning asendada nende eitustega, saame
lause ,Kui =B, siis = A.” Seda lauset nimetatakse antud lause podrdvastandlauseks. An-
tud lause kehtivusest jareldub alati selle lause poordvastandlause kehtivus ning vastupidi.
Siimboleis: Kui A, siis B < Kui —B, siis =A. Oeldakse ka, et need laused on loogiliselt
samavéaarsed.

Lausetega ning nende p6ord-, vastand- ja poordvastandlausetega tegeleme lahemalt jargmises
lausearvutuse peatiikis.

Lauses jareldub véide eeldusest. Sel juhul 6eldakse, et eeldus on piisav véite toestuseks.
Kui kehtib lause poordlause, siis jareldub véitest eeldus. Sel juhul Geldakse, et eeldus on
tarvilik véite toestuseks. Kui koos lausega kehtib ka poordlause, siis voetakse tavaliselt
need laused kokku iiheks lauseks, kasutades iihte véljenditest ,on tarvilik ja piisav,” ,siis
ja ainult siis,” ,parajasti siis, kui.”

Nidide 1.5. ,Selleks, et arv jaguks viiega, on tarvilik ja piisav, et ta 1opeb nulliga voi
viiega.” ,Arv jagub viiega siis ja ainult siis, kui ta lopeb nulliga voi viiega.” ,Arv jagub
viiega parajasti siis, kui ta 16peb nulliga voi viiega.”

Sellised laused esitavad nn tarvilikke ja piisavaid tingimusi. Et korraga kehtivad nii A = B
kui ka B = A, siis v6ib seda mérkida ka nii: A < B. Tarvilikke ja piisavaid tingimusi
toestades toestatakse eraldi tarvilikkus ja piisavus.

Kui moiste definitsioonis sisalduv liigitunnus on tarvilik ja piisav tingimus selleks, et
soomoistega méadratud hulga element on defineeritav objekt, siis saab nditeks lause, mis
sisaldab tarvilikku ja piisavat tingimust, iimber sonastada uuritava moiste uueks definit-
siooniks. Moiste senine definitsioon muutub siis lauseks, mis sisaldab tarvilikku ja piisavat
tingimust.

Niide 1.6. Definitsioon. Roopkiilikuks nimetatakse nelinurka, mille diagonaalid poo-
litavad teineteist. Lause. Nelinurk on ré6pkiilik siis ja ainult siis, kui ta vastaskiiljed on
paralleelsed.

Mérk [0 voi B tdhistab tavaliselt teoreemi toestuse 16ppu.

Moned laused on huvitavamad ja tdhtsamad kui teised. Seetottu kasutavad matemaatikud
sona ,lause“ asemel akadeemilises tekstis ka teisi alternatiivseid véljendeid:

e Teoreem (ingl Theorem) on akadeemilises tekstis koige tdhtsam voi {ildistavam
lause.

e Lause (ingl Proposition) on viide, mis on viiksema téhtsusega kui teoreem.

e Lemma (ingl Lemma) on abitulemus, mille eesméargiks on anda iseseiseva tahtsusega
vahetulemus, mille abil tdhtsamat teoreemi tdestada. Mdnedel teoreemidel on viga
keerulised ja pikad toestused, mis jagatakse osadeks ehk tiikkideks. Lemma v&ibki
olla iiks selline osa voi vahend, mille abil keerulisemat teoreemi téestada.
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e Jireldus (ingl Corollary) on lithikese ja lihtsa toestusega tulemus, mille toestuse
olulisemaks osaks on eelnevalt toestatud teoreem voi lause.

Mbonedes tekstides kasutatakse ka jargmisi nimetusi vahetulemuste véljatoomiseks:

e Viide (ingl Claim) on sarnane lemmale, s.t esineb pikema teoreemi tGestuses ja aitab
organiseerida toestuses vajaminevaid samme. V6ib sisaldada vaid vastava teoreemi
toestuse seisukohalt olulisi termineid.

e Fakt (ingl Fact) on viga viikese tahtsusega abitulemus.

1.9 Siimbolitest ja matemaatika 6igekirjutamisest

Kuigi matemaatika on siimbolitele orienteeritud Gppeaine, sisaldab matemaatiline tekst
stimbolite korval ka sonu. Jargnevalt vaatame iildtuntud soovitusi matemaatilise teksti
kirjutamisel:

1. Ara alusta siimboli, valemi v6i avaldisega. Matemaatilise teksti kirjutamine
jargib samu reegleid kui tavalise eestikeelse teksti kirjutamine. Naiteks peab lause
alati algama suure tdhega. Kui lause algab vorrandiga voi slimboliga, tundub see
suure algustdhe puudumise tottu ebatéiuslik. Samuti on lauset kergem lugeda, kui
see algab sonaga.

Niide. Selle asemel, et kirjutada: 22 — 6z + 8 = 0 on kaks erinevat reaalarvulist
lahendsit.

Kirjuta: Vorrandil z? — 6x 4+ 8 = 0 on kaks erinevat reaalarvulist lahendit.

2. Eralda samasse loetelusse mittekuuluvad siimbolid sonadega. Ei ole soo-
vitatav kirjutada kahte matemaatilist avaldist voi siimbolit korvuti, kui nad ei
kuulu samasse loetelusse. Selleks, et teha lause paremini loetavaks ning kergemi-
ni moistetavamaks, peaks taolised siimbolid sobiva sonaga eraldatud olema.

Niide. Lause: Lisaks arvule a, b on samuti vorrandi (z — a)(x — b) = 0 lahendiks.

Oleks palju selgem, kui lause kirjutada kujul: Lisaks arvule a on arv b samuti
vorrandi (x — a)(xz — b) = 0 lahendiks.

3. Ara iihenda omavahel sénu ja siimboleid.

Niide. Selle asemel, et kirjutada: Iga tdisarv > 2 on kas algarv véi kordarv.

Kirjuta: Iga arvust kaks suurem voi vordne tdisarv on kas algarv voi kordarv.

4. Matemaatilistele siimbolitele ei lisata kddndeloppe. Niiteks, kirjuta pideva
funktsiooniga f, mitte pideva f-ga.

5. Kirjuta arv vilja sonadega, kui see kirjeldab nimiséna, kui arv on viike
voi kergesti sonadega kirjeldatav. Arvulise viidrtuse kirjeldamiseks kasuta
numbreid.
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Niide. Leidub tépselt kaks 4. jarku rithma.
Miljon eestlast ei saa koik korraga eksida.
Arvust 101 vaiksemaid positiivseid arve on 100.
Uhe pileti void mulle ka anda!

6. Jilgi, et valemite jirel on punktid ja komad nii nagu vaja.

7. Vildi professionaalses matemaatilises tekstis siimboleid =, V, 4, ., vilja
arvatud kui kirjutad matemaatilise loogika tehteid. Antud siimbolid on lithenditeks
jargmistele véljenditele: = kui ..., siis, ¥V iga, 3 leidub, .. jdrelikult, seega. Nende
stimbolite teadmine tuleb kasuks, kui on vaja kiirelt loengus mérkmeid teha voi,
kui visandad teoreemile selle tdestuse esimesi versioone. Paljud matemaatikud aga
véldivad neid siimboleid oma 16plikus professionaalses tekstis.

Ulesanne 1.7. Kirjuta jargmised laused korrektselt iimber. Millist stiilireeglit on rikutud?
(a) Liites 23-e ja 45-e, saame vastuseks kakskiimmend kuus.
(b) Olgu z positiivne reaalarv. x voib olla ka < —1. x = 0 on ka sobiv.

)
)
(c) On olemas 3 sorti inimesi need, kes ei oska arvutada ja need, kes oskavad.
(d) Vérrandi 2?2 = 36 lahendamiseks / molemaid pooli.

)

(e) f(x) = 2% ja g(x) = 3z + 4 tihendab f(z) = g(v) = v = 4.



12

PEATUKK 1. SISSEJUHATUS



Matemaatilise loogika alused

k% %k

Eksimine on inimlik, kuid

eksimuses kangekaelselt piisimine

on rumal — ladinakeelne vanasona

2.1 Matemaatiline loogika . . . . . . .. ... o oL 13
2.2 Lausearvutuse pohimdisted . . . . . . . .. ... oL 15
2.3 Predikaadid ja kvantorid . . . . . .. ... oo oL 16
2.4 Lausearvutuse tehted . . . . . . . . . ... 17
2.5 Lausearvutuse valemid . . . . . . . ... . ... ... ... ... 19
2.6 Valemi toevaartuse leidmine . . . . . . . . . . ... 21
2.7 Valemite omadused . . . . . . . . . ... 22
2.8 Jareldumine . . . . . . ... 24
2.9 SamavaAArsus . . . . . ... e 27
2.10 Valemite teisendamine . . . . . . . . . . . . ... 30
2.11 Taielik disjunktiivne normaalkuju. . . . . . . .. .. .. .. ... 32

2.1 Matemaatiline loogika

Loogika (kreeka keeles, logiké techne — mdtlemiskunst, logos — sona, mdiste, moistus)
on teadus digest motlemisest, selle vormidest ja struktuuridest.

Antiik-Kreeka motlejat Aristotelest peetakse loogikateaduse rajajaks. Kindlasti tunti ja
kasutati moningaid loogikareegleid juba enne Aristotelest, kuid Aristoteles oli esimene,
kes rajas loogika stisteemse teadusena. Sona ,loogika” parineb samuti kreeka keelest, kuid

Aristoteles ise oma opetust veel selle nimega ei kutsunud. Aristotelese loogikat ning selle
edasiarendusi tuntakse ka nime all traditsiooniline loogika. 19. sajandi teisel poolel hakkas

Aristoteles (u 384
eKr-322 eKr)

arenema kaasaegne loogika, mis tunneb rohkem loogikareegleid kui Aristotelese loogika.
Kaasaegset loogikat tuntakse ka nime all matemaatiline loogika.

13
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Matemaatiline loogika on loogika haru, milles loogikaprobleemide késitlemiseks kasuta-
takse matemaatilisi meetodeid. Kirjeldades mingi valdkonna moisteid ja véiteid, tuuakse
sisse formaliseeritud keel, mis on matemaatiliseks uurimiseks piisavalt tdpne, ithemotteline
ja lihtne.

Seejuures tehakse vahet keele siintaktilistel aspektidel, mis késitlevad objekte kui teatava-
te reeglite jargi koostatud stimbolite jarjendeid, ning semantilistel aspektidel, mis annavad
stintaktilistele objektidele interpretatsiooni ehk ,tdhenduse®. Tanaseks on matemaatiline
loogika jagunenud paljudeks harudeks. Et aga matemaatilises loogikas kasutatavad for-
maliseeritud keeled on osutunud véga sobivaks programmide koostamise ja analiiiisimise
juures, siis on kogu valdkonna areng iiha tihedamini seotud arvutiteadusega.

Traditsioonilise loogika aluseks on métlemisseadused, mida kutsutakse ka loogika ak-
sioomideks. Motlemisseadusteks nimetame niisuguseid seadusi, millele peab alluma meie
motlemine, et ta oleks loogiline ehk toelevastav. Aristoteles sonastas kolm motlemisseadust:
samasuse seaduse, vasturddkivuste lubamatuse seaduse ja vélistatud kolmanda seaduse.
G. W. Leibniz lisas neile neljanda — kiillaldase aluse seaduse.

1. Samasuse seadus véaidab, et iga mdiste voi viide peab lihe arutluse kestel jadma
samaks. Selle seaduse rikkumine pohjustab asjatuid vaidlusi, mille kohta vanasonagi
iitleb: ,,Uks rdsgib aiast ja teine aiaaugust Matemaatikas on oluline jélgida, et
moisted, mida me arutluses kasutame, ei muutuks oma sisult arutluse kéigus, vaid
me kasutaksime iihte moistet ainult {ihes tdhenduses. Véimaluse piires tuleb valtida
sigapaeva konekeelt“, sest konekeelele on omane mitmetidhenduslikkus.

2. Vasturidikivuse lubamatuse seadus iitleb, et kaks teineteist eitavat lauset ei saa
olla toesed liheaegselt. Naiteks ei saa fikseeritud kordajatega ruutvorrandi diskri-
minant olla samaaegselt negatiivne ja mittenegatiivne, voi iiks ja sama naturaalarv
itheaegselt algarv ja kordarv. Kui mingi arutluse tulemusena oleme jéudnud selleni,
et kehtivad korraga kaks teineteisele vasturddkivat lauset, siis on ilmselt arutluses
tehtud viga. Kui viga on lihtne, siis saame ta holpsasti parandada. Kui viga on
keerulisem ja peidetud, voib vea tekkepohjuste uurimine pakkuda t66d matemaati-
kutele, loogikutele ja filosoofidele aastakiimneteks voi isegi sajanditeks. Selliseid vigu
nimetatakse paradoksideks ehk antinoomiateks ning sofismideks.

3. Vilistatud kolmanda seadus iitleb, et kahest teineteisele vasturddkivast viitest
on Uks toene ja teine véar; kolmandat voimalust ei ole. Seega kaks arvu voivad olla
vordsed voi mittevordsed; loomad voivad olla selgroolised voi selgrootud, mingit
kolmandat voimalust olla ei saa (tetrium non datur).

4. Kiillaldase aluse seadus deklareerib, et igal otsustusel ning mottel peab olema
kindel alus, ehk iga vaidet on vaja pohjendada mingi teise véiitega, mille toesus
on kontrollitud. Néiteks, kui védidame, et trapetsi keskldik on paralleelne trapetsi
alustega ja vordub aluste poolsummaga, siis tuleb seda vaidet pohjendada toestamise
teel.

Matemaatilise loogika aluse moodustavad lausearvutus ja predikaatarvutus. Lausearvu-
tuse eesmérk on uurida lausete omavahelist kombineerumist liitlauseks, néiteks kuidas
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tekkinud liitlause toevéartus soltub komponentlausete téevairtusest. Predikaatarvutus on
lausearvutuse tldistus, kus fikseeritud toevidrtusega lausete asemel vaadeldakse selliseid
lauseid, mille téevaartus voib soltuda argumentide véartustest (néiteks laused ,2x + 3 =
11”7 ja ,x on algarv®).

2.2 Lausearvutuse pohimoisted

Lausearvutuse pohiliseks uuritavaks objektiks on lause, mis voib parineda {ikskdik millisest

valdkonnast. Siiski, mitte iga keeleliselt korrektne lause ei ole matemaatilise loogika lause.

Definitsioon 2.1

Matemaatilises loogikas nimetatakse lauseks (ingl proposition) ainult niisugust
véljendit (véidet, konekeele lauset), mille korral saab riadakida selle sisu vastavusest
vOi mittevastavusest tegelikkusele.

Kui lause sisu vastab tegelikkusele, siis nimetatakse seda lauset téeseks. Kui aga lause
sisu ei vasta tegelikkusele, siis nimetatakse seda lauset viiraks. Seega on oluline, et
igale lausele saab vastavusse seada tema téevidirtuse, mis kirjeldab lause tegelikkusele
vastavuse madra. Eeldame, et

e iga lause on kas tdene voi védr (vilistatud kolmanda seadus);
e iikski lause ei ole korraga toene ja véir (mittevasturadkivuse seadus).

Seega vaatleme ainult niisugused lauseid, mis midagi védidavad, kusjuures igal viitel on
olemas ithene toevaartus.

Néiteks laused ,,Abruka on iiks Eesti saartest“ ja ,Arv 19 on algarv“ on toesed, aga laused
,2Hobune on kodulind“, ,Kuu on iiks suur kollane juustukera®“ ja ,25 > 50“ on véarad.
Lausete ,,Kas sul on iPad?“, ,,Tere paevast!“ ja ,,x > 0“ kohta ei oska me 6elda, kas nad on
toesed voi vadrad (viimasel juhul on téesuse médramiseks vaja teada muutuja x vééartust
arvuliselt). Vélistatud kolmanda seaduse noudel jéddavad korvale koik kiisilaused ja paljud
hiitidlaused, samuti koik kdsud ning mottetud sonaiithendid. Mittevasturdédkivuse seadus
véilistab mitmesugused paradoksid, naiteks ,See lause siin on vaar” voi ,Ma valetan prae-
gu®, sest selliste vaidete toeviartust pole voimalik iheselt méaérata.

Kui lause on toene, siis 6eldakse, et selle toevadrtus on ¢, ning kui lause on véér, siis selle
toevadrtus on v. Kasutatakse ka tahti ¢ ja f (inglise keeles true, false) voi numbreid 1 ja
0.

Lausearvutuse eesmérk ei ole uurida lausete sisulist tdhendust, vaid antud lausetest uute
lausete moodustamist. Loogiliste tehete abil saab lausetest moodustada liitlauseid. Lau-
seid, millest liitlause moodustatakse, nimetatakse komponentlauseteks (lihtlauseteks).
Liitlause nagu iga komponentlausegi, voib olla kas toene voi véar, kusjuures liitlause
toevadrtus soltub ainult komponentlausete toevairtustest. Liitlausete moodustamiseks
tuuakse sisse tdhised komponentlausete ja seoste mérkimiseks ning pannakse vaadeldav
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lause kirja stimbolkujul. Komponentlausete tédhistamiseks kasutame suuri ladina téhti
X, Y, Z jne, mida nimetame lausemuutujateks, grammatilistele seostele aga vasta-
vad lausearvutuse tehted. Kahte lauset, mis on sisu poolest identsed, aga vormilt erine-
vad, loetakse vordseteks ja tédhistatakse {ihe ja sama tédhega. Naiteks laused , Tédisnurkse
kolmnurga korgus on selle kolmnurga kaatetite projektsioonide geomeetriline keskmine®
ja ,,Taisnurkse kolmnurga kérguse ruut vordub selle kolmnurga kaatetite projektsiooni-
de korrutisega“ véljendavad iiht ja sama tosiasja, on oma sisult vordsed ja me voime
neid tdhistada iihe ja sama tdhega. Sisu poolest erinevaid lauseid tédhistatakse erinevate
tahtedega.

2.3 Predikaadid ja kvantorid

Predikaadid on lausearvutuse lausete iildistused, kus fikseeritud toevéartusega lausete ase-

mel vaadeldakse selliseid lauseid, mille toevaartus voib séltuda argumentide vaartustest.
Definitsioon 2.2

Predikaat (ingl predicate) on lause, mis sisaldab vihemalt {ihte muutujat ja millele
saab omistada toevaartuse niipea, kui muutuja(te)le on omistatud véértus(ed).

Ndide 2.3. Olgu muutujate hulgaks M naturaalarvude hulk ja predikaadiks P(n) :
“n on algarv”, siis kehtib, et P(1) on véaér, P(2) on toene, P(3) on tdene, P(4) on véir
jne.

Niide 2.4. Olgu muutujate hulgaks M koigi Euroopa Liidu riikide hulk ja predikaadiks
R(z,y) : “Riikidel  ja y on iihine maismaapiir”, siis kehtib, et R(Eesti, Liti) on toene ja
R(Saksamaa, Poola) on toene, aga R(Rootsi, Hispaania) on véar.

Teine viis, kuidas saada predikaatidest lausearvutuse laused, on lisada nende ette kvanto-
rid. Kui P(x) on predikaat, siis 3z, P(x).

Paljudes matemaatika lausetes (teoreemides!) esinevad sonad ,koik,” ,iga,” ,leidub,” ,ek-
sisteerib,” ,on olemas,” ,vdhemalt liks.“ Néiteks, ,,Koik arvud jaguvad kahega,” ,,On ole-
mas lineaarseid funktsioone,” ,,Vihemalt iiks algarv on paarisarv,” jne.

Osa neist lausetest on toesed, osa vidrad. Selliste lausete kirjutamisel kasutatakse loogi-
kas kahte mérki. Uks neist on olemasolu kvantor 3 (loetakse ,leidub“), teine iildisuse
kvantor V (loetakse ,iga“). Need siimbolid kujutavad endast saksakeelsete sonade ,,Existi-
eren” ja ,,Alle” iimberpooratud esitdhti. Kvantori mérgi taha tuleb alati kirjutada muutuja,
millele see kvantor rakendub.

Kuidas siis neid siimboleid kasutatakse? Néiteks, kirjutusviis Vo € R, z2+1 > 0 tahendab
iga reaalarvulise z korral on x? + 1 suurem nullist. Selle lause iildise kuju Vz P(x) vdib
kirja panna selliselt: ,Mis tahes objekti voi indiviidi = korral (antud objektide voi indivii-
dide hulgast) on lause P(x) toene.
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Kirjutusviis 3z, z3 — 27 = 0 tdhendab ,leidub z, mille korral z3 — 27 = 0. Uldkujul siin
Jz P(z) tahistab lauset ,leidub x, mille korral kehtib P(x)” ehk ,vdhemalt iihel objektil
on omadus P”. S6na leiduma ei tdhenda siin seda, et leidub iiks ja ainult iiks objekt, mis
rahuldab antud tingimust, vaid et leidub vdhemalt iiks objekt (s.t voib leiduda ka mitu),
mis rahuldavad antud tingimust.

Kui lauses kasutatakse iildisuse kvantorit, siis selle lausega véidetakse midagi koigi antud
liiki objektide kohta ja seetottu peab neid vaiteid toestama ka iildkujul. Seevastu lause
imberliikkeks piisab iihest kontranaitest. Naiteks, Pierre Fermat’ esitas hiipoteesi, et iga
naturaalarvu n korral 22" +1 on algarv. Hiipotees peab paika n = 0, 1,2, 3 ja 4 korral, aga
n = 5 korral néitas Leonhard Fuler, et saadud arv jagub arvuga 641. Sellega oli hiipotees
imber liikkatud.

Kvantoreid V ja 3 voib omavahel kombineerida. Néiteks, Vo € R 3y € R, = < y tdhistab
lauset ,iga reaalarvu x korral leidub reaalarv y selliselt, et x < y”, mille me koik teame
oige olevat. Eelnevas lauses aga kvantorid dra vahetades, saame vaéra lause dx € R Vy €
R, = < y, mida loetakse ,leidub reaalarv x nii, et iga reaalarvu y korral z < y”. Motle

viimasele lausele ise kontranaide!

Samuti voib kvantori mérgi alla votta rohkem kui ithe muutuja. Néiteks dz,y, z +y =5
tahistab lauset ,leiduvad arvud z ja g, mille korral kehtib x +y = 5”. Vahetades olemasolu
kvantori iildisuse kvantori vastu, saame aga vale vaite Vx,y, x+y = 5 ehk ,koikide arvude
x ja y korral kehtib = + y = 5”. Sarnaselt véime moodustada laused Vx Jy, = + y = 5 voi
Jz Yy, © +y = 5. Jéllegi on iiks nendest lausetest toene (milline?) ja teine véér. Seega
iildjuhul laused

Vo Jy, P(z,y) ja Iz Vy, P(z,y)

ei ole samavaarsed.

2.4 Lausearvutuse tehted

e Eitus (ingl negation, mark —) on loogiline tehe, mida rakendatakse ainult iihele
lausele. Igapédevakeeles véljendab eitus lause mittekehtimist, néiteks ,,Sidrun ei ole
hapu*. Selle lause véib kirja panna valemiga —A, kus A = ,Sidrun on hapu®

e Konjunktsiooni (ingl conjunction, mérk A) keeleliseks vasteks on sonad ,ja* voi
Lning®. Tehtemérgina kasutatakse kirjanduses ka stimbolit &. Néiteks ,,Puhub tuul
ja sajab vihma*“ on valemkujul kirjutatuna A A B, kus A = “Puhub tuul® ning B =
“Sajab vihma“. Konjunktsiooni nimetatakse vahel ka loogiliseks korrutiseks.

e Disjunktsioon (ingl disjunction, méark V) véljendab seost ,v6i“. Néiteks ,Helen
laulab v6i Mart laulab“ on valemkujul A vV B. Sidesona ,,v6i“ kasutatakse siin mit-
tevélistavas tdhenduses: ,Kas A voi B voi molemad®. Igapédevases keeles on kéibel ka
valistav ,,voi“: ,Kas A voi B, aga mitte molemad®, néiteks ,Ma kiilvan pollule rukist
voi panen pollule kartulid®. Disjunktsiooni all moéistame mittevalistavat ,,void*.
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e Implikatsioon (ingl implication, méirk =) véljendab tingimuslikku konstruktsiooni
Hkui ..., siis ... Naiteks ,,Kui Sven terve aasta korralikult 6pib, siis suudab ta ke-
vadel eksamid holpsasti dra teha“ voi ,,Kui kehtib teoreem A, siis kehtib teoreem B*.
Molemad laused vGib kirja panna valemiga A = B. Implikatsiooni saab sonastada
mitmel eri viisil. Naiteks:

. Kui on A, siis on B.

. Viitest A jareldub B.

1

2

3. A on B piisav tingimus.
4. B on A tarvilik tingimus.
5

. A on ainult siis, kui on B.

NB! Implikatsioon ei ole kommutatiivne tehe. Hoolikalt tuleb jalgida, milline avaldis on
kirjutatud mérgist = vasakule poole, milline avaldis aga paremale poole.

e Ekvivalents (ingl biconditional, méark <) tdhendab matemaatikas sagedasti kasu-
tatavat seost ,parajasti siis, kui“ ehk ,siis ja ainult siis, kui“ ehk ,on ekvivalentne
sellega et“. Niiteks lause ,arv r on ratsionaalarv parajasti siis, kui r esitub kas lopliku
voi (1opmatu) perioodilise kiitmnendmurruna“ on valemkujul A < B.

Lausearvutuse tehete prioriteedid voimaldavad vidhendada valemites kasutatavate sul-
gude arvu. Koéige korgema prioriteediga on eitusetehe ja kéige madalama prioriteediga
ekvivalentsitehe. Teiste tehete prioriteet ehk tugevusjéirjekord fikseeritakse nii, et see ka-
haneb jargmises tehete loetelus vasakult paremale:

- ANV =&

Olles seega piiritlenud lausearvutuse tehted, voime niitid koostada lihtsamatest lausetest
keerulisemaid, ithendades neid omavahel lausearvutuse tehete abil. Naiteks saame moo-
dustada lause

(A< B)=(AANC))V-B.
Niisugustes operatsioonides eeldame endiselt jargmiste tingimuste téidetust:

e tehteid voib teostada iikskoik milliste lausetega (sisulist seost nende vahel ei nouta);

e tehte tulemusena saadud lause toevaartus soltub ainult komponentlausete téevairtustest,
mitte nende sisust.

Nendest tingimustest jareldub vahetult, et lausetega tehete sooritamisel on oluline mitte
lausete sisu, vaid téevadrtus. Lausearvutuse iiks pohilisi iilesandeid ongi liitlause toevéaartuse

leidmine.

Uurime niitid, kuidas toimub kvantoriga lausete eitamine.
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Definitsioon 2.5: Kvantoriga lause eitamise reeglid

1. lause "Jx P(x)” eitus on "V - P(x)”;

2. lause "Vx P(z)” eitus on "Iz = P(x)”.

Mitme kvantori puhul toimime analoogiliselt. Naiteks, valemi Va Jy P(x,y) eitus on
~(Vo Jy P(z,y))

on teise reegli tottu
Jz ~(3y P(z,y))

ja esimese reegli tottu
dz Vy - P(x,y).

Sarnaselt saame, et valemi Va Jy P(x,y) eitus on Jx Yy ~P(z,y).
Niide 2.6.

1. Olgu antud lause ,Mitte koik naturaalarvud ei ole algarvud.“ Samamoodi on véimalik
teine lause timber sonastada 6Geldes ,Leidub naturaalarv, mis ei ole algarv* ehk
siimbolites 3z € N, —=(x on algarv). Teisisonu, leidub naturaalarv, mis pole algarv.

2. Olgu antud lause ,Leidub reaalarv z selliselt, et 22 = 3% Téhistades P(z) : 22 = 3,
saame lause kirjutada kujul 3z € R, P(z). See on toene lause, sest niiteks z = v/3
rahuldab antud tingimust. Eituseks on lause ,Iga reaalarvu z korral 22 # 3,” mis on

vaar.

3. Vaatame niiiid lauset ,Iga kahe reaalarvu z ja y korral 2 +y? > 0“ ehk siimbolkujul
Vz € R, Yy € R, P(x,y), kus P(z,y) tihistab viidet 22 + y? > 0. See on toene
lause. Tema eitus ,Leiduvad reaalarvud z ja y nii, et 2% + y> < 0“ on aga selgelt

vaar.

4. Lause ,Iga positiivse ratsionaalarvu a jaoks leidub positiivne ratsionaalarv b nii, et
ab = 1“ on téene. Moodustame tema eituse: ,Leidub positiivne ratsionaalarv a nii,
et iga ratsionaalarvu b korral ab # 1,” mis on véér. Miks?

Niide 2.7. Lause ,,Koikide taisarvude a ja b korral, kui korrutis ab on paarisarv, siis a
on paarisarv voi b on paarisarv.“ eitus oleks jargmine: ,Leiduvad sellised tdisarvud a ja b,
mille korral ab on paarisarv ja a ning b on mdlemad paaritud arvud.”

Proovi selle néite esialgne lause ja tema eitus kirja panna kvantoreid kasutades.

2.5 Lausearvutuse valemid

Kirjutades laused iiles siimbolkujul, saamegi lausearvutuse valemid. Kui see on tehtud,
siis voime edasise uurimise aluseks votta valemid ja jatta korvale laused, millest need vale-
mid saadi. Téapse eeskirja valemite kirjapanemiseks mééarab kindlaks jargmine definitsioon.
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Definitsioon 2.8

Lausearvutuse valemid (ingl propositional formula) on parajasti need, mida saab

koostada jéargmiste reeglite abil:
1. iga lausemuutuja on lausearvutuse valem;
2. toevadrtused t ja v on valemid;
3. kui F on lausearvutuse valem, siis ka =F on lausearvutuse valem;

4. kui F ja G on lausearvutuse valemid, siis ka FAG, FVG, F=GjaF <G
on lausearvutuse valemid;

5. kui F on lausearvutuse valem, siis ka (F) on lausearvutuse valem.

Naiteks kirjutis (A V B) A (C = D) on valem, kui A, B,C, D on valemid.

Definitsioonist jareldub, et valem saab soltuda I6plikust arvust muutujatest ning on antud
eeskiri, kuidas lihtsamatest valemitest saab jark-jargult moodustada keerulisemaid. Niisu-
gust tiliipi definitsioonid esinevad loogikas iisna sageli, neid nimetatakse induktiivseteks,
sest vormi poolest meenutavad nad matemaatilise induktsiooni printsiipi. Tingimused 1)
ja 2) kujutavad seejuures induktsiooni baasi, tingimused 3), 4) ja 5) aga induktsiooni sam-
mu (induktsioonist radgime ldhemalt paragrahvis 4.2).

Léhtudes lausemuutujatest, saame koostada valemid, mis sisaldavad iihte lausearvutuse
tehet; lahtudes lausemuutujatest ja iihe tehtega valemitest, saame koostada kahe tehtega
valemid jne. Koiki antud valemi konstrueerimise kiigus tekkinud valemeid nimetatakse
selle valemi osavalemiteks, konstrueerimise viimasel sammul kasutatud tehet aga va-
lemi peatehteks. Kui lauses on mitu erinevat loogikatehet, siis tuleb arvestada sulgu-
dega ja tehete jarjekorraga (tuleta meelde: koigepealt eitused, siis konjunktsioonid, siis
disjunktsioonid, seejéirel implikatsioonid ja ekvivalents). Kui mitme litkme konjunktsioo-
nis voi disjunktsioonis sooritatakse tehteid vasakult paremale, siis voib tehete jarjekorda
tapsustavatest sulgudest loobuda. Samuti véib valemi véalimised sulud &dra jatta.

Niide 2.9. Olgu antud valem
(((X/\ V)N (Z = -X)) & (YvX)).

Lausemuutujad X, Y, Z on lausearvutuse valemid definitsiooni esimese punkti pohjal. Kol-
manda punkti pohjal on lausearvutuse valemid ka néiteks =X ja =Y ning neljanda punkti
pohjal YV X. Edasi on lausearvutuse valemid X A—Y, Z = =X ja (X A-Y)A (Z = —-X)
ning samuti ((X A =Y) A (Z = —-X)) < (Y V X). Viimase valemi peatehe on < ja tema
osavalemid on parajasti koik loetletud valemid.

Niide 2.10. Vaatleme taas valemit

(((X A=Y)A(Z = —X)) < (Y V X)).
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Jéattes dra véalimised sulud, saame
(XA-Y)AN(Z=-X)) < (YVX).

Tehete prioriteete arvestades voime loobuda sulgudest imber valemi peatehte kummagi
poole:
(XAY)N(Z=-X)eYVX

Samuti pole tarvis ka esimesi sulge:
XAN-YAN(Z=-X)eYVX

Kokkuvottes on valem omandanud hoopis iilevaatlikuma kuju.

2.6 Valemi toevaartuse leidmine

Iga lausemuutuja voib olla kas toene voi vaar. Kui naiteks muutuja X on tdene, siis kir-
jutame X = 1 voi X = ¢, vastasel korral, kui muutuja X on véar, kirjutame X = 0
voi X = v. Juhul, kui me omistame toevéartuse igale vaatluse all olevale muutujale, siis
nimetatakse sellist toeviaartuste komplekti muutujate vairtustuseks. Naiteks muutu-
jakomplekti X, Y, Z tiks voimalik vaartustuson X = 1,Y = 0, Z = 1 ehk lithemalt (1,0, 1).

Valemi toevadrtus médratakse muutujate toevadrtuste kodikvoimalike kombinatsioonide
korral. Seda on otstarbekas teha tabeli kujul, mida nimetatakse valemi tdevididrtustabeliks.
Valemi toevadrtuse leidmiseks tuleb muutujad asendada nende toevéaartustega ning arves-
tada tehete jarjekorda ja loogiliste tehete definitsioone.

Nidide 2.11. Koostame niiteks valemi (=X = Y) V (X AY) toeviartustabeli. Tabe-
li paisesse kirjutame muutujad X ja Y ning iiksikud tehted noutavas jarjekorras. Kahe
muutuja korral on 4 véimalikku toevairtuste kombinatsiooni. Nendega tdidamegi muutu-
jate X ja 'Y toevaartuste veerud ning seejirel tdidame tabeli iilejadnud veerud, arvestades
vastavaid loogilisi tehteid.

X[ Y[ X=2Y [ XAY|[(-X=Y)V(XAY)

S| ~+| =+
S |l+|S |+
S| &+ | &+ | =+
Sl ||+ >
S |+ | | =+

Valemi (=X = Y)V (X AY) toevéértused on tabeli viimases veerus. Ndeme, et antud
valem on vaar vaid iihel juhul, ja nimelt siis, kui mélemad muutujad on vairad (X = v ja
Y =wv).

Niide 2.12. Leida valemi X A =Y A (Z = -X) & Y V X toevadrtus muutujate X,Y, Z
vaartustusel (1,0, 1).

Koigepealt teame, et X =1, Y =0ja Z =1. Seega =X =0ja—-Y =1ningY VX =1.
Edasi leiame analoogilisel viisil, et X A=Y = 1 ning Z = =X = 0, mistottu X A-Y A (Z =
—X) = 0. Lopuks nideme, et X A=Y A (Z = -X) & Y VX = 0. Vaadeldaval véértustusel
on valem jarelikult véar.
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Sarnaselt eespool antud tabelile on ka siin tark tegu tehete toimet tlevaatlikumalt kir-
jeldada toevaartustabeliga, mille vasakus osas on valemi argumentide koéikvoimalikud
vaartustused, paremas osas aga tehete tulemused. Keerukama valemi téevaartustabelis
voib kirjutada tehete tulemused iga tehtemérgi alla omaette veergu. Naites 2.12 konst-

rueeritud valemi toevaartustabeliks saame niiviisi

X| Y| Z|XAY | Z=-X|YVX | XA YANZ=-X)eYVX
1]1]1 0 0 1 0
11110 0 1 1 0
1101 1 0 1 0
11010 1 1 1 1
01111 0 1 1 0
01110 0 1 1 0
01011 0 1 0 1
01010 0 1 0 1

Toevaidrtustabel on lausearvutuse valemi analiilisimise universaalne meetod. Enamiku
iilesannetest, mis puudutavad lausearvutuse valemi toesust voi vaadrust, saab lahenda-
da toevaartustabeliga, kuigi monede spetsiaalsete {ilesannete lahendamiseks on olemas ka
teisi meetodeid. Et aga n muutujaga valemi toevadrtustabel sisaldab 2" rida, siis kasvab
toevadrtustabeli maht muutujate arvu suurenedes véga kiiresti (m tehtemérgi korral tuleb
teha 2™ - m tehet).

2.7 Valemite omadused

Definitsioon 2.13

Lausearvutuse valemit F nimetatakse samaselt tdeseks ehk tautoloogiaks (ingl
tautology), kui ta on igal vadrtustusel toene. Valemit F nimetatakse samaselt
vidraks ehk vastuoluliseks (ingl contradiction), kui ta on igal vaartustusel véar.

Samaselt toest valemit nimetatakse ka loogiliselt t6eseks valemiks ning samaselt viira
valemit kontradiktsiooniks voi loogiliselt visiraks valemiks. Uks samaselt toene va-
lem on néiteks X V =X, mis véiljendab vélistatud kolmanda seadust. Mittevasturdédkivuse
seadust kirjeldab aga samaselt vadr valem X A -X.

Samaselt toesed valemid véljendavad iildkehtivaid loogikaseadusi ning pakuvad seetottu
loogikas suurt huvi. Asendades niisuguses valemis koik lausemuutujad mingite lausetega,
saame liitlause, mis on alati téene. Naiteks kui valemis X V—-X votta X = ,Mul on 6igus®,
siis saame lause ,Mul on Gigus v6i mul ei ole 6igus“, mis on tdene séltumata sellest, kas
mul 6igus on voi ei ole.

Et samaselt toene valem on igas olukorras toene, olenemata sellest, milline maailm tege-
likult on, siis ei sisalda ta informatsiooni ja on seega sisutiihi (ta ei title maailma kohta
midagi). Kui néditeks lause ,Homme on ilus ilm v6i homme ei ole ilus ilm* esineks ilma-
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teates, siis pole sellest homse ilma kohta voimalik midagi teada saada. Teinekord esineb
taolise struktuuriga vaiteid igapdevases keeles, néiteks ,,Seadus voetakse Riigikogus vastu
voi ei voeta“. Kuigi niisugune véide otsest informatsiooni ei kanna, saab jareldada lau-
se esitamise faktist, et tegemist on mingi seadusega, mille vastuvotmise suhtes pole koik
saadikud iihel meelel. Selline kaudne tolgendamine jaab aga véljapoole lausearvutuse piire.

Samaselt vadrad valemid esitavad viiteid, mis mingil tingimusel téesed olla ei saa. Vaat-
leme néiteks valemit X A =X ja valime X = ,Homme on ilus ilm“ Saame lause ,Homme
on ilus ilm ja pole ilus ilm“, mis ei saa olla toene, sest siis peaks homne ilm olema iihtaegu
nii ilus kui ka halb. Seetottu ka samaselt véddra valemina esinev lause on infotiihi.

Uks voimalus valemi samaselt toesuse kontrollimiseks on kasutada tdevadrtustabelit: va-
lemi toevadrtuste veerus peab esinema ainult vadrtus 1. Et toevaartustabel on 16plik, siis
saab lausearvutuse valemi samaselt tdesust alati kindlaks teha I6pliku arvu sammudega
ehk, algoritmiteooria terminites, lausearvutuse samaselt tdeste valemite hulk on lahenduv.
Analoogilised mérkused kehtivad samaselt vidrade valemite kohta.

Niide 2.14. Naidata, et valem —(X VY) A =(=X V 2Y) on samaselt vadr. Koostame
toevaartustabeli:

X S(XVY) | 2(=X VYY) | a(XVY)A=(=X VYY)

Y
1
0
1
0

sl ==l Nen) Na]
(e} el Nanl i
(e} el Nanl N en) i

1
1
0
0

Et antud valemi toevaartuste veerus esinevad ainult vaarad véartused, siis on valem sa-
maselt vaar.

Kui kaks valemit ei ole neis esinevate lausemuutujate iihelgi vaartustusel korraga toesed,
siis nimetatakse neid valemeid vasturéikivateks. Niite 2.14 pohjal voime Gelda, et vale-
mid =(XVY) ja (=X V-Y) on vasturdékivad. Analoogiliselt méistetakse vasturadkivust
kolme, nelja ja enama valemi puhul.

Vaatleme veel kahte valemiklassi.

Definitsioon 2.15

Lausearvutuse valemit F nimetatakse kehtestatavaks (ingl satisfiable), kui ta on
véhemalt iihel vaartustusel toene. Valemit F nimetatakse kummutatavaks (ingl
refutable), kui ta on vihemalt iihe vadrtustuse korral véar.

Néiteks valem —(X V Y') on kehtestatav, sest tema toevairtuste veerus esineb 1 (vaata
néite 2.14 teise tehte toevadrtuseid). Otse definitsioonist jareldub, et iga samaselt toene
valem on kehtestatav, sest selline valem on samuti vihemalt iihel viartustusel tdene.

Sissetoodud valemiklasside vahel kehtivad jargmised seosed.
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Valem F on samaselt toene parajasti siis, kui tema eitus -F on samaselt vaér.

Toestus. Andes valemis F esinevatele lausemuutujatele suvalise vadrtustuse, ndeme, et
valemite F ja —F toevéaartused on vastupidised. Jarelikult, kui F on igal vaartustusel
toene, siis =F on igal vaartustusel viar ja sama kehtib ka {imberpdordult. ]

Valem F on kehtestatav parajasti siis, kui tema eitus —F ei ole samaselt toene.

Toestus. Kui F on kehtestatav, siis vadrtustusel, kus F on téene, on valem —F véar ja ei
saa seetottu olla samaselt tdene. Umberpoordult, kui —F ei ole samaselt tdene, siis leidub
vaartustus, kus -F on vaar ja F on jarelikult toene. ]

Analoogiat kasutades véime eelmisele kahele lausele lisaks véita, et valem F on samaselt
vadr parajasti siis, kui tema eitus F on samaselt toene, ning valem F on kummutatav
parajasti siis, kui F ei ole samaselt téene. Alati on neid omadusi véimalik kindlaks teha,
koostades nende toevéartustabelid.

2.8 Jareldumine

Jareldamine ehk arutlus on métlemisprotsess, mille kéigus iihele v6i mitmele otsustusele
tuginedes joutakse uue otsustuseni. Jareldamise tulemust nimetatakse jarelduseks, otsus-
tusi aga, millele tuginetakse — eeldusteks. Kui koik eeldused on téesed ning deduktiivne
jareldus on oigesti tehtud, siis on ka jareldus tdene. Seega, loogika reeglite abil uute viidete
tuletamine on iihtlasi nende véidete toestamine. Meie uurime kéesolevalt kiisimust, millal
on lausearvutuse valem toene, kui mingite teiste lausearvutuse valemite toesus on teada.
Niitena vaatame kolme lauset:

1. Kui téna on 16. september, siis homme on 17. september.
2. Téna on 16. september.
3. Homme on 17. september.

Voime Gelda, et lause 3 jareldub lausetest 1 ja 2. Samuti, olles 6ppinud, et lause ja tema
poordvastandlause on loogiliselt samavéadrsed, voime vaita, et lausest ,,Kui vihma sajab,

siis katused on marjad“ jareldub ,Kui katused ei ole mérjad, siis vihma ei saja‘.
Definitsioon 2.18

Oeldakse, et valemitest Fi,...,F, jireldub (ingl derive) valem G, kui igal neis

valemeis esinevate muutujate véédrtustusel, millel Fi,...,F;, on tdesed, on ka G
toene.
Asjaolu, et valemitest Fi,...,F, jareldub valem G, téahistatakse siimbolites nii:

Fi,....FnEQG,
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kus siimbolit F loetakse sonaga jareldub.“

Eeldused on alati vasakul pool stimbolit F. Kui vasakul on komadega eraldatud mitu va-
lemit, siis on mitu eeldust. Paremal pool F siimbolit on jareldus. Monikord kasutatakse
sona jareldus ka tdhenduses jareldamine.

Jareldumist saab kindlaks teha téevaédrtustabeli abil. Valime toevaartustabelist vélja read,
milles valemid Fi, ..., F, on koik toesed, ja selgitame, kas nendes ridades on ka valem G
toene. Kui on, siis jireldumine kehtib; kui aga leidub rida, milles valemid Fi,...,F, on
toesed, kuid valem G on véér, siis oleme leidnud vaidrtustuse, mis véidetava jareldumise

umber liukkab.

Nidide 2.19. Teha kindlaks, kas valemitest =(X AY) ja Y = X jareldub valem —Y.
Koostame téevaartustabeli:

X[ y[-xay)[y=Xx]-Y
1|1 0 1 0
1]0 1 1 1
01 1 0 0
0o 1 1 1

Kaks esimest valemit on molemad toesed ainult teises ja neljandas reas. Et ka kolmas
valem on nendes ridades toene, siis jaireldumine leiab aset ehk =(X AY),Y = X F =Y.

Niide 2.20. Niidata, et valemitest X = Y ja Y = Z jareldub valem X = Z.

Seekord me toevadrtustabelit vélja ei kirjuta, vaid kontrollime jareldumise toesust arutluse
teel. Koigepealt mérkame, et ainukene olukord, kus kahest esimesest valemist kolmandat
valemit jérelduda ei saa on siis, kui mingil véédrtustusel eeldused (st kaks esimest valemit)
on toesed, kuid véide (st kolmas valem) on véar. Teiste sonadega, nii X = Y on toene,
kui ka Y = Z on toene, kuid X = Z on vair. Tuletades meelde, et implikatsioon saab
véar olla ainult siis, kui eeldus on toene ja viide vair, peab meie juhul jarelikult kehtima,
et X on toene ja Z on viar. Esimese valemi X = Y toesusest jareldub seega, et Y peab
olema toene, kuid teine valem Y = Z ei saa niiiid enam toene olla, sest Y on toene ja Z

on vaar.
Niide 2.21. Olgu antud lausemuutujad, mille tdhendus on jargmine: X =  Kiiruste
liitmisseadus kehtib“, Y = ,Valgus liigub kinnistdhtedega seotud taustsiisteemis koigis

suundades sama kiirusega“ ning Z = ,Valgus liigub Maal k&igis suundades sama kiirusega‘“.
Kehtib valem X AY = —Z ehk tekstikujul ,Kui kiiruste liitmisseadus kehtib ja valgus lii-
gub kinnistdhtedega seotud taustsiisteemis koigis suundades sama kiirusega, siis pole Maal
valguse liikumiskiirus koigis suundades sama‘, sest Maa ilmselt liigub kinnistdhtedega seo-
tud taustsiisteemi suhtes. Peale selle kehtib valem Y, sest see on Einsteini relatiivsusteooria
pohipostulaat, ja valem Z, sest see jareldub Michelson-Morley katsest (1887). Vaatleme
niisiis kolme valemit
XANY=-Z Y ja Z

Eeldame, et koik need valemid on toesed. Kuna Z on toene, siis =Z on viar ning esimeses
valemis implikatsiooni toesuse kehtimiseks peab osavalem X A'Y olema vair. Et aga Y
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on toene, siis peab X olema vaar ja seega —X toene. Sellega oleme néidanud, et toodud
kolmest valemist jareldub valem —X ehk sonades ,Kiiruste liitmisseadus ei kehti®

Niide 2.22. Kontrollida, et kehtivad jargmised (koige lihtsamad) lauseloogika jareldused:
1. Modus ponens (1d jaatav moodus): X =Y, X FY,
2. Modus tollens (1d eitav moodus): X = Y, Y F -X.

Toome veel tihe néite lausearvutuse vahendite kasutamisest arutluse 6igsuse kontrollimisel.

Niide 2.23. Kontrollige, kas jargmine arutlus on oige.

Kui inimene on andekas ja auahne, siis ta teeb karjadri. Jarelikult: kui inimene on auahne,
kuid karjddri et tee, siis ta ei ole andekas.

Olgu antud lausemuutujad, mille tdhendus on jargmine: A = ,Inimene on andekas“, B =
,nimene on auahne“ ja C' = ,Inimene teeb karjairi“. Koigepealt paneme antud arutluse
kirja loogiliste valemite abil:

ANB = CE BA-C = -A.

Antud arutlus on o6ige siis, kui selline jareldus kehtib. Kuna ka paremal pool F mérki on
implikatsioon, alustame tegelikult kahe eeldusega: AA B = C ja B A—(C, ning eesmérgiks
on naidata, et nendest jareldub —A. Oletame taas vastuvéiteliselt, et antud arutelu an-
dekuse ja auahnuse kohta on véér. See saab juhtuda vaid siis, kui eeldused on toesed ja
jareldus = A on véar. Sellest jarelduvalt peab A olema tGene. Teisest eelduse valemist saa-
me, et kuna BA—C on toene, siis peab B olema téene ning ka —=C' olema téene, ehk C' peab
olema véar. Niiiid saime aga vastuolu eelduse esimese valemiga A A B = C, sest see ei saa
leitud A, B ja C viartustel enam tdene olla. Seega arutlus on &ige ja jareldumine leiab aset.

Teine voimalus jareldumist kindlaks teha on kasutada alljirgnevat teoreemi, mis taandab
jareldumise kontrollimise iiheainsa valemi samaselt toesuse kontrollimisele. Niisugust lahenemist
kasutatakse eriti siis, kui valemit analiilisitakse arvutil, sest lausearvutuse standardiilesannete,
nagu samaselt toesuse kontroll, lahendamiseks on koostatud hulgaliselt tavalisi ja heuris-
tilisi efektiivseid algoritme.

Teoreem 2.24

Valemitest Fi, ..., F, jireldub valem G parajasti siis, kui valem /A A...AF, = G
on samaselt toene.

Tdestus. Kui valemitest Fi,...,F, jireldub valem G, siis neil vadrtustustel, millel va-
lemid Fi,...,F, on toesed, on ka valem G tdene, mistottu F1 A ... A F, = G on toene.
Vadrtustustel, millel moéni valemitest Fp,...,F, on vair, on valem Fi A...ANF, = G
toene seetdttu, et implikatsiooni eesliige on vaar.

Umberpoérdult, kui valem Fy A ... A F, = G on samaselt toene, siis igal vadrtustusel,
millel valemid Fi, ..., F, on toesed, on ka Fi A...AF, toene, mistottu valem G on samuti
toene. [ |
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Niide 2.25. Kordame uuesti néites 2.19 toodud iilesannet, kus pidi kindlaks tegema, kas
valemitest 7(X AY) ja Y = X jareldub valem —Y. Kasutades teoreemi 2.24, kontrollime
seega, kas valem

S XAYIANY = X)=-Y

on samaselt toene. Selleks koostame vastava toevaartustabeli:

X[ Y][-(XAY) [ Y= X[ -(XAV)AY = X) [ (XAY)A(Y = X) =Y
11 0 1 0 1
1]0 1 1 1 1
01 1 0 0 1
0o 1 1 1 1

Viimasest implikatsiooni veerust ndeme, et valem on samaselt toene ja seega jéreldus
kehtib. Sarnaselt saab teistes nédidetes antud jareldumist kontrollida vastavate valemite
samaselt toesust nédidates. Proovi sama tehal

2.9 Samaviaiarsus

Koostades valemite =(XAY') ja ~XV-Y toevaartustabelid, ndeme, et valemite toevadrtusveerud
langevad kokku:

XY [-XnAy)]-Xv-y
11 0 0
110 1 1
01 1 1
010 1 1

Igapédevase keele abil on lihtne veenduda, et need valemid véljendavad iihte ja sama: esi-
mene valem tdhendab ,Pole nii, et laused X ja Y on molemad téesed“ ning teine valem
,Vihemalt iiks lausetest X voi Y on védr®. Uhesuguse toeviirtusveeruga valemeid ei ole
voimalik nende komponentlausete sisu jargi teineteisest eristada, ehkki neil voib olla erinev

véliskuju. Niisugustest kaalutlustest lahtudes anname jérgmise definitsiooni.
Definitsioon 2.26

Valemeid F ja G nimetatakse loogiliselt samavéirseteks (ingl logically equiva-
lent), kui nende toevaiartused on vordsed igal neis valemeis esinevate muutujate
vaartustusel.

Asjaolu, et valemid F ja G on samavadrsed, méargib kirjutis F = G.

Niide 2.27. Niitame, et valemid =(X VY') ja =X A=Y on samaviirsed. Selleks vordleme
nende téevadrtusi kasutades téevaartustabelit:

Seega néeme, et kehtivad samavédrsused (X AY)=-XV-Y ja-(XVY)=-XA-Y.
Neid samavaérsusi nimetatakse De Morgani seadusteks.
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Xy [-(XvYy)|-XAr-y
11 0 0
10 0 0
01 0 0
010 1 1

Samavééirsed voivad olla ka erinevaid muutujaid sisaldavad valemid. Naiteks, kui
F=Y=X)AY=X)jag=(XVI)N(XV-2),

siis F = G (kontrolli!). Kéik samaselt toesed valemid on iiksteisega samavéaarsed, sest sel-
lised valemid on igal vaartustusel toesed. Analoogilisel pohjusel on omavahel samavéairsed
koik samaselt vadrad valemid.

Loogiliselt samavaérsete valemitena esitatud véiteid voib teatud piires pidada sama motte
voi tdhendusega vaideteks, sest iikskoik, milline maailm ka poleks, kui iiks neist viidetest
on toene, on seda paratamatult ka teine ning vastupidi.

Jargmine teoreem néitab, et samavéérsete valemite puhul jareldub esimesest valemist teine

ja teisest esimene, st jareldus on moélemapidine.

Teoreem 2.28

Valemid F ja G on samavééirsed parajasti siis, kui valemist F jareldub valem G ja
valemist G jareldub valem F.

Toestus. Kui F = G, siis suvalisel valemites F ja G esinevate lausemuutujate vadrtustusel
on need valemid kas molemad toesed voi molemad vadrad. Seepéarast kehtivad jéreldused
FEGjagGEF.

Umberpsordult, kui F E G ja G E F, siis ei saa leiduda vadrtustust, kus F ja G tdevadrtused
oleksid erinevad, mistottu F = G.

Seega, valemid F ja G on samavéirsed parajasti siis, kui valemist F jéreldub valem G ja
valemist G jareldub valem F. ]

Kahe valemi samavéaarsuse kontrolli saab samuti taandada {ihe valemi samaselt toesuse
kontrollile, nii nagu ndgime jareldumise puhul.

Teoreem 2.29

Valemid F ja G on samaviérsed parajasti siis, kui valem F < G on samaselt toene.

Toestus. Eeldame, et valemid F ja G on samavééarsed. Valime valemites F ja G esinevatele
muutujatele suvalise vaartustuse. Kui valitud véértustusel valem F on téene ja valem G
on toene, siis F < G on samuti toene, kui aga valitud véértustusel valem F on vaar ja
valem G on védr, siis jéllegi F < G on toene. Jérelikult on valem F < G toene soltumata
véaartustusest ehk samaselt toene.

Eeldame niiiid iimberpoordult, et valem F < G on samaselt toene. Valime selles vale-
mis esinevatele muutujatele suvalise vaartustuse. Et ekvivalents on tdene, siis kas F ja
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G on molemad toesed voi F ja G on molemad védrad. See tdhendab, valemite F ja G
toevadrtused on suvalisel vaartustusel samad. Vastavalt definitsioonile on valemid F ja G
samavéarsed. [
On olemas hulk lausearvutuse pohisamaviirsusi, mida kasutatakse lausearvutuses
teistest rohkem. Need on jargmised:

1. Idempotentsuse omadused:

a) FANF=F,
b) FVF=F.

2. Kommutatiivsuse omadused:

a) FAG=GAF,
b) FVG=GV F.

3. Assotsiatiivsuse omadused:

a) (FAGIAH=FA(GAH),
b) (FVG)VH=FV(GVH).

4. Distributiivsuse omadused:

a) FAN(GVH)=FAGVFAH,
b) FV(GAH)=(FVG) A(FVH).

5. Neelamisomadused:

a) FA(FVG)=F,
b) FVFAG=F

6. De Morgani seadused (duaalsus):

a) —|(ng) = —uF\/—'g,
b) ~(FVG)=-FA-G.

7. Kahekordse eituse omadus: -——F = F.

8. Liikmete elimineerimise reeglid, kus ¢ on suvaline samaselt toene valem ja v on
suvaline samaselt vaar valem:

a) FAt=F,
b) FVt=t,
c) FAv=w,
d) FVv=F

9. Implikatsiooni avaldis konjunktsiooni ja disjunktsiooni kaudu:

a) F=G=—(FA-G),
b) F=g=-FVG.
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10. Konjunktsiooni ja disjunktsiooni avaldis implikatsiooni kaudu:

a) FAG=~(F = —G),
b) FVG=-F=G.

11. Ekvivalentsi avaldis teiste tehete kaudu:

a) F&G=FANGVFAG,
b) F&G=(F=G) AN(G=F).

Koiki neid samavaarsusi saab kontrollida toevaartustabeli abil.

Nidide 2.30. Samavéaarsus 9. b) F = G = —F V G tuleneb jiargmisest tabelist:

Flg[F=g[-Fvg
111 1 1
1o o0 0
o[1] 1 1
o[o] 1 1

Kuid nende samavaiarsuste kehtivust voib toestada ka otsese arutlemise teel.

Nidide 2.31. Toestame néiteks esimese distributiivsuse seadustest FA(GVH) = FAGV
F AH (punktis 4).

Tdestus. Kui F A (G V H) on tdene, siis see on nii ainult siis, kui F on toene ja GV H
on toene. Kui viimases seoses G on toene, siis ka F A G on téene. Kui aga H on toene, siis
on ka F A H tdene. Molemal juhul on téestatava samavédrsuse parempoolne valem toene,
sest disjunktsioon on toene, kui {iks komponentidest on toene.

Umberpét')rdult, olgu F AGV F AH toene. Kui F A G on toene, siis F ja G on molemad
toesed, millest jareldub, et ka G V H on toene. Seetéttu on vasakpoolne valem toene. Kui
aga F A H on toene, siis F ja H on molemad tdesed, millest omakorda jéreldub, et GV H
on toene. Ka sel juhul on vasakpoolne valem tdene. Niisiis oleme nédidanud, et vasakpool-
sest valemist jareldub parempoolne ning parempoolest vasakpoolne. See tdhendab, et need
valemid on samavéirsed. [

Et konjunktsiooni, disjunktsiooni ja ekvivalentsi tdevaartus ei muutu komponentlausete
jarjekorra muutmisel, siis on need loogilised tehted kommutatiivsed. Implikatsioon aga ei
ole kommutatiivne. Seepérast tuleb implikatsiooni korral silmas pidada komponentlausete
jarjekorda.

Samavéarsused 9. — 11. néitavad, et osa loogilisi tehteid on samavéérsed teiste loogiliste
tehete kombinatsioonidega.

2.10 Valemite teisendamine

Samavéarsused etendavad lausearvutuses samasugust rolli nagu samasused algebras. Nii
nagu algebras kasutatakse samasusi avaldiste lihtsustamiseks, nii v6ib ka lausearvutuse
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valemeid teisendada ja lihtsustada lausearvutuse samavéaérsustega, kusjuures tekkiv va-
lem jab igal sammul samavédrseks esialgsega. Uks teisendussamm téhendab valemi enda
vOi tema osavalemi asendamist teise, samavéaérse valemiga. Kui asendame valemis F mingi
osavalemi F; samaviérse valemiga JFo, siis tulemuseks saadav valem ja valem F on igal
vaartustusel iithesuguse toevadrtusega, sest uus osavalem Fy annab igal vadrtustusel sama
toevaartuse nagu osavalem JFj.

Tavaliselt on teisendamisel otstarbekas elimineerida koik tehted peale eituse, konjunktsioo-
ni ja disjunktsiooni, sest nende tehete vahel kehtivad koige lihtsamad seosed. Mdénikord on
parem enne tehete elimineerimist teisendada antud valemi mingit osavalemit.

Teoreem 2.32

Iga lausearvutuse valemi F jaoks leidub temaga loogiliselt samavéérne valem, mis
ei sisalda loogilisi tehteid = ja <.

Tdestus. Teoreem jéreldub eelpool toodud arutelust ja pohisamavairsustest 9. ja 11. m
Nidide 2.33. Teisenda valemit - X VY = X AY.

Lahendus. Téhistame F = -X VY = X AY. Avaldades vaadeldavas valemis implikat-
siooni eituse ja disjunktsiooni kaudu (9b), saame F = =(-X VY)V (X AY). De Morgani
omaduse (6b) abil viime eituse sulgude sisse: F = (==X A =Y) V (X A Y). Kahekord-
se eituse ning tegelikult mittevajalikud sulud véime &dra jiatta: F = X A-Y VX A Y.
Niiiid voime rakendada distributiivsuse omadust (4a) ja tuua muutuja X sulgude ette:
F =X A (=Y VY). Viimases valemis on liige =Y VY samaselt toene ning me voime ta
liikmete elimineerimise reegli (8a) pohjal vélja jatta. Kokkuvottes saame F = X. [ |

Niide 2.34. Avalda —(X < Y) eituse, disjunktsiooni ja konjunktsiooni abil.

Lahendus.

(X eY)=-(X=Y)A(Y = X))
= (~(X = ¥)) V (~(¥ = X))
= (X A-Y)V (Y A=X).

Niide 2.35. Teisenda valem (X = (Y = Z)) & (Y = X) selle valemiga loogiliselt
samavadrseks valemiks nii, et saadud valemis puuduvad loogilised tehted < ja =.

Lahendus.

X=Y=2)e-(Y=X)=X=(YVZ)s (=(-YVX)

(=X V(=Y VZ)e-(-YVX)

(FXV(EYV)A-(RY VX))V (2(=X V(Y VZ)A-=(2Y VX))
(FXVEYVIOANEXAY)VIIXAY A-2)AN(RY VX))

("X VaYVIOANCXAY)VXAY A=ZA(RY VX))
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Lisaks voime konkreetsemalt viita jargmist.

Lause 2.36

Iga valemi korral leidub temaga samavéddrne valem, mis sisaldab ainult jargmisi
tehteid:

a) A ja =,
b) Vja -,

c) = ja .

Toestus.

a) Esimese viite pohjendamisel kasutame samaviérsusi (9a), (11a) ja samavéiirsusest
(6) saadavat X VY = =(=X A Y).

b) Teise véite pohjendamisel kasutame samavéérsusi (9b), (11a) ja samavédrsusest (6)
saadavat X AY = (=X vV Y).

¢) Kolmanda véite pohjendamisel kasutame samavéérsusi (11b), (10a) ja (10b).

2.11 Taielik disjunktiivne normaalkuju

Normaalkuju méte on kahandada lausearvutuse valemite siintaktilist mitmekesisust, andes
neile lihtsa viéliskujuga iihtse vormi. Lisaks sellele on téielike normaalkujude puhul lihtne

vélja lugeda vadrtustused, millal need valemid on tdesed.
Definitsioon 2.37

Lihtkonjunktsiooniks ehk elementaarkonjunktsiooniks (ingl conjunction of
literals) nimetatakse muutujate voi nende eituste konjunktsiooni.

Lihtkonjunktsioonid on néiteks X AY, - X A=Y, X, X A=Y AZ, XAY A=Y.
Definitsioon 2.38

Lihtkonjunktsiooni nimetatakse téielikuks (ingl full), kui vaadeldavatest muutu-
jatest igaiiks esineb tépselt ithe korra.

Pane tédhele, et taielikkus soltub siin vaadeldavate muutujate hulgast. Kui vaadeldakse
muutujaid X, Y, Z, siis eelmistest nédidetest on téaielik lihtkonjunktsioon vaid X A —Y A Z.

Definitsioon 2.39

Lausearvutuse valemi F disjunktiivseks normaalkujuks (ingl disjunctive normal
form) nimetatakse valemiga F samavédrset valemit, mis kujutab endast erinevate
lihtkonjunktsioonide disjunktsiooni.




2.11. TAIELIK DISJUNKTIIVNE NORMAALKUJU 33

Uhel valemil v&ib olla ka rohkem kui iiks disjunktiivne normaalkuju.

Niide 2.40. Olgu F = X = Y. Pohisamavéirsuste tottu teame, et valemiga F sa-
mavaarne valem on X VY. Kuid ka X AY V-XAY V=X A=Y on valemiga F samavéairne
(kontrolli toevaartustabeli abill).

Definitsioon 2.41

Lausearvutuse valemi F t#ielikuks disjunktiivseks normaalkujuks (ingl full

disjunctive normal form) nimetatakse valemiga F samavéérset valemit, mis kujutab
endast erinevate téielike lihtkonjunktsioonide disjunktsiooni.

Mirkus 2.42

Sarnaselt tdieliku disjunktiivse normaalkujuga saab defineerida ka téieliku konjunk-

tiivse normaalkuju, mis kujutab endast erinevate téaielike lihtdisjunktsioonide kon-
junktsiooni.

Niide 2.43. Naite 2.40 pohjal on valemi F = X = Y tiielik disjunktiivne normaalkuju
vaid X AY V=X AY V=X A =Y. Valemiga F samavaédrne valem =X VY ei ole taielikul
disjunktiivsel kujul, sest ta ei koosne téielikest lihtkonjunktsioonidest.

Votame niilid késile normaalkujude téesuse kiisimuse. Téieliku normaalkuju hea omadus
ja pohjus, miks teda tildse kasutatakse, seisneb selles, et tema puhul on kerge kindlaks
teha, millistel vaartustustel on ta toene ja millistel vaar.

Jargnevates formaalsetes kirjutistes kasutame tihistust X! = X ja X¥ = =X, samuti
tildtahisena X%, kus aw = ¢ v6i @ = v. On kerge veenduda, et X* =t < X = « (kontrolli!).

Lause 2.44

Taielike lihtkonjunktsioonide disjunktsioon

XA LAXI VXA LLAX2 VLV XA LA X

on toene parajasti vaartustustel (a1, ...,q,), kusi=1,...,m.

Niide 2.45. Valem X AY V—-X A Y on téaielikul disjunktiivsel normaalkujul. See valem
on toene vaartustustel (¢,t) ja (v,v) ning vaar vidrtustustel (¢,v) ja (v,t).

Niide 2.46. Valem

XANYNZV-XAYNZVAXAY NZ

kui téielikul disjunktiivsel normaalkujul olev on téene parajasti vadrtustustel (¢, v,t),
(’U, t’ t) ja' (U7U7 U)'

Ulesanne 2.47. Leida kolme muutuja valem, mis on tdene parajasti siis, kui kaks muu-
tujat on véarad.
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Teoreem 2.48

Valemil eksisteerib téielik disjunktiivne normaalkuju parajasti siis, kui ta on keh-

testatav.

Teoreemist 2.48 jareldub vahetult, et samaselt védral valemil ei leidu taielikku disjunk-
tiivset normaalkuju.
Etteantud (kehtestatava) valemi saab teisendada disjunktiivsele normaalkujule

jirgmiste sammudega:

1. Elimineerime implikatsioonid ja ekvivalentsid, kasutades néiteks samavéarsusi F =
g=-FVGija F& G=FAGV-FA-G. Tulemuseks saadud valem sisaldab ainult
eitust, konjunktsiooni ja disjunktsiooni.

2. Viime eitused vahetult lausemuutujate ette, kasutades De Morgani seadusi —(F A
G) = ~FV-Gija—-(FVG) =-FA-G. Kui kuskile tekib kahekordne eitus, siis
jatame selle dra. Tulemuseks on valem, kus pole {ihtegi eitust sulgude ees.

3. Asendame disjunktsioonide konjunktsioonid distributiivsust kasutades konjunktsioo-
nide disjunktsioonidega F A (GVH)=FAGVFAH

4. Kui esineb samaselt védaraid konjunktsioone, st esinevad samaaegselt X ja —X, siis
voime ka need dra jatta. Vordsetest konjunktsioonidest jitame idempotentsuse oma-
duse tottu alles ainult ithe F A F = F.

5. Taieliku disjunktiivse normaalkuju saamiseks tuleb iga lihtkonjunktsioon teha téielikuks:
kui néiteks lihtkonjunktsioonis K puudub muutuja X, siis samavéirsusega

K=KANXV-X)=KANXVEKA-X

oleme molemasse lihtkonjunktsiooni K A X ja K A—X lisanud muutuja X. Vajadusel
tuleb sellist votet korrata ja 16puks jatta omavahel vordsetest téielikest lihtkonjunkt-
sioonidest alles ainult iiks.

Valemi tiielikku disjunktiivset normaalkuju saab leida ka toeviirtustabeli abil.

Niide 2.49. Leida valemi X A—YA(Z = —X) < Y VX téielik disjunktiivne normaalkuju.

X| Y| Z | XANY | Z=-X|YVX | XA YANZ=>-X)e YVX
1111 0 0 1 0
111]0 0 1 1 0
1101 1 0 1 0
110]0 1 1 1 1
0111 0 1 1 0
0]1]0 0 1 1 0
010]1 0 1 0 1
01010 0 1 0 1
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1. Toevaartustabelist ndgime, et valem X A=Y A (Z = —-X) < Y V X on toene ainult
vaartustustel (1,0,0), (0,0,1) ja (0,0,0).

2. Nendele vaartustustele vastavad taielikud lihtkonjunktsioonid on vastavalt X A=Y A
—Z, " XN YANZja-XAY AN-Z.

3. Seega valemi X A Y A (Z = —-X) & Y V X tiielik disjunktiivne normaalkuju on

(XAYAN-Z2) V(X AYANZ)V (=X AY A-Z).
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Selles peatiikis radgime koige fundamentaalsemast ideest matemaatikas — nimelt hulgast ja

tutvustame hulgateooria algtodesid. Kuna hulk on matemaatikas algmoiste, siis ei definee-

rita seda iildisemate moistete kaudu. Hulkadest kui objektidest aga konstrueeritakse kéik

matemaatilised struktuurid (ndeme seda edasistes peatiikkides tihti). Siinses kursuses ei

ole meie eesmérgiks kasitleda hulgateooria aksiomaatilist iilesehitust, vaid anda mittefor-

maalsem iilevaade sellest, mis on hulk, kuidas matemaatikud hulki tdhistavad ning millised

olulised moisted ja seosed on hulkade abil kirjeldatavad.

Hulki oled sa enda iimber ndinud kogu aeg. Ko6ik jargnevad on néited hulkadest: tiliopilased

siin kursusel kellel on oma iPad; sellel nddalal poest ostetud puuviljad; negatiivsed tédisarvud

jne. Lapsena Oppisid sa valjult tdhestikku péhe, tegelikult aga titlesid tahti, mis kuuluvad

spetsiaalsesse hulka nimega ,Festi tdhestik®. Seega, hulk on mingite objektide kogu.

Téapsemalt sonastas hulgateooria rajaja Georg Cantor hulga kui sellise omavahel erinevate

objektide kogu, millest saab moelda kui tervikust. Mida sellisest definitsioonist veel vélja

lugeda saab? Koigepealt vididab eelnev lause, et hulka kuuluvad objektid on omavahel

erinevad. Teiseks peab olema vo6imalik iiheselt otsustada, kas antud objekt kuulub vaadel-

37
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davasse hulka voi mitte.

Hulga all moistetakse iiksteisest erinevate objektide kogumit, mida vaadeldakse iihe ter-
vikuna ja kus iga objekti korral on véimalik iiheselt kindlaks méaérata, kas ta kuulub antud
hulka.

Objekte, mis moodustavad hulga (kuuluvad hulka), nimetatakse hulga elementideks.
Hulga element ja hulk ise loetakse alati erinevateks objektideks, seega hulk ei ole kunagi
iseenda elemendiks.

Hulki tdhistatakse tavaliselt suurte ladina tdhtedega A, B, C, X,Y, ..., hulga elemente aga
véaikeste ladina tahtedega a, b, ¢, x,y, . ... Kui element a kuulub hulka A, siis kirjutame, et
a € A; kui a ei ole hulga A element, siis kirjutatakse a ¢ A.

Nside 3.1. Olgu A = {1,2,3,4,5}. Siis 3 € A, aga 9 ¢ A.

Niide 3.2. Olgu A = {a | a on hulk}. See oleks ,koikide hulkade hulk“. Kui A oleks
hulk, siis ta oleks iiks oma elementidest, seega A € A. Viimane on aga vGimatu, mistottu
A ei ole hulk. Antud juhul rédigitakse kéikide hulkade klassist voi koikide hulkade
kogumist.

Kahte hulka A ja B loetakse vordseteks ja kirjutatakse A = B, kui hulgad A ja B
koosnevad tépselt samadest elementidest. Viimase tingimuse v6ib kirja panna ka selliselt:

A=B & Vr(reAsxzeB).

Niiteks, kui A = {z | # € R,2?2 — 3z +2 = 0} ja B = {1,2}, siis annab ruutvorrandi
lahendamine tulemuseks, et A = B.

3.1 Hulga kirjeldamine

Hulkade kirjeldamisel on vaga oluline tépselt kirja panna, millised elemendid antud hulka
kuuluvad. Elementide erinevuse noue hulga moiste méarangus tdhendab, et hulgas ei saa
olla mitut elementi, mida loeme omavahel vordseteks. Néiteks ei saa rdakida hulgast, mis
koosneb kahest punasest ja kolmest sinisest kuulikesest, kusjuures punaseid kuule oma-
vahel ja siniseid kuule omavahel loeksime iihesugusteks. Vorrandi (z — 1)? = 0 lahendite
hulgas on iiks element, mitte kaks vordset arvu 1.

Kui hulk koosneb véikesest arvust elementidest, siis v6ib need elemendid looksulgude
vahel komadega eraldatult iiles loetleda. Naiteks A = {1,2,3} on hulk, mis koosneb ele-
mentidest 1, 2 ja 3. Ei ole oluline, millises jéarjekorras hulga elemendid kirja pandud on.
Seega A = {3,2,1} = {2,1,3} tahistavad koik eelpool mainitud hulka A. Eesti Vabarii-
gi presidentide hulk on A = {Péts, Meri, Riiitel, Ilves, Kaljulaid} ning koigi arvust 20
véiksemate positiivsete paarisarvude hulk on B = {2,4,6,8, 10,12, 14,16, 18}.
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Mbonedes hulkades on aga liiga palju elemente, et neid koéiki iiles loendada. Néiteks X =
{1,3,5, ...,49} on koigi 50-st viiksemate positiivsete paaritute arvude hulk ning ¥ =
{2,4,6, ...} on koigi positiivsete paarisarvude hulk. Antud kirjaviisis méttepunktid (kolm
punkti) tdhendavad seda, et jatka loendust ,samal viisil“

Hulga elementide loendi esitamise asemel voib hulga méérata ka temasse kuulumise tingi-
muse abil, sest sageli kuuluvad samasse hulka elemendid, mis rahuldavad teatud tingimust
voi millel on méni ithine omadus. Sellistel juhtudel kasutame kirjeldusviisi S = {z: p(z)}
voi S = {z | p(z)}, kus p(x) téhistab tingimust voi tingimuste loetelu, mida vaadeldavasse
hulka kuuluvad elemendid = peavad rahuldama. (Erinevates allikates pannakse elemen-
di ildkuju ja tingimuste vahele kas piistkriips voi koolon.) Naiteks, kui uurime vorrandi
reaalarvulisi lahendeid, siis S = {x € R | (x — 1)(z + 2)(x + 3) = 0} on koigi selliste
reaalarvude = hulk, mis rahuldavad vorrandit (z — 1)(z 4+ 2)(z 4+ 3) = 0 ehk S on selle
vorrandi reaalarvuliste lahendite hulk. Me oleks voinud ka kirjutada, et S = {1, -2, —3}.
Kuigi viimane kirjutusviis on palju lihtsam, et anna see meile aga informatsiooni selle
kohta, et algselt olime huvitatud teatud vorrandi lahenditest.

Moned hulgad matemaatikas on kasutusel nii tihti, et nendele on antud omad tahistused.
Téahtsamad arvuhulgad on

e Naturaalarvude hulk N={1,2,3,...};

e Tdisarvude hulk Z = {...,-2,-1,0,1,2,... };
e Ratsionaalarvude hulk Q = {q | ¢ = ", m € Z,n € N};
e Reaalarvude hulk R;

e Irratsionaalarvude hulk I;

e Kompleksarvude hulk C = {z | z = 2 + iy, v,y € R,i2 = —1}.
Arvude intervallid saab samuti hulkadena kirja panna:

e Loik [a,b] ={z |z € R,a <z < b};

e Vahemik (a,b) = {z |z € R,a <z < b};

e Poolléigud [a,b) ={z |z € R,a <z <b}ja (a,b] ={z |z € R,a <z <b}.
Niide 3.3. Hulkade erinevaid kirjeldusviise:

1. A={z|zeR,2?> -3z +2=0} ={1,2};

2. B={3n|neNn>2}={9,12,15,... }.
Ulesanne 3.4. Pane paaritute téisarvude hulk kirja kahel erineval viisil.

Hulgas ei pea aga olema iihtegi elementi. Tundub kiill veider vaadelda hulki, milles ele-
mendid puuduvad, kuid sellised hulgad kerkivad esile viga tihti ning véga erinevates olu-
kordades. Naiteks, kui A on vérrandi 22+ 1 = 0 reaalarvuliste lahendite hulk, siis hulgas A
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ei ole iihtegi elementi. Matemaatikas on olemas vaid iiks hulk, milles pole {ihtegi elementi
ja see on tithi hulk. Tiihja hulka tdhistatakse siimboliga (). Naiteks, koigi reaalarvude x

hulk, mis rahuldavad vorratust 22 < 0, on samuti tiithi hulk.
Definitsioon 3.5

Tiihjaks hulgaks (ingl empty set) nimetatakse hulka, mis ei sisalda iihtegi elementi
ja seda tidhistatakse siimboliga ().

Hulga elementideks voivad olla ka hulgad ise.
Niide 3.6.

1. Hulk S = {1,2,{1,2},0} koosneb neljast elemendist, millest kaks on ise hulgad,
nimelt {1,2} ja 0.

2. Hulk 7" = {0,{1, 2,3}, 4, 5} koosneb samuti neljast elemendist, nimelt kolmest téisarvust
0, 4 ja 5 ning ithest hulgast {1,2,3}. Kuigi 2 € {1, 2,3}, ei ole arv 2 hulga T element,
st2¢T.

Niide 3.7. Olgu D ={neN:n <9, E={rcQ: 2 <9}, H={z € R: 22 -2 =0} ja
J={ze€Q:2?>-2=0}.

(a) Kirjelda hulka D, loetledes iiles koik tema elemendid.
(b) Nimeta kolm elementi, mis kuuluvad hulka E, aga ei kuulu hulka D.
(c¢) Kirjelda hulka H, loetledes tiles koik tema elemendid.
(d) Kirjelda hulka J ménel muul viisil.
(e) Leia hulkade D, H ja J voimsus.
Lahendus.

(a) D =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

(b) Z,0,-3
(c) H={v2,-v2}.
(d) J=0.

(e) |D|=9,|H|=2ja|J]=0.

Naiide 3.8. Millistesse jargmistesse hulkadesse kuulub arv —27
(a‘) Sl = {_15 _2’ {_1}5 {_2}7 {_17 _2}}’
(b) So ={xr e N: —z e N};

(c) S3={x € Z: 2? = 2%};
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(d) Sy={z€Z: |z| = —x};

(e) S5 = {{_1> _2}> {_2> _3}7 {_17 _3}}'

Lahendus. Arv —2 kuulub hulkadesse S; ja Sy. Hulga Sy korral ndeme, et | — 2| =2 =
—(—2). Hulk S> on tiihi hulk, seega —2 ¢ S5. Kuna (—2)2 =4 ja 272 = 1 siis —2 ¢ Sj.
Ning viimaseks, kuna hulga S5 koikideks elementideks on hulgad, ei saa —2 hulga Ss
elemendiks olla, sest ta on arv, aga mitte hulk. [

Ulesanne 3.9. Matle vilja iiks viietédheline sona nii, et |S| = 3, kus S on sonas esinevate
tdhtede hulk.

3.2 Osahulk

Jargnevalt uurime, millistel tingimustel saavad iihe hulga elemendid olla teise hulga ele-
mentideks. Uhe d&rmusena voime vaadelda juhtu, kus kdik hulga A elemendid kuuluvad

ka hulka B. Teise ddrmusena aga juhtu, kus mitte iikski hulga A element ei kuulu hulka
B.

Definitsioon 3.10

Hulka A nimetatakse hulga B osahulgaks ehk alamhulgaks (ingl subset), kui
koik hulga A elemendid on hulga B elementideks (ehk hulga A iga element kuulub
hulka B).

Kui hulk A on hulga B osahulk, siis kirjutame A C B. Kui hulk A ei ole hulga B osahulk,
siis kirjutame A ¢ B. Kvantorite abil saame osahulgaks olemist ja mitteolemist kirja panna
jargmiselt:

A C B téhendab, et Vo (z € A = x € B)
ja

A ¢ B tihendab, et ~(Vz (z € A= z € B))
=dr—-(xr € A=z € B)
=dr(re ANz ¢ B)

Seega, A ¢ B tdhendab seda, et peab leiduma selline hulga A element, mis ei kuulu hulka
B.

Niide 3.11.
1. (0,1) c [0,1].

2. Hulgal {a, b} on jargmised osahulgad: (), {a}, {b}, {a,b}.
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Lause 3.12: Osahulga omadused

1. Iga hulga A korral A C A (refleksiivsus);

2. Iga hulga A korral § C A;

3. Kui A ja B on sellised hulgad, et A C B ja B C A, siis A = B (an-
tistiimmeetrilisus);

4. Kui A, B ja C on sellised hulgad, et A C B ja B C C, siis A C C (transitiiv-
sus).

Toestus. Toestame 2. ja 4. omaduse. Ulejadnud kahe omaduse tdestuse jitame iseseisvaks
to0ks.

2. Oletame vastuviéiteliselt, et leidub mittetiihi hulk A nii, et () ¢ A. Definitsiooni kohaselt
peab siis leiduma element x hulgast (), mis ei kuulu hulka A. See on aga voimatu, sest
hulgas () ei leidu tihtegi elementi. Seega ) C A iga hulga A korral.

4. Eelduseks on, et A C B ja B C C. Peame niitama, et A C C. Viimase véite toestamiseks
votame suvalise elemendi x hulgast A ja néitame, et siis x € C. Kuna esimesest eeldusest
A C B, siis sellest, et © € A jéreldub, et x € B. Teise eelduse kohaselt B C C, seega iga
hulga B element on ka hulga C' elemendiks. Kuna meil x € B, siis jareldame, et ka z € C.
Olemegi ndidanud, et suvalise elemendi x korral hulgast A see element kuulub ka hulka
C. Seega A C C. [ ]

Mdrkus. Sisalduvusseose teist omadust ehk antisiimmeetrilisuse omadust kasutatakse sa-
geli just siis, kui on vaja toestada, et kaks hulka on vérdsed. Vorduse toestamiseks ndidatakse
sel juhul, et kumbki hulkadest on teise hulga osahulk. Ehk siis vordsuse A = B toestamiseks
niaidatakse, et A C B ja B C A. Kui A # B, siis peab leiduma vahemalt iiks element, mis
kuulub {ihte nendest hulkadest, aga mitte teise.

Niide 3.13. Transitiivsuse omadust illustreerivad kenasti arvuhulkade omavahelised seo-
sed: kuna Q C R ja R C C, siis loomulikult Q C C.

Tiihi hulk @ on itheselt méaaratud.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et leiduvad kaks erinevat tiihja hulka @7 ja (5. Niiiid
lauses 3.12 toodud 4. omaduse pohjal )1 C (2 (sest ()1 on tithi hulk) ning (o C (1 (sest 0o
on tithi hulk). Kuna @); C 03 ja @2 C 01, siis lauses 3.12 toodud 2. omaduse pohjal jareldub,
et () = (5. Viimane on aga vastuolus meie eeldusega, et (); # (2. Seega leidub tépselt iiks
tithi hulk. [ |

Ulesanne 3.15. Leia kaks hulka A ja B nii, et A on nii hulga B element kui ka osahulk.

Lahendus. Otsime kahte hulka A ja B nii,et A € B ja A C B. Alustame iitheelemendilisest
hulgast, néiteks A = {1}. Kuna soovime, et A € B, peab hulk B sisaldama hulka {1} kui
ithte oma elementi. Teisalt soovime aga, et A C B, mis tdhendab definitsiooni jargi seda,
et iga hulga A element peab olema ka hulga B elemendiks. Kuna arv 1 on hulga A ainus
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element, peab arv 1 olema ka hulga B elemendiks. Seega iiks voimalik valik hulgaks B
on B = {1,{1}}, kuigi ka hulk B = {1,2,{1}} rahuldab néutud tingimusi nagu ka veel
paljud teised hulgad. [

Definitsioon 3.16

Hulka A nimetatakse hulga B périsosahulgaks voi pirisalamhulgaks (ingl pro-
per subset) ja kirjutatakse A C B, kui hulk A on hulga B osahulk ja A # B.

Mirkus. Seoste A C B ja A C B vahekord on analoogiline arvude vahelise mitterange ja
range vorratusega.

Niide 3.17.
1. Kui S ={4,5,7} jaT ={3,4,5,6,7}, siis S C T
2. Arvuhulkade vahel kehtivad sisalduvused NC Z C Q C R C C.
3. Kui a < b, siis (a,b) C (a,b] < [a,b].
Ulesanne 3.18. Toesta, et tiisarvude hulk Z on ratsionaalarvude hulga Q périsosahulk.

Lahendus. Meil on vaja nédidata kahte asja. Esiteks peame néitama, et kui element x
kuulub tédisarvude hulka Z, siis kuulub ta ka ratsionaalarvude hulka @ (kuuluvuse ehk
osahulgaks olemise tingimus). Teiseks peame néitama, et leidub selline element y, mis
kuulub ratsionaalarvude hulka Q, aga ei kuulu tdisarvude hulka Z (péarisosahulgaks ole-
mise tingimus). Need kaks véidet saame lausearvutuse stimboolikat kasutades kirja panna
jargmiselt:

Ve(x€Z=2€Q) ja JylyecQAy¢Z).

Esimese véite toestus on lihtne. Olgu = € Z. Kuna iga tdisarvu saab arvuga 1 jagada,
voime kirjutada x = §. Niilid on arv z esitatud kujul, kus lugejas ja nimetajas on téisarv.
Ratsionaalarvu definitsiooni kohaselt on x seega ratsionaalarv ehk = € Q.

Teise osa toestuseks on meil vaja leida ratsionaalarv, mis ei ole samal ajal taisarv. Votame
naiteks y = % (selliseid arve on ju palju!). Definitsiooni kohaselt on y ratsionaalarv (esita-
tud kahe tdisarvu suhtena), kuid y pole téisarv. Seega oleme leidnud véhemalt ithe arvu
y, mis kuulub ratsionaalarvude hulka @, aga ei kuulu téisarvude hulka Z. Sellega oleme

nédidanud, et tdisarvude hulk Z on ratsionaalarvude hulga Q périsosahulk. [
Definitsioon 3.19

Olgu A hulk. Hulga A kaigi osahulkade hulk on P(A) = {X | X C A}.

Ulesanne 3.20. Iga hulga korral leia tema kéigi osahulkade hulk. Samuti méira |A| ja

[P(A)I.
1. A={;
2. A={a,b};

3. A=1{1,2,3}.
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Lahendus.
1. P(A) = {0}. Antud juhul [A] = 0 ja [P(A)] = 1;
2. P(A) = {0, {a}. {b}, {a,b}}. Seckord |A| = 2 ja [P(A)| = 4;
3. P(A) = {0,{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}. Niiiid |A| = 3 ja [P(A)| = 8.

]
Pane téhele, et eelmise niite iga hulga korral kehtib seos |P(A)| = 2/4l. Osutub, et see on
alati nii ehk kui hulgas A on n elementi, siis sellel hulgal on 2" erinevat osahulka.

Kui hulgas A on n elementi, siis hulgal A on 2" erinevat osahulka.

Toestus. Iseseisvalt! ]

Niide 3.22. Kui C = {0, {0}}, siis P(C) = {0, {0}, {{0}},{0,{0}}}. Siinjuures on oluline
moista, et tikski hulkadest 0, {0} ja {{0}} ei ole omavahel vordsed. (Tiihi kast ja kast, mille
sees on tithi kast, ei ole samad asjad.) Antud hulga C' korral on korrektne kirjutada

hcc, 0cC, becC, {0ycc, {0tccC, {0teC

samuti on korrektne ka {{0}} c C, {{0}} ¢ C ja {{0}} € P(C).

3.3 Hulkade iihend ja iihisosa

Nii nagu saame omavahel taisarve kombineerides (liites, lahutades, korrutades ja monikord
jagades) moodustada uusi téisarve, nii on voimalik kahe hulga {ihendamisel moodustada
uusi hulki.

Definitsioon 3.23

Hulkade A ja B iihendiks (ingl union) nimetatakse hulka AUB, mille moodustavad
koik elemendid, mis kuuluvad vdhemalt iihte hulkadest A v6i B, st

AUB={z|z€ AVz € B}.

Sidesona ,,voi* kasutatakse siin jallegi mittevélistavas tdhenduses, st element x v6ib kuu-
luda kas hulka A v6i hulka B v6i molemasse hulka korraga.

Uhiseid elemente arvestatakse vaid iiks kord. Meelde jitmiseks ja segaduste viltimiseks
tasub teada, et {thendi stimbol U tuleneb inglisekeelsest sonast Union.

Margime, et alati A C AUB ja BC AUB.
Tehete abil moodustatud hulkadest piltliku ettekujutuse saamiseks kasutatakse nn Venni

diagramme. Kui hulgad A ja B on kujutatud ringidena, siis vérvitud ala joonisel on
nende ithend AU B.
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Uhend

AUB

Niide 3.24.
1. Kui A ={a,b,c} ja B=/{a,c,d,e},siis AUB ={a,b,c,d,e};
2. 10,1) U (0,1] = [0, 1];
3. NUQ = Q.

Definitsioon 3.25

Hulkade A ja B iihisosaks ehk 16ikeks (ingl intersection) nimetatakse hulka ANB,
mille moodustavad koik elemendid, mis kuuluvad nii hulka A kui ka hulka B, st

ANB={zx|z€ ANz € B}.

Mis tahes hulkade korral AN B C A ja ja AN B C B. Uhisosa on Venni diagrammi abil
kujutatud varvitud osana jargmiselt:
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Uhisosa

ANB

Ndiide 3.26.

1. Kui A ={a,b,c} ja B=/{a,c,d,e},siis AN B = {a,c};

2. 0,1) N (0,1] = (0, 1);

3. NNQ=N.

Iga kahe hulga A ja B korral kehtib AN B C AU B.

Toéestus. Esiteks, kui AN B = (), siis ) = AN B C AU B lause 3.12 omaduse 2. pohjal.
Seega vaatleme niiiid juhtu, kus A N B # (. Peame niitama, et kui z € A N B, siis
z € AU B. Seega, olgu antud suvaline element zz € A N B. Uhisosa definitsiooni kohaselt
kuulub element x moélemasse hulka, nii hulka A kui ka hulka B. Kuna x € A, siis kahe
hulga tihendi definitsiooni kohaselt on 6ige ka véide, et z € AU B. Seega oleme niidanud,
et ANBC AUB. |

Kui kahel hulgal A ja B ei ole iihiseid elemente, siis ANB = () ning hulki A ja B nimetatakse
I6ikumatuteks. Niiteks, ratsionaalarvude ja irratsionaalarvude hulgad on léikumatud.

Ulesanne 3.28. Mida saab 6elda hulkade A ja B kohta, kui ANB = A voi kui ANB = B?
Joonista vastavad Venni diagrammid.
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Teoreem 3.29: Uhendi ja iihisosa omadusi

1. Iga hulga A korral AUA = A ja AN A= A (idempotentsus);

2. Mis tahes hulkade A ja B korral AUB = BUA ja AN B = BN A (kommu-
tatiivsus);

3. Mis tahes hulkade A, B ja C korral (AUB)UC = AU(BUC) ja (ANB)NC =
AN (BNCQC) (assotsiatiivsus);

4. Mis tahes hulkade A, B ja C korral (AUB)NC = (ANC)uU(BNC(C) ja
(ANB)UC = (AuC)N(BUCQC) (distributitvsus).

Toestus. Omadused 1. — 3. jarelduvad vahetult definitsioonidest ja on jaetud iseseisvaks
t60ks. Néitena toestame teise distributiivsuse vorduse ehk (ANB)UC = (AUC)N(BUC).
Kontrollime seda vordust samavéaérsuste ahela abil:

re(AUC)N(BUC) ez AUCANze BUC
S xeAVeeC)N(zxe BVze()
S (reANzeB)V(xe ANz eC)V(zxeCAhzeB)V(zeCAxel)
S (reANzeB)V(xeAVeeBVzeC)hz el
S (reANzeB)vael
sreANBvzel
srxe(ANB)UC.

Ulejasanud vorduste kontroll teosta iseseisvalt. [

Assotsiatiivsuse omadust saab illustreerida Venni diagrammide abil jargmiselt: (Venni
diagrammide joonistamine ei ole sama, mis toestus!)

A BUC AU BUC)
A@B A ) |
C C C
AUB C (AUBjuC
&@B A A B
c c C

AUuBuUC)=(AuB)wC
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3.4 Hulkade vahe ja siimmeetriline vahe

Definitsioon 3.30

Hulkade A ja B vaheks (ingl difference) nimetatakse hulka A\ B, mille moodus-
tavad elemendid, mis kuuluvad hulka A, aga ei kuulu hulka B, st

A\B={z|x€ ANz ¢ B}.

Ndide 3.31.

1. Kui A ={1,2,3,4,5} ja B ={2,4,6}, siis A\ B={1,3,5} ja B\ A= {6};
2. [0,1)\ (0,1) = {0};
3. N\ Z=0.

Esimene nendest néidetest kinnitab ka asjaolu, et tldiselt A\ B # B\ A.

Venni diagrammil on kahe hulga vahe kujutatud jargmiselt:

Vahe

A\B

Ulesanne 3.32. Olgu antud hulgad A = {z € R: |2| < 3}, B = {z € R: |z| > 2} ja
C={zreR:|z—-1| <4}.

1. Kirjelda hulki A, B ja C kasutades intervalli tdhistusi;

2. Leia ANB, A\B, BNC, BUC, B\ C jaC\ B.
Lahendus.

1. A=[-3,3],B=(—00,—2)U(2,0) ja C' = [-3,5];

2. ANB =[-3,-2)U(2,3], A\B = [-2,2], BNC = [-3,—2)U(2, 5], BUC = (—00, ),
B\ C = (—00,-3)U(5,00) ja C\ B =[-2,2].
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Olgu A, B ja C hulgad. Siis

A\(BUC) = (A\B)N(A\C) ja A\(BNC)=(A\B)U(A\O).

Toestus. Iseseisvalt. ]
Definitsioon 3.34

Hulkade A ja B siimmeetriliseks vaheks (ingl symmetric difference) nimetatakse

hulka A A B, mille moodustavad elemendid, mis kuuluvad parajasti iihte kahest
hulgast A ja B, st

ANB=(A\B)UB\A) ={z|(xecArz¢ B)V(t¢ Arz e B)}

Stimmeetrilist vahet illustreerib jirgmine Venni diagramm:

Silimmeetriline vahe

A B

AAB

Niide 3.35. Kui A ={a,b,c} ja B={a,c,d, e}, siis A A B={b,d,e}.

Olgu A ja B hulgad. Siis AA B=(AUB)\ (AN B).

Vaata ning vordle seda tulemust siimmeetrilist vahet illustreeriva Venni diagrammiga.
Lause 3.36 toestus. Peame toestama, et kaks hulka A A B ja (AUB)\(ANB) on vordsed.
Kuna A A B = (A\B)U(B\A), siis peame naitama, et (A\B)U(B\A) = (AUB)\(ANB).
Toepoolest,

r€(AUB)\(ANB)&xc AUBANz¢ ANB
S (xeAVezeB)A-(x e ANz € B)
S (reAVezeB)N(x¢ AVz ¢ B)
SxeANz g A)V(recANs ¢ B)V(xeBAx ¢ A)V(xe BAx ¢ B)
S (reANx¢B)V(xeBAx ¢ A)
sSreA\BVzeB\A
< axe(A\B)U(B\A).
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]
Lisaks just toestatud lausele 3.36 on siimmeetrilisel vahel veel jargmised omadused.
Lause 3.37: Siimmeetrilise vahe omadused
1. Mis tahes hulkade A ja B korral A A B = B A A (kommutatiivsus);
2. Mis tahes hulkade A, B ja C korral (A A B) A C = A A (B A C) (assotsia-
tiivsus);
3. Mis tahes hulkade A, B ja C korral (A A B)NnC = (ANnC) A (BNCO)
(distributiivsus);
4. Mis tahes hulkade A ja B korral AA B=AUB & ANB=1.
Tdestus. Iseseisvalt. ]

Ulesanne 3.38. Kujuta Venni diagrammil hulgad A\ (BUC), AN (B\C), (A\ B)\C
ja A\ (B\ Q).

3.5 Hulga tidiend

Koolimatemaatikas tegeletakse néiteks naturaalarvude hulgaga voi tédisarvude hulgaga,
kusjuures uurimise objektideks on nii nende hulkade elemendid ja osahulgad kui ka ele-
mentide vahel defineeritud seosed, tehted ja funktsioonid. Hulgateoorias nimetatakse sellist
hulka, mille uurimise objektideks on peamiselt selle hulga elemendid ja osahulgad ning nen-
de vahel defineeritud seosed, tehted ja funktsioonid, universaalhulgaks ja téhistatakse
tdhega U.

Kui tegeletakse mingi universaalse hulga U elementidega, siis voivad iga konkreetse hulga
A C U puhul huvi pakkuda ka sellised universaalse hulga elemendid, mis hulka A ei
kuulu. Naiteks, kui aritmeetikas on universaalseks hulgaks naturaalarvude hulk, siis koos
paarisarvude hulgaga pakuvad huvi ka paaritud arvud.

Definitsioon 3.39

Olgu U universaalhulk ja A C U. Hulga A tdiendiks A’ (ingl complement) nime-

tatakse hulka, mille moodustavad koik need universaalse hulga U elemendid, mis ei
kuulu hulka A, st
A={zeU:z¢ A} =U\ A

Hulga A tdiendit saab Venni diagrammi abil kujutada jargmiselt:
Niide 3.40.
1. Kui U =7Z, siis N ={0,-1,-2,... };

2. Kui U =R, siis Q) =1
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AT

Lause 3.41: Tidiendi omadused

Olgu U universaalhulk ja A, B C U. Hulga téiendi moodustamisel kehtivad
jargmised omadused:

1. 0 =U;
2. U =10
3. AUA =U,
4. AnA = 0;
5. A" = A;

6. (AUB) =A'nB,

7. (AnB) =A"UB.

Toestus. Omadused 1. — 5. jiarelduvad vahetult tdiendi definitsioonist ja on jéetud ise-
seisvaks t60ks. Omadusi 6. ja 7. nimetatakse De Morgani valemiteks. Antud valemid
véljendavad iithendi ja iihisosa duaalsust tdiendi votmise suhtes. Meie téestame vaid De
Morgani valemi 7. (valemi 6. tGestus on analoogiline).

7. Kontrollime vordust samavéérsuste ahela abil:

re(ANB) ©zeUNx ¢ ANB
srxeUN-(zre ANz € B)
crxeUN(x¢ AV ¢ B)
SxeUNx ¢ A)V(zeUAx ¢ B)
sreAvreB
sxeAUB.

[
Hulkade A ja B vahet A\ B nimetatakse monikord ka hulga B tdiendiks hulga A
suhtes. Pohjuse selleks annab definitsioon A\ B = {x | x € ANz ¢ B}.
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Neli hulgateoreetilist tehet (iihend, {ihisosa, vahe ja siimmeetriline vahe) on omavahel seo-
tud selles mottes, et igalihte neist saab véljendada teiste kaudu. De Morgani seadustest
jareldub lisaks nn duaalsuse printsiip, mis tdhendab, et etteantud hulkadest, nt hul-
kadest X,Y, Z saab moodustada uusi hulki tehete N, U ja ' abil. Seejuures igast toesest
vordusest niimoodi moodustatud hulkade vahel saame uue, samuti tdese vorduse, kui asen-
dame koik hulgad nende tdiendhulkadega ning tehted N ja U vastavalt tehetega U ja N.

Néiteks voime kirjutada AN B = A\ (A \ B) ning eespool oli juba antud esitus A A B =
(A\ B)U(B\ A).

Ulesanne 3.42.
1. Avalda AU B ja A\ B tehete N ja A abil;
2. Avalda AN B ja A\ B tehete U ja A abil;
3. Avalda AU B tehete \ ja A abil.

Ulesanne 3.43. Tdesta, et AU B ei ole véimalik avaldada tehete N ja \ abil ning A\ B
ei ole voimalik avaldada tehete U ja N abil.

3.6 Loplikud ja lopmatud iihendid ja iihisosad

Tihti seisame silmitsi olukorraga, kus hulgatehteid kasutades tuleb omavahel iihendada
kolm v6i rohkem hulka. Tiiiipiline Venni diagramm kolme hulga jaoks néeb vélja selline:
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Kolme hulga ithend defineeritakse kui AUBUC ={z |z € AVz € BVax e C}. Jillegi,
kui tahame, et element x kuuluks kolme hulga iihendisse, peab ta kuuluma vahemalt iihte
nendest hulkadest.

Ulesanne 3.44. Oletame, et x € AU BUC, kuid ¢ AN BN C. Millistesse hulkadesse
saab element x kuuluda?

Kahe hulga iihendi ja iihisosa definitsioone saab iildistada:
e n hulga juhule, kus n € N;
e hulkade jadale {A;:i=1,2,3,...};
e ja koguni suvalisele hulkade siisteemile.

Need iildised definitsioonid rakendavad sama ideed, nagu definitsioonid kahe komponendi
puhul: iithendi moodustavad objektid, mis kuuluvad vahemalt {ihte liidetavatest hulkadest,
ja thisosa need objektid, mis kuuluvad igasse vaadeldavasse hulka.

Nii saame n hulga (n € N) tihendi ja iithisosa defineerida vordustega

A1UA2U...UAn:{$’1‘6141\/.%’6142\/...\/1‘6.4”},
AiNAn..NA,={z|x e ANz €Ay N... Nz € A,}.

Niide 3.45. Olgu A; = {0,2,5}, Ay = {1,2,5} ja A3 = {2,5,7}. Siis

3 3
JA4i=1{0,1,2,57} ja [)Ai={25}
=1

i=1
Hulkade jada A, Az, As, ... lihendi ja iihisosa saame defineerida vordustega
UAi:AlLJAQUAgU...:{LIZ’HiENnii, etJIEAZ‘},
i=1

ﬂAi:AlﬂAgﬁAgﬂ...:{x]ViGNkorraleAi}.
=1

Olgu niitid Z mingi mittetiihi hulk ja vaatame hulkade siisteemi (A, )qe7, siis saame selle
siisteemi hulkade ithendi ja {ihisosa defineerida jérgmiselt:

UAa:{x\ElaeInii,et:veAa},

a€l
ﬂ Ay = {x | VYa € T korral x € A, }.
acl
Niiteks,
U a=Ua » N 4=N4
i€{1,...,n} =1 ie{l,...,n} i=1
ja
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Nidide 3.46. Olgu iga i € N korral A; = {—4,0,4}. Siis
i=1

i=1

Niide 3.47. Olgu Z = [1,4] ja iga o € Z korral A, = [0,«]. Siis néiteks Ay = [0, 2],
A5 = 0.2 ja Ay = [0,7] ning

Uda= U 4a=104 ja [J4a= [ Aa=1[0.1].

a€l a€l1,4] a€l a€l1,4]

Niide 3.48.

L. Upezln — %7” + %) =R;

2. 720:1(07 %) =¥
3. Ua,be@(a, b) = R,
4. Tga hulga A korral Usea{a} = A.

De Morgani seadused on iildistatavad mis tahes (isegi l16pmatu) arvu hulkade jaoks.

Ulesanne 3.49. Olgu U universaalhulk, 7 # 0 ja A, C U iga o € T korral. Toestada, et

(UAa>,= M4, ja (ﬂ Aa>,: U AL

ol a€el a€el a€l

3.7 Hulkade otsekorrutis

Selleks, et defineerida keerulisemaid matemaatika struktuure, on tingimata vaja nn jarjestatud

paare (a,b), kus a € A ja b € B ning A ja B voéivad olla suvalised hulgad.
Definitsioon 3.50

Hulkade A ja B otsekorrutiseks ehk Descartes’i korrutiseks (ingl Cartesian
product) nimetatakse koikide paaride (a,b) hulka, kus a € A ja b € B, seejuures
elementide jarjekord on oluline.

Hulkade A ja B otsekorrutist téhistatakse siimboliga A x B. Seega
Ax B={(a,b)|a€ A be B}.

Oecldakse ka, et A x B on kdigi jirjestatud paaride (a,b) hulk, kus a € A, b € B. Séna
sjarjestatud” tdhendab siin asjaolu, et kaht paari loetakse vordseks siis ja ainult siis, kui
nende vastavad elemendid on vordsed, st

(a,b) = (c,d) & a=cNb=d.

Otsekorrutist A x A nimetatakse ka hulga A otseruuduks ja tihistatakse A2. Meile
tuttavana voime ka koordinaattasandit vaadelda reaalarvude hulga R ruuduna: R x R =
R2.
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Niide 3.51. Ristkiilikut R = {(z,y): a < x < b,¢ <y < d} voime esitada 1dikude [a, b]
ja [e, d] otsekorrutisena R = [a, b] x [c, d].

Niide 3.52. Kui A = {a,b,c,d,e, f,g9,h} ja B = {1,2,3,4,5,6,7,8}, siis otsekorrutist
Ax B ={(a,1),...,(h,8)} voib vaadelda kui malelaua ruudustikku (males kirjutatakse
lihemalt al, ..., h8).

Peaks olema pikemata selge, et hulkade otsekorrutamine pole tildjuhul kommutatiivne, st
kui A # B, siis A x B # B x A. Naiteks, [1,3] x [4,5] # [4,5] x [1, 3] (tee joonis!).

Hulkade A, B,C ja D korral, kui A C Bja C C D, siis AxC C B x D.

Toestus. Olgu A, B,C ja D sellised hulgad, et A C B ja C C D. Peame tbestama, et
A x C C B x D. Seega, olgu (a,c) suvaline element hulgast A x C. Peame niitama, et
(a,c¢) € Bx D. Kuna (a,c) e AxC,siisa€c Ajace C.Et ACBjaC C D,siisa€ B
ja c € D. Jarelikult, (a,c) € B x D ja seega olemegi ndidanud, et A x C' C B x D. [

Ulesanne 3.54. Téesta, et kui A # () ja B # ), siis A x B = B x A parajasti siis, kui
A=B.

Teoreem 3.55: Otsekorrutise omadused

Hulkade A, B, C ja D jaoks kehtivad jargmised vordused:

L Ax0=0jadxA=10;

2. Ax (BUC)=(AxB)U(AxC);

3. Ax (BNC)=(AxB)N(AxC);

4. (AxB)N(Cx D)= (ANC) x (BN D);

5. Ax (B\C)=(AxB)\(AxQO).
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Toestus. Kontrollime vordust 2. samavaarsuste ahela abil:

(a,) e Ax (BUC)®ac ANbe BUC
SacAN(DbeBVbeO)
S (ae ANbeB)V(ae ANbeC)
< (a,b) € Ax BV (a,b)e AxC
< (a,b) € (Ax B)U (A x C).

Ulejadnud vorduste kontroll teosta iseseisvalt. [
Kahe hulga otsekorrutise moiste on vahetult tildistatav mis tahes I6plikule arvule hulkade-
le. Tahistame stimboliga (a1, as,. .., a,) n-jarjendit st n elemendi jarjestatud hulka. Hul-
kade A1,..., A, otsekorrutiseks A; x ... x A, nimetatakse hulka koigist n-jarjenditest,
mille elemendid on vastavatest hulkadest, st

Ay x ..o x Ay ={(a1,...,ap): a1 € Ay,...,an € Ay}

Otsekorrutist A x ... x A tahistatakse A" ja nimetatakse hulga A n-daks otseastmeks.
—_——

n

Kui hulgas A on m elementi ja hulgas B on n elementi, siis hulgas A x B on m-n elementi.
Uldisemalt, kui A; koosneb m; elemendist, ..., A, koosneb m,, elemendist, siis 4; x...x 4,

koosneb mj - ...-m, elemendist.
Ulesanne 3.56. Olgu n € N. Toestada, et kui A; # 0 ja B; #0 (i = 1,...,n), siis
1. Ay x...x A, C By X...x B, parajasti siis, kui A; C By,...,A, C By;

2. Ay X ...x A, = By X ... x B, parajasti siis, kui A = By,..., 4, = B,.
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Matemaatika nouab kainet pead,

sest matemaatika on ju ise nagu

tiks klaas viina teise jarele —

A. H. Tammsaare

4.1 Jaguvus jaalgarvad . . . ..o oo o Lo
4.2 Matemaatiline induktsioon . . . . . .. .. .. L Lo

4.3 Tugev matemaatiline induktsioon . . . . . . ... ... oL

4.1 Jaguvus ja algarvud

Definitsioon 4.1

Oeldakse, et tiisarv a jagab (ingl divides) tiisarvu b (ja téhistatakse a | b), kui
leidub selline téisarv c, et ac = b.

Fakti, et a | b voib téhistada ka kujul b : a ehk arv b jagub arvuga a.

Niide 4.2. 3| 15, sest 3-5 = 15.

Téaisarvude jaguvusseosel on jargmised omadused.

o7
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Lause 4.3: Jaguvuse omadused

Olgu a,b ja c taisarvud. Siis

l.ala

2. Kuia|bjab|e,siisa|ec.

3. Kui alb ja ale, siis a|(b £ ¢)

4. Kui a | b, siis ac | be iga ¢ € Z korral.

5. all parajasti siis, kui a = 1 v6i a = —1.

Toestus. Toestame omaduse 2., iilejddnud omadused saab tdestada analoogiliselt.
Olgu a,b,c € Z sellised taisarvud, et a | b ja b | c. Kuna a | b, siis leidub m € Z nii, et
b = am. Sarnaselt leidub n € Z nii, et ¢ = bn. Niiiid saamegi, et

c=bn=(am)-n=a-(mn).
Kuna mn € Z, siis olemegi niaidanud, et a | c. [

Jargnevalt esitame téisarvude jadgiga jaguvuse pohitulemuse.

Teoreem 4.4

Olgu a tédisarv ja b naturaalarv. Siis leiduvad tiheselt médratud taisarvud ¢ (jagatis)
ja r (jaak) nii, et
a=bg+r ja 0<r<hb

Teoreemi toestuses kasutame jargmist abitulemust

Mis tahes tédisarvu a korral a2 4+ a > 0.

Tdestus. Olgu a € Z. Kuna a on téisarv, siis piisab vaadelda kahte juhtu, kui a > 0 ja
kui a < 0. Esimesel juhul on selge, et a? +a > 0, sest a > 0 ja a® > 0. Teiseks, kui niiiid
aga a < 0, siis a < —1, sest a € Z. Kuna a+1 < 0, siis a®> +a = a(a+1) > 0. Kokkuvottes
olemegi niidanud, et iga téisarvu a korral a® 4+ a > 0. [

Niitid oleme valmis esitama jadgiga jaguvuse tulemuse toestuse.

Teoreemi toestus. Olgu antud a € Z ja b € N. Vaatleme hulka
A={a—-bx |z €Z,a—bxr >0} C NU{0}.
Esmalt paneme tihele, et A # (). Toepoolest,

a—b(—a2)2a+ba22a+a220,
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kus viimane vérratus kehtib lemma 4.5 pohjal ja seega a —b(—a?) € A. Kuna hulga NU{0}
igas mittetiihjas alamhulgas leidub vahim element, siis leidub ka hulga A vdhim element
r=a—>bqg € A, kus q € Z.

Niitame, et r < b. Selleks oletame vastuviiteliselt, et r > b. Tahistame r’ := r — b, siis

0<r'=r—b=a-blg+1)eA ja ' <r

mis on vastuolus 7 valikuga. Niiviisi oleme leidnud sellised q,r € Z, et a = bg + r ja
0<r<hb.
Niitame, et ¢ ja r on iiheselt médratud. Selleks oletame, et leiduvad téisarvud g1, go, 71,72
nii, et

a=bqp+r1=bg+1r2 ja 0<ry,re<b.
Siis b(qg1 — q2) = ro — 7. Kuna b > 1, |ra —r1| < b ja ¢ — q2 € Z, siis vordusest
|ro — r1] = |b| - |q1 — qo| jéreldub, et g1 — g2 = 0 ja seega ka ro — r1 = 0. Sellega olemegi

nédidanud, et g1 = ¢qo ja r1 = ro. [ |
Definitsioon 4.6

Algarvuks (ingl prime) nimetatakse tihest suuremat naturaalarvu p, mille ainsad
naturaalarvulised jagajad on 1 ja p. Naturaalarvu, mis on suurem kui 1 ja mis pole

algarv, nimetatakse kordarvuks (ingl composite).

Sonastame niiiid aritmeetika pohiteoreemi, millele tugineb suur osa naturaalarvude arit-
meetikas toestatavatest teoreemidest ja mis parineb Eukleidese (u 350 eKr) ,Elementide”
IX raamatust. Teoreemi tdestuse jatame paragrahvi 4.3, sest see vajab (tugeva) matemaa-
tilise induktsiooni meetodit.

Teoreem 4.7: Aritmeetika pohiteoreem

Iga naturaalarvu n > 2 saab esitada algarvude korrutisena (st leiduvad r € N ja
algarvud p1, ..., p, nii, et n = py-...-p,) ning see esitus on ithene tegurite jarjekorra
tapsuseni.

Teoreem 4.8: Eukleides

Algarvude hulk on lopmatu.

Toestus. Olgu algarvud tdhistatud py = 2, po = 3, p3 = 5, pg = 7,.... Oletame vas-
tuvaiteliselt, et leidub suurim algarv p,. Vaatleme naturaalarvu a = pip2...p, + 1. Et
a > 1, siis aritmeetika pohiteoreemi pohjal leidub algarv, mis arvu a jagab. Kuna oletasi-
me, et p1,pa,...,p, on ainsad algarvud, siis peab leiduma selline i € {1,...,n}, et p; | a.
Et p; | a ja p; | p;, siis lause 4.1 omaduse 3 pohjal saame, et p; | a — p1p2...p, ehk p; | 1,
mis on vastuolus sellega, et p; > 1. [

4.2 Matemaatiline induktsioon

Me koik arvame, et tunneme naturaalarve hésti ja et meil on selged mitmed naturaalarvu-
de omadused. Naiteks teame, et naturaalarve saab lahutada algtegurite korrutiseks voi et
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summa ei soltu liidetavate jarjekorrast jne. Tegelikult on naturaalarvude hulk oma sisult
aga palju rikkam ning isegi kaasaegsed matemaatikud ei tunne veel kéiki naturaalarvu-
de omadusi. Naiteks pole teada, kas iile iihe paiknevate algarvude paaride, nn algarvude
kaksikute hulk 3 ja 5,5 ja 7, 11 ja 13, 17 ja 19, 29 ja 31, 41 ja 43, 59 ja 61, 71 ja 73, 101 ja
103 jne on 1oplik v6i 16pmatu. Lahendamata probleeme naturaalarvude vallas voib vélja
tuua teisigi.

Meie tutvume siinses peatiikis naturaalarvude jargnevuse omadusega, mis iitleb, et igale
naturaalarvule jargneb naturaalarv. Tépsemalt, igale naturaalarvule saab vahetult jargneda
ainult iiks naturaalarv. Jargnevuse omadus on naturaalarvude suhtes iiks olulisemaid oma-
dusi ja seetottu on jargnevuse omadus koos jargnevuse iihesusega naturaalarvude teooria
iilesehitamisel iiheks aksioomiks. See omadus véljendab naturaalarvude olemust, mis seis-
nebki jargnevuses. Lisaks peegeldab jargnevuse omadus ka naturaalarvude jérjestatust
suuruse jirgi ja asjaolu, et naturaalarvude jarjend on lopmatu. Aksioomiks on ka natu-
raalarvu 1 olemasolu, sest jargnevuse omadust saab kasutada alles siis, kui midagi on
algselt olemas, millest alustada.

Naturaalarvude kohta kéivaid véiteid ei saa tdestada kontrollimise teel, sest naturaal-
arvude hulk on 16pmatu. Seega on vaja mingit tdestamismeetodit, mis naturaalarvudega
tegelemisel nouaks ja kasutaks jargnevuse omadust. Kehtib jargmine véide (aksioom): kui
mingi naturaalarvude hulk sisaldab arvu 1 ja selles kehtib jidrgnevuse omadus,
siis see hulk sisaldab koéiki naturaalarve. Ténu sellele véitele saame niiiid naturaal-
arvude kohta kéaivaid vaiteid toestada 16pliku arvu sammudega.

Esiteks, tuleb néidata, et vaide kehtib naturaalarvu 1 korral. Seda saab teha kontrollimise
teel.

Teiseks, tuleb niidata, et viitel on jargnevuse omadus. Kui see on néidatud, on meil
oigus kolmandaks tldistada véaide koikidele naturaalarvudele.

Sageli lilesannete lahendamisel matemaatilise induktsiooni meetodi abil tuleb eelnevalt
piistitada vaidete seeria, ldhtudes iilesande sisust.

Uldistamist {iksikjuhult iildjuhule nimetatakse induktsiooniks. Filosoofias on induktsioon
arutlemise viis, mille puhul sellest, et iihtedel asjadel on teatav omadus, jareldatakse, et
see omadus on ka monel teisel asjal voi isegi koikidel samalaadsetel asjadel. Induktsioo-
niks nimetatakse seal ka induktiivse arutluse esitamist. Erinevalt deduktsioonist ei taga
aga induktsioon iildjuhul seda, et kui eeldused on toesed, siis ka jéreldus on tdene, mis
tdhendab, et tildistuse oigsus jdab toestamata. Meie jaoks on siiski védga oluline, et toesed
eeldused tagaksid ka toese jarelduse, ja seda voimaldab meile matemaatiline induktsioon.
Kaesolevas peatiikis vaatamegi veel iihte tdestusmeetodit — matemaatilist induktsiooni —
mis tdiendab harilikku induktsiooni, valtides valesid iildistusi. Kuigi nimetus sisaldab sona
sinduktsioon“, on siiski tegemist deduktiivse toestamise vormiga.

Alustame néitega probleemist, mille téestamiseks ldheb vaja matemaatilist induktsiooni.



4.2. MATEMAATILINE INDUKTSIOON

Viide. Esimese n paaritu arvu summa on n-.

2

Illustreerime seda vaidet tabeliga:

n n esimese paaritu arvu summa n?
1 1= 1
2 1+3= 4
3 1+345= 9
4 1+34+547= 16
5 14+3+54+7+9= 25
n|14+34+54+7+9+11+---+(2n—1)= | n?

61
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Pane tihele, et esimeses viies reas on tdesti nii, et n esimese paaritu arvu summa on n2.
Samuti tasub mérgata, et iga rea viimane liidetav on esitatav kujul 2n—1 (st, kui n = 2, siis
teise rea viimane liidetav on 2-2—1 = 3; kui n = 3, kolmas paaritu arv summas on 2-3—1 =
5 jne). Aga siiski jadb ohku rippuma kiisimus, et kas tdesti 1+3+54+7+9+11+...4+(2n—1)
on vordne arvuga n?? Kas meie viide on tdene koigi naturaalarvude korral? Sénastame
oma véite imber jérgmiselt. Iga naturaalarvu n korral (tabelis iga rea korral) olgu meil
antud véited S, jargmiselt:

S1:1=12
S9:1+3=2°
S3:14+34+5=232

Sp:1+3+54+T7++(2n—1)=n?

Kiisime: kas koik need vaited on toesed?

Matemaatiline induktsioon ongi méeldud just seda tiilipi kiisimuste vastamiseks, kus meil
on antud terve hulk véiteid Sy, So,...,Sn,... ja me peame toestama, et koik need viited
on toesed. Meetod on tegelikult véga lihtne ja meetodi iseloomustamiseks motle pikale rea-
le doominotele, mis liksteise korvale piisti on laotud. Oletame, et sa suudad &ra toestada
(kontrollida) esimese véite. Sellele vastab esimese doomino timber liikkkamine. Lisaks ole-
tame, et sa suudad niidata, et kui vdide Sy on tdene (vastav doomino kukub), siis see
sunnib jargmise véite Ski1 olema toene (jargmise doomino kukkuma). Seega, niiiid, kui
doomino 57 kukub, ajab ta iimber jargmise doomino S5, mis omakorda liikkkab iimber
doomino S3, kukkudes ajab doomino S3 timber doomino Sy jne. Meil ei jaa 16puks midagi
muud tile, kui todeda, et koik véited on téesed (ehk koik doominod timber litkatud).

M HEE - FHHHN

Joonis 4.1: Viited on reastatud nagu doominod.
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HHHEH - HHHNY

Joonis 4.2: Oletame, et esimene véide on toestatud (esimene doomino litkatakse timber).

[

Ay
-

Gosvsed

“IN

Skeol  [Skeal  [Skaa| -

e

Joonis 4.3: Oletame, et doomino Sj;, pohjustab alati doomino Si4; timberkukkumise.

SO SO

Joonis 4.4: Kéik doominod peavad kukkuma (ehk koik véited peavad kehtima).

Eelnev arutelu annab meile sammud, mis on vajalikud matemaatilise induktsiooni tdestusmeetodi
labiviimiseks.
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Teoreem 4.9: Matemaatilise induktsiooni printsiip

Olgu S(n) predikaat, kus muutuja n saab naturaalarvulisi vaartusi. Kui
1. S(1) on toene (induktsiooni baas),

2. iga naturaalarvu k korral, kui S(k) on toene, siis ka S(k + 1) on toene (in-
duktsiooni samm),

siis véide S(n) on toene iga naturaalarvu n korral.

Mirkus 4.10

1. Pole oluline, et koige esimene véide, mida kontrollitakse, vastab naturaalar-

vule 1. Piisab, kui véide kehtib mingi naturaalarvu korral ning iildistamine
toimub sellele arvule jargnevatele arvudele.

2. Matemaatilist induktsiooni saab rakendada ainult siis, kui mélemad eeldused
(induktsiooni baas ja induktsiooni samm) on rahuldatud.

Ndide 4.11. Toesta matemaatilise induktsiooni abil, et n esimese naturaalarvu summa
n(n+1)

vordub avaldise ——5— védirtusega, so

1
1+2+3+”.+n:n(n2—i—)’ iga n > 1 korral.

Toestus. Kuna valemi kehtivus soltub naturaalarvust, saame téestamiseks kasutame ma-

temaatilist induktsiooni. Selleks tdhistame siimboliga S(n) predikaati 1+2+3+---+n =

n(n;l), kus n € N.

1. Induktsiooni baas. Kuna 1 = 1(1; U siis § (1) on toene.

2. Induktsiooni samm. Olgu k € N ja oletame, et S(k) on toeneb. Peame néitama, et siis
on toene ka S(k+1), st 142+3+- - -+k+k+1 = %QUHZ)
lahtume véite vasakust poolest ja pilitiame selle teisendada véite paremaks pooleks.

. Selle vorduse toestamiseks

Teisendamise kiigus kasutame oma eeldust, et S(k) kehtib.

k(k+1
1+2+3+---+k+(k+1):(2)+(k+1)
eeldus
Ck(k+ 1) 4+2k+1)  (k+1)(k+2)
N 2 a 2 '

Seega néitasime, et ka S(k+1) kehtib. Matemaatilise induktsiooni printsiibi pohjal jareldub,
et S(n) kehtib iga naturaalarvu n korral. ]
Toestame niiiid sissejuhatuses tutvustatud véite n esimese paaritu arvu summa kohta.

Ndide 4.12. Toesta matemaatilise induktsiooni abil, et n esimese paaritu naturaalarvu

sumina on TL2 .

Toestus. Olgu S(n) predikaat 14+3+5+---+ (2n — 1) = n?, kus n € N.
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1. Kuna 1 = 12 siis S(1) kehtib.

2. Olgu k € N. Eeldame niiiid, et S(k) kehtib, st 14+3+5+---+(2k—1) = k%. Niitame,
et siis ka S(k + 1) kehtib. Téepoolest,
14+2434+ -+ k-1 +Qk+1D) -1 =k +2Kk+1)-1)

eeldus

=k 42k +1=(k+1)%

Seega oleme matemaatilise induktsiooni abil téestanud, et valem kehtib kodigi naturaalar-
vude korral. -

Niide 4.13. Tdesta, et kdigi naturaalarvude korral jagub avaldis 22" — 1 kolmega.
Téestus. Olgu S(n) predikaat 3 | 22" — 1, kus n € N.
1. Niitame esmalt, et S(1) kehtib. Kuna 221 —1 =4—1 =3 ja 3 | 3, siis S(1) on tdene.

2. Olgu k € N. Eeldame, et S(k) kehtib, st 3 | 22# — 1. Téestame, et siis kehtib ka
S(k + 1). Paneme téhele, et

22(k+1)_1:22k+2_1:22k4_1:22k(1+3)_1
—92k 1492k .3 1 —9%k.1 _149%.3

Saadud avaldis jagub kolmega, sest eelduse pohjal 3 | 22 —1 ja 3 | 22 . 3. Jérelikult,
3| 22(k+1) 1 ehk kehtib ka S(k + 1).

Oleme seega matemaatilise induktsiooni abil toestanud, et kéigi naturaalarvude korral
jagub avaldis 22" — 1 kolmega. [

Niide 4.14. (Geomeetrilise jada n esimese liikme summa valem.) Toesta matemaatilise
induktsiooni abil, et a,” € R ja |r| < 1 korral

2 3 na(l— rrt .
a+ar+ar®+ar®°+---+ar’ = 1, iga n > 0 korral.
—r
Toestus. Iseseisvalt. m
Ndide 4.15. Toesta, et n > 1 korral
1
1+§—|—--~+2n_1 < 2.

Toestus. Kasutame ndidet 4.14 vottes seal a =1 jar = % Siis
TR -G _, <1 (1)n)—2 Ly
2 n-l 7 -1 2) ) 7 o1 7
]

Niide 4.16. (Aritmeetilise jada n esimese liikme summa valem). Testa matemaatilise
induktsiooni abil, et

Z(a + (k—1)d) = g(2a + (n—1)d) igan >1 korral.
k=1
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Toestus. Iseseisvalt. |

Peatiiki alguse poole méarkisime, et matemaatilist induktsiooni saab rakendada ainult siis,
kui molemad eeldused (induktsiooni baas ja induktsiooni samm) on rahuldatud. Toome
siinjuures kaks néidet olukordadest, kus ainult iiks eeldustest on rahuldatud, mistottu
matemaatilist induktsiooni tulemuse toestamiseks kasutada ei saa. Alustame meile juba
tuttavast vaitest.

Niide 4.17. Iga naturaalarvu n korral on n? +n + 41 algarv.

»Toestus®. Alustame induktsiooni baasist ja kontrollime viidet n = 1 korral: 124+1+41 =
43, mis on algarv. Veelgi enam osutub, et n? + n + 41 on algarv iga n = 1,2, ..., 39 kor-
ral. Jiargmiseks oletame, et viide kehtib n = k korral, s.t k%2 + k + 41 on algarv. Piiliame
toestada, et siis ka (k+1)2+ (k+1)+41 on algarv. Sellega jéime aga jéinni ning tdestamine
ei onnestu. Tegelikult teame, et juba viirtusel n = 40 on 402 +40+41 = 40(40+1)+41 =
41(40 + 1) = 412 hoopis kordarv. Vaadeldud niide hoiatab kergekieliste iildistuste tege-
mise eest. Siin kiill kehtis induktsiooni baas, aga ei olnud véimalik ndidata induktsiooni
sammu kehtivust. Seega viide oli vale. ]

Jargmisena toome néite induktsiooni valest kasutamisest, mille autor on ungari matemaa-
tik G. Pélya (1954).

Ndide 4.18. Ko6ik hobused on {ihte varvi.
»Ioestus®. Olgu S(k) predikaat ,igas karjas, kus on k& hobust, on nad koik sama véarvi
1. Induktsiooni baas: Kuna iiks hobune on iseendaga sama vérvi, siis S(1) kehtib.

2. Induktsiooni samm:

Eeldame, et S(k) on toene, st igas karjas, kus on k hobust, on nad sama vérvi.
Vaatleme niiiid karja, kus on k& + 1 hobust. Eelduse kohaselt on esimesed k£ hobust
sama VAarvi.

hi,ha, ..., hi, gy
—_—————

sama VAarvi

Eelduse kohaselt on ka viimased k& hobust sama varvi.

h17h27 .. '7hkahk+1
N —————

sama VArvi

Seega koik hobused hy, ha, . . ., hy, hi1+1 peavad olema sama varvi ehk S(k) = S(k+1)
on toene.

Matemaatilise induktsiooni pohjal on koik hobused iihte vérvi. [
Ulesanne 4.19. Kus on niite 4.18 tdestuses vigane arutlus?

Matemaatilise induktsiooni printsiipi saab rakendada ka predikaatidele, mille muutujad
saavad vadrtusi tdisarvude hulgast.
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Teoreem 4.20: Uldine matemaatilise induktsiooni printsiip

Olgu S(k) predikaat, kus muutuja k saab taisarvulisi vadrtusi. Kui
1. leidub ko € Z nii, et S(ko) on toene (induktsiooni baas),

2. iga k > kg korral, kui S(k) on toene, siis ka S(k + 1) on téene (induktsiooni
samm),

siis véide S(k) on toene iga k > ko korral.

4.3 Tugev matemaatiline induktsioon

Mbonikord voib ette tulla olukord, kus on raske otse toestada, et viite S(k) kehtivusest
jareldub véide S(k + 1). Pigem leiad, et on vajadus kasutada monda varasemat véidet
S(i) (i < k), et ndidata S(k+ 1) kehtivust. Sellistes olukordades on voimalik kasutada ha-
riliku matemaatilise induktsiooni natukene muudetud varianti, mida kutsutakse tugevaks
matemaatilise induktsiooni printsiibiks ja mis kolab jargmiselt.

Teoreem 4.21: Tugeva matemaatilise induktsiooni printsiip

Olgu S(n) predikaat, kus muutuja n saab naturaalarvulisi vaartusi. Kui
1. S(1) on toene (induktsiooni baas),

2. iga naturaalarvu m korral, kui iga 1 < k < m korral S(k) on toene, siis
S(m + 1) on toéene (induktsiooni samm),

siis véide S(n) on toene iga naturaalarvu n korral.

Mirkus 4.22

Tugeva induktsiooni baasi kehtivuse kontrollimisel on monikord vaja toestada lisaks

esimesele viitele veel moned jérgnevad viited (vaata niiteks lause 4.27).

Erinevus tavalise matemaatilise induktsiooni printsiibiga on selles, et niiiid jareldub S(k+
1) kehtimine koigist eelnevatest viidetest S(1),...,S(k), ehk meil on rohkem induktsiooni
eeldusi, millest induktsiooni sammu téestada. Kui tavalise matemaatilise induktsiooni kor-
ral me eeldasime, et S(k) on tdene ja selle abil néitasime, et S(k+1) peab olema toene, siis
niiiid voime eeldada, et S(1),...,S5(k) on koik toesed ja kasutada neid koiki toestamaks,
et S(k+ 1) on toene.

Hoolimata oma nimest, on tugev matemaatiline induktsioon tegelikult sama ,tugev* kui
tavaline matemaatiline induktsioon. Iga véide, mis on toestatav tugeva matemaatilise in-
duktsiooni abil, on seda tehtav ka tavalise matemaatilise induktsiooniga. Ainuke erinevus
on selles, et moningad toestused voivad tugeva matemaatilise induktsiooni abil olla liht-
samad. Samas, kui on voimalik ainult S(k) kehtivusest toestada S(k + 1) kehtivus, siis
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tuleks kasutada tavalist matemaatilist induktsiooni.

Niitid oskame anda ka varem volgu jadnud aritmeetika pohiteoreemi toestuse.

Teoreem 4.23: Aritmeetika pohiteoreem

Iga naturaalarvu n > 2 saab esitada algarvude korrutisena (st leiduvad r € N ja
algarvud p1,...,p, nii, et n = p1-...-p,) ning see esitus on ithene tegurite jarjekorra
tapsuseni.

Toestus. Naitame esmalt tugeva matemaatilise induktsiooniga, et iga naturaalarvun > 2
saab esitada algarvude korrutisena. Arvu n = 2 puhul on see véide selge. Oletame, et n > 2
ja iga naturaalarvu 1 < m < n saab esitada algarvude korrutisena. Naturaalarv n peab
olema kas algarv v6i kordarv. Esimesel juhul pole midagi tdestada. Kui aga n on kordarv,
siis leidub naturaalarv d nii, et d | n, kusjuures 1 < d < n. Olgu n = da, kus a € N siis
ka 1 < a < n. Induktsiooni eelduse pohjal avalduvad d ja a algarvude korrutisena ning
jéarelikult ka n avaldub algarvude korrutisena.

Uhesuse niitamiseks oletame, et naturaalarvu n saab algarvude korrutisena esitada kahel
viisil:

n=pip2...-Pr = 4192 - - -gs,

kus iildisust kitsendamata r < s ja algarvud p; ja ¢; on mittekahanevas jarjekorras, st
pr<p2<-<prjag <q2 <o < gs. Kuna pr | qigz. .. ¢s ja p1 on algarv, siis p1 = gy,
mingi k € {1,...,s} korral. Seega kehtib ka, et p; > ¢;. Samamoodi arutledes saame, et
q1 > p1 ning kokkuvottes p1 = ¢1. Arvu p; taandades saame ps...p, = @2 ... qs. Korrates
seda mottekdiku saame ps = g2 ja p3...pr = q3...qs. Kui r < s, siis niimoodi jatkates
jouame vorduseni 1 = ¢,41¢r42 ... ¢s, mis on aga voimatu, sest ¢; > 1iga i € {1,...,s}
korral. Seega r = s ja p1 = q1,...,Pr = Gp- [

Niide 4.24. Kastide virnadesse jagamise méang. Oletame, et meil on iihes virnas (liksteise
otsas) n kasti. Mangus teed rea samme, kus igal sammul jagad iihe virna kaheks mit-
tetithjaks virnaks. Méang I6peb, kui igasse virna on jadnud vaid iiks kast. Iga kaigu eest
saad punkte. Naiteks, kui jagad virna, milles oli a + b kasti kahte virna, {ihes a kasti ja
teises b kasti, siis saad selle kdigu eest ab punkti. Loplik punktisumma saadakse igal kaigul
kogutud punktide kokku liitmisel. Milline strateegia suurendaks sinu 16ppsummat?

Teeme méngu labi alustades 10 kastiga. Uks voimalik méngu kéik oleks selline:
Kas sa suudaksid leida parema strateegia? Kasutame tugevat matemaatilist induktsiooni

ja toestame, et 10plik punktisumma soltub ainult kastide arvust, mitte aga strateegiast!
Viide. Mis tahes viisil n kasti hunnikutesse jaotamisel on 16plik punktisumma alati @

Viite toestus. Olgu S(n) predikaat ,n kasti hunnikutesse jaotamisel on 16plik punkti-

. n(n—1
summa alati % «

1. Induktsiooni baas. Kui n = 1, siis on meil virnas vaid iiks kast. Kuna mangus iihtegi
sammu teha ei ole voimalik, siis on punktisummaks w = 0. Seega S(1) on toene.

2. Induktsiooni samm. Olgu k € N. Oletame, et viited S(1),...,S(k) on koik toesed.
Néitame, et siis S(k+1) on ka toene. Seega, olgu meil virnas k+ 1 kasti ning esimese
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Virna koérgus Punkte
10
55 25
532

4321
23212
222121
1221211
11212111
111121111
1111111111 1
Kokku punkte = 45 punkti

Rl RN O

sammuna jagame need kastid kahte uude virna korgusega i ja (k+1)—i kasti (mingi ¢
korral, kus 1 <4 < k). Méngu 16ppsumma moodustavad sellel esimesel kiigul saadud
punktide ja koikide jargmiste kdikude punktide summa. Seega

16ppsumma = (1. kdigu punktid) + (¢ kasti jaotamise punktid)
+ (k4 1 — i kasti jaotamise punktid)

:i(k+1_i)+i(i;1)+(/€+1—i)(l<:2+1—i—1)

K4k k(k41)
o2 2

Teisel sammul kasutasime eeldusi viidete S(7) ja S(k+1—1) kohta ning iilejaédnud oli liht-
sustamine. Seega néitasime, et suvalise k korral viidetest S(1),...,S(k) jareldub viide
S(k + 1), millega oleme toestanud meie tildise véite tugeva matemaatilise induktsiooni
abil. ]

Itaalia matemaatik Leonardo Fibonacci (u 1175 — u 1250), keda peetakse keskaja iiheks
silmapaistvaimaks matemaatikuks, vaatles oma 1202. aastal avaldatud teoses ,,Liber abaci
jargmist iilesannet.

Ulesanne 4.25. Talunikul on iiks paar vastsiindinud jéneseid, isane ja emane. Uhe kuu
parast stinnist alates muutuvad jinesed paaritumisvéimeliseks ning kaks kuud pérast stindi
annab emane janes iithe paari jarglasi. Eeldame, et {ikski jdnes ei sure ning et emane jédnes
annab uue paari, isase ja emase, igal kuul, alates kahe kuu vanuseks saamisest. Mitu paari

janeseid on talunikul n-ndal kuul?

Olgu F;, paaride arv n-ndal kuul. Siis jargmisel kuul on talunikul olemas koik need janesed, Leonardo Fibo-
kes tal olid m-ndal kuul, uusi paare lisandub aga parajasti niipalju, kuipalju oli paare mnacci (u 1170-
eelmisel, (n — 1)-1 kuul, sest need on jargmisel kuul koik vihemalt kaks kuud vanad ja  1250)

annavad igaiiks iihe uue paari jirglasi. Niisiis kehtib vordus

Fn+1:Fn+Fn—1
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End of month: No. of Pairs:
1 1
2 1
3 2
4 é} 3
5

OlguF():OjaFlzl. SiiSFQZ1,F3:2,F4:3,F5:5,....

Definitsioon 4.26

Arve Fy, F1, Fy, ..., kus Fy = 0 ja F} = 1 ning iga naturaalarvu n korral Fj,, 1 =
F, 4+ F,,—1 nimetatakse Fibonacci arvudeks (ingl Fibonacci numbers).

Toestada, et F,, > 2n iga n > 8 korral.

Toestus. Niitame selle véite kehtivust tugeva matemaatilise induktsiooni abil. Olgu S(n)
predikaat F;, > 2n, kus n > 8.

1. Induktsiooni baas. Kui n = 8, siis Fg = 21 > 2 -8 = 16. Seega S(8) kehtib. Kui
n =29, siis Fy =34 > 2.9 = 18. Jarelikult, ka S(9) kehtib.

2. Induktsiooni samm. Eeldame niiiid, et S(m) on tdene, st F,,, > 2m, iga m €
{8,...,n} korral. Me peame naitama, et F,y; > 2(n + 1). Induktsiooni eelduse
ja seose F41 = F, + F,,—1 abil saame

Fos1=F,+F,1>2n+2n—1)=4n—2.

Viimaks paneme téhele, et vorratus 4n — 2 > 2n + 2 on samavéaérne vorratusega
n > 2, mis loomulikult kehtib, sest n > 8. Seega ka S(n+1) on toene ja matemaatilise
induktsiooni printsiibi pohjal S(n) kehtib iga n > 8 korral.

Ka tugevat matemaatilise induktsiooni printsiipi saab rakendada predikaatidele, mille
muutujad saavad vadrtusi tdisarvude hulgast.
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Teoreem 4.28: Uldine tugeva matemaatilise induktsiooni printsiip

Olgu S(k) predikaat, kus muutuja k saab taisarvulisi vadrtusi. Kui
1. leidub ko € Z nii, et S(ko) on toene (induktsiooni baas),

2. iga k > ko korral, kui iga ko < I < k korral S(I) on toene, siis S(k + 1) on
toene (induktsiooni samm),

siis véide S(k) on toene iga k > ko korral.

71
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Koikidele loodusteadustele on iseloomulik, et tulemuste saavutamiseks tehakse vaatlusi
ja katseid. Matemaatikas ei tehta vaatlusi ega katseid, vaid tulemused saadakse rangete
loogiliste arutluste abil, mida nimetatakse toestusteks.

Matemaatikas on teatud arv pohimoisteid ja pohitodesid, mida ei toestata. Pohitodesid,
mida ei tdestata ja mida eeldatakse toesed olevat, nimetatakse aksioomideks. Ulejéinud
valemid ja tulemused s6nastatakse lausetena, mida nimetatakse teoreemideks. Teoreem
on lause, mille Gigsust toestatakse range loogilise arutluse abil. Teoreemis esitatud véite
oigsust toestatakse aksioomidest ja varem toestatud teoreemidest lahtudes.
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Aksiomaatilise meetodi alusepanija on Eukleides (325 — 265 eKr), kes siistematiseeris oma
teoses ,Elemendid” sellisel viisil tolleaegse matemaatika. Eukleides esitas tédpse ja loogi-
liselt tervikliku geomeetrilise siisteemi, mida nimetatakse ,eukleidiliseks geomeetriaks”.
Selle siisteemi aluseks on definitsioonid ning aksioomid ja postulaadid (Eukleides eristas
aksioome ja postulaate, kuid kaasaegses mottes on need koik aksioomid) ja nendest tuletas
ta iilejadnud teoreemid. Aksioome pidas ta ilmseteks todedeks. Pikka aega (2000 aastat)
tegelesid matemaatikud paralleelide aksioomi probleemiga, piiiides toestada, et seda saab
tuletada teistest aksioomidest. Paralleelide aksioom véiidab, et

l1ibi punkti, mis ei asu antud sirgel, saab témmata ainult iihe sirge, mis on
paralleelne selle sirgega.

Alles XIX-XX saj. nédidati, et see aksioom on tdepoolest soltumatu teistest aksioomidest
ning korrektne saab olla ka geomeetria, kus aluseks on véetud selle aksioomi eitus. Euklei-
dese stisteem piisis 1820. aastani, mil silmapaistev vene matemaatik Nikolai LobatSevski
(1792 — 1856) ja veidi hiljem ka ungari matemaatik Jdnos Bolyai (1802 — 1860) joudsid
paralleelide aksioomi muutes uue geomeetria avastamiseni. Teadmine, et voib {iles ehi-
tada geomeetria kui matemaatilise teooria, milles véljaspool sirget asuvat punkti ldbib
nendega samal tasandil rohkem kui iiks sirge, mis ei 16ika antud sirget voi milles kolm-
nurkade sisenurkade summa on véiiksem kui 180°, oli tollal isegi nimekatele matemaatiku-
tele ootamatu. Tekkinud geomeetriat nimetatakse mitteeukleidiliseks geomeetriaks.
Selle loomine néitas, et aksioome vo6ib moista lihtsalt kui eeldusi. Eukleidese ,,Elementi-
des”esinevate liinkade otsimine sai XIX sajandi 1opul matemaatikute iiheks tédhtsamaks
iilesandeks. Selle iilesande lahendamise viis 1900. aastaks 16pule saksa matemaatik David
Hilbert (1862 — 1943).

Gottlob Frege (1848 — 1925) 16i kaasaja loogika fundamentaalseima siisteemi, nn esimest
jarku predikaatarvutuse, mis baseerub lausearvutusel, predikaatidel ja kvantoritel. Frege
kindel seisukoht oli, et kogu matemaatika saab taandada elementaarsetele loogikareeglite-
le, st loogikareeglite abil saab tuletada liksk6ik millise t6ese matemaatikateoreemi. Frege
siisteemi ja logitsistlikud vaated votsid oma t66s aluseks 20. sajandi alguse mdojukaimad
loogikud Bertrand Russell (1872 — 1970) ja Alfred North Whitehead (1861 — 1947),
kes formaliseerisid oma teoses Principia Mathematica (1910 — 1913) suure osa matemaati-
ka alustest. Matemaatika tuletamist loogikast alustasid Russell ja Whitehead tédisarvude
teooriast ehk aritmeetikast, vottes aluseks Giuseppe Peano (1858 — 1932) aritmeeti-
ka baastoed, millest loodeti tuletada aritmeetika ning seejirel ehitada sinna peale ma-
temaatiline analiiiis, algebra ja muud matemaatikaharud. Kolmekiimnendatel aastatel
toestas Kurt Godel (1906 — 1978), enamikule selleaja loogikutele ootamatult, ithe prae-
guseks kuulsaima loogikateoreemi tildse: teoreemi mittetidielikkusest. Nimetatud teo-
reem néitab, et aritmeetikat ei saa taandada loogikale, ehk konkreetsemalt, ei ole olemas
16plikku baasvéidete (aksioomide) kogu, millest saaks tuletada koiki aritmeetikateoreeme.
Kui juba aritmeetikat ei saa 16pliku hulga baasvaidete abil aksiomatiseerida, siis loomuli-
kult ei saa seda teha ka enamike teiste matemaatikaharude jaoks. See ei tdhenda samas, et
loogikavahendid oleksid aritmeetika v6i muude keerulisemate valdkondade juures kasutud:
reeglina piisab meile huvi pakkuvate vaidete toestamiseks siiski suhteliselt véikesest hul-
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gast harilikest elementaaraksioomidest. Godeli teoreem kahandas huvi loogika vastu, kuid
elektronarvutite leiutamine sajandi keskel ja majanduse, teaduse ning iihiskonna siivenev
arvutiseerimine andsid loogikateadusele uue voimsa touke. Alates 1980. aastate lopust
on arendatud matemaatika formaliseerimist arvutil (nt interaktiivsed teoreemitoestajad),
nende jaoks on loodud palju standardteoreemide teeke. Loogika ja teoreetiline arvutitea-
dus on muutunud vastastikku {iksteisest s6ltuvaks ning mitmete konkreetsete valdkondade
puhul raskesti eristatavateks.

5.1 Induktiivne ja deduktiivne jireldamine

Laias laastus saab motlemismehhanisme jagada kahte pohiriihma: iildistuste tegemine ja
jarelduste tegemine.

Induktiivne jireldamine ehk iildistuste tegemine toimub siis, kui {iksikjuhtudel selgu-
nud omadus iildistatakse tildomaduseks. Ndhes enda timber ainult valgeid luiki, kipume
ildistavalt uskuma, et koik luiged maailmas on valged. Kui méarkame, et asjad, millega me
kokku puutume, esinevad kas enamasti voi alati koos (leek = kuumus = valu), tildistame
selle kokkusattumuse sageli reegliks. Kuid enamik igapéevaselt opitud reegleist ei pruu-
gi erandlikes olukordades kehtida, neil reeglitel on tavaliselt erandid. Uldistuste tegemine
ehk induktsioon on seega métlemisprotsess, mis ei anna mingeid kindlaid teadmisi. Induk-
tiivselt saab jareldada ainult millegi tGendolisust, mitte toesust ehk iildistuste edukus on
statistiline: mida sagedamini selliselt leitud reegel kehtib, seda parem, aga ei maksa loota,
et ta alati kehtib. Tuleb meeles pidada, et matemaatikas ei kasutata toestamist kogemuse
abil!

Loogikareeglite kasutamist uute véidete jareldamiseks nimetatakse aga nende véaidete tu-
letamiseks ehk deduktsiooniks ehk tdestamiseks. Suur osa loogikas kasutatavatest reeg-
litest ongi esitatud jarelduse vormis: ithe voi mitme véite toesusest jareldub uus viide.
Teiste sonadega, peetakse voimatuks, et eelduste tdesuse korral oleks jareldus véér. Erine-
valt induktsioonist garanteerib digete reeglite rakendamine Gigetele faktidele alati ka Gige
tulemuse.

5.2 Toestamine
Teoreemid esinevad sageli ,,Kui ..., siis ... “ kujul ehk matemaatiliselt kirjutatuna,

Vx € D, kui on téene P(z), siis on toene ka Q(x).

Tingimust P(x) nimetatakse eelduseks ja tingimust Q(z) viiteks. Voimsaim toestuse
meetod on selline, mis ildistab ehk laiendab véite kehtivuspiirkonda. Antakse ette suva-
line x, mille korral eeldus P(x) on toene ja kasutades definitsioone, eelnevaid tulemusi ja
reegleid jareldatakse, et QQ(x) on toene.

Seega, teoreemi toestamisel:

1. ldhtutakse eeldusest;
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2. viiakse 1dbi arutlus kasutades aksioome v6i varem toestatud teoreemide véiteid;
3. loogilise arutluse kéigus joutakse 1opuks otsustuseni, et teoreemi véide toesti kehtib.

Erinevad matemaatilised teooriad ei ole lihtsalt faktide kogumid, vaid loogilised siisteemid.
Aksioomid, definitsioonid ja teoreemid ei ole mitte juhuslikus jarjekorras loetletud, vaid on
tavaliselt esitatud meisterlikus jérjestuses. Iga teoreem peab olema paigutatud niisugusele
kohale, et tema toestus toetub varem esitatud aksioomidele, definitsioonidele ja teoreemi-
dele. Eukleidese ,Elemendid“ oli selliste rangelt loogiliste siisteemide esimene ning parim
néide, mida teised teadused on piitidnud ja piitiavad ikka veel jiljendada. Jargnevalt vaa-
tamegi erinevaid tdestuse meetodeid.

5.3 Otsene toestus

Enamus toestusi, millega sa siiamaani kokku puutunud oled (kui sa neid {ildse ndinud voi
teinud oled) on olnud nn otsesed toestused, mille korral iga jirgmine samm toetub eel-
nevalt nadidatud sammule voi olemasolevale faktile. Loogiliselt diges jarjekorras arutledes
joutakse 16puks tulemuseni.

Téahistades eelduse tdhega P ning véite tdhega (), on eesmérk otseselt ndidata, et P = Q.
Kuigi otsese toestuse juures kasutatavad matemaatilised meetodid erinevad iiksteisest vas-
tavalt toestamist vajavale véitele, on siiski iileiildine lahenemine alati sama: alusta nende
andmetega, mis eelduses on antud ja loogilise arutluse tulemusena joua véiteni, mida oli

vaja toestada.

Toestuse tldise esitusega tutvumiseks vaatleme jargmist kahte néidet.

Olgu m ja n tiisarvud. Kui m ja n on paarisarvud, siis on seda ka m + n.

Tdestus. Olgu m ja n paarisarvud. Siis saame nad esitada kujul m = 2k; ja n = 2ko,
kus k1 ja ko on mingid taisarvud. Nende summa m + n saame esitada kujul m + n =
2k1 4 2kg = 2(k1 + k2) = 2k. Kuna k := ki + ko on téisarv, siis on 2k paarisarv ehk m +n
on paarisarv. [ |

Iga paaritu téisarvu ruut annab 8-ga jagades jaagi 1.

Tdestus. Olgu n suvaline paaritu téisarv. Kuna n on paaritu, siis leidub tdisarv k nii,
et n = 2k + 1. Jarelikult n? = (2k 4+ 1)? ehk n? = 4k® + 4k + 1 ehk n? = 4k(k + 1) + 1.
Kuna kahest jarjestikusest arvust iiks on alati paaris, siis k(k + 1) on kindlasti paarisarv.
Jéarelikult 4k(k + 1) jagub 8-ga ja seega oleme niidanud, et n? annab 8-ga jagades jidgi
1. |

Mboéned tiitipilised vead teoreemide toestamisel:
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Argumenteeritakse ndidetega. See, et mone néite korral teoreem kehtib, ei tdhenda

veel selle iildist kehtimist.

Samade tahistuste kasutamine erinevate terminite jaoks. Néiteks, kui lauses 5.1

tdhistada kahte suvalist paarisarvu m ja n moélemat kujul m = 2k ja n = 2k, siis
tekib arutluses viga, sest tekib seos m = n, mis suvaliste tdisarvude korral ei kehti.

Hiippeline iileminek tulemusele.

Tulemust ennast kasutatakse toestuse sees.

5.4 Toestus alamjuhtude pohjal

Tegemist on meetodiga, kus viide toestatakse koigil voimalikel juhtudel.

Naiteks, kui teoreem véidab midagi kéikide téisarvude n kohta, siis v6ib vaadelda eraldi
kahte juhtu: 1) m on paarisarv ja 2) n on paaritu arv. Voi, kui teoreem véidab midagi
koigi reaalarvude kohta, on monikord abiks vaadelda kolme juhtu 1) z < 0, 2) z = 0 ja 3)
x > 0.

Iga naturaalarvu n korral on n® + n paarisarv.

Toéestus. Jaotame naturaalarvude hulga omakorda paaris- ja paarituteks arvudeks ehk
saame kaks alamjuhtu, mille jaoks tdestuse labi viime.

a) Olgu n paarisarv ehk n = 2k, kus k on mingi naturaalarv. Kirjutades
n3 +n = (2k)® 4 2k = 8k3 + 2k = 2(4k> + k) = 2,
nieme, et n3 + n on paarisarv, sest | = 4k + k on naturaalarv.

b) Olgu niitid n paaritu arv ehk n = 2k + 1, kus k¥ on mingi naturaalarv vo6i null.
Kirjutades

nd+n = (2k+1)°+(2k+1) = 8k>+ 12k + 6k + 142k +1 = 2(4k> +6k* +4k+1) = 2I,
nieme, et n + n on paarisarv, sest [ = 4k3 + 6k% 4+ 4k + 1 on naturaalarv.

]
Selleks, et saaksime toestada jargmise tulemuse, meenutame reaalarvu absoluutviartuse
definitsiooni. Reaalarvu x absoluutviirtus on

x, kui z > 0;
|| = ,
—z, kuiz<0.

Vahest on kasulik reaalarvu = absoluutvéirtus defineerida ka nii |z| = max{x, —z}. Veen-
du, et molemad definitsioonid on samavaérsed.



78 PEATUKK 5. TOESTAMISE ERINEVAD MEETODID

Mis tahes reaalarvude z ja y korral kehtib |z + y| < |z| + |y|.

Tdestus. Antud toestuses vaatleme nelja alajuhtu.

a) Olgu z > 0 jay > 0. Siis z + y > 0 ning absoluutvéértuse definitsiooni kohaselt
lz+yl=2+y=|z|+]y|

b) Olgu x > 0 ja y < 0. Siin on edasise vaatluse all omakorda kaks alamjuhtu.

(i) Kuiz+y >0, siis [z+yl=c+y<z+0<|z|+ ]|y
(if) Kuiz 4y <0, siis [z +y| = —(z+y) = (=) +(=y) <0+ (=y) = [y| < [z[+]yl.

c) Olgu x < 0 ja y > 0. Selle juhu toestus viiakse labi analoogiliselt juhule b). Proovi
see ise kirja pannal

d) Olgu z < 0 ja y < 0. Siis absoluutvéértuse definitsiooni pohjal |z +y| = —(z 4+ y) =
(=) + (=y) = [=] + [yl.

5.5 Kontrapositiivne toestus

Monikord on raske néidata otse, et viitest P jareldub viide @@ ehk P = Q. Teame, et
P = @ on loogiliselt samavadrne oma poordvastandlausega ehk kontrapositiiviga =@ =
—P. Néaitame hoopis, et kehtib =@ = —P.

Olgu n tédisarv. Kui n? on paaritu téisarv, siis n on paaritu téiisarv.

Esmalt veendume, et miks otse on seda raske toestada. Nimelt, kui me alustame oma
eeldusest, et n? on paaritu tdisarv, siis jarelikult leidub k € Z nii, et n> = 2k + 1. Seega,
n = ++/2k + 1, mis ei anna meile n paarsuse kohta mingit infot. Seega veendume hoopis

antud lause kontrapositiivi kehtivuses: Kui n on paaris téisarv, siis n?

on paaris taisarv.
Tdestus. Toepoolest, kui n on paarisarv, siis leidub k € Z nii, et n = 2k. Niiiid saame,

et n? = (2k)? = 4k?, mis on kindlasti paarisarv. ]

5.6 Vastuvaiiteline toestus

Sageli juhtub, et otsene toestus ei voimalda eesmérkideni jouda kas siis detailide vihesuse
tottu voi on eesmargiks hoopis toestada ,,negatiivne® tulemus, st ndidata, et teatud omadus
ei kehti voi monda elementi ei leidu. Sellisel juhul kasutatakse matemaatikas teoreemide
toestamisel sageli vastuvéitelist toestusviisi, mille aluseks on loogikaseadus: iga viite kor-
ral on toene kas véide ise voi selle eitus, kolmandat voimalust ei ole.

Vastuviiteline téestus ehk absurdsusele taandamine (lad reductio ad absurdum) on
kaudse toestamise meetod, mille korral oletatakse, et vdide on véér (ehk toene on hoopis
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selle viite eitus), ning tehakse sellest oletusest jareldusi. Toestus on edukas, kui jouame
vastuoluni kas teoreemi esialgse eeldusega voi mone teadaoleva toega. Seega jareldame, et
meie vastuviiteline oletus ei saa olla toene ehk tdene saab olla vaid vaide ise.

Vastuvaitelist toestust kasutatakse tihti siis, kui on vaja toestada, et teatava omaduse-
ga objekti ei leidu voi, et teataval objektil ei ole teatavat omadust. Seega, kui esialgne
vaide sisaldab eitust, siis eitades eitust saame alustada sobivama eeldusega. Jarelikult,
vastuvaitelise toestusviisi korral tuleb osata lauseid eitada.

Kui teoreemide toestamisel {ildiselt alustatakse eeldusest ja joutakse loogilise arutelu
kéigus véite tOesuseni, siis vastuvéitelise toestuse puhul toimub kogu protsess vastupi-
di.
Vastuviéitelise toestuse korral:

1. alustatakse véitest ja oletatakse, et toestatav véide on véaar;

2. viiakse 1dbi arutlus, kasutades vajadusel aksioome voi varem toestatud teoreeme;

3. arutluse tulemusel joutakse jarelduseni, et véite eitamine on véimatu, sest viib vas-
tuollu kas teoreemi eelduse v6i tuntud todedega;

4. tehakse kokkuvote, et kuna véite eitus ei kehti, siis kehtib véide ise.

Kui tasandil kaks sirget a ja b on paralleelsed kolmanda sirgega c, siis need sirged
a ja b on paralleelsed teineteisega.

Eeldus. a || cjab] c.

Viide. a || b.

Tdestus. Eitame viidet ja oletame, et a ja b ei ole paralleelsed. Sellest oletusest jareldub,
et need sirged peavad 16ikuma mingis punktis P, sest tasandil kahe sirge kohta kolmandat
voimalust ei ole. Sellisel juhul aga 1dbib punkti P kaks sirget, mis eelduse kohaselt on
molemad paralleelsed sirgega c. See on aga vastuolus paralleelide aksioomiga, mis véidab,
et véljaspool sirget asuvat punkti ladbib ainult iiks antud sirgega paralleelne sirge. Seega
sirged a ja b ei saa loikuda. Et kolmandat voimalust ei ole, siis jarelikult a || b. ]

Iga reaalarvu x € [0, 7/2] korral sinx 4 cosz > 1.

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et leidub reaalarv y € [0,7/2] nii, et siny + cosy < 1.
Kuna y € [0,7/2], siis siny > 0 ja cosy > 0. Seega 0 < siny + cosy < 1, millest saa-
me, et 02 < (siny + cosy)? < 12 ehk 0 < sin?y + 2sinycosy + cos?y < 1. Jirelikult
2sinycosy < 0, mis on vastuolu sellega, et siny > 0 ja cosy > 0. ]
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Ulesanne 5.8. Olgu x € R. Téestada. et kui iga ¢ > 0 korral |z| < ¢, siis # = 0.
Ulesanne 5.9. Toestada, et ei leidu téisarve m ja n nii, et 15m + 5n = 81.

Viaga tihti ndeb vastuvéitelise toestuse kasutamist irratsionaalarvudega seotud véidete
korral. Tuleta meelde, et ratsionaalarvuks nimetatakse reaalarvu r, mida saab kirjuta-
da kujul r = ", kus m ja n on téisarvud ja n # 0. Naiteks %, —7% ja 0 on ratsionaalarvud.
Reaalarvu, mida ei saa kirjutada kahe téisarvu suhtena, nimetatakse irratsionaalar-
vuks. Kui reaalarve tdhistada tdhega R ja ratsionaalarve tdhega Q, siis irratsionaalarve
téhistatakse tdhega I, kusjuures [ = R\ Q.

Reaalarv v/2 on irratsionaalarv

Toestus. Oletame vastuviiteliselt, et /2 on ratsionaalarv. Jarelikult leiduvad téisarvud r
ja s # 0 nii, et /2 = <. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et = on taandumatu murd.
Vottes selle vorduse ruutu saame 2 = Z—z, millest 252 = 2. Seega on 72 paarisarv, mistottu
on ka r paarisarv. Niisiis, leidub tiisarv k nii, et » = 2k. Niiiid saame vorduse 2s% = 12
kirjutada kujul 2s?> = 4k2, seega ka s on paarisarv. Et s ja r on molemad paarisarvud,
siis nad sisaldavad tegurit 2, mis on vastuolus meie eeldusega, et © on taandumatu murd.

Jarelikult on /2 irratsionaalarv.

Kui positiivne reaalarv x on irratsionaalarv, siis ka /x on irratsionaalarv.

Tdestus. Oletame vastuviiteliselt, et « on irratsionaalarv ja y/z on ratsionaalarv. Kuna

. e . .. a .

vz on ratsionaalarv, siis leiduvad tdisarvud a ja b, b # 0, nii, et \/z = . Seega x =
2 a2 a2 . . . .

(Vz)" = (5) = Iz Saime, et x on ratsionaalarv, mis on vastuolus meie oletusega, et x

on irratsionaalarv Jarelikult peab kehtima meie esialgne véide. [

5.7 Samaviirsete tingimuste ehk ekvivalentsi toestamine

Alustame kahe véite samavéérsusega, loogikas tahistatud kui A < B ning loetud kui ,A
siis ja ainult siis, kui B“ voi ,tingimus A on tarvilik ja piisav tingimuse B jaoks“ voi ,,tin-
gimus A on samavéairne tingimusega B Lausearvutuse peatiikis niitasime ka, et A < B
on loogiliselt samavéaarne valemiga (A = B) A (B = A). Viimane kirjutusviis annab meile
aga selliste teoreemide toestamise strateegia.

Selleks, et toestada, et véaited A ja B on samavéddrsed (ekvivalentsed), tuleb néidata,
et kumbki véide jareldub teisest. Seega, toestamaks teoreemi ,A siis ja ainult siis, kui
B*, peame koigepealt nditama, et A = B ning seejirel niitama, et B = A, kasutades
kummalgi juhul mis tahes sobilikku téestamise meetodit.
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Olgu a ja b taisarvud. Korrutis ab on paarisarv siis ja ainult siis, kui vihemalt {iks

arvudest a voi b on paarisarv.

Arutelu. Kuna teoreemi sonastuses esineb véljend ,,... siis ja ainult siis ...“, tuleb meil
toestada kaks implikatsiooni. Koigepealt tuleb nédidata, et 1) kui ab on paarisarv, siis
viahemalt tiks arvudest a voi b on paarisarv, ning seejarel teistpidi, et 2) kui viahemalt iiks
arvudest a v6i b on paarisarv, siis ab on paarisarv. Ilma iildisust kitsendamata véime eelda-
da, et a on paarisarv. Me voiksime toestuse anda ka alamjuhtude kaudu, kus kdigepealt on
a paarisarv ja seejarel on b paarisarv, aga need toestused saavad olema tépselt ithesugused
ja seega voime lihtsalt valida iihe arvudest ja eeldada, et see on paarisarv. Teiseks mérkame,
et kui sooviksime esimese implikatsiooni toestamisel kasutada otsese toestamise meetodit,
siis alustaksime eeldusega, et ab = 2k, kus k on mingi tdisarv. Edasi oleks meil aga viga
raske 6elda midagi arvude a ja b kohta eraldi. Seega on esimese implikatsiooni juures vaja
teistsugust toestusmeetodit. Plitiame niiiid selle teoreemi &dra toestada.

Lause 5.12 téestus.

1) = 2). Toestame selle implikatsiooni vastuviiteliselt. Selleks oletame viite vastaselt, et
ab on paarisarv, aga molemad arvud a ja b on paaritud. Siis voime kirjutada, et a = 2m+1
jab=2n+1, kus m ja n on tiisarvud. Saame

ab=(2m+1)2n+1)=4mn+2m+2n+1=22mn+m+n) + 1.

Kuna 2mn + m + n on tédisarv, oleme naidanud, et ab on paaritu arv, mis annab meile
vastuolu eeldusega, et ab pidi olema paarisarv.

2) = 1). Vastupidise implikatsiooni néitamiseks oletame, et kas a on paarisarv voi b
on paarisarv. Uldisust kitsendamata eeldame, et a on paarisarv ja seega kirjutatav kujul
a = 2k, kus k on taisarv. Niid ab = (2k)b = 2(kb) ja kuna kb on téisarv, oleme ndidanud,

et ab on paaris. [
Olgu z ja y reaalarvud. Siis 22 = y? parajasti siis, kui |z| = |y|.
Toestus. Iseseisvalt! [

5.8 Mitme samaviirse tingimuse toestamine

Sageli on teoreemides samavéérseid tingimusi antud rohkem kui kaks ja teoreemi iildine
sonastus voib ndha vélja nii:



82 PEATUKK 5. TOESTAMISE ERINEVAD MEETODID

Teoreem 5.14

[...eeldused...] Jargmised véited on samavéairsed:

Sellistes teoreemides on erinevaid véiteid kolm v&i rohkem (lilemist piiri ei ole) ning
eesmérgiks on naidata, et koik need tingimused on samavéirsed. Samavéaarsus antud olu-
korras tdhendab seda, et kui iiks véidetest on 0Oige, siis on Giged ka koik iilejadnud ja
kui iiks on vale, siis on samavaérsuse pohjal valed ka koéik ilejddnud véited. Kui sa-
mavéérseid véiteid on kolm, siis tuleks meil teha kolm ekvivalentsitoestust (,,... siis ja
ainult siis...“ tuiipi), kusjuures need oleksid (a) < (b), (b) < (¢) ning (a) < (c¢). Kui
toestatavaid vaiteid on neli, siis tuleks teha 6 ekvivalentsitéestust ning iildjuhul n sa-

mavaarse vaite toestamiseks tuleks teha @

ekvivalentsitdestust. Onneks meil selliste
teoreemide toestamisel siiski nii palju ekvivalentsitdestusi teha ei tule. Jargmine joonis
annab kolm voéimalust viie samavéérse tingimusega teoreemi toestuskaigu planeerimiseks.
Uhe otsaga nooled tihistavad vastavat implikatsiooni ning kahe otsaga nooled ekvivalentsi

toestamise vajadust.

(a)” " (b) @)= () N
(,f) (}) | 1\‘(e> (a) (b)=—=4d)
@) (b) _(d) \(C) / o

Teoreem 5.15

Olgu n tdisarv. Jargmised véited on samavéérsed:

(a) n on paarisarv
(b) n+ 1 on paaritu arv

(c) n? on paarisarv

Toestus. Iseseisvalt! ]
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5.9 Olemasolu ja iihesuse toestus

Vaatleme niiiid selliseid toestamise meetodeid, mida esitatakse kujul ,, 3z, mille korral
P(x)“ Sellised teoreemid tagavad, et eksisteerib vihemalt iiks x, mille korral tingimus
(omadus) P(x) on Gige. Sellist toestust nimetatakse olemasolu toestuseks.

Olemasolu toestused jagunevad omakorda veel kaheks: konstruktiivseks ja mittekonstruk-
tiivseks.

5.9.1 Konstruktiivne olemasolu toestus

Konstruktiivse toestuse ldbiviimisel véime piitida elementi x otseselt konstrueerida voi
votta abiks arvutid ja koostada algoritm otsitava elemendi x leidmiseks.

Niide 5.16. Tdesta, et leidub taisarv, mille ruut on 81.
Pohjendus. Selleks arvuks sobib 9, sest 9 -9 = 81. [
Niide 5.17. Tdesta, et leidub lausearvutuse valem, millest jareldub sama valemi eitus.

Pohjendus. Vaatleme valemit X A = X. Téevéartustabeli pohjal on valem X A =X =
—(X A—X) samaselt tdene (Kontrolli!). Seega valemist X A—X jareldub valem —(X A—X).
See tdhendab, et valem X A =X on vajaliku omadusega. ]

Niide 5.18. Niita, et leiduvad reaalarvud a ja b nii, et (a + b)? = a? + b°.

Pohjendus. Kuigi antud seos ei ole iildjuhul 6ige, saame leida arvupaare, mis ka sellist
vordust rahuldavad. Seega, olgu a,b € R sellised, et (a + b)? = a? + 2ab + b* = a® + b%.
Siis peab 2ab = 0. Uks voimalik lahend oleks a = 1 ja b = 0, sest siis (a + )% = (140)2 =
12=12+0%=a®+0% ]

5.9.2 Mittekonstruktiivne olemasolu toestus

Véib aga ka juhtuda, et olemasolevate tulemuste baasil on véimalik loogilise arutlemise teel
otsitava objekti eksisteerimine kindlaks teha ilma seda objekti otseselt leidmata. Néiteks
peaks sulle tuntud olema teoreem, mis viidab, et igal paarituastmelisel reaalarvuliste kor-
dajatega poliinoomil on vdhemalt iiks reaalne lahend. See teadmine aga ei aita sul iga
sellise pollinoomi korral seda lahendit leida. David Hilbert kasutas oma loengutes olemas-
olu toestuse idee illustreerimiseks jargmist naidet:

Stin klassis on vdhemalt tiks tliopilane, olgu ta nimi "X ’, kelle kohta kehtib jargmine vdide:
Mitte ihelgi teisel uliopilasel sitn klassis ei ole rohkem juukseid peas kui tiliopilasel X . Kes
see tuliopilane on? Seda ei saa me kunagi teada, aga tema olemasolus saame me absoluut-
selt kindlad olla.

Leiduvad irratsionaalarvud x ja y nii, et ¥ on ratsionaalarv.
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Téestus. Teame, et /2 on irratsionaalarv. Uurime arvu (\/5)‘/i Vaatame niiiid kahte
alamjuhtu:

\@)‘/5 on ratsionaalarv, siis olemegi oma véiite toestanud, sest voime votta

\@)\/5 on irratsionaalarv, siis
(VDY?)Y? = (V2)*V2 = (v2)* =2,

Seega sel juhul voime votta x = \/5\/5 jay = /2.

Me ei tea kumb juht realiseerub, aga kindlasti leiduvad irratsionaalarvud z ja y nii, et x¥
on ratsionaalarv. [
Oma edasistes matemaatikadopingutes kohtad sageli ka teoreeme, mis védidavad, et leidub
iiks ja ainult iiks kindlaks médratud omadustega element. Selliste teoreemide toestus
hakkab tavaliselt véite vastaselt, st eeldame, et leidub kaks elementi, iitleme z ja y, ndutud
omadustega. Loogilise arutluse teel on meie eesmérgiks néidata, et siis x = .

Nidide 5.20. Kui k£ ja b on reaalarvud ja k # 0, siis leidub iiks ja ainult {iks reaalarv x,
mis rahuldab vorrandit kxz + b = 0.

Pohjendus. Oletame viite vastaselt, et leiduvad kaks mittevordset reaalarvu z1 ja xo,
mis molemad rahuldavad antud vorrandit, s.t kz1+b = 0 ja kxo +b = 0. Pannes avaldised
vorduma, saame kx1 4+ b = kxo + b, millest parast arvu b molemalt poolelt lahutamist saa-
me, et kxry = kxo. Kuna k # 0, siis pdrast vorrandi mélema poole arvuga k ldbijagamist
jareldub, et x1 = x5. Saime vastuolu eeldusega, et x1 # 2. Seega ei saa olla kahte erinevat
lahendit ja on vaid iiks. [

Matemaatikud, olles huvitatud seostest ja seaduspérasustest, kalduvad tihti otsima mingi-
te kindlate omadustega objekte, kas siis lihtsast uudishimust vo6i vajadusest. Naiteks voivad
nad kiisida, et kas leiduvad tdisarvud a,b ja c nii, et a+b+c = 3 ja a® + b3+ 3 = 3, lisaks
triviaalsele lahendile a = b = ¢ = 1?7 V6i, kui tasandil on antud kaks suvalist ristkiilikut,
siis kas leidub selline sirge, mis jagab nende molema pindala tapselt pooleks? Tuleb vilja,
et molemale kiisimusele saab jaatavalt vastata. Kas sa suudad lahenduse leida?

Pinnapealselt vaadatuna tundub, et olemasolu toestusi on kergem teha kui muid toestusi.
Tuleb ju konstruktiivse toestuse korral vaid iiks teatud omadustega objekt leida ja vajadust
pole toestada, et mingi omadus kehtib hulga koigi elementide jaoks. Sageli on aga selle
ithe objekti leidmine viga raske. 1769. aastal piistitas Euler hiipoteesi, et kolme taisarvu
neljanda astme arvu summa ei ole kunagi vordne moéne muu arvu neljanda astmega. Aga
aastal 1986 (arvutite ajastul!) likkas Noam Elkies (siindinud 1966) Euleri viite timber
néidates, et
2682440 + 15365639* + 18796760" = 20615673".

5.10 Oletused ehk hiipoteesid

Uks ponevamaid asju, mida matemaatikaga teha saab, on otsida ja avastada uusi tulemusi.
Seda pole aga kerge teha ja veelgi raskem on anda tépseid juhiseid, kuidas selline protsess
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toimuma peaks. Seoste ja mustrite leidmine on kunst, samamoodi nagu viljakate kiisimuste
kiisimine. Vaatame jargmist taisruutude jada

0,1,4,9,16,25,36,49, 64,81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324, 361, 400

ja hakkame otsima monda kena seost nende arvude vahel. Naiteks mérkame, et kahe
tdisruudu summa on alati tdisruut, néiteks nagu 64 + 225 = 289. Niilid voiksime aga
kiisida, et kas kahe tédisruudu summa on vordne monede teiste tdisruutude summaga?
Aga mis juhtub, kui korrutada téaisruutu arvuga 27

Tuleb vélja, et selline arv pole ise kunagi taisruuduks, kiill aga voib olla taisruudule véiga
lahedal, nagu néiteks 2 -25 =50 =494 1 v6i 2 - 144 = 288 = 289 — 1. Esitame oma leiud
tabelina, et kergendada mustrite ja seoste leidmist.

2m?2 =n?+1 m | n
2:-1=1+1 1 1
2:4=9-1 213
2:25=49+1 5 1 7
2:144=289—-1 | 12 | 17
2-841 =1681+1 | 29 | 41

Tabelist mérkame mitu toredat seost. Naiteks, igas reas liites m ja n véartused, saame m
vaartuse jargmises reas. Proovi niiiid ise teha veel moni oletus erinevate seoste ja mustrite
kohta samas tabelis. Oma tdhelepanekute pohjal oleta jargmise kahe rea véédrtused ning
kontrolli oma oletusi.

Pane tahele, et meie huvitav uurimus algas lihtsalt arvude ruutu tostmisest, kuid siis
kiisisime hea kiisimuse, et ,,mis juhtub, kui me taisruute kahega korrutame“, ja noppisime
hulga vilju oma hésti organiseeritud tabelist. Sellised sammud ja tegemised kirjeldavad
iipris hésti teed uute tulemuste avastamiseni.

Intrigeerivad oletused meelitavad ligi paljusid matemaatikuid ning tavaliselt leiavad need
oletused kiiresti ka toestuse voi kontrandite. Vahetevahel aga juhtub, et méned oletused
piisivad toestuseta mitmeid aastaid kuni uuem ja voimsam meetod voi toeliselt geniaalne
idee need ara suudab lahendada. Uks kuulsamatest sellelaadsetest niidetest iildistab meie
arvude ruutu téstmise ideed ja viidab, et leiduvad téisarvud a,b ja c nii, et a? + b = 2.
Esitame niilid intrigeeriva kiisimuse: Kas sarnane seos arvude a,b ja ¢ vahel kehtib ka
korgemate astendajate korral? See tdhendab, et kas leiduvad tédisarvud a,b ja c nii, et
a®+b% =3 voi at +b? = ¢*, jne? Aastal 1637 tegi Pierre de Fermat’ (1607 — 1665) ole-
tuse, et arvust 2 suuremate astendajate puhul selline seos ei kehti, kuid suutis selle toestada
vaid neljanda astme jaoks. Rohkem kui sajand hiljem néitas Euler, et see seos ei kehti
ka kuupide korral. Seejérel vottis aega kuni aastani 1990, mil Andrew Wiles (siindinud
1953) koos teiste matemaatikutega toestas ,Fermat’ viimase teoreemi® néidates oletuse
kehtivust koigi taisarvuliste astendajate korral.

Veel iiks kuulus hiipotees oli Francis Guthrie (1831 — 1899) poolt 1852. a. vélja pakutud
nelja vidrvi probleem, mis kiisis, et kas iga maakaart on varvitav nelja vérviga nii,

Pierre de Fermat

Andrew Wiles

Francis Guthrie
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et naabermaad on eri varvi. Guthrie piiiidis ise Inglismaad vérvida. Mitmed tolle aja
kuulsad matemaatikud tegelesid selle probleemiga ja joudsid hiipoteesi sonastamiseni, et
seda on voimalik teha. Tdestus tuli aga alles aastal 1976 Kenneth Appeli (1932 — 2013)
ja Wolfgang Hakeni (siindinud 1928) poolt kasutades arvutite abi. Niiiidseks on seega
see hiipotees toestatud ja temast on saanud teoreem.

5.11 Umberliikkamised ehk kontraniited

Tihti aga osutuvad oletused védraks. Kui see véar oletus sisaldab viidet koigi antud hulka
voi klassi kuuluvate elementide kohta, siis tuleb leida vaid {iks naide, mille korral tulemus
ei kehti. Seega tuleb leida kontranéide.

Niide 5.21. Toesta, et jirgmine viide pole toene:
Va,b € R korral, kui a < b, siis ka a? < b°.

Pdhjendus. Piisab leida vaid {iks paar arve a ja b, mille korral viide ei kehti. Valime
selleks @ = —2 ja b = —1. Siis a < b, sest —2 < —1, kuid a? > b2, sest (—2) > (—1)2.
Sellega on véide iimber likatud. ]

Niide 5.22. Toesta, et jirgmine viide pole toene:
Vn € N, kui n on algarv, siis 6n + 1 on algarv.

Pdhjendus. Kontraniite leidmiseks eitame koigepealt antud vaidet: In € N, kui n on
algarv, siis 6n+ 1 ei ole algarv. Seega peame jarjest labi proovima koik algarvud ja leidma
sellise algarvu n, mille korral 6n + 1 ei ole algarv. Kannatlik t66 viib sihile ja leiame, et
n = 19 on selline algarv, mille korral 6n +1=6-194 1 = 115 ei ole algarv. [

5.12 Miks 6petada toestamist?

Newtoni kohta rédgitakse jargmist lugu. Noore iiliopilasena alustas ta geomeetria 6ppimist
Eukleidese ,Elementide“ lugemisest (nagu see tol ajal tavaline oli). Ta luges teoreeme, négi,
et need olid Giged ning jittis toestused vahele. Uhtlasi ta imestas, miks peaks keegi se-
davord ilmsete asjade toestamisega nii palju vaeva ndgema. Palju aastaid hiljem ta aga
muutis oma seisukohta ja kiitis Eukleidest véga.

Miks peame 6ppima vOi Opetama toestusi? Esimeseks vastuseks sellele kiisimusele on mui-
dugi tutpiline vaide, et toestused on kesksel kohal matemaatikas ja seetottu pole voimalik
neid valtida ka matemaatikat oppides ja Opetades. Milleks matemaatikud iildse oma tu-
lemusi toestavad ja kolleegide tdestusi uurivad? Uheks pohjuseks on muidugi tulemuste
iille kontrollimine — toestus veenab meid véite paikapidavuses, st vastab kiisimusele, ,Kas
on téene?“ See ei ole matemaatikule aga ainuke ja koige olulisem pohjus. Isegi professio-
naalsed matemaatikud on ilmselt valmis uskuma tarkades raamatutes voi teadusajakirja-
des esitatud véiteid ilma toestuseta. Miks nad siis ikkagi kolleegide toestuskéaike uurivad?
Téhtsamaks pohjuseks on pigem selgitamine — téestus viib meid sisulisele arusaamale véite
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olemusest, vastab kiisimusele, ,Miks on véide toene?“. Ka matemaatikuid endid huvitab
eelkoige just see aspekt ning kiisimus ,,Miks?“, mitte pelgalt tGesuse konstanteerimine ise.
Lisaks aitab toestus siistematiseerida, ta seob erinevaid teadmisi iihtseks terviklikuks de-
duktiivseks arutlusahelaks, andes sel moel edasi intuitiivselt tajutud tode. Sageli just selle
funktsiooni kaudu tajumegi matemaatika ilu ja ndeme seal kehtivaid seoseid.

5.13 Napunditeid toestuse kirjutamiseks

Hea toestuse kirjutamine eeldab harjutamist ja juhiste jargimist. Tuleb endale selgeks teha
kehtivad tavad, kasutada siimboleid ja méargistusi korrektselt, kohaneda uue sénavaraga,
harjutada erinevaid téestusmeetodeid, olla enda suhtes rangem ja ndudlikum, jne. K&ik
see on saavutatav, kui sa seda soovid.

Iga toestuse selgrooks on téiuslik ,vettpidav® argument. Kuna matemaatilised meetodid
selle eesmargi saavutamiseks soltuvad etteantud probleemist, siis arutleme range toestuse
iile igal juhul eraldi. Siiski saame juba praegu 6elda midagi toestuses kasutatavate de-
tailide rohkuse tile. Uldine reegel iitleb, et peaksid kasutama piisaval hulgal detaile ja
seletusi toestuse iga sammu naitamisel, aga ei tohi detailidega ka iile pingutada, et luge-
jale koormavaks muutuda. Tdestuse kirjutamine on nagu luuletuse kirjutamine, kus hea
poeet oskab Gelda koik mis vaja nii vaheste sonadega kui voimalik.

On mitmeid erinevaid voimalusi lithemate toestuste saavutamiseks. Kindlasti aitab kaasa
teadmine matemaatika stimbolitest ja keelest. Selle asemel, et Gelda ,,Olgu x hulga A; voi
Ay voi Ag element, vilja arvatud see, et me ei taha, et £ = 0 voime kohe kirjutada ,,Olgu
r € (A1 U Az U A3z) \ {0} On muidugi ka kartus minna teise ddrmusesse ja liiga vihe
kirjutada, kuid algajatel matemaatikutel nagu sina seda probleemi véga tihti ei juhtu. Kui
voimalik, ehita oma toestus iiles olemasolevatele tulemustele, selle asemel, et iga olemas-
olevat tulemust jélle uuesti téestada. Samuti, kui mitmes kohas toestuse sees kasutatakse
sarnast arutelu, siis pole vaja iga kord koiki detaile vélja tuua. Pigem iitle ,,Sarnaselt eel-
misele juhule jareldub. .. voi ,Samamoodi vGime véita, et ...“ Ning lopetuseks, selleks,
et paberile kirja panna kena toestus, tuleb see ka matemaatiliselt hésti 14bi moelda. Tlusad
matemaatilised tulemused véarivad ilusalt esitatud toestusi.

Veel moningaid soovitusi hea stiili omandamiseks:

1. Liigenda oma toestus sobiva pikkusega 16ikudeks. Ei ole kohustuslik, et sa toestuse
alguses uuesti iitled, mida toestada tuleb, aga kui sa seda teed, siis muudab see
toestuse kindlasti paremini loetavamaks. Sinu sénastus peab selgelt véljendama, et
vaide tahab alles toestamist, kirjutades néiteks, ,,Meil on vaja niidata, et AN B C
AU B*, selle asemel, et lihtsalt delda ,Hulkade A ja B jaoks kehtib ANB C AU B*,
nagu oleks see viide juba tdestatud. Jargmise lausena oleks alati hea anda véike
suunajuhis, millise strateegia jargi sa seda véidet toestama hakkad, néiteks ,Selleks
néitame, et kuix € ANB, siisxz € AUBX

2. Kasuta oma matemaatilise kirjakeele rikastamiseks voimalikke siinoniitime. Néaiteks
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sona ’toestama’ asemel kasuta sénu 'néditama’, ‘pohjendama’, ’argumenteerima’, jne.

Samuti on hea, kui sul on tagavaraks alternatiivid sonale ’seega’. Voimalikud stinon{itimid

oleksid ’jarelikult’, ’niisiis’, 'seetottu’, 'tdhendab’, jt.

. Matemaatilistes tekstides kasutatakse sona tihti 'mina’ asemel séna 'meie’. Kuna

matemaatilise teksti lugemine peaks olema aktiivne tegevus ja mitte passiivne, siis
kasutades sona 'meie’ piiiiab autor kaasata ka lugejat toestuse tegemise juurde.

. Ara alusta lauseid siimboliga voi matemaatilise valemiga. Eelista kirjutada ,,Vorrand

22 + 22 — 2 = 0 on oluline, sest ...“, selle asemel, et kirjutada ,z? + 2z —2 =0 on
oluline, sest ... “ Sarnaselt, kirjuta ,,Me teame, et n ei ole algarv, sest n on paarisarv
ja n > 4 selle asemel, et kirjutada ,n ei ole algarv, sest n on paarisarv ja n > 4%

. Toestuses eriti olulised matemaatilised avaldised tuleks kirjutada eraldi reale suu-

rema tahelepanu, aga ka selguse saamiseks. Néiteks esita jirgmine avaldis omaette
real

(B ={z|-1<z<0}

reJ

selle asemel, et ta teksti sisse peita.

. Toestuse I6ppu voib kirjutada fraase ,,...., nagu oligi soovitud ndidata®, ..., mis

oligi meie eesmdrgiks* voi lihtsalt ,,Sellega on téestus lopetatud Traditsiooniliselt
lisavad matemaatikud ka toestuse 1oppu siimboli, et visuaalselt eraldada toestus
ilejadnud tekstist ja edasisest diskussioonist. Populaarseteks siimboliteks on *QED’
(ladina keelsest véljendist quod erat demonstratum ehk 'mida oligi tarvis téestada’),
tdidetud M voi taitmata [ ruut.
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Funktsiooni moiste on iiks kesksetest matemaatikas. Pikka aega olid funktsioonid peami-
selt matemaatilise analiiiisi uurimisobjektid ja vaadeldi ainult reaal- v6i kompleksarvudel
defineeritud funktsioone, mida saab esitada mingi (elementaarfunktsioonidest koostatud)
avaldise abil. Uuriti funktsioonide pidevust, diferentseeruvust, integreeruvust jne.

Uhe muutuja elementaarfunktsioonid on néiteks f(z) = 6, g(z) = 3z, h(z) = 22, k(z) =
sinz, I(z) = e*, m(z) = Inx. Reaalarvude aritmeetilised tehted ja astendamine annavad
meile viis kahe muutuja funktsiooni z + y,z —y,xz -y, z : y ja z¥.

Matemaatilise analiilisi alastes raamatutes kirjutatakse ka praegu monikord, et , Funkt-
siooniks nimetatakse eeskirja, mis seab hulga X igale elemendile vastavusse hulga Y min-
gi elemendi“. Informaatik voiks seda ilmselt moista nii, et see eeskiri tdhendab algoritmi
(programmi), mille abil saab argumendi véértuse jargi leida funktsiooni véértuse. Avaldise
kujul antud funktsioonide jaoks on sellised algoritmid toesti olemas, aga matemaatikas vaa-
deldakse ka tildisemaid olukordi, kus funktsiooni ei saa avaldada elementaarfunktsioonide
kaudu ega ole olemas ka tema arvutamise algoritmi. Tegelikult ei eelda ka matemaatilise
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analiilisi teoreemid mingi eeskirja olemasolu, sest nende teoreemide téestustes eeldust min-

gi eeskirja olemasolu kohta ei kasutata. Eeldatakse vaid seda, et igale argumendi vaértusele
vastab mingi funktsiooni véartus.

6.1 Funktsiooni definitsioon

Definitsioon 6.1

Olgu X ja Y hulgad. Kui on antud eeskiri, mis seab hulga X igale elemendile vas-

tavusse tapselt ithe hulga Y elemendi, siis 6eldakse, et on defineeritud funktsioon
(ingl function) f, ja kirjutatakse f: X — Y. Kui elemendile = € X seatakse vasta-
vusse y € Y, siis kasutatakse kirjutist y = f(z) voi y = fx voi f: x +— y.

Hulka X nimetatakse funktsiooni f ldhtehulgaks ehk midramispiirkonnaks ja hulka
Y nimetatakse funktsiooni f sihthulgaks. Hulka f(X) = {f(z): € X} nimetatakse
funktsiooni f vidirtuste piirkonnaks ehk muutumispiirkonnaks. Funktsiooni asemel
raagitakse abstraktsemate hulkade korral ka operaatorist voi kujutusest. Kujutust f: X —
X nimetatakse hulga X teisenduseks.

Toome jargnevas moningaid néiteid funktsioonidest.

Niide 6.2.

1. Elementaarmatemaatikast tuntud lineaarne funktsioon f(x) = ax + b (a # 0), ruut-
funktsioon f(z) = az?+br+c (a # 0) ja trigonomeetrilised funktsioonid f(z) = sinz
ning f(x) = cosx on funktsioonid reaalarvude hulgast reaalarvude hulka.

2. Konstantne funktsioon f(x) = ¢ seab igale hulga X elemendile x vastavusse iihe
ja sama elemendi c € Y.

3. Olgu funktsioon f: R? — R? antud vérdusega f((z,y)) = (,0) iga (x,y) € R?
korral, st f seab tasandi punktile P(x,y) vastavusse tema esimese koordinaadi z-
teljel. Sellist funktsiooni nimetatakse projekteerimisteisenduseks z-teljele ehk
projektoriks z-teljele. Analoogiliselt voib vaadelda projektorit y-teljele.

4. Olgu X # () hulk. Mis tahes bijektiivset funktsiooni s: X — X nimetatakse subs-
titutsiooniks hulgal X. Olgu niiiid X 16plik hulk. Késitluse lihtsustamise huvides
voime eeldada, et X koosneb n esimesest naturaalarvust ehk X = {1,2,...,n}.
Substitutsiooni s esitatakse tavaliselt tabelina:

s 1 2 ... 0n
S Us(1) s(2) ... os(n) )]
kus esimeses reas on hulga X elemendid ja iga elemendi alla teise ritta on aga kir-
jutatud selle elemendi kujutis substitutsiooni s korral. Néaiteks, iiks voimalik substi-

o 1 2 3 4
\2 4 3 1)

tutsioon on
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5. Funktsioon porand |z|: R — Z seab reaalarvule x vastavusse suurima temast
véiiksema voi vordse tédisarvu ja funktsioon lagi [z]: R — 7Z seab reaalarvule x
vastavusse vaikseima temast suurema voi vordse téisarvu, st

|z] =max{m €Z:m<z} ja [z]=min{neZ: z<n}.

6. Reaalarvuliste liikmetega jada a1, as, as,... on vaadeldav funktsioonina f: N — R,
kus igale naturaalarvule on seatud vastavusse kindel reaalarv, st f(i) = a; igai € N
korral.

Niide 6.3. Olgu U mingi universaalne hulk.
1. Funktsiooniks on f: P(U) — P(U), kus

f(A)=A" iga A e P(U) korral.
2. Funktsiooniks on f: P(U) x P(U) — P(U), kus

f((A,B))=ANB iga (A,B) € P(U) x P(U) korral.

Definitsioon 6.4

Funktsioone f: X — Y ja g: Z — W nimetatakse vordseteks (ingl equal), kui
X=2Z,Y=Wija f(x) =g(z) iga v € X(= Z) korral.

Seega néiteks funktsioonid sin: R — R, sin: [-m, 7] — R ja sin: R — [—1,1] on koéik
teineteisest erinevad.

Definitsioon 6.5

Vaatleme funktsiooni f: X — Y. Hulka

G(f) = Az, f(2)) [z € X} C X xY

nimetatakse funktsiooni f graafikuks (ingl graph).

Ulesanne 6.6. Olgu f1, fa: X — Y funktsioonid. Tdesta, et fi = fo parajasti siis, kui
G(f1) = G(f2).

6.2 Hulga karakteristlik funktsioon

Definitsioon 6.7

Olgu U universaalne hulk ja vaatleme tema osahulka A C U. Hulga A ka-

rakteristlikuks funktsiooniks (ingl indicator function) nimetatakse funktsiooni

xa: U —{0,1}, kus
1, kuize A
xa(z) =

0, kuizeU)\A.
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Karakteristliku funktsiooni véértuse y4(x) leidmine tdhendab otsustamist, kas element
x € U kuulub hulka A vGi mitte. Seega, igale hulgale A C U on seatud vastavusse tema
karakteristlik funktsioon. Erinevatele hulkadele vastavad erinevad funktsioonid, st vasta-
vus on injektiivne. Kas selline vastavus on ka siirjektiivne? Selle kontrollimiseks votame
tihe funktsiooni x: U — {0, 1} ja vaatleme hulka A = {x € U: x(z) = 1}. Kui ntiiid x € A,
siis x(z) = 1, kui aga € U \ A, siis x(z) = 0 ning seepérast x = ya. Selle aruteluga
oleme néidanud, et vaadeldav vastavus hulkade A C U ja funktsioonide x4: U — {0,1}
vahel on bijektsioon.

On selge, et fikseeritud universaalse hulga U kaks alamhulka A ja B on vérdsed parajasti
siis, kui neil on sama karakteristlik funktsioon, st

A=B < xa(z) =xp(z), Vel

Seega, vordsete hulkade puhul on karakteristliku funktsiooni vadrtused samad. Erinevad
hulgad peavad erinema vihemalt {ihe elemendi poolest ja sellel elemendil on siis ka karak-
teristlike funktsioonide véaartused erinevad.

Ndide 6.8.

1. Tiihja hulga karakteristlik funktsioon on konstantne funktsioon 0 ja universaalhulga
U karakteristlik funktsioon on konstantne funktsioon 1;

2. Kui universaalne hulk on naturaalarvude hulk N, siis paaritute arvude hulga karak-
teristlik funktsioon on arvu jadk arvuga 2 jagamisel;

3. Kui universaalne hulk on naturaalarvude hulk N ja A on algarvude hulk, siis hulga
A karakteristlik funktsioon on

1,  kui x on algarv
Xa(w) = -
0, kui z ei ole algarv.

Karakteristlikul funktsioonil on hulgateoreetiliste tehete suhtes jargmised omadused.

Lause 6.9: Karakteristliku funktsiooni omadused

Olgu U universaalne hulk ja A, B C U. Siis iga x,y € U korral

L xa(z) - xa(z) = xa(z);
2. xa(w) = xnal@) =1 — xa(z);
3. xanB(7) = xa(x) - xp(r) = min{xa(z), x5(z)};

(
4. xauB(®) = xa(z) + xB(z) — xa(?) - xB(7) = max{xa(z), xp(2)};
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Tdestus. Nende vorduste kontrolliks piisab, kui vaadatakse 1&dbi koik voimalused elemendi
x jaoks (z kuulub molemasse hulka, ainult hulka A, ainult hulka B, mitte kumbagi hulka)
ja vorreldakse paremal esitatud avaldise vaartust vajaliku vaartusega. Naiteks, vordus 1)
jareldub sellest, et 0-0 = 0 ja 1-1 = 1. Olgu € U. Omaduse 3) toestamisel tuleb
arvestada nelja erineva véimalusega:

xa(z) =0jaxp(x) =0,  xa(z)=0jaxp(x)=1,
xa(z) =1ja xg(z) =0, xa(z) =1jaxp(z)=1

Siit jareldub, et

xA(x) - xp(xr) =1< xa(x) =1Axp(z)=1
SreAANxeB
SreANB

- XAQB(J:) - 1)

millest omakorda saame, et x4(z) - xp(z) = 0 < xans(z) = 0. Ulejadnud omaduste

toestused on analoogilised ja jaetud iseseivaks tooks. ]

Kuna hulgad ja nende karakteristlikud funktsioonid on bijektiivses vastavuses, voimaldavad
siintoodud valemid veel iihte viisi hulgateoreetiliste samasuste toestamiseks. Saame toestada
hulkade vahelisi vordusi, néidates vastavate karakteristlike funktsioonide vordsust. See-

ga, samasuse kontrolliks voime avaldada kummagi hulga karakteristliku funktsiooni nen-

de hulkade karakteristlike funktsioonide kaudu, mis avaldistes esinevad, ja korrutada

koik summad ja vahed 1dbi ning lihtsustada. Lihtsustamise juures on oluline, et ast-

menditajad saab ara jitta, sest karakteristliku funktsiooni véértuste (0 ja 1) jaoks kehtib

xa(@) - xa(z) = xa(z).

Niide 6.10. Olgu U universaalne hulk ja A, B C U. Tdesta, et (AN B) = A"UB'.

Lahendus. Téestuseks piisab néidata, et x(anpy(z) = xaup/(z) iga * € U korral.
Fikseerime x € U. Rakendades lause 6.9 omadusi taiendi, {ihisosa ja iithendi kohta saame,
et

X(anBy (%) =1 = xanp(z)
=1—xa(z) xa(z)
= (1—xa(z) + (1 —xp() — (1 —xa(z)) - (1 - x5(z))
= xa(z) + xp () — xanp (2)
= xaup(T)

Kuna vasakpoolse hulga ja parempoolse hulga karakteristlikud funktsioonid on vordsed
iga elemendi = korral, on ka vastavad hulgad ise vordsed. [

Ulesanne 6.11. Olgu A, B,C C U hulgad. Karakteristlike funktsioonide abil toestada,
et

(a) (ANB)U(A\ B) = 4;
(b) (A\B)\C = (A\C)\ (B\CO);
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(c) (AUB)xC=(AxC)uU(Bx(C);
(d) (AAB)AC=AAN(BACQC).

Karakteristliku funktsiooni arvutamise algoritm (alamprogramm/funktsioon/protseduur
mingis programmeerimiskeeles) on iiks voimalik viis hulga esitamiseks arvutis. Lihtsast
voimalikust vaartusest (0 voi 1) hoolimata voib karakteristliku funktsiooni arvutamine
olla t6sine probleem. Ta v6ib

e nouda palju aega (otsustamine, kas = on algarv voi kordarv);
e koguni iildse mitte omada algoritmi (testimine, kas programm P arvutab funktsiooni
6.3 Hulga kujutis ja tema omadused

Olgu antud funktsioon f: X — Y.

Definitsioon 6.12

Kui z € X jay €Y on sellised, et y = f(z), siis elementi y nimetatakse elemendi

x kujutiseks (ingl image of x).

Igal médramispiirkonna X elemendil on parajasti iiks kujutis.
Niide 6.13.

1. Vaatleme funktsiooni f(x) = 22, f: R — R. Siis arvu 0 kujutis on 0, sest f(0) = 0.
Arvude —1 ja 1 kujutis on 1, sest f(—1) =1= f(1).

2. Vaatleme funktsiooni f(z) =+/z, f: N — R. Siis arvu 4 kujutis on 2, sest f(4) = 2.

3. Vaatleme funktsiooni f(z) = z+1, f: R — R. Siis arvu 0 kujutis on 1, sest f(0) = 1.

Definitsioon 6.14

Hulga A C X kujutiseks (ingl image) nimetatakse hulga Y osahulka f(A), mis

koosneb koikide hulga A elementide kujutistest, st

fLA)={f(z):ze A} ={yeY: Tz (zc AN f(z) =y)}.

NB! Kujutis # kujutus. Sona ,kujutus“ tdhistab funktsiooni (kujutamise viisi), sona ,ku-
jutis® tdhendab aga funktsiooni véértust, st kujutamise tulemust.

Ndide 6.15.

1. Vaatleme funktsiooni f(r) = 22, f: R — R. Siis f([-10,10]) = [0,100] ja f(R) =
[0, 00).

2. Vaatleme funktsiooni f(z) = sinz, f: R — R. Siis f(R) = [-1, 1], aga ka f([—m,7]) =
[—1,1].
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3. Vaatleme funktsiooni f(z) =1Inz, f: (0,00) — R. Siis f((0,1]) = (—o0,0].

Teoreem 6.16: Kujutise omadused

Olgu f funktsioon hulgast X hulka Y ja A, B C X. Siis
L. f(0) = 0;
2. f(X)CY;

3. Kui A C B, siis f(A) C f(B);
4. f(AUB) = f(A) U f(B);
5. f(ANB) C f(A)N f(B).

Mirkus 6.17

Uldiselt 2. ja 5. omaduses vordused ei kehti. Selleks vaatleme funktsiooni f: X — Y,
kus X =Y =R ja f(x) = 22 iga 2 € R korral. Niiiid f(X) # Y, sest

fR) = {f(z): z € R} = {z?: 2 € R} = [0,00) # R.

Teise vorduse mitte kehtimises veendumiseks vaatleme hulki A = {—1} ja B = {1}.
Siis f(A) = {1} = f(B), kuid f(AN B) = f(0) = 0. Jirelikult,

0= F(ANB) # f(A) N f(B) = {1}.

Teoreemi 6.16 toestus.

1. Vastavalt hulga kujutise definitsioonile f(0) = {f(z): € 0}. Kuna aga iikski x
tithja hulka ei kuulu, siis pole paremal olev tingimus rahuldatud iihegi elemendi x
korral. Seega on parempoolne hulk tiihi.

2. Olgu y € f(X). Hulga kujutise definitsiooni pohjal f(X) ={y € Y: 3z (z € X A
f(z) =y)}. Seegay €Y.

3. Olgu A,B C X ja A C B. Viite 3. toestamiseks tuleb meil vastavalt osahulga
definitsioonile naidata, et kui y € f(A), siis y € f(B). Olgu y € f(A). Siis hulga
kujutise definitsiooni jérgi eksisteerib z € A, nii et y = f(z). Kuna A C B, siis
saame x € B. Seega eksisteerib x € B, nii et y = f(x), mistottu hulga kujutise
definitsiooni jargi y € f(B).

4. Vorduse toestamiseks néitame, et kehtib jirgmine samavéérsuste ahel:
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ye f(AUB) & Jz (r € AUB Ay = f(x))
& 3Jr (ke AVva e B) ANy = f(x))
Sdr(reANy=f(zr)Vxz e BNy = f(x))
sycf(A)Vye f(B)
sy f(AUF(B).

5. Olgu y € f(AN B). Hulga kujutise definitsiooni jirgi eksisteerib x € AN B, nii et
y = f(x). Uhisosa definitsiooni jirgi kehtib siis € A ja x € B. Et y = f(z), siis
hulga kujutise definitsiooni jargi saame konjunktsiooni esimesest poolest y € f(A)
ja teisest poolest y € f(B). Siit saame hulkade tihisosa definitsiooni pohjal y €

AN f(B).

Teoreemi 6.16 omadused 4. ja 5. kehtivad ka suvalise arvu hulkade iihendi ja iithisosa korral.

Ulesanne 6.18. Olgu X,Y hulgad, f: X — Y funktsioon, Z # 0 ja A, C X igaa € T
korral. T'Gestada, et

F(U4a)=U s g 7(NAa) < ) 740

acl acl acl acl

6.4 Hulga originaal ja tema omadused

Definitsioon 6.19

Olgu antud funktsioon f: X — Y. Kui z € X jay € Y on sellised, et y = f(x),
siis elementi = nimetatakse funktsiooni f elemendi y originaaliks (ingl inverse

image of y).

Mbonel hulga Y elemendil voib originaale olla iiks, monel rohkem ja moénel mitte iihtegi.
Naiteks, kui me vaatleme ruutfunktsiooni kui funktsiooni reaalarvude hulgast reaalarvude
hulka, siis on igal positiivsel reaalarvul kaks originaali, arvul null on iiks originaal ja
negatiivsetel reaalarvudel pole mitte iihtegi originaali. Tapsemalt, kui f(z) = 22, f: R —
R, siis arvu 1 originaalid on —1 ja 1, sest f(—1) =1 ja f(1) = 1.

Definitsioon 6.20

Hulga B C Y originaaliks (ingl inverse image) nimetatakse hulka f~!(B), mis
koosneb koigist nendest hulga X elementidest, mis kujutuvad hulga B elemendiks,
st

fYB)={z e X: f(z) € B}.

Tahistus f~! ei tdhenda siin, et funktsioonil f peaks leiduma poordfunktsioon vaid on
lihtsalt stimbol. Kiill aga, kui funktsioonil f leidub poéérdfunktsioon, siis need méisted —
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hulga B originaal ja hulga B kujutis poordfunktsiooniga — iihtivad (vt paragrahv 6.9).
Teiseks, pane téhele, et

r€ f1(B) s f(zx) € B.
Seda lihtsat tdhelepanekut on teinekord hea mones toestuses kasutada.

Niide 6.21.

1. Vaatleme funktsiooni f(z) = 22, f: R — R. Siis f~1({1}) = {~1,1}ja f~!([-10,-5]) =
0.

2. Vaatleme funktsiooni f(z) =0, f: R — R. Siis f_l({O}) =R.
3. Vaatleme funktsiooni f(z) =z + 1, f: R — R. Siis f~1({0}) = {-1}.

Teoreem 6.22: Originaali omadused

Olgu f funktsioon hulgast X hulka Y ja A, B C Y. Siis

1. f~40) = 0;

2. f7H(Y) = X;

3. Kui A C B, siis f~1(A) c f~1(B);
4. f~HAUB) = fTHA) U B
5. fHANB) = f~HA) N fH(B);
6. f71(Y\B) =X\ f1(B).

Toestus.

1. Vahetult originaali definitsioonist saame, et f~1(0) = {z € X: f(z) € 0}. Kuna
pole selliseid hulga X elemente, mis kujutuvad tiithihulga elementideks, siis vordus
kehtib.

2. Vahetult originaali definitsioonist saame, et f~1(Y) = {z € X: f(x) € Y'}. Funkt-
siooni definitsiooni jargi kujutub hulga X iga element mingiks hulga Y elemendiks.
Seega vordus kehtib.

3. Olgux € f~1(A). Originaali definitsioonist saame, et siis f(x) € A. Eelduse kohaselt
on hulk A hulga B osahulk, ehk siis ka f(x) € B. Hulga originaali definitsiooni jargi
kehtib = € f~1(B).

4. Niitame, et suvalise z € X korral kehtib x € f~1(A U B) parajasti siis, kui = €
i AU fH(B).
r€fYAUB) & f(x) € AUB
< f(x)e AV f(z) € B
szcfHAvze f1(B)
szef Y AU YB).
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5. Niitame, et suvalise x € X korral kehtib = € f~1(A N B) parajasti siis, kui = €
fFHA) N (B,
refYANB) & f(x) e ANB
< f(x) e AN f(z) e B
sref (A Aze fY(B)
szcf 1 A)Nnf(B).

6. Niitame, et suvalise z € X korral kehtib z € f~Y(Y \ B) parajasti siis, kui = €
X\ f1(B).
refYY\B)& f(zx) €Y \B
& f(z) €Y A=(f(x) € B)
see [T Y)A-(xe fTH(B))
sreXAzxd fH(B)
sreX\ fH(B),

kusjuures eelviimane ekvivalents kehtib varem toestatud seose f~1(Y) = X tottu.

]
Teoreemi 6.22 omadused 4. ja 5. kehtivad ka suvalise arvu hulkade iihendi ja iithisosa korral.

Ulesanne 6.23. Olgu X,Y hulgad, f: X — Y funktsioon, Z # ) ja A, C Y igaa € T
korral. T'Gestada, et

f‘1<aUIAa> = U f‘1<aﬂZAa) AR

Niide 6.24. Hulkade kujutistel ei ole originaalide omadusega 6. analoogilist omadust. Kui
niiteks f: X — Y on konstantne funktsioon, siis f(A) = {c} (kui A # 0), f(X\ A) = {c}
(kui A # X) jaY \ f(A) =Y \ {c} ning ei leia aset sisalduvused f(X \ A) C Y\ f(A) ega
ka f(X\ A) DY\ f(4) (kui Y £ {e}).

Nagu néeme, on hulkade originaalide omadused paremad kui hulkade kujutiste omadused,

mistottu funktsioonide pohiomaduste méaératlemisel teistes matemaatilistes distsipliinides
kasutatakse rohkem hulkade originaale.

6.5 Hulga kujutise originaal ja originaali kujutis

Kujutise ja originaali jarjestikuse votmise korral saame jargmised sisalduvused.

Teoreem 6.25

Olgu f: X — Y funktsioon.

1. Kui A C X, siis A C f7H(f(A));

2. Kui B CY,siis f(f71(B)) C B.
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Niidetes 6.27 ja 6.28 veendume, et iildiselt kummaski omaduses vordused ei kehti.

Teoreemi 6.25 toestus.

1. Olgu A C X ja olgu z € A. Meil on vaja niidata, et z € f~(f(A)). Hulga kuju-
tise definitsiooni pohjal voime kirjutada f(z) € f(A). Et saaksime kasutada hulga
originaali omadusi, asendame elemendi f(z) € Y iiheelemendilise hulgaga ja vas-
tavalt seose ,element“ seosega ,osahulk®. Saame {f(z)} C f(A). Niiiid rakendame
sellele seosele teoreemi 6.22 omadust 3 ja saame: f~1({f(z)}) C f~1(f(A)). Aga
r € fL{f(x)}), sest f(z) € {f(x)} (vt hulga originaali definitsiooni). Kahest vii-
masest seosest saamegi, et x € f~1(f(A)).

2. Olgu B C Y jaolguy € f(f~'(B)). Meil on vaja niidata, et y € B. Siis kujutise
definitsiooni péhjal leidub = € f~!(B), nii et kehtib f(z) = y. Seos = € f~(B)
tahendab originaali definitsiooni pohjal, et f(z) € B. Seega y € B.

Niide 6.27. Veendume, et iildiselt A # f~1(f(A)).
Olgu X =Y =R, f(z) = |z| ja A ={1,2,3}. Iga v € A korral kehtib f(z) = =z, st
f(A) = A={1,2,3}. Teisalt,

FHAA) = 71 A) = {-3,-2,-1,1,2,3} # {1,2,3} = A.

Niide 6.28. Veendume, et iildiselt f(f~'(B)) # B.
Olgu X =Y =R, f(z) = 2% ja B = {—1,0,4}. Funktsiooniga f kujutuvad hulka B hulga
f~Y(B) = {-2,0,2} elemendid, mida funktsiooniga f kujutades saame

f(fil(B)) = f({_27072}) = {074} # {_17074} = B.

6.6 Injektiivsed, siirjektiivsed ja bijektiivsed funktsioonid

Definitsioon 6.29

Funktsiooni f: X — Y nimetatakse

(a) injektiivseks ehk iiksiiheseks (ingl injective), kui iga paari z1,z92 € X,

x1 # 19, korral f(x1) # f(x2);

(b) siirjektiivseks ehk pealekujutuseks (ingl surjective), kui iga y € Y jaoks
leidub selline z € X, et y = f(x);

(c) bijektiivseks ehk iiksiiheseks vastavuseks (ingl bijective), kui f on nii
injektiivne kui ka siirjektiive.
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Olgu A: z1 # x9 ja B: f(z1) # f(x2). Eelnevast teame, et lausearvutuse valemid
A = B ja ~B = —A on samavéarsed. Jarelikult, funktsiooni f injektiivsust saame
samavaarselt defineerida ka nii: kui f(z1) = f(x2), siis x1 = xa.

Injektiivsus tdhendab, et iithelgi hulga Y elemendil pole rohkem kui iiks originaal.
Stiirjektiivsus tdhendab, et igal hulga Y elemendil leidub vdhemalt iiks originaal.

Bijektiivsus tdhendab, et igal hulga Y elemendil leidub tépselt iiks originaal.
Nsiide 6.31.

1. Olgu f(z) = 22. Vaatleme sellise avaldisega antud funktsiooni erinevatel hulkadel.

Funktsioon f: R — R ei ole injektiivne ega strjektiivne, sest igaks positiivseks reaal-
arvuks kujutatakse iiks positiivne ja iiks negatiivne arv. Negatiivseteks arvudeks ei
kujutata iihtegi R elementi.

Funktsioonina f: R — [0,00) on z? siirjektiivne, aga pole injektiivne.

Funktsioonina f: [0, 00) — [0, 00) on z? injektiivne ja siirjektiivne, st on bijektiivne.

2. Funktsioon sin: R — R ei ole injektiivne ega siirjektiivne. Miks?
Funktsioon sin: R — [—1, 1] on siirjektiivne, aga pole injektiivne. Miks?
Funktsioon sin: [—7/2,7/2] — R on injektiivne, aga pole siirjektiivne. Miks?

Funktsioon sin: [—m/2, /2] — [—1, 1] on injektiivne ja siirjektiivne, st on bijektiivne.

3. Olgu meil kaks 16plikku hulka X = {z1,...,xn}jaY = {yi1,...,yn}, milles on vasta-
valt m jan elementi. Uurime, millistel tingimustel leidub injektiivne/siirjektiivne /bijektiivne
funktsioon f: X — Y.

(a) Injektiivsus. Kui m > n, siis iga funktsioon f: X — Y peab kujutama mingid
hulga X elemendid iiheks ja samaks hulga Y elemendiks. Jérelikult ei leidu in-
jektiivset funktsiooni f: X — Y. Kui m < n, siis saab konstrueerida injektiivse
funktsiooni.

(b) Siirjektiivsus. Kui m < n, siis saavad hulga X elementide kujutisteks olla
ainult m elementi hulgas Y, st ei leidu siirjektiivset kujutust. Kui m > n, siis
leidub siirjektiivne kujutus.

(c) Bijektiivne kujutus leidub parajasti siis, kui m = n.
4. Iga reaalarvuliste liikmetega jada a1, as, ... voime vaadelda kui funktsiooni a: N —
R. Kui koik jada liikmed on erinevad, siis on funktsioon a injektiivne. Néiteks, kui

a; = 24 iga ¢ € N korral. Hiljem tdestame, et iikski funktsioon a: N — R ei saa olla
strjektiivne.

Ulesanne 6.32. Tdesta, et funktsioon f: X — Y rahuldab tingimust f(ANB) = f(A)N
f(B) parajasti siis, kui ta on injektiivne.
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6.7 Dirichlet’ printsiip

Olgu meil A tuvide ja B tuvipuuride hulk. Véime vaadelda funktsiooni f: A — B, kus
tuvi z lendab puuri f(x).

Pigeons Pigeon-holes Pigeons Pigeon-holes
- f A ) f A
. O . (]
. ] . ]
® g |
O
(a) (b)

e Joonisel (a) on tuvisid rohkem kui tuvipuure, seega sel juhul vihemalt kaks tuvi
peavad lendama {ihte puuri. Teisisonu, f pole injektiivne.

e Joonisel (b) on tuvisid vihem kui tuvipuure, seega sel juhul jaab vahemalt tiks puur
tithjaks. Teisisonu, f pole siirjektiivne.

Eelneva néite iildistus on Dirichlet’ printsiip.

Teoreem 6.33: Dirichlet’ printsiip

Olgu A ja B l6plikud hulgad ning f: A — B funktsioon.

1. Kui |A| > |B], siis f pole injektiivne.

2. Kui |A| < |B|, siis f pole siirjektiivne.

Dirichlet’ printsiibil on mitmeid huvitavaid rakendusi.

Niide 6.34. Toestada, et leidub vdhemalt kaks eestlast, kellel on tédpselt sama palju
juuksekarvu.

Nidide 6.35. Kui valida juhuslikult kuus naturaalarvu, siis kaks neist annavad viiega
jagades sama jaagi.

6.8 Funktsioonide kompositsioon

Tépselt samuti nagu on olemas aritmeetilised tehted (néiteks + voi -) arvude kombineeri-
miseks ja hulgateoreetilised tehted (néiteks U ja N) hulkade kombineerimiseks, on olemas
ka tehted funktsioonide kombineerimiseks. Liitfunktsiooniks ehk funktsioonide (kujutuste)
kompositsiooniks nimetatakse matemaatikas funktsiooni, mis saadakse kahe funktsiooni
jarjest rakendamisel.
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Definitsioon 6.36

Olgu X,Y ja Z mingid hulgad. Funktsioonide f: X — Y ja g: Y — Z kompo-
sitsiooniks (ingl composition) nimetatakse niisugust funktsiooni go f: X — Z, et
(go f)(z) =g(f(x)) iga x € X korral.

Funktsiooni g nimetatakse siin vilimiseks funktsiooniks, funktsiooni f sisemiseks funkt-
siooniks. Funktsioonide f ja g kompositsiooni go f nimetatakse ka liitfunktsiooniks. Funkt-
sioonide f ja g liitfunktsiooni v6i nende liitfunktsiooni véartuste leidmist nimetatakse ka
funktsioonide f ja g jarjest rakendamiseks.

Mdrkus.

1. Funktsioonide kompositsiooni g o f on véimalik leida vaid siis, kui funktsiooni g
lahtehulk on sama mis funktsiooni f sihthulk (vt naidet 6.37);

2. Kompositsiooni go f méadramispiirkond on sama mis funktsiooni f méaramispiirkond;

3. Voib juhtuda, et on voimalik defineerida nii g o f kui ka f o g, kuid need kaks
funktsiooni ei pruugi samad olla, st iildjuhul go f # f o g (vt ndidet 6.38). Seega,
funktsioonide kompositsioon ei ole kommutatiivne.

ja g(c) = 1. Millised on go f ja fog?

Lahendus. Kompositsioon go f: {a,b,c} — {1,2,3} on defineeritud seostega (go f)(a) =
9(f(a)) = g(b) = 2, (g o f)(b) = g(f(b)) = g(c) = 1 ja (g f)(c) = g(f(c)) = g(a) = 3.

Kompositsioon f o g ei ole defineeritud, sest funktsiooni f ldhtehulk {a,b,c} erineb funkt-
siooni ¢ sihthulgast {1,2,3}. [

Nidide 6.38. Olgu f ja g sellised funktsioonid hulgast Z hulka Z, et f(z) = 2z + 3 ja
g(x) = 3x + 2 iga x € Z korral. Millised on go f ja fog?

Lahendus. Koigepealt méarkame, et seekord on mélemad kompositsioonid go f ja fog
defineeritud. Seega

(fog)(x) = flg(x)) = fBr +2) =23z +2) +3 =062 +7

ja
(go f)(x) =g(f(2)) = g2z +3) = 3(2z + 3) + 2 = 6z + 11.

Pane téhele, et kuigi go f ja fog olid defineeritud, siis ndeme, et antud juhul gof # fog. =

Néitame niitid, et funktsioonide kompositsioon on assotsiatiivne tehe.
Lause 6.39

Olgu X,Y,Z jaW hulgad. Kui f: X - Y, ¢g: Y — Zjah: Z — W, siis ho(gof) =
(hog)of.
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Tdestus. Peame néditama, et kaks funktsiooni on vordsed. Kuidas seda teha? Selleks
néitame koigepealt, et nende funktsioonide méaramis- ja muutumispiirkonnad on vordsed,
ning seejarel nditame, et iga elemendi x korral nende iihisest méaéramispiirkonnast kumma-
gi funktsiooni abil saadud kujutis on sama. Nendest kahest sammust saamegi siis jareldada,
et antud funktsioonid on vordsed.

Seega, kontrollime esiteks, et funktsioonide ho (go f) ja (h o g) o f médramis- ja muutu-
mispiirkonnad on samad. Kuna f: X =Y, ¢: Y = Zjah: Z — W, siisgo f: X = Z ja
hog:Y — W.Seega ho(go f): X - Wija(hog)of: X - W.

Teiseks kontrollime, et iga € X korral nende funktsioonide poolt saadud kujutised on
vordsed. Olgu z hulga X suvaline element. Siis (ho(go f))(z) = h((go f)(z)) = h(g(f(x)))

ja ((hog)o f)(z) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))). Jarelikult ho(go f) = (hog)of. u

Lause 6.40

Kui f: X =Y jag: Y — Z on injektiivsed, siis ka go f: X — Z on injektiivne.

Toestus. Olgu z1,x9 € X sellised, et x1 # xo. Siis funktsiooni f injektiivsuse tottu

f(z1) # f(x2). Viimasest aga jareldub funktsiooni g injektiivsuse tottu, et g(f(x1)) #

g(f(z2)) ehk (go f)(z1) # (g o f)(x2). Jarelikult on g o f injektiivne. ]
Lause 6.41

Kui f: X =Y jag: Y — Z on siirjektiivsed, siis ka go f: X — Z on siirjektiivne.

Toestus. Valime vabalt z € Z. Siis ¢ siirjektiivsuse tottu leidub y € Y nii, et g(y) = z.
Nitd f strjektiivsuse tottu leidub « € X nii, et f(z) = y. Seega (go f)(z) = g(f(x)) =
g(y) = z, mis fitleb, et g o f on siirjektiivne.

Lausetest 6.40 ja 6.41 jareldub vahetult jargmine tulemus.

Jireldus 6.42

Kui f: X =Y jag: Y — Z on bijektiivsed, siis ka go f: X — Z on bijektiivne.

Definitsioon 6.43

Olgu X hulk. Samasusteisenduseks ehk identsusteisenduseks (ingl identity

function) Ix: X — X nimetatakse funktsiooni, mis hulga X igale elemendile seab
vastavusse sama elemendi, st Ix(z) = x iga € X korral.

Kui kontekstist on selge, millise hulga samasusteisendust vaadeldakse, siis tavaliselt alu-

mist indeksit ei lisata.
Lause 6.44

Kui f: X =Y, siis folxy=Iyof=Ff.

Todestus. Peame niitama, et koik kolm funktsiooni on vordsed. Toestamisel kasutame
sama taktikat nagu lause 6.39 toestamisel. Arutleme koigepealt selle iile, et miks f o
Ix = f. Kuna folx: X — Y ja f: X — Y, siis moélema funktsiooni méaramis- ja
muutumispiirkonnad on samad.
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Véotame niiiid suvalise elemendi z € X ja kontrollime (f o Ix)(z) = f(Ix(x)) = f(x).
Néeme, et elemendi z kujutis molema funktsiooniga on sama. Jarelikult f o Ix = f.
Toestus, et Iy o f = f on analoogiline ja seepérast jaetud iseseisvaks t0oks. ]

Ulesanne 6.45. Olgu f: X — Y ja g: Y — X funktsioonid. Tdesta, et kui g o f = Ix,
siis f on injektiivne ja g on siirjektiivne.

6.9 Poordfunktsioon

Olgu f: X — Y bijektiivne funktsioon. Kuna f on siirjektiivne, siis igal elemendil hulgast
Y leidub originaal hulgas X. Veelgi enam, et f on ka injektiivne funktsioon, siis igal
elemendil hulgast Y leidub tépselt iiks originaal hulgas X. Jérelikult, saame defineerida
uue funktsiooni hulgast Y hulka X, mis kéditub vastupidiselt funktsiooni f poolt antud

vastavusega. See arutlus viibki meid pé6rdfunktsiooni maéiste juurde.
Definitsioon 6.46

Olgu X ja Y hulgad. Bijektiivse funktsiooni f: X — Y podrdfunktsiooniks (ingl
inverse function) nimetatakse funktsiooni f~': Y — X, mis seab igale y € Y
vastavusse tépselt ithe elemendi z € X, mille korral f(z) =y.

Seega, poordfunktsiooni médramispiirkonnaks on Y ja muutumispiirkonnaks X . P66rdfunktsiooni
tihistatakse x = f~!(y), kuid selle asemel kasutatakse pigem kuju y = f~!(x) (vaheta-
takse soltuva ja soltumatu muutuja tdhistused).

Paneme tihele, et kui f~': Y — X on funktsiooni f: X — Y pooérdfunktsioon, siis
definitsioonist saame, et iga © € X ja iga y € Y korral kehtib

f@)=y& Ty ==

Poordfunktsiooni definitsioonile eelnenud arutlus néitas seda, et funktsioonil f leidub
poordfunktsioon parajasti siis, kui f on bijektiivne. Mainime siinjuures ka &ra, et viljendid
Jfunktsioon f: X — Y on bijektsioon”, ,eksisteerib poordfunktsioon f~1:Y — X7,
Hunktsioon f: X — Y on péoratav” on koik samavéirsed.

Niide 6.47. Olgu f selline funktsioon hulgast {a, b, c} hulka {1,2,3}, et f(a) =3, f(b) =
2 ja f(c) = 1. Kas leidub f~!, kui jah, siis milline on f~1?
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Lahendus. Esiteks, paneme téhele, et f on bijektiivne (kontrolli!) ja seega leidub f~!.
Teiseks, f~1(1) = ¢, f71(2) =bja f71(3) = a. |

Niide 6.48. Olgu f: Z — Z selline funktsioon, et f(x) = z + 1 iga x € Z korral. Kas
leidub f~!, kui jah, siis milline on f~1?

Lahendus. Esiteks, paneme téhele, et f on bijektiivne (kontrolli!) ja seega leidub f~!.
Teiseks, téhistame esmalt y = f(z). Siis saame, et y = x + 1 ehk 2 = y — 1. Viimane
tdhendab aga seda, et y — 1 on tépselt see element, mille f viib elemendiks y. Seega,
fTly) =y -1 L
Jargnevalt toome moned poéérdfunktsiooni omadused.

Lause 6.49

Olgu X ja Y hulgad ning f: X — Y bijektiivne funktsioon. Siis f o f~' = Iy ja
frof=1Ix.

Toestus. Iseseisevaks tooks. [
Jargmine tulemus annab lihtsa meetodi, kuidas kahe suvalise funktsiooni puhul kontrollida,
kas nad on teineteise poordfunktsioonid.

Teoreem 6.50

Kui f: X - Y jag:Y — X on sellised funktsioonid, et go f = Ix ja fog = Iy,
siis eksisteerib f~1 ja f~l =g.

Toestus. Koigepealt niitame, et eksisteerib f~!. Selleks peame veenduma, et f on bijek-
tiivne. Esiteks, f on injektiivne, sest kui f(z1) = f(x2), siis

r1 = Ix(z1) = (g0 f)(x1) = g(f(21)) = 9(f(22)) = (g © f)(22) = Ix(22) = 72.

Teiseks, f on siirjektiivne, sest iga y € Y korral f(g(y)) = (f o g)(y) = I,(y) = y ehk
elemendil y € Y leidub originaal g(y) € X. Niisiis, f on bijektiivne.
Viimaks, lausete 6.39, 6.44 ja 6.49 pohjal saame, et

fl=fTloly=f"lo(fog)=(f"of)og=Ixog=y.

]
Jireldus 6.51
Kui f: X — Y on pddratav, siis ka f~1: Y — X on péoratav ja (f~1) =1 = f.
Toestus. Iseseivaks tooks. [ ]

Teoreem 6.52

Kui funktsioonidel f: X — Y ja ¢g: Y — Z leiduvad p&ordfunktsioonid, siis ka

funktsioonil g o f: X — Z leidub péoérdfunktsioon ja (go f)~' = f~tog™l.
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Taoestus. Koigepealt selleks, et funktsioonil g o f: X — Z leiduks péoérdfunktsioon pii-
sab veenduda, et ta on bijektiivne. Kuna funktsioonid f ja g on podratavad, siis nad on
bijektiivsed. Jérelduse 6.42 pohjal saame niilid, et g o f on bijektiivne ehk ta on pdoratav.
Niitame, niiiid et (go f)~! = f~! o g~1. Teoreemi 6.50 pohjal piisab niidata, et (go f) o
(floghy=TIja(ftogt)o(gof)=1I. Toéepoolest,

(gof)o(frog ) =go(fofog=golog=gog ' =1y
ja

(flog Nolgof)=fol(glog)of=flolof=f"of=Ix.

]

Olgu f: X — Y funktsioon. Tahistust f~! kasutasime me eespool hulga B C Y originaali
jaoks, defineerides f~1(B) = {z € X: f(x) € B}. Teisalt, poordfunktsiooni definitsioon
véimaldab aga moista niiiid vasakul f~! ka kui funktsiooni hulgast Y hulka X ja f~!(B)

kui hulga B kujutist selle funktsiooniga. Veendume, et selline moéistmine on kooskolas

varasemaga.

f~Y(B) (hulga B kujutis funktsiooniga f~!)
={/"'(y)eX:ye B}
={z e X: f(x) € B}
= f~Y(B) (hulga B originaal funktsiooniga f),

kus esimene ja viimane vordus kehtivad vastavalt kujutise ja originaali definitsioonile ning
keskmine vordus {f'(y) € X:y € B} = {x € X: f(z) € B} ténu tihistusele f~!(y) ==
ehk y = f(z).



Hulga voimsus

Xk
Matemaatik on masin, mis muudab
kohvi teoreemideks — P. Erdés
7.1 Hulkade ekvivalentsus . . . . . . . .. . . ... ... 107
7.2 Loenduvad hulgad . . . . .. .. .. ... .. .. L 110
7.3 Cantor—Bernsteini teoreem . . . . . . . . ... ... oL 113
7.4 Kontiinumi voimsusega hulgad . . . . . .. ... ..o 115

7.1 Hulkade ekvivalentsus

Hulkade vordlemine seoste A C B, A # B vms seisukohalt ei paku nii suurt huvi, sest
hulgad voivad koosneda viga erinevatest elementidest. Huvitavam oleks vorrelda neid
LSkvantitatiivselt”, st vastata kiisimusele , Kas nendes hulkades on iihepalju elemente?”

Selles peatiikis defineerime, milliseid hulki loeme hulgateoorias ithesuurusteks. Loplike hul-
kade jaoks on hulkade suuruse mooduks elementide arv. Loplike hulkade A = {aq,...,an}
ja B ={b1,...,by} korral probleemi ei teki: loendame dra hulkade elemendid ja vordleme
arve m ja n. Kui m = n, siis on hulkadel iihepalju elemente.

Juba eelajaloolistel aegadel 6ppisid inimesed hulkade elemente loendama ja loplikke hulki
nende elementide arvu pohjal vordlema. Anname koigepealt 16pliku ja 16pmatu hulga
definitsiooni ning vaatame {ile, mida me teame hulkade suuruse vordlemisest.

Definitsioon 7.1

Hulka X nimetatakse 16plikuks (ingl finite), kui X on tiihi voi leidub selline na-
turaalarv n > 1 nii, et X saab seada iiksiihesesse vastavusse naturaalarvude hulga

osahulgaga {1,...,n}. Hulka X nimetatakse 16pmatuks (ingl infinite), kui ta ei
ole 16plik.

107
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On selge, et definitsioonis toodud iiksiihest vastavust ei saa konstrueerida mitme erineva
n puhul ja jarelikult seab 16pliku hulga definitsioon igale mittetiihjale 16plikule hulgale
vastavusse vaid iihe naturaalarvu — selle hulga elementide arvu.

Definitsioon 7.2

Lopliku hulga X voimsuseks (ingl cardinality) nimetatakase tema elementide arvu.
Hulga voimsust téhistatakse siimboliga | X]|.

Naiteks, kui A = {1,2} ja B = {1,2,{1,2},0}, siis |A| =2 ja |B| = 4. Samuti |}| = 0.

Jargnevas toome vélja loplike hulkade voimsuste omadusi.

Olgu A ja B 16plikud hulgad. Siis

1. [P(A)] = 2M

2. [AUB|=|A|+|B| - AN B|

3. |A\ B| =|A| — |[AN B|
4. |A x B| = |A| - |B]
Toestus. Iseseisvalt! ]

Elementide arvul 16pliku hulga suuruse mé6duna on jargmised omadused:

1. Hulkade X ja Y elementide arvud on vordsed parajasti siis, kui X ja Y elementide
vahel saab defineerida iiksiihese vastavuse;

2. Hulga X elementide arv on véiksem kui hulga Y elementide arv parajasti siis, kui ei
leidu iiksiihest vastavust hulkade X ja Y vahel, aga leidub iiksiihene vastavus hulga
X ja hulga Y mingi périsosahulga B C Y vahel.

Omaduse 2 pohjal on loomulik lugeda ka iga 16pmatu hulk suuremaks igast 16plikust hul-
gast.

Omadusest 1 jareldub, et iihtegi 16plikku hulka ei saa seada iiksiihesesse vastavusse oma
périsosahulgaga. Lopmatute hulkade puhul aga selline omadus ei kehti. Edasises ndeme,
et naturaalarvude hulga saab vastavusse seada paarisarvude hulgaga ning, et omavahel
saab seada tksiithesesse vastavusse suvalised positiivse pikkusega 16igud, naiteks [0, 2] ja
[0,1]. Tegelikult saab oma périsosahulgaga vastavusse seada koguni iga l6pmatu hulga.
Neist nédidetest esimene ja sellega sarnased olid tuntud juba Vana-Kreeka filosoofidele.
Nemad kasitlesid sellist ndhtust paradoksina, mille tottu lopmatute hulkade uurimisega
ei tegeldud. Lopmatus oli lihtsalt 16plikkuse eitus. Alles 19-nda sajandi teiseks pooleks oli
matemaatika joudnud selliste probleemide uurimiseni, mis to6id kaasa I6pmatuse moiste
liigendamise. Georg Cantor (1845-1918) {ildistas elementide arvu moiste ka lopmatutele
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hulkadele nn hulga véimsuse moéistena ja tulemuseks oli erinevate 16pmatute voimsuste

avastamine.
Definitsioon 7.4

Hulgad X ja Y on ekvivalentsed ehk sama voéimsusega (ingl equivalent sets),
kui leidub bijektsioon f: X — Y.

Asjaolu, et hulgad X ja Y on ekvivalentsed tiahistatakse tavaliselt kas X ~ Y voi | X| = |Y].

Vaatame jérgmiseks moningaid iiksiiheseid vastavusi, mis annavad meile ekvivalentsete
hulkade néiteid.

Nidide 7.5. Kaks 16plikku hulka X ja Y on ekvivalentsed parajasti siis, kui nende ele-
mentide arvud on vordsed, ehk teisisonu, kui hulgas X on k elementi, siis on hulk X
ekvivalentne iga sellise hulgaga, milles on samuti k elementi.

Niide 7.6. Olgu X =N ja Y = {z € N: z on paarisarv}. Bijektsiooniks f: X — Y on
f(z) = 2z iga « € N korral ning seega hulgad X ja Y on sama voimsusega ehk positiivseid

paarisarve on tépselt sama palju kui naturaalarve.

Nidide 7.7. Hulga N ja tdisarvude hulga Z vahel saab iiksiihese vastavuse iiles seada
jargmise bijektsiooni f: N — Z, kui defineerida:

{ kui z on paaritu arv

kui x on paarisarv.

Selle funktsiooni péordfunktsioon f~': Z — N on kujul:

f_l(x): 2c+1, kuix >0
—2z, kui z < 0.

Seega, tédisarve on sama palju kui naturaalarve.

Niide 7.8. Olgu a,b,c,d € R. Kui a < b ja ¢ < d, siis [a,b] ~ [c,d], (a,b) ~ (c,d) ja
[a,b) ~ [c,d). Bijektsiooniks koigil juhtudel sobib lineaarne funktsioon

(d—c)x+bc—ad
b—a ’

f(z) = x € [a,b] (voi x € (a,b) voi x € [a,b)).
Niide 7.9. Vahemik (—7, 7) ja arvsirge R on sama voimsusega, sest funktsioon tan: (-7, 5) —
R on bijektsioon.

Niide 7.10. Reaalarvude paaride hulk R? ja kompleksarvude hulk C on sama véimsusega,
sest molemaid saab seada tliksiihesesse vastavusse tasandi koigi punktide hulgaga. Otseselt
saab selle vastavuse korraldada funktsiooniga f: R? — C, kus f((a,b)) = a + bi iga
(a,b) € R? kus i® = —1.

Jargnevas loetleme {iles olulisemad hulkade evivalentsuse omadused.
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Lause 7.11: Hulkade ekvivalentsuse omadused

Olgu A, B ja C hulgad. Siis

1. A ~ A (refleksiivsus);
2. Kui A ~ B, siis B ~ A (stimmeetrilisus);

3. Kui A~ B ja B~ C, siis A~ C (transitiivsus).

Toestus.

1. Hulgal A defineeritud samasusteisendus I4 seab hulga A iiksiihesesse vastavusse
iseendaga;

2. Kui A ~ B, siis leidub bijektsioon f: A — B. Funktsiooni f po6oérdfunktsioon
f~': B — A on siis samuti bijektsioon (kontrolli seda!);

3. Kui A ~ B ja B ~ C, siis leiduvad bijektsioonid f: A — B ja g: B — C. Nende
kompositsioon go f: A — C on siis samuti bijektsioon (miks?).

]
7.2 Loenduvad hulgad
Definitsioon 7.12
Hulka X nimetatakse loenduvaks (ingl countably infinite), kui leidub bijektsioon
hulga X ja naturaalarvude hulga N vahel.
Seega loenduvad on parajasti need hulgad X, mida saab esitada kujul X = {z1,z9,..., }.

Toestame selle viite allpool (vt lause 7.14), esialgu aga vaatame néiteid loenduvatest
hulkadest.

Niide 7.13.
1. Taisarvude hulk ja paaris naturaalarvude hulk on loenduvad hulgad;

2. Igasugune hulga N 16pmatu osahulk on ise loenduv ning sama voimsusega kui natu-
raalarvude hulk N.

3. Ratsionaalarvude hulk Q on loenduv ning sama véimsusega kui naturaalarvude hulk
N véi taisarvude hulk Z.

Intuitiivselt tundub meile, et ratsionaalarve peaks olema palju rohkem kui taisarve,
sest iga kahe taisarvu vahel on l6pmata palju ratsionaalarve ning iga kahe ratsio-
naalarvu vahel omakorda I6pmatu palju ratsionaalarve. Cantor oli aga see mees,
kes esimesena naitas, et ratsionaalarvude hulk on loenduv ehk iiksiiheses vastavuses
naturaalarvude hulgaga.
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4. Saades niiiid teada, et ratsionaalarvude hulk on ka loenduv, v6ib loomulikult tekki-
da tunne, et koik Iopmatud hulgad on loenduvad. Aga see ei ole nii. Taas oli selleks
esimeseks meheks Cantor, kes néitas, et hulga N kéikide osahulkade hulk P(N) ei ole
loenduv, tapselt samuti nagu ei ole loenduvad irratsionaalarvude hulk I v6i reaalar-
vude hulk R. Veelgi ponevam, ka vahemik (0, 1) ei ole loenduv.

Toestame koigepealt moned iildised teoreemid loenduvate hulkade kohta.

Hulk X on loenduv parajasti siis, kui hulga X elemendid saab esitada paarikaupa
erinevate elementide 16pmatu jadana: X = {x1,x9,... }.

Toestus. Niitame esmalt, et kui X on loenduv, siis ta esitub paarikaupa erinevate ele-
mentide lopmatu jadana. Kuna X on loenduv hulk, siis loenduvuse moiste kohaselt leidub
bijektsioon f : N — X. Téhistame iga n € N korral z,, := f(n). Kujutuse f injektiivsuse
tottu jareldub vordusest z,, = x,,, et n = m, seega

X ={f(n)|neN} ={z,29,...}

ehk hulga X elemendid on esitatavad paarikaupa erinevate elementide jadana, nagu tarvis.
Teisalt, kehtigu
X ={x, | n e N}

st oletame, et hulk X esitub paarikaupa erinevate elementide jadana. Naitame, et siis
X on loenduv. Defineerime kujutuse f : N — X vordusega f(n) = x,. Niitame, et f
on bijektiivne. Esiteks, olgu m,n € N valitud nii, et m # n. Kuna hulgas X on eelduse
kohaselt paarikaupa erinevad elemendid, siis ka x,, # z,. See tdhendab, et f on injektiivne.
Teiseks, olgu y € X suvaline. Eelduse kohaselt leidub n € N nii, et y = z, = f(n).
Jarelikult on f siirjektiivne. Kuna hulgad X ja N on iiksiiheses vastavuses, siis X on loen-
duv hulk, nagu tarvis. [

Teoreem 7.15

Iga lopmatu hulk sisaldab loenduva osahulga.

Toestus. Olgu X suvaline 1opmatu hulk (seega ta pole 16plik, sealhulgas X # ()). Seetottu
leidub temas elemente ja jargnevalt kirjeldamegi, kuidas hulga X elemente valides saab
moodustada paarikaupa erinevate elementidega lopmatu jada.

1. Valime elemendi x1 € X. See on voimalik, sest X ei ole tiihi.

2. Valime elemendi z2 € X \ {z1}. See on voimalik, sest kui hulk X \ {z1} oleks tiihi,
siis peaks kehtima, et X = {z1} ja seega olema 16plik.

3. Valime elemendi x3 € X \ {z1,z2}. See on voimalik, sest kui hulk X \ {z1,z2} oleks
tiihi, siis peaks kehtima, et X = {x1, 22} ja seega olema l6plik.

Seda valikut saab piiramatult jatkata ja tekib lopmatu jada Y = {z1, 22, x3,...}, mille
elemendid on paarikaupa erinevad, sest konstruktsiooni jargi erineb iga valitud element
koigist eelmistest. Olemegi saanud loenduva osahulga Y C X. [
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Teoreem 7.16

Loenduva hulga iga 16pmatu osahulk on loenduv.

Tdestus. Olgu X loenduv ja Y C X lopmatu osahulk. Kuna X on loenduv, siis lause 7.14
pohjal

X ={z, | n e N}
Vaatleme hulga Y karakteristlikku funktsiooni xy hulga X suhtes st iga z € X korral

() 1, z€Y
xy (x) = .
0, zeX\Y

Naeme, et kehtib
Y={zeX|xy(x)=1}

Hulk Y esitub paarikaupa erinevate elementide jadana, sest ta on lopmatu hulk ning si-
saldab iiksnes hulga X elemente. Lause 7.14 pohjal on Y loenduv hulk. ]
Teoreeme 7.15 ja 7.16 on loomulik moista nii, et loenduv voimsus on vdhim lopmatu

voimsus.

Niide 7.17. Naturaal-, tais- ja ratsionaalarvude hulga kéik 16pmatud osahulgad on loen-
duvad.

Jargmiseks teeme kindlaks rea loenduvuse omadusi, mis on seotud iithendi ja otsekorruti-
sega.

Teoreem 7.18: Loenduvate hulkade omadused

1. Loenduva hulga ja 16pliku hulga iithend on loenduv.

2. Kahe loenduva hulga ithend on loenduv.

3. Lopliku hulga loenduvate hulkade ithend on loenduv.

4. Loenduva hulga paarikaupa erinevate 16plike hulkade iithend on loenduv.
5. Loenduva hulga loenduvate hulkade ithend on loenduv.

6. Kahe loenduva hulga otsekorrutis on loenduv.

7. Lopliku arvu loenduvate hulkade otsekorrutis on loenduv.

Tadestus. Toestame 5. viite, iilejddnud viidete toestused jadvad iseseisvaks to0ks.

Uldisust kitsendamata voime eeldada, et hulgad A; on paarikaupa mitteldikuvad. Olgu

Ay ={ai1,a12,...,01p, ... }
Ay ={az1,a2,...,a2,,...}

As ={asi,as2,...,a3n,...}
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Siis voime kirjutada, et 2, A; = {a11, a12, a1, ais, aze, asi, ... } ehk lause 7.14 pohjal on
U2, A; loenduv. |
Madrkus. Nii teoreemi 7.15 kui ka teoreemi 7.18 omaduse 5 toestus sisaldab ilmutamata
kujul valikuaksioomi kasutamist, mille kohta saab rohkem lugeda paragrahvist 77?.

Nidide 7.19. Saadud iildiste tulemuste abil saamegi niilid nédidata, et mitmed matemaa-
tikast tuntud hulgad on loenduvad. Eelpool juba mainisime, et ratsionaalarvude hulk on
loenduv. Toepoolest, kuna koik ratsionaalarvud on iitheselt esitatavad taandumatu murru
kujul ™, kus m € Z ja n € N, siis funktsioon f: Q - A C Z x N, kus f() = (m,n) ja
A koosneb taandumatutest murdudest koosnevatest paaridest, on bijektsioon (kontrolli!).
Néiteks, (3,4) € A, aga (6,8) ¢ A. Jarelikult, Q ~ A. Kuna Z ja N on loenduvad, siis
teoreemi 7.18 seitsmenda véite pohjal Z x N ~ N. Teisalt, teoreemi 7.16 pohjal saame, et
A ~ N. Seega oleme néidanud, et Q ~ A ~ N, teisisonu ratsionaalarvude hulk on loenduv.

Samuti on loenduvad kahe- ja kolmemootmelise ruumi ratsionaalarvuliste koordinaatidega
punktide hulk ning ka ratsionaalsete kordajatega poliinoomide hulk jne.

Arvutite kasutamisel tegutseme me tegelikult loenduvate hulkade piirides. Kogu infor-
matsioon esitatakse arvuti mélus naturaalarvude kujul. See tdhendab, et fikseeritud viisil
esitatavaid andmeid (reaalarve, programme, keele sonu jm) on potentsiaalselt loenduv
hulk. ,Potentsiaalselt tdhendab siin seda, et mélu suurus ja/voi andmetiiiibi madrang
loikavad sellest hulgast tegelikult 16pliku alamhulga, aga pohimotteliselt on voimalik seda
16plikku osahulka kui tahes suureks teha (kasutades suurema méluga arvutit, diinaamilisi
andmestruktuure jms). Programmi kirjutades me enamasti motleme selle 16pmatu hulga
elementidele (néiteks suvalistele tiaisarvudele). Aga monede probleemide juures arvestame
ka piiranguid.

Jargmine néide viidab, et mitmed informaatika ja programmeerimise jaoks tdhtsad hulgad
on loenduvad.

Ndide 7.20.

1. Kui A on 16plik téhestik {a1,as,...,a,}, siis koigi (1opliku pikkusega) sonade hulk
tahestikus A on loenduv.

2. Programmide hulk igas programmeerimiskeeles on loenduv.

3. Kui A on loenduv téahestik {aj,as, ...}, siis koigi (1opliku pikkusega) sonade hulk
tahestikus A on loenduv.

Ka need viited jarelduvad iisna lihtsalt loenduvuse iildistest omadustest.

7.3 Cantor—Bernsteini teoreem

Definitsioon 7.21

Utleme, et hulga A véimsus ei iileta (ingl cardinality less than or equal) hulga B
voimsust, kui leidub injektsioon f: A — B.
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Asjaolu, et hulga A voimsus ei iileta hulga B voimsust téhistatakse tavaliselt nii |A| < |B|.

Maérgime, et injektsiooni f: A — B leidumine on samavidérne sellega, et leidub bijektsioon
f:A— f(A) CB.

Ndiide 7.22.

1. Vaatleme 16plikku hulka A = {ay,...,a,}. Funktsioon f: A — N, kus f(ax) = k,
k=1,...,n, on injektsioon, seega hulga A voimsus ei iileta hulga N voimsust.

2. Kui A C B, siis funktsioon f: A — B, kus f(a) = a, a € A, on injektsioon. Seepérast
osahulga voimsus ei iileta hulga enda voimsust. Naiteks, hulga N, aga ka Q voimsus,
ei iileta hulga R véimsust.

Efektiivne vahend hulkade ekvivalentsuse toestamiseks on jargmine tulemus, mille toestuse
voib leida naiteks opikust [6].

Teoreem 7.23: Cantor—Bernsteini teoreem

Kui hulga A vboimsus ei lleta hulga B voimsust ja hulga B voimsus ei iileta hulga
A voimsust, siis hulgad A ja B on sama voimsusega.

Teisisonu, Cantor—Bernsteini teoreem iitleb, et kui eksisteerivad injektiivsed funktsioonid
fiA— Bjag: B— A, siis hulgad A ja B on sama voimsusega. Voi veel lithemalt, kui
Al < |B| ja |B| < |A], siis [A] = |B].

Niide 7.24. Toesta, et (0,1) ~ (0, 1].

Lahendus 1. Koéigepealt mérgime, et ei ole iildse ilmne, kuidas konstrueerida bijektsiooni
hulkade (0, 1) ja (0, 1] vahel. Téanu Cantor-Bernsteini teoreemile piisab meil konstrueerida
ainult kaks injektsiooni, mis on palju lihtsam tlesanne.

Esiteks, injektsiooniks hulgast (0,1) hulka (0, 1] sobib f(z) = x iga = € (0, 1) korral, sest
(0,1) C (0,1].

Teistpidi, injektsiooniks hulgast (0, 1] hulka (0, 1) sobib g(z) = § iga x € (0, 1] korral, sest
g on injektiivne ja g((0,1]) = (0,3] C (0,1).

Kuna oleme konstrueerinud injektsioonid f: (0,1) — (0,1] ja g: (0,1] — (0, 1), siis teo-
reemi 7.23 pohjal (0,1) ~ (0,1]. n

Esitame niitid ka alternatiivse lahenduse, kus konstrueerime konkreetse bijektsiooni (0, 1)
ja (0,1] vahel.

Lahendus 2. Olgu

1 1
A= : 1 j B={—: 1].
{n—i—l ne N} C(0,1) ja {n n € N} C (0,1]
Siis A ~ B, sest f: A — B, kus f(%) = ﬁ n > 2, on bijektsioon (kontrolli!). Otsitavaks

bijektsiooniks sobib (kontrolli!) g: (0,1) — (0, 1], kus

(2) = f(z), kuize A
L P kui z € (0,1) \ A.
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Ulesanne 7.25. Téesta, et (0,1) ~ [0,2) ja (0,1) ~ [0, 3].

7.4 Kontiinumi véimsusega hulgad

Lopmatute hulkade vordlemisel poleks motet, kui nad koik oleksid loenduvad. Hulgateoo-
ria looja G. Cantor kulutas palju aega, plitides toestada reaalarvude hulga R loenduvust.

Oma iillatuseks ta avastas, et see hulk ja koik tema 16igud ning vahemikud on mitteloen-
duvad.

Esimeseks sammuks lopmatute voimsuste uurimisel on jargmine teoreem.

Teoreem 7.26

Vahemik (0, 1) ja naturaalarvude hulk N ei ole ekvivalentsed.

Toestus. Oletame vastuvéiteliselt, et hulk (0, 1) on loenduv, st hulkade N ja (0, 1) vahel
leidub tiksithene vastavus. Sellisel juhul peab vahemik (0,1) esituma loenduva hulgana:
(0,1) = {x1,x2,x3, ... }. Kirjutame vilja selle hulga koik arvud jargmiselt:

I = 0, ajjalzaisy ... alj e
xTro = 0, 21022G23 . .. 425 . . .

I3 — 0, 431032033 ... Q435 - - -

kus a;; on arvude kiimnendnumbrid (0,1,2,...,9), kusjuures a;; on arvu z; j-s kiimnendnumber.
Moodustame niiiid uue arvu y = 0,b1b2b3 ... b;j ..., kus by # a1, by # az,...,b; # ajj
ning iga j korral b; # 9 ja b; # 0. Esimesed tingimused hoolitsevad selle eest, et see uus
arv y ei kuulu iilaltoodud arvude loenduvasse ,nimekirja“ (miks?), viimased kaks tingi-
must garanteerivad, et kiimnendmurd kujutaks endast reaalarvu ja see arv poleks 0. Seega,
saadud reaalarv y kuulub vahemikku (0, 1) ja erineb koigist paaride parempoolseteks kom-
ponentideks olevatest arvudest, mistottu see paaride hulk ei saa olla iiksithene vastavus N
ja (0,1) vahel. [

Jareldus 7.27

1. Iga vahemik (a,b) arvsirgel on ekvivalentne vahemikuga (0, 1) ja seega ei ole

loenduv;

2. R on ekvivalentne vahemikuga (0,1) ja seega ei ole loenduv.

Tdestus. Esimene viide jareldub vahetult néitest 7.8 ja teine vdide niidetest 7.8 ja 7.9,
sest (0,1) ~ (—=3,5) ~R. ]
Seega leidub 16pmatuid hulki, mis ei ole vordse voimsusega.

Definitsioon 7.28

Hulka, mis on ekvivalentne hulgaga R nimetatakse kontiinumi véimsusega (ingl
cardinality of continuum) hulgaks.
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Niisiis, hulk R ja koik vahemikud (a,b) ning ka 16igud [a,b], kus a < b, on kontiinumi
voimsusega.

Niide 7.29. Irratsionaalarvude hulk I on kontiinumi véimsusega. Toepoolest, kuna R =
QUT ja Q on loenduv hulk, siis I ei saa olla loenduv, sest vastasel juhul (vt teoreem 7.18,
véide 2) oleks ka R loenduv hulk. Jarelikult, I on kontiinumi véimsusega hulk.

Et iga lopmatu hulk sisaldab loenduva osahulga (vt teoreem 7.15), siis voib arvata, et

loenduva hulga voimsus on kdige vaiksem lopmatutest voimsustest.
Definitsioon 7.30

Kui hulga A voimsus ei iileta hulga B voéimsust ning A ja B ei ole ekvivalentsed,
siis deldakse, et hulga A véimsus on viiksem kui (ingl cardinality strictly less
than) hulga B voimsus.

Teisisonu, kui leidub injektsioon f: A — B ja ei leidu siirjektsiooni g: A — B, siis
oeldakse, et hulga A voimsus on viiksem kui hulga B voimsus ja kirjutatakse |A| < |B].

Néiteks, mis tahes 16pliku hulga A véimsus on véiksem kui naturaalarvude N voimsus.
Samuti naturaalarvude N (voi Q voi Z) voimsus on vaiksem kui vahemiku (0, 1) (voi R)
voimsus.

Niiid oleme ka voimelised pohjendama iiht varem toodud véidet (vt nidide 6.31), kus
iitlesime, et jada a: N — R ei saa olla siirjektiivne. Vaatleme hulka a(N). Ta saab olla
kas 16plik v6i loenduv olenevalt sellest, kas jadas a(1),a(2),... on 16plik voi lopmatu hulk
erinevaid litkmeid. Molemal juhul on hulga a(N) voimsus vaiksem kui hulga R véimsus,
seega a(N) # R.

Siinkohal tasuks maérkida, et seni me pole defineerinud, mis on hulga voéimsus. Me oleme
radkinud ainult erinevate hulkade voimsuste vordlemisest. Populaarselt voib 6elda, et hulga
voimsus on temaga sama voimsate hulkade klass (tédpse definitsiooni anname jargmises
peatiikis, vt definitsioon 8.70). Hulga A voimsust tdhistatakse stimboliga |A| v6i card A
ning nimetatakse kardinaalarvuks. Kui A = {aq,...,a,}, siis kirjutame |A| = n, samuti
|§] = 0. Loenduva hulga voimsust tdhistatakse siimboliga Xg (loe alef-null) ehk |N| = N,.
Kontiimnumi véimsusega hulki tédhistatakse siimboliga c ehk |R| = ¢. Kokkuvotvalt teame,
et iga n € N korral
n < IN| < |R].

Niitd tekib aga kiisimus, et kas on olemas veel suurema voimsusega hulki, st kas on
ka kontiinumist suurema voimsusega hulki? Jaatava vastuse viimasele kiisimusele annab

jargnev teoreem.

Teoreem 7.31: Cantori teoreem

Iga hulga A koigi osahulkade hulga P(A) voimsus on suurem kui hulga A voimsus,
st |A] < |P(A4)|.
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Toestus. Peame niitama, et |[A] < |P(A)| ja |A| # |P(A)|. Voime eeldada, et A # (), sest
tiithja hulga korral see véide kehtib kindlasti.

Esiteks, |A| < |P(A)], sest funktsioon f: A — P(A), kus f(a) = {a} iga a € A korral, on
injektiivne.

Veendumaks, et |A| # |P(A)|, oletame vastuviiteliselt, et |A| = |P(A)|. Siis leidub bijekt-
sioon f: A — P(A). Defineerime hulga

B:={zxcA:zx¢ f(x)}.

Kuna B C A ja f on siirjektiivne, siis leidub a € A nii, et B = f(a). Uurime niiiid, kas
a € B. Paneme téahele, et

aceB=a¢ fla)=a¢B
ja

a¢ B=ac fla)=ac€B.

Seega, a € B < a ¢ B, mis on vastuolu. Jarelikult peab kehtima, et |A| < [P(A)]. ]

Niisiis on olemas hulk, mille voimsus on suurem kontiinumi véimsusest — néiteks hulga R
koigi osahulkade hulk P(R). Veelgi enam, Cantori teoreemi korduval rakendamisel saame,
et kehtib jargmine vorratuste ahel:

IR| < [PR)] < [P(P(R))| < [P(P(P(R)))| <...

Kokkuvottes saame, et on olemas kui tahes suure véimsusega hulgad. Véimsuste teooria
on teinud hulgateooriast (mis on ka mugav matemaatiline keel) matemaatika sisulise haru.

Cantori teoreemist jareldub, et ei ole olemas koikide hulkade hulka ehk sellist kogumit
ei saa vaadelda hulgana. Téepoolest, selline ,hulk” peaks sisaldama osahulgana ka oma
koikide osahulkade hulka, mis pole Cantori teoreemi kohaselt voimalik.

Et |N| < |P(N)|, siis tekib loomulik kiisimus, kas leidub selline hulk A nii, et |N| < |A4| <
|P(N)|. Cantor arvas, et sellist hulka A ei saa olemas olla, kuid ei suutnud seda tdestada.
Seega piistitas ta 1878. aastal jargmise hiipoteesi.

Hiipotees 7.32: Kontiinumi hiipotees

Ei leidu sellist hulka X nii, et

IN] < |X] < [P(N)].

Kontiinumi hiipoteesi v6ib sonastada ka teisiti. Me teame juba, et ratsionaalarvude hulk
on loenduv ehk |Q| = |N|. Teisalt teame, et R on kontiinumi véimsusega. Saab toestada,
et |R| = |P(N)| (vt [6, Ik 50]). Seega kontiinumi hiipoteesi saame timber sonastada nii:

ei leidu sellist hulka X C R nii, et |Q| < |X| < |R].

Tavaliste hulgateooria aksiomaatikate (néiteks Zermelo—Fraenkeli aksiomaatika koos vali-
kuaksioomiga) puhul ei saa aksioomidest tuletada ei kontiinumhiipoteesi ega selle eitust.
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Aastal 1940 néiitas Kurt Godel, et harilikele hulgateooria aksioomidele valikuaksioomi ja
kontiinumhiipoteesi lisamisega saadakse mittevasturdédkiv aksioomide siisteem. Aga aas-
tal 1963 néitas USA matemaatik Paul Cohen, et samadele aksioomidele lisades nii va-
likuaksioomi eituse kui ka kontiinumhiipoteesi eituse saadakse samuti mittevasturadkiv
aksioomide siisteem. Lihtsustatult véib 6elda, et saab vaadelda kahesugust hulgateoo-
riat: itht, milles kontiinumi hiipotees kehtib (pole vahepealseid véimsusi |[N| < |R| vahel),
ja teist, milles kehtib kontiinumi hiipoteesi eitus (ehk leiduvad vahepealsed voimsused
IN| < ... <|R)).

Eeldusel, et kontiinuumi hiipotees on toene, defineeritakse N; hulga R voimsusena. See
kardinaalarv on véimsuselt jargmine Ry jérel. Sel juhul kehtib:

Ny = 2% ehk |R| = 2N
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leidub seoseid peaaegu igal sammul. Tiitipiliselt kasutame seoseid mingite objektide uuri-
miseks (kolmnurgad, tdisarvud, maatriksid jne), selles peatiikis on meie eesmérgiks aga
seoseid endid uurida.
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8.1 Seose moiste

Definitsioon 8.1

Olgu A ja B hulgad. Seoseks ehk relatsiooniks (ingl relation) hulkade A ja B
vahel nimetatakse otsekorrutise A x B mis tahes osahulka.

Seega, seos hulkade A ja B vahel on jarjestatud paaride (a,b) hulk, kus a € A ja b € B.
Teisiti Geldes, seos on mingi osahulk R C A x B. Paari (a,b) € R korral 6eldakse, et
elemendid a ja b on seoses R ning tihistatakse ka aRb.

Definitsioon 8.2

Seost R = A x B nimetatakse universaalseks seoseks (ingl universal relation) ja
seost ) C A x B tiihiseoseks (ingl empty relation).

Kui A = B ehk, kui R C A x A, siis rdagitakse seosest hulgal A.

Téapsem oleks iilal toodud definitsioonis rddkida binaarsest seosest ehk kahe hulga va-
helisest seosest, sest m-aarseks seoseks hulkade Ai,..., A, vahel nimetatakse vastavalt
otsekorrutise A; x ... x A, mis tahes osahulka. Edaspidi vaatleme peamiselt just binaar-
seid seoseid.

Sageli madratakse seoseid hoopis mingi kirjelduse v6i omaduse abil ning mérgitakse teatud
spetsiaalsete siimbolite abil, néiteks: =, <, >, C, ||, jne. Tegelikkuses me méotlemegi seosest
harva kui jarjestatud paaride hulgast. Pigem motleme seosest kui ,testist*, mida arvupaar
voi objektide paar (a,b) peab rahuldama selleks, et aRb. Kui a ja b ei ole seoses R, siis

tombame seost kirjeldavast mérgist kriipsu ldbi, nagu néiteks a # b véi A ¢ B.

Kuidas siis méista iilalpool antud seose definitsiooni kui mingit jirjestatud paaride hulka?
Motle nii, et seost kirjeldav jérjestatud paaride hulk on taielik nimekiri koikidest objek-
tide paaridest, mis antud seost rahuldavad. Vaatame niiiid niiteid, mis aitaksid sellest
definitsioonist paremini aru saada.

Niide 8.3. Olgu A = {2,3} ja B = {1,2,3,4,5,6}. Siis B = {(2,2),(2,3),(3,1),(3,5)}
on binaarne seos hulkade A ja B vahel. Samade hulkade A ja B korral véime vaadelda veel
palju teisi seoseid, niiteks seost R2, mis on antud tingimusega, et see koosneb paaridest
(a,b), millede korral b jagub arvuga a. Siis Ry = {(2,2),(2,4),(2,6), (3,3),(3,6)}.

Niide 8.4. Olgu hulgaks A koigi naturaalarvude hulk N ning seoseks R osahulk hulgas
N x N, mis koosneb koéikidest paaridest (a,b), mille korral arv a on arvu b jagaja. Seega
R ={(a,b): a,b € N,a | b}. Seda seost R nimetatakse jaguvusseoseks.

Niide 8.5. Olgu A mis tahes hulk ja R = {(a,a): a € A}. Mis tahes elementide a,b € A
korral (a,b) € R parajasti siis, kui a = b. Seda seost R nimetatakse vordusseoseks hulga
A elementide vahel.
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Niide 8.6. Kui A = {1,4,5}, siis seoses a < b (,on viiksem kui”) on selle hulga elemen-
did 1 ja 4, 1 ja 5 ning 4 ja 5. Tegemist on seosega R = {(1,4),(1,5),(4,5)} hulgal A.

Kuidas kirjeldada antud seost siis, kui hulgaks A oleks koigi tdisarvude hulk Z7 Pal-
jud tuttavad matemaatilised seosed on esitatavad jarjestatud paaride hulgana. Seost <
(,véiksem”) taisarvudel voib esitada hulgana R = {(x,y): z,y € Z ANy — x € N}, mis an-
nab meile teada, et (x,y) on omavahel seoses, kui y —x on positiivne téisarv ehk kui x < y.

Olgu niiid A = R. Kuidas esitaksime voi kujutaksime sama seost R = {(z,y): z < y}

reaalarvude hulgal? Antud juhul viljendab seos punktipaaride hulka tasandil ja see hulk
on kujutatud jargmisel joonisel.

X<y

Niide 8.7. Tasandi koigi sirgete hulgal S voime vaadelda seost s || ¢, mis tahendab, et
sirged s ja t on paralleelsed. Samuti oleksime voinud vaadata seost s L ¢, mille korral sirge

s on risti sirgega t.

Niide 8.8. Olgu A = B =R, R = {(z,y): 22 +y> = 1}. Seos R on ringjoonel paiknevate
punktipaaride hulk tasandil (ringjoon on keskpunktiga koordinaatide alguspunktis ning
raadiusega 1).

Nidide 8.9. Olgu K oppeaine ,Matemaatiline maailmapilt” kuulajate hulk. Siis iiheks
seoseks hulgal K on xRy < iilidpilane x on siimpaatne iiliopilasele y. Seega, seos R on
teineteisele siimpaatsete iliopilaste hulk.
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Niide 8.10. Olgu M maakeral elavate inimeste hulk. Siis aRb, kui inimestel a ja b on
ithised vanemad.

Niide 8.11. Funktsioon kui seose erijuht. Olgu f: X — Y funktsioon. Defineerime
R = G(f), st xRy parajasti siis, kui (z,y) € G(f) = {(z, f(z)): z € X}. Teisisonu,
funktsiooni f graafik on seos hulkade X ja Y vahel.

Eelmine néide 6igustab motteviisi, et seosed on funktsioonide tldistus. Tihti leiab kirjan-
dusest jargmise funktsiooni definitsiooni.

Definitsioon 8.12

Olgu X ja Y hulgad. Seost R C X x Y nimetatakse funktsiooniks (ingl function),
kui

1. iga x € X korral leidub y € Y nii, et (z,y) € R

2. kuiz € X jay,z €Y on sellised, et (x,y) € R ja (z,2) € R, siis y = z.

Edaspidi moétlemegi funktsioonidest kui kindlatest seostest. Anname uuest funktsiooni
definitsioonist ldhtuvalt ka injektiivsuse ja siirjektiivsuse uued definitsioonid.

Definitsioon 8.13

Olgu R C X x Y funktsioon. Siis R on

1. injektiivne (ingl injective), kui x1,29 € X jay € Y on sellised, et (z1,y) € R
ja (z2,y) € R, siis x1 = x9.

2. siirjektiivne (ingl surjective), kui iga y € Y korral leidub x € X nii, et
(z,y) € R.

Ulesanne 8.14. Olgu tiisarvude hulgal Z antud jérgmised seosed:

Ry ={(a,b): a < b}, Ry ={(a,b): a = b},
Ry ={(a,b): a > b}, Rs ={(a,b): a =b+ 1},
Rs ={(a,b): a=bVa= —b}, Rs = {(a,b): a+b < 3}.

Millised seosed sisaldavad paare (1,1),(1,2),(2,1),(1,-1) ja (2,2)?

Lahendus. Paar (1, 1) kuulub seostesse Ry, R3, R4 ja Rg. Paar (1,2) kuulub seostesse R;
ja Rg. Paar (2,1) kuulub seostesse Rg, R5 ja Rg. Paar (1,—1) kuulub seostesse Rg, R3 ja
Rg. Paar (2,2) kuulub seostesse Ry, R3 ja Ry. [ |

Ulesanne 8.15. Kui palju erinevaid seoseid saab olla hulgal, milles on n elementi?

Lahendus. Seos hulgal A on otsekorrutise A x A osahulk. Kui hulgas A on n elementi,
siis otsekorrutises on n? elementi. Eelnevast teame, et kui hulgas on m elementi, siis on
sellel hulgal 2™ osahulka. Seega, hulgal A x A on 27 osahulka ja tapselt sama palju saab
seal olla ka seoseid. Néiteks, hulgal {a,b,c} on 23" = 29 = 512 erinevat seost. [
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Definitsioon 8.16

Seose R C Ax B poordseoseks (ingl inverse relation) nimetatakse seost R~ C Bx
A, mis méiratakse samaviirsusega bR~ 'a < aRb ehk R~! = {(b,a): (a,b) € R}.

Ulemine indeks ,,—1“ on siin ainult mugav ja kokkulepitud tdhistus. See ei tdhenda seo-
se astmesse votmist ega ka jagamist (molemad sellised tehted oleksid siinkohal absurdsed).

Igal seosel on olemas péordseos. Kui R on seos hulgal A, siis on seda ka R~!. On ka lihtne
niha, et (R~1)~! = R, st podrdseose poordseos iihtib esialgse seosega (Kontrolli!).
Niide 8.17. Kui R = {(1,5),(2,6),(3,7),(3,8)}, siis R~! = {(5,1),(6,2),(7,3),(8,3)}.

Niide 8.18. Olgu A = B = R ja R reaalarvudel defineeritud range jirjestuse seos <,
so R = {(z,y): * < y}. Siis R~ = {(y,2): (z,y) € R} = {(y,2): y > x}, st seose <
pOordseos on >.

Niide 8.19. Olgu A = B = R ja I reaalarvudel defineeritud vordusseos ehk iihikseos,
so I = {(x,y): x =y} Siis "' = {(y,2): (z,y) € I} = {(y,7): y = x}, st vordusseose
poordseos on ta ise.

Jargmisena uurime, millal on funktsiooni p66rdseos ise funktsioon? Meenutame, et
seos R C X x Y on funktsioon, kui

1. iga x € X korral leidub y € Y nii, et (z,y) € R
2. kuiz € X jay,z €Y on sellised, et (z,y) € R ja (x,2) € R, slis y = z.

Funktsiooni R péérdseos on R~ = {(y,z): (z,y) € R} C Y x X. Teeme niiiid kindlaks,
millal on R~ ise funktsioon:

1. Tahame, et iga y € Y korral leiduks x € X nii, et (y,z) € R~! ehk (x,y) € R. Seega
R peab olema siirjektiivne funktsioon.

2. Tahame, et kui y € Y ja 21,22 € X on sellised, et (y,21) € R™! ja (y,22) € R7!,
siis 1 = xo. Ehk, kui (x1,y) € R ja (z2,y) € R, siis 1 = z2. Seega R peab olema
injektiivne.

Kokkuvéttes oleme saanud, et poordseose R~ funktsiooniks olemiseks peab R olema bi-

jektiivne funktsioon. Seega oleme nididanud, et kehtib jargmine tulemus.
Lause 8.20

Olgu R C X xY funktsioon. Siis R on bijektiivne parajasti siis, kui tema p&6rdseos
R~ on funktsioon. Veelgi enam, pé6rdseos R~! ongi funktsiooni R po6rdfunktsioon.

8.2 Seose esitusviise

Seoseid voib esitada viga mitmel viisil:
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Al2]12]3]|3
B|2|3|1]|5

1. Kui hulgad A ja B on 16plikud ja ei sisalda viga palju elemente, siis voib seost R

méédrata lihtsalt temasse kuuluvate elemendipaaride loetelu teel (vt néide 8.3). Seost
voib kujutada ka tabelina. Seos R; néites 8.3 esitub tabelina jargmiselt:

Kui otsekorrutist A x B kujutada ristkiilikuna, siis seost hulkade A ja B vahel
voime kujutada iikskoik millise kujundina selle ristkiiliku sees. Ka iga funktsiooni,
nt y = 2 graafik on osahulk ,tokestamatus” ristkiilikus R x R. Loplike hulkade
A ja B korral voib ristkiiliku asemel joonistada teatud ruudustiku, mérkides &ra

solmed, mis vastavad seoses asuvatele elemendipaaridele. Joonisel on esitatud seos
R ={(a,2),(b,1),(b,3),(d,2)} hulkade A = {a,b,c,d} ja B = {1,2,3} vahel.

1 T
2 A
3 +

a b c d

Maatriksesitus. Olgu A = {ay,...,a,} ja B = {b1,...,by} ning R seos hulkade
A ja B vahel. Seame seosele R vastavusse maatriksi Mr = (my;), kus m;; = 1, kui
(ai,bj) € R ja mij =0, kui (ai,bj) ¢ R kusi=1,...,njaj=1,...,m.

Niiteks, olgu A = {a,b,c,d} ja B = {1,2,3} ning R = {(a,2), (b, 1), (b,3),(d,2)}.
Siis

010
101
Mp —
=10 0 0
010

On kerge niha, et maatriksesitus on sisuliselt sama, mis eelmises punktis kirjelda-
tud ,ruudustikuline” esitus. Maatriksite abil esitatud seose omadused on kergesti
kindlaks tehtavad.

Seoseid voib kujutada ka mitmesuguste nooldiagrammide abil. Joonisel on kujuta-
tud seos R hulga A = {0,1,2,3,4,5} elementide vahel, kus (a,b) € R on véljendatud
noolega elemendist a elementi b. Kui element on seoses iseendaga, siis seda véljendab
ringnool algus- ja 16pp-punktiga sama elemendi juures. Seega antud juhul R =

{(1,3),(2,5),(3,3),(4,2), (5,2)},
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0 1 2
3 4 5

Tihti annabki seose graafiline kujutamine seosest palju parema iilevaate. Néiteks
seos R hulgal A = {a,b,c,d}, kus xRy, kui x on tahestikus eespool kui y, on aval-
datav hulgana R = {(a,b), (a,c), (a,d), (b, c), (b,d), (¢, d)} ning nooldiagrammina (vt
joonis).

5. Eespool oli juba mainitud, et seost v6ib médrata ka sonaliselt, mingi omaduse voi

tingimuse abil, valemina jms.

8.3 Seose omadused

Jargnevalt tutvustame seoste kirjeldamiseks ning klassifitseerimiseks vajaminevat sénavara.
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Definitsioon 8.21: Seose omadused

Olgu A hulk. Seost R C A x A nimetatakse

(a) refleksiivseks (ingl reflexive), kui iga a € A korral (a,a) € R;
(b) irrefleksiivseks (ingl irreflexive), kui iga a € A korral (a,a) ¢ R;

(c) siimmeetriliseks (ingl symmetric), kui iga a,b € A korral, kui (a,b) € R,
siis (b,a) € R;

antisiimmeetriliseks (ingl antisymmetric), kui iga a,b € orral kui
d i ilisek 1 k b A k 1 k
(a,b) € R ja (b,a) € R, siis a = b;

(e) transitiivseks (ingl transitive), kui iga a,b,c € A korral, kui (a,b) € R ja
(b,c) € R, siis (a,c¢) € R.

Niide 8.22. Olgu A = {1, 2, 3} ja olgu antud hulgal A seosed Ry = {(1,1),(2,1),(2,2),(3,3)}
ja Ry ={(1,1),(2,1),(1,2),(3,3)}. Siis seos Ry on refleksiivne, sest ta sisaldab koiki paare
kujul (a,a); nimelt, (1,1),(2,2) ja (3,3). Seos Rs ei ole refleksiivne, sest ta ei sisalda paari
(2,2). Seos Ry ei ole samas ka irrefleksiivne, sest ta sisaldab paare (1,1) ja (3,3).

Markus. Simmeetrilisuse ja antisiimmeetrilisuse omadused ei ole teineteise vastandid, sest
seosel voivad olemas olla molemad omadused korraga voi voib juhtuda, et ei ole kumbagi
omadust. Samuti ei ole refleksiivsus ja irrefleksiivsus teineteise vastanditeks.

Ulesanne 8.23. Kas jaguvusseos naturaalarvude hulgal on refleksiivne? Stimmeetriline?
Antisiimmeetriline?

Lahendus. Kuna a | a mis tahes naturaalarvu korral, siis on jaguvusseos refleksiivne.
(Kui me asendaksime naturaalarvude hulga tédisarvude hulgaga, siis see seos enam ref-
leksiivne ei oleks, sest nulli ei saa nulliga jagada.) Jaguvusseos naturaalarvude hulgal ei
ole stimmeetriline, sest 1 | 2, aga 2 t 1. Jaguvusseos naturaalarvude hulgal on aga an-
tisimmeetriline, sest iga elemendi a,b € N korral, kui a | b ja b | a, siis a = b. |

Ulesanne 8.24. Tdesta, et kui seos on siimmeetriline ja antisiimmeetriline, siis ta on
transitiivne.

Nidide 8.25. Seos < (,,vdiksem®) reaalarvude hulgal on irrefleksiivne, antisiimmeetriline
ja transitiivne. Seos < hulgal R on refleksiivne, antisiimmetriline ja transitiivne.

Ndide 8.26. Sirgete paralleelsuse seos s || ¢ on siimmeetriline ja transitiivne, kuid ei
ole refleksiivne, sest sirge ei saa olla iseendaga paralleelne (miks?). Sirgete paralleelsuse
seos on samuti irrefleksiivne. Muid iilalnimetatud omadusi sellel seosel ei ole. Ent sirgete
samasihilisus on stimmeetriline, transitiivne ja ka refleksiivne.

Sirgete ristioleku seos s L t on irrefleksiivne, siimmeetriline, aga ei ole transitiivne.

Niide 8.27. Vaatleme hulga E koikide osahulkade hulka X = P(FE) ja sisalduvuse seost
C hulgal X. See seos on refleksiivne, antisiimmetriline ja transitiivne.
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Niide 8.28. Olgu A = {a,b,c¢,d} ja R = {(a,a), (a,b), (b,a), (b,c)}. Seosel R pole iihtki
varem nimetatud omadustest.

Ulesanne 8.29. Olgu A hulk. Millised omadused on universaalsel seosel R = A x A ja
tithiseosel S = ()7

Ulesanne 8.30. Millised iilalnimetatud omadused on vérdusseosel?

Ulesanne 8.31. Too niide seosest, mis on stimmeetriline ja transitiivne, aga pole reflek-
siivne.

Lause 8.32

Kui seos R on refleksiivne, transitiivne, siimmeetriline v6i antisimmeetriline, siis

ka tema podrdseos R~! on vastava omadusega.

Toestus. Iseseisvalt! []

Ulesanne 8.33. Niita, et seos R hulgal A on sitmmeetriline siis ja ainult siis, kui R = R~

8.4 Tehted seostega

Kuna seos on teatav hulk, siis rakenduvad hulgateoreetilised tehted ka seostele. Naiteks
saab radkida seoste ithendist, ithisosast, vahest voi téiendist.

Definitsioon 8.34

Olgu A ja B hulgad ning olgu antud seosed R,S C A x B.

(a) Seoste R ja S iihendiks (ingl union) nimetatakse seost R U S, mille korral
a(RUS)b < aRbV aSb.

(b) Seoste R ja S iihisosaks (ingl intersection) nimetatakse seost R NS, mille
korral a(RN S)b < aRb A aSh.

(c) Seoste R ja S vaheks (ingl difference) nimetatakse seost R \ S, mille korral
a(R\ S)b < aRb A —(aSh).

(d) Seose R tiiendiks (ingl complement) nimetatakse seost R’, mille korral
aR'b < —(aRb), kus universaalseks hulgaks on A x B.

Nii defineeritud tehetele kanduvad moéistagi iile koik suvaliste hulkade iihendi, iihisosa ja
taiendi omadused.

Néiteks, seose R = {(a,b): a < b} tdiendiks hulgal R on seos R’ = {(a,b): a > b}.

Ulesanne 8.35. Niita, et seos R hulgal A on antisiimmeetriline siis ja ainult siis, kui
RNR1'cI={(a,a): ac A}.
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Definitsioon 8.36

Seoste R C A x B ja S C B x C korrutiseks ehk kompositsiooniks (ingl com-
posite) nimetatakse seost So R C A x C, kus

SoR={(a,c): 3b € B nii, et (a,b) € RA (b,c) € S}.

Kasutatakse ka tdhist SR. Sarnaselt eespool olevatele definitsioonidele, voime kahe seose
korrutise definitsiooni tingimuse esitada ka kujul a(S o R)c < 3b € B (aRb A bSc).

Kui R on seos hulgal A, siis kasutame téhistusi R? := Ro R, R? := R?o R jne ehk iildiselt
R":=R"'oRkuin>2.

Niide 8.37. Olgu R selline seos hulgast A = {1,2,3} hulka B = {1,2,3,4}, kus
R={(1,1),(1,4),(2,3),(3,1),(3,4)}

ja S seos hulgast B = {1,2,3,4} hulka C = {0, 1,2}, kus
S =1{(1,0),(2,0),(3,1),(3,2),(4,1)}.

Leidke So R ja Ro S.

Lahendus. Niiteks, kuna element (2,3) € R ja (3,1) € S, siis definitsiooni jargi saame,
et (2,1) € S o R. Sarnaselt arutledes leiame, et

SoR= {(170)7 (17 1)7 (27 1)7 (27 2)7 (37 0): (37 1)}
Teisalt, Ro S ei saa leida, sest A # C. ]

Ulesanne 8.38. Toesta, et mis tahes seose R C A x B ja ithikseose I C A x A korral
R oI = R ning iihikseose I C B x B korral I o R = R.

Lause 8.39

Olgu A hulk ja R seos hulgal A. Toéestada, et R on transitiivne parajasti siis, kui
R"™ C R iga n > 2 korral.

Toestus. Vihje: matemaatiline induktsioon. ]

Mirgime, et seoste korrutamisel voib juhtuda, et R # 0 ja S # 0, aga So R = (). Too
naide sellistest seostest!

Ulesanne 8.40. Olgu A, B ja C hulgad ning R C A x B ja S C B x C. Toestada, et
(SoR)y'=0< R 1toS™ =0

Ulesanne 8.41. Olgu A, B, C ja D hulgad ning RC Ax B, SCBxCjaTcC xD.
Toestada, et

To(SoR)=0< (ToS)oR=0.
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Lause 8.42

Olgu A, B, C ja D hulgad. Ki RC Ax B, SCBxCjaTcCC x D, siis

1. (SoR)'=R1os™;

2.To(SoR)=(ToS)oR.

Toestus.

1. Esiteks, iilesande 8.40 pohjal teame, et see viide kehtib kui (S o R)™! = (). Seega
eeldame niiiid, et (S o R)™! # () ja veendume viite kehtivuses samaviirsuste ahela
abil:

(c;a) € (SoR) ™' < (a,c) €SoR
< dbe B (a,b) € RA(b,c) €S
< 3IeB (bya) e R A(e,b) e §71
& 3IeB(c,b) € STUA(bya) € R
& (,a) e RPo ST

2. Esiteks, iilesande 8.41 pohjal teame, et see véiide kehtib kui T'o (S o R) = (). Seega
eeldame niitid, et T o (S o R) # ) ja veendume viite kehtivuses samavéadérsuste ahela
abil:

(a,d)€To(SoR)< JceC (a,c) € SoRA(c,d) €T
& dceC3Ibe B (a,b) e RA(b,c) e SA(c,d) €T
< dbe B (a,b) e RA(b,d) €T oS
< (a,d) € (T'oS)oR.

Ulesanne 8.43. Téesta, et kui R ja S on ekvivalentsusseosed, siis S o R on ekvivalentsus-
seos parajasti siis, kui So R = RoS. Leia niide ekvivalentsusseostest R ja S (samal hulgal
A),kus SoR# Ro S.

Jargnevalt uurime, kuidas teostada tehteid seostega kui nad on antud maatrikskujul. Osu-
tub, et kui seosed on maatrikskujul, siis tehete V ja A abil on voimalik kergesti leida seoste
ithendi vo6i {ihisosa maatriksi. Nimelt, kui R ja S on seosed, mille maatrikskujud on Mg
ja Mg, siis nende seoste iithendis on toevaédrtus 1 just nendel kohtadel, kus maatriksites
Mg v6i Mg on samas kohas vaartus 1. Samade seoste iithisosas on téevadrtus 1 just nendel
kohtadel, kus maatriksites Mg ja Mg on samas kohas viartus 1.

Niide 8.44. Olgu A ja B hulgad ning R, S C A x B seosed, mille esitused maatrikskujul
on vastavalt

ay
|
O ==
_= o O
S O =
—
®
=
|
— O
o~ o
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siis

1vl 0v0 1v1 1 01
Mpys =MrV Mg=|1V0O OVl OV1l|=]1 11
Ovl 1v0 0vO 1 10
ja
1AT OAOD 1A1 1 01

Mprs =MrAMg=|1A0 OA1 OA1]=1]0 0 O
0Nl 1AO0 OAO 0 0

e}

Selleks, et seoseid R ja S korrutada maatrikskujul tuleb vastavad maatriksid Mg ja Mg
korrutada Boole’i mottes, see tdhendab, et tavalise korrutamise - asendame konjunkt-

siooniga A ja liitmise 4+ asendame disjunktsiooniga V.

Niide 8.45. Olgu A hulk ja R, S C Ax A seosed, mille esitused maatrikskujul on vastavalt

1 0 1 0
R (1 O) Ja S (O 1) )

(A1) V
Mgop =M Mg =
SoR RO Mg <(1/\1

siis

8.5 Ekvivalentsusseos

Definitsioon 8.46

Olgu A hulk. Seost R hulgal A nimetatakse ekvivalentsusseoseks (ingl equivalence

relation), kui ta on

(a) refleksiivne, st kui aRa iga a € A korral;

(b) siimmeetriline, st kui aRb, siis bRa;

(c) transitiivne, st kui aRb ja bR, siis aRc.

Kui R on ekvivalentsusseos ja aRb, siis 6eldakse, et elemendid a ja b on ekvivalentsed
(seose R jéargi). Sageli viljendatakse ekvivalentsiseost kirjutades ka a ~ b.

Niide 8.47. Vordsusseos aRb < a = b on ilmselt ekvivalentsuseos suvalisel hulgal A.
Tegemist on tihikseosega R4 = I = {(a,a): a € A}, mida monikord nimetatakse ka hulga
A? diagonaaliks. Uhikseos ehk vordusseos on koige kitsam ekvivalentsusseos, sest ta on iga
ekvivalentsusseose (kui refleksiivse seose) osahulk. Ka seos U = A x A on ekvivalentsusseos
hulgal A (nn universaalne seos). Seoseid I ja U nimetatakse triviaalseteks seosteks

hulgal A.
Nidide 8.48. Kujundite kongruentsus planimeetrias on ekvivalentsuseos tasandi koikide

kujundite hulgal. Kolmnurkade (voi hulknurkade) sarnasuse seos on samuti ekvivalentsus-
seos. Olgu mérgitud, et sel juhul kasutatakse just stimboolikat AABC ~ ADEF.
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Nidide 8.49. Hulkade ekvivalentsus on ekvivalentsusseos (vt lause 7.11).

Niide 8.50. Sirgete samasihilisus ja vektorite kollineaarsus ning komplanaarsus on ekvi-
valentsuseosed.

Niide 8.51. Kongruentsiseos tédisarvude hulgal Z on samuti ekvivalentsusseos. Olgu m >
0 mingi fikseeritud naturaalarv. Téisarve a ja b nimetatakse kongruentseteks mooduli
m jérgi, kui vahe a — b jagub arvuga m ja kirjutatakse a = b (mod m).

Néiteks, 25 = 11 (mod 7) ja 21 = 13 (mod 4).

Ulesanne 8.52. Niita, et kui ekvivalentsusseos on antisiimmeetriline, siis on ta vordus
ehk iihikseos.

8.6 Ekvivalentsiklassid ja faktorhulk

Iga ekvivalentsuseose R C A x A abil saame hulga A jaotada nn ekvivalentsiklassideks.

Definitsioon 8.53

Ekvivalentsiklassiks (ingl equivalence class) elemendi a € A jargi (voi ekviva-

lentsiklassiks seose R jérgi esindajaga a) nimetatakse hulga A osahulka [a]gr, mis
koosneb hulga A koigist elementidest, mis on seoses R elemendiga a ehk

[alr = {z € A: aRz}.

Niisiis, = € [a|r tdhendab seda, et aRx ja seose R siimmetrilisuse tottu ka seda, et xRa.
Refleksiivsuse tottu a € [a]g.

Niide 8.54. Olgu R selline seos hulgal Z, et xRy parajasti siis, kui 22 = y2. Selline seos
on ekvivalentsusseos (kontrolli!). Leiame ekvivalentisklassid [0] ja [4]. Esiteks,

0)={z€Z:0Rx}={z€Z:0°=2*y = {2 cZ: 0=2} = {0}.

Analoogiliselt arutledes saame, et [4] = {—4,4}.

Definitsioon 8.55

Olgu R ekvivalentsuseos hulgal A. Hulka, mille elementideks on seosele R vastava
klassijaotuse koik klassid, nimetatakse hulga A faktorhulgaks ekvivalentsuseo-
se R jirgi (ingl quotient set) ja téhistatakse A/R.

Seega, A/R = {[a]r: a € A}. Margime, et erinevatele elementidele vastavad ekvivalent-
siklassid voivad iihtida, st a # b korral voib olla [a]gr = [b]r. Faktorhulga elementideks
voetakse vordsete ekvivalentsiklasside seast ainult iiks.

Niide 8.56. Kui hulgas A vaadelda ekvivalentsusseosena vordusseost I, siis A/R =

{{a}: a € A}.
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Niide 8.57. Loeme tasandi X = R? punktid x = (1, 22) ja y = (y1,y2) ekvivalentseteks,
kui nad asuvad samal vertikaalsel sirgel. Siis [z] = {y € X: y1 = x1} on koéigi punktide
hulk, mis asuvad punktiga x iihel ja samal vertikaalsel sirgel, ehk punkti x labiv vertikaalne
sirge. Faktorhulk X/R koosneb siin kdigist vertikaalsetest sirgetest.

Niide 8.58. Kui R on samasihilisuse seos tasandi (voi ruumi) sirgete hulgal A, siis vastava
faktorhulga elementideks on konkreetsed sihid.

Nidide 8.59. Kui R on vektorite vordsuse seos @ = ¥/ , siis iga ekvivalentsiklass koosneb
samasuunalistest vordse pikkusega vektoritest, mida vaadeldakse ithe ja sama vektorina.
Seega faktorhulga elementideks on vabavektorid.

8.7 Klassijaotus

Definitsioon 8.60

Olgu A hulk, I (indeksite) hulk ja K; C A iga i € I korral. Oeldakse, et hulgal A
on antud klassijaotus (ingl partition) K = {K;: i € I}, kui

1. iga ¢ € I korral K; # ();

2. iga kaks erinevat hulka on mitteldikuvad, st iga ¢,5 € I korral tingimusest
K; # Kj jéreldub, et K; N K; = 0;

3. hulk A vordub osahulkade K; iihendiga, st A = (J;c; K.

Hulki K;, ¢ € I, nimetatakse selle klassijaotuse K klassideks.

Teiste sonadega, klassijaotuse korral on hulk A jaotatud mitteldikuvateks mittetiihjadeks
osahulkadeks, mis moodustavadki hulkade siisteemi K. Uldjuhul v&ib I olla iikskoik milline
indeksite hulk (l6plik voi l6pmatu).

Nidide 8.61. Olgu G mingi giimnaasiumi koikide 6pilaste hulk ning Kjg, K11 ja Kio
vastavalt koikide 10. klassi, 11. klassi ja 12. klassi opilaste hulgad. Siisteem { K19, K11, K12}
on klassijaotus hulgal G.

Ndide 8.62. Hulga A koik iiheelemendilised osahulgad {a: a € A} moodustavad klas-
sijaotuse, sest {a} # 0, Uzea{a} = A ja sellest, et {a} # {b} (st a # b), jareldub, et
{a} N {b} = 0. See on kdige peenem klassijaotus hulgal A.

Niiide 8.63. Uhest tervest hulgast A koosnev klassijaotus {A} on kéige jimedam klassi-
jaotus hulgal A.

Niide 8.64. Kui A = R, siis moodustavad klassijaotuse poolldigud K; = [i,i+ 1), i € Z.
(Kontrolli ise, et tingimused oleksid taidetud!)

Hulga A klassijaotused {K;} ja {L;} loeme vordseteks, kui iga K; korral leidub L; nii, et
L; = K;, ja vastupidi, iga L; korral leidub K; nii, et K; = L;.
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Lause 8.65

Klassijaotused K = {K;: i € I} ja L = {L;: j € J} iihtivad, kui iga K; korral
leidub L; nii, et K; = L;.

Téestus. Valime vabalt L;. Olgu a € L;. Et a € A, siis A = ;7 K; tottu leidub K;
nii, et a € K;. Leiame Lj nii, et Ly = K;. Siis a € Lj N Lj/, seega Lj N Ly # (). Sellest
jéireldub, et Lj = Lj/ ehk K; = Lj. |

Néitame niiiid, et faktorhulk on klassijaotus.

Teoreem 8.66

Olgu R suvaline ekvivalentsusseos hulgal A. Siis faktorhulk A/R on klassijaotus
hulgal A.

Toestus. Selleks, et faktorhulk A/R = {[a]r: a € A} oleks klassijaotus hulgal A peame
kontrollima klassijaotuseks olemise kolme tingimust.

1. Naitame, et [a|g # 0 iga a € A korral. Toepoolest, seose R refleksiivsuse tottu iga
a € A korral aRa, st iga a € A korral a € [a]p. Seega ei ole iikski klassijaotuse
klassidest tiihi.

2. Naitame, et kui [a|g # [b]g, siis [a]g N [br] = 0. Selle tingimuse kontrollimiseks
veendume, et kehtib antud véite kontrapositiiv: kui [a]g N [b]g # 0, siis [a]r = [b] 5.
Selleks votame kaks osahulka [a]r ja [b]r, kus a,b € A, ning elemendi ¢ nende
tithisosast: ¢ € [a]g N [b]r. Et ¢ € [a]g, siis on cRa, ning et ¢ € [b]g, siis on cRb. Kuna
cRa, siis saame seose R stimmeetria tottu, et aRc. Kuna aRc ja cRbD, siis seose R
transitiivsuse tottu aRb. Olgu niiiid z suvaline element osahulgast [a]g. Siis zRa.
Kuna aRb, siis jareldub sellest seose R transitiivsuse tottu xRb. See tdhendab, et
x € [b|gr ehk [a|r C [b]r. Samasugune arutelu annab meile, et [b]r C [a]g. Jarelikult,
la]r = [b]r.

3. Néitame, et A = U,ealalr. Kuna [a]g C A iga a € A korral, siis on selge, et
A D Uyealalr. Vastupidi, kuna 1. osa pohjal a € [a]r iga a € A korral, siis

A= U{a}C U[a]R.

acA acA
Seega A = U,calalr.

Teisalt osutub, et ka iga klassijaotus tekitab {ihe ekvivalentsusseose.

Teoreem 8.67

Kui K = {K;: i € I}, on klassijaotus hulgal A, siis seos R, kus aRb tdhendab, et
elemendid a ja b kuuluvad iihte ja samasse klassi (mingisse hulka K;), on ekviva-
lentsusseos hulgal A.
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Toestus. Olgu meil niiiid antud klassijaotus K = {K;: i € I} hulgal A. Vaatleme seost
R, mis on defineeritud tingimusega, et aRb siis, kui elemendid a ja b kuuluvad iihte ja
samasse klassi, ehk

aRb@HiEI((IGKi/\bEKZ’).

Niitame, et selliselt defineeritud seos on ekvivalentsusseos.

1. Seos R on refleksiivne. Toepoolest, iga a € A korral aRa, sest A = [J;c; K; ning
a € A tottu peab element a vahemalt tihte hulka K; kuuluma.

2. Seos R on stimmeetriline. Kui a,b € A korral aRb, siis Ji € I (a € K; Ab € K;). On
selge, et siis ka b € K; A a € K; ehk bRa.

3. Seos R on transitiivne. Kui a,b,¢c € A korral aRb ja bRc, siis vastavalt seose R
definitsioonile leiduvad niisugused i,j € I, et a € K; ja b € K; ning b € Kj ja
¢ € Kj. Kuna niiid b € K; N Kj, siis jareldub klassijaotuse definitsiooni teisest
tingimusest, et K; = K. Jarelikult a, c € K;, millest tuleneb, et aRc.

Teoreemidest 8.66 ja 8.67 jareldub, et antud hulga koéigi ekvivalentsusseoste hulga ja
sama hulga koigi klassijaotuste hulga vahel on iiksiihene vastavus (selles mottes,
et igale ekvivalentsusseosele vastab iiks klassijaotus ja vastupidi, kui votta ekvivalentsu-
seosele vastavale klassijaotusele vastav ekvivalentsusseos, siis see ekvivalentsusseos langeb
kokku esialgse ekvivalentsusseosega).

Vaatleme juba niidetes esinenud ekvivalentsusseoseid ja klassijaotusi ning leiame neile
loomulikult vastavad klassijaotused ja ekvivalentsusseosed.

Niide 8.68. Suvalises hulgas A antud vordusseosele vastav klassijaotus koosneb hulkadest
l[alp = {b: b € a AbRa} = {b € A: b = a} = {a}. Seega vastab vordusele kui koige
kitsamale ekvivalentsusseosele kdige peenem klassijaotus {{a}: a € A}.

Niide 8.69. Vaatleme hulgas A tihehulgalist klassijaotust {A}. Talle vastava ekviva-
lentsusseose R korral aRb < a € AAND € A & (a,b) € A x A. Seega antud juhul
R =U = A x A, s.t koige jamedamale klassijaotusele {A} vastab koige laiem ekviva-
lentsusseos ehk universaalne seos A x A.

Eelmises peatiikis titlesime, et hulgad A ja B on ekvivalentsed ja téhistasime A ~ B,
kui leidub bijektsioon hulgast A hulka B. Séna ,ekvivalentsed” kasutamine on 6igustatud
seetottu, et hulkade vordvoimsuse seosel on koik ekvivalentsusseose omadused: refleksiiv-

sus, simmeetrilisus ja transitiivsus (vt lause 7.11).

Lause 7.11 pohjal saab hulgad jaotada ekvivalentsiklassidesse, kus igasse klassi kuuluvad
hulgad on omavahel ekvivalentsed ehk sama voimsusega ja erinevatesse klassidesse kuu-
luvad hulgad ei ole ekvivalentsed. Hulga A ekvivalentsiklass koosneb kéigist hulgaga A
ekvivalentsetest hulkadest. Sealjuures ei saa ekvivalentsiklasse lugeda hulkadeks, sest see
tooks kaasa hulgateooria paradoksid.
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Definitsioon 8.70

Hulga véimsuseks (ingl cardinality) nimetatakse tema ekvivalentsiklassi seose ~
jargi.

Kuna hulkade ekvivalentsus on ekvivalentsusseos, siis fikseeritud hulga X koik osahulgad
jaotuvad mitteloikuvateks omavahel ekvivalentsete hulkade klassideks. Tiihja hulga ekvi-
valentsiklass sisaldab vaid seda hulka ennast (), jirgmine on {iheelemendiliste osahulkade
{a},{b},... klass, seejarel kaheelemendiliste osahulkade klass jne. Vastavat ekvivalentsi-
klassi nimetataksegi hulga voimsuseks.

8.8 Jirjestusseos

Definitsioon 8.71

Olgu A hulk. Seost R hulgal A nimetatakse osalise jirjestuse seoseks (ingl partial

ordering), kui ta on
(a) refleksiivne, st kui aRa iga a € A korral;
(b) antisimmeetriline, st kui aRb ja bRa, siis a = b;

(c) transitiivne, st kui aRb ja bR, siis aRec.

Kui R on jirjestusseos, siis asjaolu aRb mérgitakse a < b voi samavéirselt b = a. Oeldakse
ka, et a eelneb elemendile b voi b jéirgneb elemendile a.

Ulesanne 8.72. Toesta, et kui R on jérjestusseos, siis ka R~! on jirjestusseos.

Definitsioon 8.73

Hulka, millel on antud osalise jérjestuse seos, nimetatakse osaliselt jidrjestatud
hulgaks (ingl partially ordered set).

Kui hulgal A on antud osalise jirjestuse seos R, siis tdhistame seda tavaliselt paarina
(A, R). Niiteks, (R, <) ja (P({1}),C) on osaliselt jérjestatud hulgad.

Definitsioon 8.74

Olgu (A, <) osaliselt jarjestatud hulk ja a,b € A. Kui a < b voi b < a, siis deldakse,
et elemendid a ja b on vorreldavad (ingl comparable).

Definitsioon 8.75

Osaliselt jarjestatud hulka nimetatakse lineaarselt jirjestatud hulgaks ehk ahe-

laks (ingl totally ordered), kui iga kaks suvalist elementi sellest hulgast on omavahel
vorreldavad.
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Ndiide 8.76.

1. Vorratuse seos < reaalarvude hulgal R on lineaarne jarjestus, sest iga kaks arvu on
vorreldavad.

2. Hulkade sisaldumise seos C hulga X koigi osahulkade hulgal P(X) on jarjestusseos,
aga ei ole lineaarne, sest kaks hulka A, B C X ei pruugi olla vorreldavad. Tee joonis!

3. Jaguvusseos naturaalarvude hulgal N on jarjestusseos, mis ei ole lineaarne.

Niide 8.77. Méédrame téhestikus {ay, ..., a,} jirjestuse a1 < az < -+ < ay. Defineerime
sonade hulgas jarjestuse

(xla”'vxﬂ’L)—<(y17~"7yl)<:>(x1 <y1)\/($1:y1/\$2<y2)\/
V(zy =y Axa =y2 A3z < y3)V
V(zr=y1 Ao Ty =Ym Am < 1).

Taolist jarjestust nimetatakse alfabeetiliseks ehk leksikograafiliseks, ta on lineaarne
ning teda kasutatakse sonaraamatutes.

Ulesanne 8.78. Olgu A koigi 16igus [a,b] médratud funktsioonide f: [a,b] — R hulk.
Defineerime seose f < g < f(z) < g(z) iga x € [a,b] korral. Niita, et tegemist on
jirjestusseosega. Kas see jarjestus on lineaarne?

Sageli vaadeldakse ka range jérjestuse seost <, mida vGib seosest < ldhtudes defineerida
jargmiselt: v <y r Jyjax #uy.

Definitsioon 8.79

Osaliselt jarjestatud hulga A elementi ag nimetatakse vihimaks ehk esimeseks
(ingl least), kui ap < aiga a € A korral. Analoogiliselt, elementi ay € A nimetatakse
suurimaks ehk viimaseks (ingl greatest), kui a < ag iga a € A korral.

Niide 8.80.
1. Hulgas N loomuliku jérjestusega on vdhim element 1, aga suurimat ei ole.
2. Reaalarvude vahemikus (0, 1) ei ole vihimat ega suurimat elementi.

3. Hulgas P(X) sisalduvusjirjestusega on vihim element ) ja suurim X.

Lause 8.81

Osaliselt jarjestatud hulgas ei ole {ile ithe vihima ega {iile iihe suurima elemendi.

Tdestus. Olgu ag ja a; vahimad elemendid. Siis ag = a1, sest ag on vahim element. Samuti
a1 = ag, sest a; on ka vihim element. Kuna osalise jarjestuse seos on antisiimmeetriline,

siis ag = a1. Suurima elemendi tdestus on analoogiline. [
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Definitsioon 8.82

Osaliselt jérjestatud hulga A elementi ap nimetatakse minimaalseks (ingl mini-

mal), kui sellest, et a < ag ja a € A korral jareldub, et a = ag (st hulgas A ei ole
elemendist ag viiksemaid elemente). Analoogiliselt, elementi ay nimetatakse mak-
simaalseks (ingl mazimal), kui sellest, et ap < a ja a € A korral jareldub, et a = ag
(st hulgas A ei ole elemendist ag suuremaid elemente).

Definitsioonidest on néha, et vihima ja minimaalse elemendi pohiline erinevus seisneb
selles, et vihima elemendi korral ndutakse, et koik teised vaadeldava hulga elemendid on
temaga vorreldavad, kuid minimaalse elemendi puhul seda ei néuta.

Niide 8.83.

1. Reaalarvude hulgas, kus peetakse silmas loomulikku jérjestust <, ei ole minimaalseid
ega maksimaalseid elemente.

2. Osaliselt jarjestatud hulgas ({1,2,3,4},|) on vdhim element (seega ka minimaalne)
1, maksimaalsed elemendid on 3 ja 4, kuid suurimat elementi ei ole.

Lause 8.84

Osaliselt jarjestatud hulga vahim element on selle hulga ainus minimaalne element
ja suurim element on selle hulga ainus maksimaalne element.

Toestus. Olgu ap € A vihim element, st ap = a iga a € A korral. Kui mingi b € A korral
kehtiks veel b < ag, siis jarjestuse antistimmeetrilisuse tottu b = ag, mis tdhendab, et ag
on minimaalne element.

Viimaks veendume, et see element on ainus. Kui leiduks veel mingi minimaalne element
a1 € A, siis ap = a1, sest ag on vahim element. Tingimuse ag # a; korral ei oleks aq

minimaalne element, seepdrast ag = a. [ ]

Lause 8.85

Lineaarselt jarjestatud hulgas on minimaalne element vdhim ja maksimaalne ele-

ment suurim.

Toestus. Olgu lineaarselt jarjestatud hulgas A element ag minimaalne, st kui a < ag iga
a € A korral, siis a = ag. Néitame, et a9 < a iga a € A korral. Oletame vastuvéiteliselt,
et leidub ay € A nii, et ei kehti ap < a1. Lineaarse jarjestuse tottu ag < a; voi a1 =< ag,
seega saab kehtida ainult a; < ag. Seejuures a1 # ag, sest a; = ag korral oleks ag < ay.
Kuid a1 # ag ja a1 < ag on vastuolus elemendi ay minimaalsusega. [ ]

Lausetest 8.84 ja 8.85 jareldub vahetult:

Jireldus 8.86

Lineaarselt jarjestatud hulgas véhima ja minimaalse elemendi ning suurima ja mak-

simaalse elemendi moisted tihtivad.
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Loplikku osaliselt jarjestatud hulka saab esitada Hasse diagrammina. Selleks tuleb teha

jargnevad sammud:

1.

2.

4.

5.

Esita jérjestusseos (R, <) suunatud graafina

Kuna jirjestusseos on refleksiivne, siis igas punktis (a,a) esineb silmus. Eemalda
need silmused.

Jargmisena eemalda koik servad, mis peavad seal olema transitiivsuse tottu. Ehk
eemalda koik servad (a, ¢), mille korral leidub b € R nii, et a < bja b <c.

Sati servad nii, et graafi algtipp oleks allpool 16pptippu.

Eemalda koik suunad, sest koik servad on niitidseks juba suunatud iiles.

Jargneval joonisel on samm-sammult kujutatud Hasse diagrammi tekkimine.

(8]
%)

(a) (b) (©)

Joonis 8.1: Osaliselt jérjestatud hulga ({1,2,3,4,6,8,12},|) Hasse diagramm

Hasse diagrammi kasulikkus seisneb selles, et sellelt on kerge leida minimaalseid ja mak-

simaalseid elemente. Nimelt, alumised elemendid on minimaalsed ja tilemised on maksi-

maalsed. Néiteks, iilemiselt jooniselt ndeme, et vahim (seega ka minimaalne) element on

1 ja maksimaalsed elemendid on 8 ja 12 ning suurimat elementi ei ole.
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