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1. Lausearvutus
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Tehete jarjekord: -, A, v, =, <.
Definitsioon. Lausearvutuse valemid on parajasti need, mida saab koostada jairgmiste reeg-
lite abil:

a) igalausemuutuja on lausearvutuse valem;

b) tdéeviidrtused ¢ ja v on valemid;

¢) kui F on lausearvutuse valem, siis ka - on lausearvutuse valem;

d) kui F ja G on lausearvutuse valemid, siiska F AG, F v§G, F = G ja F < G on lausear-

vutuse valemid;
e) kui F on lausearvutuse valem, siis ka () on lausearvutuse valem.

Definitsioon. Lausearvutuse valemit F nimetatakse samaselt tdeseks, kui ta on igal vairtus-
tusel toene. Valemit F nimetatakse samaselt vddraks, kui ta on igal vdartustusel viar.

Definitsioon. Lausearvutuse valemit F nimetatakse kehtestatavaks, kui ta on vihemalt iihel
vadrtustusel tdéene. Valemit F nimetatakse kummutatavaks, kui ta on vdhemalt {ihe vaartus-
tuse korral vaar.

1. Kontrollige, kas jargmised laused voivad olla lausearvutuse lauseteks. Kui méne lause
puhul ei 6nnestu leida iihest vastust, siis piitidke formuleerida tingimusi voi lisandusi, mille
rakendamisel voiks lauset lugeda lausearvutuse lauseks.

a) Elu kui kunstiteos. e) Selle lause kirjapanemiseks on kasutatud
b) Koik luiged on valged. vidhemalt kiimmet sona.

c) Mobisa kois, las lohiseb. f) 1000000000 on kdige suurem arv.

d) Oppida, 6ppida, 6ppida. g) Koige suuremat arvu ei leidu.

2. Lugege jargmised laused (x, y, a, b ja @ on reaalarvud).

a) VJ’rJ’4+4>0 e) da,tana + Sma

b) Va,VYb,a-b=b-a cosa

c) Va,cos’a=1-sin’a f) Va,Vb,|a+b|<|al+|b|
d) 3x,log,x=0 g dx,e'=1



3. Kirjutage jirgmised laused siimbolite V ja 3 abil.
a) Igareaalarvu ruut on mittenegatiivne.
b) Leidub selline nurk a, mille koosinus on vordne arvuga 0,5.
¢) Igataandatud ruutvorrandi lahendite korrutis on vordne vabaliikmega.
d) Mistahes kahe arvu korral nende summa ei séltu liidetavate jirjekorrast.
e) Iga nelja vabalt valitud naturaalarvu hulgas leidub kaks arvu, mille vahe jagub kolme-
ga.
f) Iga tdisarvu x korral leidub tdisarv y nii, et xy = 1.
g) Ei ole vahet millise tdisarvu sa valid, alati leidub teine tdisarv, mis on temast suurem.

4. Maidrake jargmiste lausete tdoevaartused kui » ja m on tédisarvud.

a) Vn,n+1>n. e) Vn, n®>0. i) Vn,dm, n® < m.
b) dn,2n=3n. f) dn, n®=2. j) EIn,Vm,n<m2.
c) dn,n=-n. g) Vn, n’>n. k) Vn,dm, n+ m=0.
d) Vn,3n<4n. h) 3dn, n?<0. D) dn, Vm, nm=m.

5. Maddrake jargmiste lausete tdevddrtused kui x ja y on reaalarvud.

a) 3x,x3:—1. e) Elx,x2:2. i) Vx, 3y, x2:y.
b) 3Ix, < x f) Jx, x=-1. j) Ix,Vy, xy=0.
¢ Vx, (-x)*=x% g Vx, x*+2>1.

d) Vx,2x>x. h) Vx, X2+ x.

Kvantoreid V (iga) ja 3 (leidub) sisaldavates lausetes viite P(x) eitamine (eitustehte - kasu-
tamine):

-(VxP(x))=3x(-P(x)), -(3xP(x))=VYx(-P(x)),

-(Vx3yP(x,y))=3xVy(=P(x,y)), -(IxVyP(x,y))=VYxIy(-P(x,¥)).

6. Moodustage antud lausete eitused ja miirake nende tdeviirtused.
a) 2015 jagub 3-ga.
b) Iga algarv on paaritu arv.
c) Pole dige, et 2 on algarv.
d) Diameetrile toetuv piirdenurk on sirgnurk.
e) Igal ruutvorrandil on kaks reaalset lahendit.
f) Leidub positiivne arv, millest ei saa logaritmi votta.
g) Ix, x*+1>0.
h) Va, cos’a = #
1+tan?a
7. Eitage jargmisilauseid.
a) Leidub arv, mis on vérdne oma vastandarvuga.
b) Iga kolmnurga kiiljed on vordelised vastasnurkade siinustega.
c¢) Igal kolmnurgal on timberringjoon.



d) Leidub kolmnurk, mille mediaanid ei 16iku tihes punktis.

e) Igareaalarvu ruut on mittenegatiivne.

f) Leidub reaalarv x, mille jaoks y* # x koikide reaalarvude y korral.
g) Leidub reaalarv a, mille jaoks a + x = x iga reaalarvu x korral.

8. FEitage jargmisilauseid.
a) Koik naised on emad.
b) Koikidel koertel on kirbud.
¢) Moned tudengid on lahendanud koik iilesanded sellest {ilesannete kogust.
d) Siin klassis on keegi, kellel ei ole hea suhtumine.
e) Iga tudeng siit klassist on votnud kursuse kdrgemast matemaatikast.
f) On olemas aus poliitik.
g) Koik ameeriklased s66vad juustuburgereid.

9. Eitage jargmisilauseid ja madrake nende toevédrtused.

a) 3xeR, e*<0. e) IxeZ, VyeZ x>y. i) VxeR,VyeN, x+y>0.
b) Va,beN,a+b=1. f) VxeZ, 3yeZ, x+y=0. j) VxeR,JyeR, xy=1.
c) dxeN, x=x+1. 2) Vxe[R,x2>x. k) 3xeR, VyeR, xy=y.
d) VxeN, x+x=2x. h) er@,xzzz. )] Vxe[R{,Hye[R,x:yz.

10. Sonastage jargmised laused, eeldades, et A tdhendab lauset "Mulle meeldib jaétis"ja B
tdhendab lauset "Sulle meeldib Sokolaad".

a) AAB ) -B e) AV-B g -AvV-B i) ~(AvB)
b) -A d) AVB f) ~(AAB)  h) -AAB

11. Olgulause A ="Hiir hiippab"ja B ="Kass kargab". Kirjutage siimbolkujul jargmised lau-
sed.

a) Hiir hiippab v6i kass kargab. d) Hiir ei hiippa ja kass ei karga.
b) Kass ei karga. e) Pole tdsi, et "Hiir hiippab ja kass kargab".
c) Pole tosi, et "Hiir hiippab voi kass kargab"f) Hiir ei hiippa vdi kass ei karga.

12. Olgulause P ="Hiir hiippab", lause Q ="Kass kargab" jalause R ="Vana karu l66b trum-
mi". Loe jargmised laused.

a) P=Q d ~(P=Q) g (RvQ)=P
b) Q=P e (PAQ)=R h) Rv(Q=P)
0 -Q=-P f) PA(Q=R) ) (=PA-Q)=-R

13. Téhistagu suured ladina tdhed jargmisi lauseid:
A=,0n piihapdev®,
B = ,Kristjan ldheb teatrisse“,
C =, Kristjan laheb sobrale kiilla“,
D = Kristjan ldheb koeraga jalutama*“,
E =, Kristjan istub kodus®.
Loe jargmised laused.



a)
b)
c)

14.

A=B d) -BA-CA-D=E

DAA=-B e) A=>-EA(BVCVD)

—vA:>—|(B\/C) f) (A:> ﬂE)/\(—!A:>—|E)

Pange jargmised vdited kirja valemitega, milles vordused ja vorratused on ithendatud

lausearvutuse tehete markidega. Muutujad a, b ja c tdhistavad reaalarve.

a)

e)
f)
g
h)

15.

a-b=0. b) a-b+0. 0 %:0- d) |al=3.
Punkt (a, b) asub koordinaattasandi I veerandis.

Punkt (a, b) asub koordinaatteljel.
Reaalarvud a, b ja c on mingi kolmnurga kiilgede pikkused.
Reaalarvud a, b ja c on mingi vordhaarse kolmnurga kiilgede pikkused.

Pange jargmised véited kirja lausearvutuse valemiga. Andke ka teisenduse ,voti“, see

tdhendab, tabel, kust selgub, millised tdhed vastavad millistele lihtlausetele. Iga lause puhul
hinnake, millised tihendusniiansid ldhevad valemiks teisendamisel kaotsi.

a)
b)
c)

d)
e)

f)

g
h)

i)

)
16.

a)

b)
c)

d)
e)
f)

17.
a)
b)

Toas on kas isa v6i ema voi on nad mélemad.

Anu armastab koeri, kuid Mart kasse.

Kui hr. Kask on onnelik, siis pr. Kask on énnetu, ja kui hr. Kask on dnnetu, siis pr. Kask
on onnelik.

Pole sellel tegelasel ei kaastunnet ega siidametunnistust.

Kui Kungla rahvas kuldsel aal kord istus maha s66ma, siis Vanemuine murumaal 1dks
kandlelugu 166ma.

Talvel paddsevad laevad sadamast vilja ainult siis, kui jadlohkuja on neile tee rajanud.
Kui dnnetusi tuleb, siis tuleb neid uksest ja aknast.

Kui ma niitid vangerdan, siis ma kaotan lipu, kui jitan vangerdamata, siis saan mati.
Televiisori vea pohjus on mittekvaliteetne transistor voi on kaitse l1dbi pdlenud ja vool
ei padse toiteplokki.

Kommunism - see on ndukogude voim pluss kogu maa elektrifitseerimine.

Pange jargmised laused kirja lausearvutuse valemiga.

Selleks, et pdike touseks idast, on tarvilik, et ta loojub ld4nes.

Selleks, et pidike touseks idast, on piisav, et ta loojub ldédnes.

Tarvilik tingimus, et ettevote oleks edukas, on see, et tema asutajatel on kiillaldaselt
algkapitali.

Teatrite korralikuks t66tamiseks piisab riigi toetusest.

Ilma riigi toetuseta lakkavad teatrid korralikult t66tamast.

Tarvilik ja piisav tingimus, et rida koonduks absoluutselt, on see, et rea kdik timberjér-
jestused koonduvad samaks summaks.

Leidke jargmiste lausete tdevadrtused.
Kui 20 jagub 10-ga, siis 20 jagub 5-ga.
Kui 20 jagub 5-ga, siis 20 jagub 10-ga.



¢) Kui 20 jagub 3-ga, siis 20 jagub 6-ga.
d) Kui 20 jagub 4-ga, siis 20 jagub 8-ga.
e) 20 jagub 5-ga parajasti siis, kui 20 jagub 4-ga.
f) 10 jagub 5-ga parajasti siis, kui 10 jagub 4-ga.

18. Leidke jargmiste vdidete toevddrtused. Esmalt médrake kindlaks komponentide toe-
vadrtused ja nende jargi arvutage kogu lause toevaartus, kasutades lausearvutuse reegeleid.
a) Vesinik on gaas ja kui elavhobe on gaas, siis ka kuld on gaas.
b) Pole dige, et Kuu ei ole immargune.
c) Keskerakond véitis valimised ja ei voitnud ka.
d) Narva asub Eesti loodeosas parajasti siis, kui Parnu asub Eesti kaguosas.

19. Laual on neli kaarti. Iga kaardi iihele poole on kirjutatud téht ja teisele poole tdisarv.
Kaardid paistavad nagu joonisel kujutatud:
AK74
Meil on vaja veenduda, kas kehtib viide , Kui kaardi iihel pool on tdish&ilik, siis teisel pool
on paarisarv.“ Millised kaardid tuleb kindlasti timber poorata, et teada saada, kas see vdide
toepoolest kehtib voi ei?

20. Lausete Aja B toevddrtused a ja b on kas 1 (tdene) voi 0 (vddr). Leidke muutujaid a ja

b kasutavad aritmeetilised avaldised lausete
a) A, b) AAB, c) AVB, d) A= B, e) A< B

toevadrtuste arvutamiseks.

21. Jargmiste lausete kirjapanemiseks vajalikud valemid sisaldavad implikatsiooni voi ek-
vivalentsi. Leidke nende lausete toevadrtused, kasutades implikatsiooni ja ekvivalentsi toe-
vadrtuse definitsiooni.

a) Kuil=1,siis2=2. f) 1=1 parajasti siis, kui2=2ja3=3.
b) Kuil=2,siis2=3.

c) Kuil=1jal=2,siis1=3.
d) Kuil=2v6il=3,siis1=1. h) 1 eivordu 3-ga parajasti siis, kui 1 ei vordu
e) 1=2 parajasti siis, kui 2 =3. 2-gavoil eivordu 1-ga.

g) Kui 1 eivordu 2-ga, siis 1 = 3.

22. Koostage valemite tdevéddrtustabelid.

a) (X=>-Y)v(X=XAY) d (XA-Y)=Y)= (X=Y)
b) -(X=-(YAX))=>(XVZ) e) (XA(YV-X)A((-Y=X)VY)
) (XA(Y=X))=-X f) (- X=>-Y)=>({(YAZ)=(XAZ))

g (X=>(Y=2)=((X=Y)=>(X=2))

23. Kas jargmised valemid on kehtestatavad? Pohjendage vastust!



a) -(X=-X) b) (X=Y)=(Y=X)

24. Niidake, et valemid on samaselt toesed.

a) Xv-X ) X=(Y=(XAY))
b) X=(XVY) d (X=2Y)=(Y=2)=(X=2)

25. Maidrake valemi liik (samaselt téene, samaselt vair, kehtestatav, kummutatav).

a) P=-P ¢ (P=Q)v(Q=P)
b) ~(P = —P) d) P< P

26. Lausearvutuse valemite kirjapanemiseks on kéibel ka poola kuju, mille vottis 1928. aas-
tal kasutusele poola loogik Jan Lukasiewicz. Selles ei panda tehtemérk mitte iihendatavate
osavalemite vahele, vaid nende ette. Poola kuju isedrasusena pole valemites vaja kasutada
sulge. Valemid -A, AAB, Av B, A= B, A< B, on poola kujul vastavalt Na, Kab, Aab, Cab,
Eab (lausemuutujad kirjutatakse viikese tdhega). Keerukamaid valemeid koostatakse ana-
loogiliselt. Néiteks valemile A A B v C vastab valem AKabc, valemile AA (B Vv C) aga KaAbc.
Alljargnevatest valemitest teisendagefa)Hc)| poola kujule ning[d)Hf)] tavakujule.

a) ((AVB)A(BVC))A(AVC) d) EcNCbhKad
b) ~AA(-A=B)=B e) AaCKNabc
¢) (AvB)=(C<D)AA f) KENAabcd



2. Valemite teisendamine

Definitsioon. Oeldakse, et valemitest F7, ..., Fy, jareldub valem G, kui igal neis valemeis esi-
nevate muutujate védrtustusel, millel 7, ..., F, on tdoesed, on ka G tdene.

Teoreem. Valemitest F1, ..., F;, jireldub valem G parajasti siis, kui valem F A...AF, = G on
samaselt toene.

Definitsioon. Valemeid F ja G nimetatakse loogiliselt samavéaérseteks, kui nende toevéartu-
sed on vordsed igal neis valemeis esinevate muutujate vadrtustusel.

Olgu F ja G valemid.
1. Idempotentsuse omadused: 7. Kahekordse eituse omadus: -—F = F.
a) FAF=F, 8. Liikmete elimineerimise reeglid, kus ¢ on su-
b FVF=F. ot viloms
2. Kommutatiivsuse omadused: Q) FAt=F,
a) FAG=GAT, b) Fvi=t,
b) FvG=GVvF. o Fav=u,
3. Assotsiatiivsuse omadused: d) Fvv=F.
Q) (FAGAH=Fr(GAH), 9. Implikatsiooni avaldis konjunktsiooni ja dis-
b) (FVG)VH=FVv(GVH). junktsiooni kaudu:
4. Distributiivsuse omadused: a) F=G=-(FAr-G),
a) FA(GVH)=FAGVFAH, b) F=G=-FVvG.

b) Fv(GAH)=(FvG)r(FVH). 10. Konjunktsiooni ja disjunktsiooni avaldis

5. Neelamisomadused: implikatsiooni kaudu:

a) FA(FVG)=F, a) FAG=-(F=-G),
b) FVFAG=F. b) FvG=-F=G.
6. De Morgani seadused (duaalsus): 11. Ekvivalentsi avaldis teiste tehete kaudu:
a) ~(FAG)=-Fv-G, a) F<oG=FAGV-Fnr-G,
b) ~(FvG)=-Fnr-G. b) Feg=(F=G)A(G=F).

Definitsioon. Lausearvutuse valemi F tdielikuks disjunktiivseks normaalkujuks nimetatakse
valemiga F samavéirset valemit, mis kujutab endast erinevate tdielike lihtkonjunktsioonide
disjunktsiooni.
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27. a) Kas valemitest A ja —B jireldub valem —( A = B)?
b) Kas valemitest A= B, B= C ja A jareldub valem C?
28.
a) On teada, et valem - A < B on tdene. Mida voib sellest jareldada valemi A = —-B toe-
suse kohta?
b) On teada, et valem - A <> B on téene. Mida voib sellest jireldada valemi —~( AV B) toe-
suse kohta?

29. Kolme viite A, B ja C kohta on teada jargmist.
a) Kui A on tdene, siis ka B ja C on tdesed.
b) Kui B on tdene, siis vihemalt {iks vdidetest A ja C on tdene.
¢) Kui C on toene, siis A on tdene ja B on vadr.

Millised viidetest A, B, C on toesed?

30. Pange jargmine arutlus kirja lausearvutuse valemitega ja tdestage, et see arutlus kehtib,
st toestage, et eeldustele vastavatest valemitest jareldub viitele vastav valem.

Opilased on rddmsad siis ja ainult siis, kui ei toimu kontrolltédd. Kui pilased on rddmsad,
siis on dpetajal hea meel. Ent kui dpetajal on hea meel, siis ta ei taha pidada tundi, ning
kui ta ei taha pidada tundi, siis toimub kontrollt66. Jarelikult dpilased pole r6dmsad.

31. Onteada jargmised faktid.
a) Kui Mihkel kdhib ja on ndost valge, siis ta kas on haige voi on kdinud nurga taga suitsu
tegemas.
b) Kui Mihkel pole kdinud suitsu tegemas ja ikkagi kohib v6i on ndost valge, siis ta on
haige.
¢) Kui Mihkel on haige, siis ta kohib, aga pole ndost valge.
Pérast vahetundi klassi tulles oli Mihkel ndost valge. Kas sellest jareldub, et ta kdis nurga taga
suitsu tegemas?

32. On teada jargmised faktid.
a) Kui Jiiri vaatab korvpalli ja Eesti voidab, siis ta on dnnelik ja joob olut.
b) Kui Jiiri ei vaata korvpalli ja on ikkagi 6nnelik, siis ta joob &lut.
¢) Kui Eesti voidab, siis Jiiri on onnelik.
Ohtul oli Jiiri 6nnelik. Kas voib kindlalt viita, et ta joi 6lut? PGhjendage oma vastust.
33. Kui Siimule meeldiks Sokolaad, siis ta s60ks seda palju. Kui ta Sokolaadi palju s66ks, siis

kaoks tal s66giisu. Kui tal kaoks sd6giisu, siis ei meeldiks talle ka Sokolaad. Jarelikult Sokolaad
ei meeldi talle.

34. Zen-budismi guru teatas oma opilastele: ,Kui ma olen Buddha, siis ma ei ole Buddha.“
Opilased olid seda kuuldes himmastunud. Viljendage viide valemiga, koostage tdeviirtus-
tabel ja selgitage, millise lihtsama viitega on see vdide samavidrne.
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35. Toestage, et kui valemid A ja A = B on samaselt tdesed, siis ka valem B on samaselt
tOene.

36. Keegi iitles, et tal on niisugused lausearvutuse valemid F ja G, et valemist F jareldub
valem G ja valemist F jareldub valem -G. Kas selline olukord on voimalik?

37. Naiidake, et kehtivad samavaidrsused.

a) (XVY)AZ=XANZVYAZ ) XeoY=(X=>Y)A(Y=X)
b) X=Y=-XVvY

38. Teisendage jargmised valemid nii, et nad sisaldaksid ainult eitust ja konjunktsiooni.

a) ~PAQ=-QAP d) ~(P=Q)v(-P=-Q)
b) PvQ=(-P=Q)
c) (~A=B)=AVB e) (P<Q)VvP

39. Teisendage jargmised valemid nii, et nad sisaldaksid ainult eitust ja disjunktsiooni.

a) (P=R)=(Q=R) d) (P<=Q)AP
b) -PAQ=-QAP
c) (P=Q)AP e) (A= B)A(B=-C))= (C=-A)

40. Leidke loogiliselt samavadrne valem, mis sisaldab véimalikult vdhe stimboleid.

a) -(-AvB)=((AVB)AB) e) (P=Q)rn(Q=P)

b) ~(-PA-Q)Vv((P=Q)AP) f) =((A=B)A(B=-A))
c) (A< B)A(AVB) g (P=-Q)v-(PVvVQ)
d) ((A=B)A(B=C))=(C=A) h) =(PAQA(P=-Q))

41. Eitage jargmisilauseid, viies eituse nii kaugele kui voimalik.
a) Kui a, bja c on kolmnurga kiilgede pikkused, siis kehtivad vorratused a+b>c¢, a+c>
bjab+c>a.
b) Kui a, b ja c on tdisarvud nii, et a = b, siis a jagub arvuga b ja a jagub arvuga c.
¢) Kui n on positiivne tdisarv, siis n?+n+41on algarv;
d) Koigi tdisarvude a ja b korral kehtib véide, et kui a+ b on paarisary, siis a ja b on méle-
mad kas paarisarvud v6i paaritud arvud.

42, FEitage jargmisi lauseid, viies eituse nii kaugele kui voimalik.
a) Igatudeng selles aines on kdinud Soomes v6i Rootsis.
b) Iga e-mail, mis on suurem kui iiks megabait, kompresseeritakse.
¢) Kui kasutaja on aktiivne, siis on vdhemalt iiks vorguiihendus saadaval.
d) Leidub siga, mis oskab ujuda ja kalu piiiida.
e) Selles aines pole kedagi, kes oskaks prantsuse voi vene keelt.
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f) Arv x on positiivne, aga arv y ei ole positiivne.
g) Kui x on algarv, siis \/} ei ole ratsionaalarv.
h) Kui x on paaritu arv, siis x° on paaritu arv.
i) Kui x on ratsionaalarv ja x # 0, siis tan x ei ole ratsionaalarv.
j) Kuisinx <0, siis ei kehti 0 < x < 7.
k) IxTy (x+2y=2A2x+4y=5).
D VxIy (x+y=2A2x-y=1).
m) VxVy (((x20)A(y<0))=(x—y>0)).
n) IxJy (((x<0))A(y<0)A(x—y>0)).
0) VxVy (((x£0))A(y+0) < (xy+0)).

43. Teisendage jairgmised valemid nii, et eituse mérk esineks ainult muutujate ees.

a) —l(—|PVQ) C) —|(P/\QVR):>—|(P/\Q)
b) -(PAQV=R) d) -(PA(-QV-R)AR)

44. Viige tédielikule disjunktiivsele normaalkujule.

a) (- X=>-Y)=>(YAZ)=(XAZ)) e) -(X=-(YrX))=(XVZ)

b) (X=Y)=-X)=(X=(YAX)) f) (XA(Y=X))=>-X

) -((XAY)=-X)A=-((XAY)=>-Y) g (XA-Y)=Y)=>(X=Y)

d (X=-Y)v(X=XAY) h) (XA(YV-X)DA((-Y=X)VY)

45. Konstrueerige valem, mis rahuldab tingimust.
a) Valem on tGene parajasti siis, kui X on tdene ja Y vddr.
b) Valem on véir parajasti siis, kui X ja Y on mdlemad tdesed.
¢) Valem on tdene parajasti siis, kui vdahemalt kaks lausetest X, Y ja Z on tdesed
d) Valem on tdene parajasti siis, kui tdpselt kaks lausetest X, Y ja Z on tdesed
e) Valem on tdene parajasti siis, kui tdpselt iiks lausetest X, Y ja Z on toesed

46. Leidke kolme muutuja valem, mis on tdene parajasti siis, kui tapselt kaks muutujat on
véadrad.

47. Leidke kolme muutuja valem, mis on sama toevaddrtusega kui enamus muutujaid.

48. Komisjon, kuhu kuuluvad liikmed A, B, C ja D, otsustab olulisemaid kiisimusi hééleta-
des. Igal liikmel on iiks hiil, vélja arvatud komisjoni juht A, kelle héélel on kahekordne kaal.
Otsus loetakse vastuvoetuks, kui otsuse poolt antakse vihemalt 3 hailt. Leidke valem, mis on
tdene parajasti siis, kui otsus voetakse vastu.

49. Koostage valem, mis on tdene parajasti siis, kui kahendarvude AB ja CD summa on
ulimalt kahekohaline kahendarv.

50. Leidke iga kahe muutujaga toevadrtuste veeru jaoks lihtsaim selliste tdevadrtustega va-
lem.
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51. Tehke kindlaks, kas lausearvutuses kehtib
a) implikatsiooni assotsiatiivsus;
b) ekvivalentsi assotsiatiivsus;
¢) distributiivsus konjunktsiooni ja implikatsiooni vahel.

52. Avaldage iilejadnud tehted
a) eituse ja disjunktsiooni kaudu;
b) eituse ja konjunktsiooni kaudu;
c) eituse ja implikatsiooni kaudu.

53. Avaldage disjunktsioon implikatsiooni kaudu.
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3. Hulga moiste

Hulga all méistetakse liksteisest erinevate objektide kogumit, mida vaadeldakse iihe terviku-
na ja kus iga objekti korral on voimalik tiheselt kindlaks m&érata, kas ta kuulub antud hulka.

Hulki tdhistatakse tavaliselt suurte ladina tdhtedega A, B, C, ..., hulga elemente viikeste ladi-
na tihtedega a, b, c,... . Tithi hulk @ = {} ei sisalda iihtki elementi. Tdhtsamad arvuhulgad
on

* naturaalarvude hulkN={1,2,3,... };

e tdisarvude hulk z={...,-2,-1,0,1,2,... };

¢ ratsionaalarvude hulk Q= {q| g = %, meZ, neN};

¢ reaalarvude hulk R;

» kompleksarvude hulk C={z|z=x+1iy, x,y€R, i2 =-1}.

Intervallid on

L]

16ik [a,b] ={x|a< x< b};

vahemik (a,b) = {x|a<x<b};

poolloik [a,b) = {x|a<x<b};

poolloik (a,b] = {x|a< x< b}.

Kahte hulka loetakse vordseteks, kui nad koosnevad samadest elementidest.

Definitsioon. Hulka A nimetatakse hulga B osahulgaks, kui kéik hulga A elemendid on hulga
B elementideks (ehk hulga A iga element kuulub hulka B). Sel juhul tdhistatakse A c B voi
B> A.

Definitsioon. Hulka A nimetatakse hulga B périsosahulgaks ja kirjutatakse A ¢ B, kui hulk A
on hulga B osahulkja A B.

Hulga A koigi osahulkade hulka tdhistatakse tavaliselt P(A) = {X | X c A}.
54. Esitage hulk A kujul {x|P(x)}:

a) A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}; c) A={05,1,1.5,2};

b) A={1, 1 i} d) A={1,4,9,16,25,...};

1
2’3
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1 1 1
e) A:{3,6,9,12,...}; A={1.-3-5> %
g) {12’ 147 ;67 }y
1 1 1 1 h A= .
pa-(-L L L1 ) A=[a.b);
3:6 6:9 9-12 12-15

i) A on paarisarvude hulk.

55. Esitage elementide loetelu abil jargnevad hulgad:

a) {(-1)"|neN}; e) {x|xeRA7x*-8x=0};

b) {n+(-1)":neN}; £) {(x,):x,yeRAX*+y*=1ry-x=1};
© {neN|n?-13n+30<0}; g {x|xeRAx*+4=0};

d) {cosnm:neN}; h) {x|xeRAX*-5x+6=0}.

56. Kirjutage vélja antud hulkade koik elemendid ja kéik osahulgad:
a) {a,b}; b) {1,{1}}; c) {ab,c}.

57. Otsustage, kas antud véited on tdesed:

a) 3¢{1,2,3);

b) {2} €{1,2,3);

o {ab,c}={acb};
d) xe{x};

[,

) {{8}}c{2,3,{3}};
) {ab}c{abc};

K 3¢{{1},{2},{3}};

—

) {2} eg;
e) {1}c{1,2,3};
B {2}e{{1},{2},{3}} m) e{o};
g) {1,2}c{1,2,{3}}; n) gcg;
h) {1,2}€{{1,2,3},{2,3},1,2}; 0 {o)=2.

58. Kirjutage vilja P(@), P({2}) jaP({2,{2}}).

59. Kujutage antud hulgad arvsirgel:

a) {x|xeRA3<x<T}; c) {x|xeRA|x—al<e};

b) {x|xeRAl|x|<c}; d) {xeR|2x*+9x+7>0};
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e) {2x*-9x+7|xeR}; K) {xeR|[2x*-9x+6|=2x*-9x+6};

2 _ .
f) {x*+2x+1|xe(-2,00)}; D {1-|x||xe[-2,1]};

g {¥*+2|x|+1|xe(-1,1)};

h) {xeR|\/[1-2x|>1+x};

m) {|1+x|+1|x¢€[1,2]};

— 42 _ .
i) {xeR[\/]0.25-x]>x+0.5}; m) {yeR[y=-x"+6x-2Axe(0,00)};
j) {xeR||x|+2x>1}; 0) {yeR|y=x*-4x+3rx¢€(0,00)}.

60. Kujutage antud punktihulgad koordinaattasandil:

a) {(x,y)|x, yeRA2<x<5}; d) {(x,y)]|x,yeRAy>x*};
b) {(x,y)|x,yeRAa<x<bac<y<d};
o) {(x.y)[xyeRAx®+)y* <4} e {(x,y)|xyeRalx|+[y=1}

61. Kirjutage vilja koik antud hulga elemendid:
a) {A|{1}cAc{1,2,3}}; c) {A|Ac{a,bcina¢ Anbe A}

b) {A|{a,b}cAc{ab,cd}};

62. (Lewis Carroll'i iilesanne) Vanal ajal toimunud lahingus sai palju sddalasi kannatada.
Lahingust osavotjatest 70% kaotas silma, 75% - korva, 80% - kée ja 85% - jala. Kui palju s6-
dalastest (minimaalselt ja maksimaalselt) jdid ilma nii silmast, korvast, kéest kui ka jalast?

63. Toestage, et kui hulgas on n elementi, siis sellel hulgal on 2" osahulka.

64. Olgu A;, Ay,..., Ay hulgad. Toestage, et Ayc Apc...cA,c A= A1 =Ary=...= A,.
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4. Tehted hulkadega

ithend AUB ={x|x€ AV (vdi) x€ B} (JAq ={x|3 (leidub) a nii, et x€ Ay}
a
ithisosa AnNB={x|x€ AA(ja) xe B} () Aq ={x|V (iga) a korral x € Aq }
a
vahe ANB={x|xc Arx¢B} siimmeetriline vahe AA B=(ANB)uU(B\ A)

Uhendi ja iihisosa omadused.
¢ idempotentsus: AUA=A, AnA=A
¢ kommutatiivsus: AUB=BUA, AnB=BnA
* assotsiatiivsus: (AUB)uUC=AU(BUC), (AnB)nC=An(BnC)
» distributiivsus: Au(BnC)=(AuB)n(AuC), An(BuC)=(AnB)uU(AnC)
* neelduvus: AU(ANB)=A, An(AuB)=A

Venni diagrammid.

tthend uhisosa

A } [ B A } [ B
AUB ANB
vahe summeetriline vahe

A

EZBAE[B
A\B AAB
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Stimmeetrilise vahe omadusi.
e kommutatiivsus: AAB=BA A
* assotsiatiivsus: (AAB)AC=AA(BAC)
» distributiivsus ithisosaga: An(BAC)=(AnB) A (ANC)

Tihti on késitluses fikseeritud teatav hulk U ja koik vaadeldavad hulgad on selle hulga alam-
hulgad. Sellisel juhul nimetatakse hulka U universaalseks. Olgu fikseeritud teatav universaal-
ne hulk U.

Definitsioon. Hulga A tdiendiks A’ nimetatakse hulka, mille moodustavad kaik need univer-
saalse hulga U elemendid, mis ei kuulu hulka A4, s.t

A'={xeU:x¢ A}=U~ A.

De Morgani seadused: (AuB) = A'nB’, (AnB)' = A’uB'.

Kahekordse tiiendi seadus: A” = A.

65. Olgu A suvaline hulk. Kirjeldage hulki

a) Aug; c) A\g; e) A\ A; g) AuA'; i o'

b) Ang; d Arg; f) @\ A; h) AnA’;

66. Leidke hulgad AuUB, AnB, ANB, B\ A, AA B, kui

a) A={-1,0,3,4}, B={0,4,6}; d) A=(-00,7], B=[2,4];
b) A=[0,2], B=[1,5]; e) A=g,B={1};
c) A=[0,2], B={0,4,6}; f) A={o}, B={2,{a}}.

67. Leidke hulgad Aja B, kui AuB=1{1,2,3,4}, AnB={2}, ANB={1}.

68. Kujutage antud hulgad arvsirgel:
a) {x|xeRA-2<x<1}u{x|xeRA0<x<3};
b) {x|xeRAx2-1}n{x|xeRA|x|<3};
c) {x|xeRAx>2} {x|xeRA3<x<5};
d) {x|xeRA1<x<5}A{x|xeRAX<0}.
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69. Leidke hulga A tdiend A’ universaalse hulga U suhtes:

a) U={1,2,3,4,5,6,7,8}, A={2,5,7}; b) U=R, A=Q.

70. Millist tingimust peavad rahuldama hulgad A ja B, et kehtiks vordus:

a) AuB=A; c) AUB=AnB; e) ANB=B; g) AAB=g@.
b) AnB=A; d) ANB=A4; f) AAB=A;

71. Kujutage Venni diagrammil jargmised hulgad:

a) AN (BuC); d) An(B\C); g (ANB)ACG
b) AN (BnC); e) (AAB)ACG; h) (AnB)n(AAB);
c) (AN(BNnC))nB; f) (AuB)nC; ) (AnC)u(B~(AUQ)).

72. Kirjutage hulgateoreetiliste tehete abil jirgmised Venni diagrammidel kujutatud hul-

> v

73. Klassi 30 opilasest igaiiks tegeleb vihemalt {ihe hobiga. Opilased saavad valida kolme
hobi vahel: male, néitering, skautlus. Kuus dpilast tegelevad ainult skautlusega. Viis dpilast
jouavad igale poole. Kaks maletavad ja tegelevad skautlusega, aga ei niitle. Viisteist on skau-
did. Kaks last tegelevad iiksnes malega. Kolm last kidib iiksnes nditetrupis. Mitu last tegeleb
male ja nditemé&nguga, aga ei ole skaudid? Mitu last kuulub maleringi?

74. Uhe instituudi 100 iilidpilase kiisitlemisel selgus, et neist 28 Gpivad inglise keelt, 30
saksa keelt, 42 prantsuse keelt, 8 inglise ja saksa keelt, 10 inglise ja prantsuse keelt, 5 saksa ja
prantsuse keelt, 3 aga koiki kolme keelt. Mitu iilidpilast ei 6pi nimetatud keeli? Mitu iilidpilast
opib ainult prantsuse keelt, ainult inglise keelt, ainult saksa keelt?

75. Uhes sojavideosas mangivad 100-st sodurist 80 jalgpalli, 60 vorkpalli ja 40 korvpalli. On
teada, et 40 neist oskavad méngida nii jalgpalli kui ka vorkpalli, 30 jalgpalli ja korvpalli, 20
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vorkpalli ja korvpalli. Kui palju neist 100-st sddurist oskavad méingida koéiki kolme méngu,
kui iga sodur oskab méngida vdhemalt iihte mdngu?

76. Leidke ({{o}} 2 {o)\ ({2} 22).

77. Hulgad A, B ja Au B sisaldavad vastavalt m, n ja p elementi. Mitu elementi sisaldavad
hulgad AnB, ANBja AA B?

78. Toestage jargmised vordused.

a) (AuB)uC=Au(BuUC) k) ANB=AN(ANB)

b) Au(BnC)=(AuB)n(AuC) ) AN(BNC)=(ANB)u(AnC)
c) (AnB)nC=An(BnC) m) (ANB)NC=(A~C)\(B\C)
d) AU(AnB)=A n) An(B~C)=(AnB)\C

e) An(AUB)=A 0) An(B\A)=g

f) An(BuC)=(AnB)U(AnC) p) ANB=AA(ANB)

g) AN(BuC)=(A~B)n(A~C) @ (AAB)NC=(AnC)A(BNC)
h) AN(BNC)=(A~B)U(A\C) ) AA(AAB)=B

i) AN(ANB)=ANB s) AAg=A

j) AU(BNA)=AUB t) AAB=(AUB)~(AnB)

79. Toestage jargmised vordused.

a) (A=A o (AnB)u(AnB")=A

b) (A'UB)nA=AnB d) (AuB)n(AuB')=A

80. Leidke hulgad.

a) D(_n,n) d) J[o,1+2"] g ([0,1+2"] N N[-2"27"
n=1 neN neN neN

e) 271 = _ -1 k) n-1,n

b) xLEé{x} nON[ ] h) ,Dl[ 1,n'] nLE%\I[ ]

o Ylo1+27"] f) ([0,1+27") D (M (-2",2") ) N[rn-1,n]
neN neN neN neN
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8

ey P Nlme) 9 Ulnm
=k

nel neN neN
. o U{o12,....2n} ¢ {-n,n} n
n) m[z_n’oo) neN HQV W) m{_])]}
n=1 j=k
n {012,...2n} n
0) U[n’oo) neN u) U[2]’2]+3] X) m{_zn»oyzn}
neN j=k neN

81. Toestage,et AcB< AuUB=B< AnB=A< A\B=0.

82. Toestage, et kui A c B, siis suvalise hulga C korral kehtivad sisalduvused:

a) AUCcBUG; c) (ANC)c(B\C); e) B'cA.
b) AnCcBNC; d) (C\B)c(Cx A);

83. Niidake, et kehtib:
a) AuUBcC< AcCABcC; c) CcAvCcB=CcAuUB.
b) CcAnB< Cc AAnCCcB;

84. Avaldage

a) AUBtehetenja A abil; d) A\ Bteheteuja A abil;
b) A\ Btehetenja A abil; e) AUB tehete \ ja A abil;
¢) AnBteheteuja A abil; f) AnBtehte \ abil.

85. Olgu antud hulkade A;, Ay,..., Ay, ... jada, kusjuures Ay c A, c---c A, c..... Tdestage,

oo

et selle jada 16pliku arvu liikkmete drajétmine ei mojuta nende hulkade iihendit (_J Aj,.
n=1

86. Olgu antud hulkade A, Ay, ..., Ay, ... jada, kusjuures Ay 2 Ap 52> A, >.... Toestage,
et selle jada 1opliku arvu liikkmete &drajdtmine ei mojuta nende hulkade ithisosa () Ay.

n=1
Definitsioon. Hulkade A ja B otsekorrutiseks nimetatakse koikide paaride (a, b) hulka, kus
ac Aja b e B, seejuures elementide jirjekord on oluline.

AxB={(a,b)|acADbeB}
Ay x-xAp={(a,...,an) | a1 € A1,...,an € Ay}

Ax...xA:An
—_—
n

Otsekorrutise omadusi:
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 otsekorrutis tiihja hulgaga: Ax@ =2, g x A=g;

* distributiivsus: Ax (BUC)=(AxB)U(AxC),
Ax(BnC)=(AxB)n(AxC),
Ax(B~NC)=(AxB)\(AxC).

87. Leidke antud hulkade otsekorrutis A x B:
a) A={1,2,3}, B={1,2}; d) A={1,2,3},B={3,4};
b) A={1,2,3}, B={1,2,3};

e) A={x|xeN,x=5},
¢) A={3,4},B={1,2,3}; B={x|xeN,1<x<3}.

88. Olgu antud hulgad A={xeR:|x|<3}, B={xecR:0<x<4}jaC={yeN:1<y<5}.
Kujutage koordinaattasandil

a) Ax(BuC), ¢ Cx(AuB), e (AuC)xB, g (BnA)xC, i) (C\A)xB,
b) (AAB)xC, d) Cx(BAA), f) Cx(B~A), h) Bx(CUA), j) Ax(BnC).

89. Hulgad A ja B sisaldavad vastavalt m ja n elementi. Mitu elementi sisaldavad hulgad
P(A), AxB,P(A)xP(B)jaP(Ax B)? Leidke need hulgad, kui

a) A={a,b}, B={c}; b) A=B={0,1}; ¢) A={a,b,c},B=2.

90. Toestage vordused.

a) Ax@=0,0xA=0 ¢) (ANB)xC=(AxC)\(BxC)

b) Ax(BuC)=(AxB)U(AxC) d) (AnB)x(CnD)=(AxC)n(BxD)
91. Niidake, et (AxB)u(CxD)c(AuC)x(BuD).
92. Toestage, etkui A+ @ ja B # &, siis A x B = B x A parajasti siis, kui A= B.
93. Toestage, etkui A; #@,B; #@,i=1,...,n,siis

a) A1 xAzx...xApc By xByx...x By parajasti siis, kui A; c By, A € By,..., A, C By;

b) A;x Az x...x Ap =B x By x...x By parajasti siis, kui Ay = By, A2 =By,..., A, = Bj.
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5. Arvuteooria elemente ja matemaatiline induktsioon

Definitsioon. Oeldakse, et tdisarv a jagab tdisarvu b (ja tihistatakse a | b), kui leidub selline
tdisarv ¢, et ac = b. Fakti, et a| b voib tahistada ka kujul b a ehk arv b jagub arvuga a.

Teoreem. Olgu a tdisarv ja b naturaalarv. Siis leiduvad tiheselt médratud tdisarvud g (jagatis)
ja r (jadk) nii, et

a=bg+r ja 0<r<b.
Definitsioon. Algarvuks nimetatakse naturaalarvu p > 1, mille ainsad naturaalarvulised jaga-
jad on 1 ja p. Naturaalarvu, mis on suurem kui 1 ja mis pole algarv, nimetatakse kordarvuks.

Definitsioon. Tdisruuduks nimetatakse naturaalarvu, mis vordub mingi tdisarvu ruuduga.

94. Olgu a, b, cja d tdisarvud. Toestage jairgmised omadused:
a) a| a (refleksiivsus);
b) 1|a;
c) 0| a parajasti siis, kui a = 0;
d) kuia|bjab]|c,siis a| c (transitiivsus);
e) kuia|bjab=+0,siis |a| <|b;
f) kuial|bjaa|c,siis a| xb+ yc suvaliste tdisarvude x ja y korral;
g kuia|bjaa|(bxc),siisalc;
h) kuia|bjab]|a,siis |a| = |b|;
i) kuia|bjab=+0,siis (b/a)|b;
j) kui ¢ #0, siis a | b parajasti siis, kui ac| bc.
k) kui a| b, siis a| be suvalise tiisarvu e korral.
) kuia|bjac|d,siis ac| bd;

95. Naiidake, et kolmekohaline arv, mis on kirjutatud iihesuguste numbritega, jagub alati
kolmega.

96. Toestage, et suvaliste tdisarvude a ja b korral vdahemalt iiks arvudest a, b, a+ bjaa—b
jagub kolmega.

97. Viis tdisarvu a, b, ¢, d, j rahuldavad jargmisi tingimusi:
a) j|(ad-bc);
b) j|(a-b), ning
¢) arvude bja j iihised jagajad on 1.

Toestage, et j | (c—d).

98. Toestage, et arvust 3 suuremate algarvude p ja q korral pz - q2 jagub arvuga 24.
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99. Pohjendage, et tdisarvu ruut ei saa loppeda numbritega 2, 3,7 v6i 8.
100. Ndiidake, et kolme jirjestikuse naturaalarvu ruutude summa ei jagu kolmega.

101. Toestage, et
a) Kolmest jarjestikusest arvust tipselt iiks jagub arvuga 3;
b) Kahest jarjestikusest paarisarvust tapselt iiks jagub arvuga 4;
c) Viiest jarjestikusest arvust tépselt iiks jagub arvuga 5.

102. Toestage, et iga naturaalarvu n korral 6| n(n+1)(n+2).

103. Toestage, et iga naturaalarvu 7 korral 6 | n(n” - 1).

104. Toestage, et iga naturaalarvu n korral 30 | n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4).
105. Niidake, et kui 7 on naturaalarv, siis #° + 1 ei jagu 11-ga.

106. Toestage, etkui (mn+pq):(m-p),siis (mg+np):(m-p).

107. Avaldis a+b+c, kus a, bja c on tidisarvud, jagub arvuga 6. Ndidake, et siis ka a+b+c3
jagub arvuga 6.

108. Toestage, et mistahes tdisarvu ruudu jagamisel
a) arvuga 3 tekkiv jadk saab olla vaid 0 vdi 1;
b) arvuga 4 tekkiv jadk saab olla vaid 0 v6i 1;
c) arvuga 8 tekkiv jadk saab olla vaid 0, 1 vodi 4;
d) arvuga 7 tekkiv jadk saab olla vaid 0, 1, 2 vdi 4.

109. Naturaalarvu a jagamisel arvuga 8 tekkis jidk 7. Milline jiik tekib arvu a® jagamisel
arvuga 8?

110. Naturaalarvu a jagamisel arvuga 5 tekkis jadk 4. Toestage, et a+a jagub arvuga 5.
111. Toestage, et suvalise naturaalarvu n korral arv n® + 3n° + 21 jagub 6-ga.

112. Toestage, et mis tahes algarvu p > 5 jagamisel arvuga 6 tekkiv jadk saab olla vaid 1 voi
5.

113. Toestage, et mis tahes algarvu p > 5 ruudu jagamisel arvuga 24 tekkiv jadk saab olla
vaid 1.

114. Toestage, et mis tahes 12 naturaalarvu seast on alati voimalik vélja valida kaks arvu
nii, et nende vahe jagub arvuga 11.

115. Toestage, et kui p, p+2 ja p +4 on koik algarvud, siis p = 3.
Népundide. Vaadelda eraldi juhtusid arvu p jagamisel arvuga 3 tekkiva jaégi 0, 1 voi 2 korral.
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Matemaatilise induktsiooni meetod. Olgu antud mingi seeria viiteid Sy, S, ..., Sy, .... Antud
seerias iga vdide S;, on tdene, kui

1. Induktsiooni baas. S; on tdene, s.t seerias esimene viide on tdene;

2. Induktsiooni samm. Sy = Sj.1, s.t oletusest, et suvaline vdide Sy on tdene, jareldub,
et jargnev vidide Sy, on téene.

Tugeva matemaatilise induktsiooni meetod. Olgu antud mingi seeria vditeid Sy, S, ..., Sy, .. ..
Antud seerias iga vdide S, on tdene, kui

1. Induktsiooni baas. S; on tGene, s.t seerias esimene viide on toene;

2. Induktsiooni samm. S; A So A--- A S = Si,1, S.t oletusest, et kbik eelnevad viited
S1,..., Sk on toesed, jareldub, et jargnev vdide S, on tdene.

Tidhtis! Tugeva induktsiooni baasi kehtivuse kontrollimisel on ménikord vaja téestada lisaks
esimesele viitele veel moned jargnevad viited.

116. Toestage vordused, kasutades matemaatilist induktsiooni.
n 1 n
a) Zizzg-n(n+1)(2n+1) VneN d) Y (2i-1)=n* VneN

i=1
2 2 n
+1
ﬁ:% VneN e) Y i-i'=(n+1)!-1 YneNu{0}
1 i=0

1 n n 2
VneN f 3i°-i-2)=(n-1 +2) VneN
(2i-1)-(2i+1) 2n+1 )I.ZI(’ i-2)=(n-Dn(n+2) Vn

22 n? n(n+1)
® 1335 T Gno)ens1) 22n+1)
o (1o )( {5

1-

1) 2 +32 ( )nl 2 ( l)n_lm v

~
I
—

M= L

b)

C)

=

—
N

eN

w

eN

n(n+1)(n+2) Yn>2

n(n+1)(2n+7) v

) 1:2+42-3+-+n(n+1)=

K 1-:3+2-4+--+n(n+2)= eN
D ¥+22+33 44 n®=(1+2+3+--+n)® VneN

117. Toestage vorratused, kasutades matemaatilist induktsiooni.

a) n*>2n ¥YneN:n>2 e) 1_§.....2”—1< 1 VneN
b) 2" >2n VneN 2 4 2n 3n+1

© n">n! VneN 11

d) (n+1)!23" VneN:n>4 f) 1+4+§+~ HZSZ—Z VneN
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g) g<1+%+%+ +2n1 lgn VneN j) n!>2" Vnel\l n>4
1 1 1 1 n-1 )—+1>Z—VneN
Mottt s, Tl 2 i
1-3:-5-----(2n-1 1 noq
i) 35 (2n )< VneN D Z*Z\/ﬁ VneN
2.4.6-----2n \/m l:l\/j

118. Toestage, et kui neN, siis (1+x)” > 1+ nxiga x € Rkorral, kus x > -1.

119. Geomeetrilise jada n esimese elemendi summa valem. Tdestage matemaatilise in-

1- n+l1
duktsiooni abil, et kehtib 1+ x+ x% + x> + -+ x" = e kusn>0jax+1.

120. Toestage matemaatilise induktsiooniga, et kumera n-nurga sisenurkade summa S,
avaldub valemiga S, = (n-2)-180°.

1 1
121. Olgu x reaalarv, mille korral x + — on tdisarv. Toestage, et siis ka x" + — ., on tdisarviga
naturaalarvu n korral. Vihje: Kasutage tugevat matemaatilist induktsiooni.

122. Korvpalliliigas on n meeskonda (n > 2). Kéik meeskonnad kohtuvad omavahel para-
jasti tihe korra, kusjuures viigid ei ole lubatud (igas méngus selgitatakse voitja ja kaotaja).
Toestage, et pdrast liigahooaja l6ppu on voimalik meeskondi sedasi vasakult paremale rivis-
tada, et kahe korvuti paikneva meeskonna korral paikneb omavahelise duelli voitja kaotajast
vasakul.

123. Ringmaanteel, mille pikkus on 100 km, seisab 7 iihesugust autot. Neil on {ihtekokku
nii palju kiitust, et katta 101 km. Téestage, et leidub iiks auto, mis, alustades oma kiitusega ja
kogudes teel kiitust iilejaidnud autodelt, voib ldbida tdisringi. (Kiitust tohib v6tta ainult siis,
kui autod on korvuti; autot liikata ei tohi)

124. Peol, kus viibib 27 inimest, tervitavad varasemalt tuttavad teineteist kdepigistusega.
On teada, et peol ei leidu iihtegi kolmeliikmelist alamseltskonda, mille koik liikmed oleksid
omavahel enne pidu tuttavad. TGestage, et tervitavate kdepigistuste koguarv peol on tilimalt
n®.

125. Linnas elab 7 latatara, kusjuures n > 4. Koigil neil on telefon. Uhel pdeval samal ajal
saab igaiiks neist teada mingi uudise. Tdestage, et on voimalik korraldada telefonikdned nii-
viisi, et pdrast 2n —4 konet teab iga latatara iga iilejidnu uudist.

126. Malelaual, mootmetega 2" x 2" ruutu, vérvitakse iiks vabalt valitud ruut punaseks.
Toestage, et malelaua saab katta kolmeruuduliste L-kujuliste tiikkidega nii, et ndhtavale jadb
ainult punane ruut.
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127. Toestage jaguvused (n € N).

a) 3|nd+2n g 6|n(n+1)(n+2)
b) 5|n“;’—n h) 6|n(n*-1)
N ) o1
e) 8]3%"-1 P 30| n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
f) 64[3°"-8n-1 k) 30| mn(m*-n*)
a a

128. Toestage, et summa 3 + > + r on tdisarv iga tdisarvu a korral.

n . .
129. Toestage, et(a+b)”:2(’?)~an_’~bl (a,beR,neN)
i=0 \ !

_ n n n+1
Vihje: esmalt veenduge, et | ) ANE . .
i- i i
130. Toestada, et kehtib iildistatud De Morgani valem ehk
(X AXAX3A A Xp)==X1V=Xo VX3 Ve vaXy

iga naturaalarvu n > 2 korral, kus Xj,..., X, on mingid lausearvutuse valemid. Kuidas sellest
lihtsasti jareldada, et kehtib ka analoogiline valem

—|(X1VX2VX3V"'VX”) :—|X1/\—|X2/\—|X3/\"'/\—\Xn
iga naturaalarvu n > 2 korral, kus Xj, ..., X, on mingid lausearvutuse valemid?

1
131. Olgu meil jada ag, a;, az,... elemendid defineeritud jargmiselt: ag = " ja ans1 =2-

an(1-ay), kus n > 0. Ndidake, et kodikide n > 0 korral selle jada tildliige on esitatav valemiga

1-0,52"
anzT.

132. Rekurrentne jada on defineeritud kujul @; =1, ap =2 ja n > 2 korral a,+1 = a, +2a,-;.
Leidke asgg. Vihje: Kasutage tugevat matemaatilist induktsiooni.

Definitsioon. Arve Fy, F}, Fs,..., kus Fy = 0 ja F) = 1 ning iga naturaalarvu n korral F,4; =
F,, + F,,_1 nimetatakse Fibonacci arvudeks.

133. Toestage Fibonacci jada jaoks jargmised vaited.
a) Iga n >0 korral Fs, on paarisarv.

n
b) Igan>0korral ) (F;)*=Fp-Fps1.
i=0

28



n-1
c) Igan>1korral ) Fj=Fy1-1.
i=0
d) Igan>1korral Fy + F3+ F5+---+ Fop_1 = Fap.

e) Igan>0jam>1korral Fp,yp = FpFpi1 + Fpo1 F.
f) Igan>1korralFo—Fl+F2—F3+~--—F2n,1+F2n:F2n,1—1.
g) Igan>1korral F,_1F,y — F2=(-1)".

1 [(1+v5)" (1-v5)"
h) Igan?Okorraan_\/g[( 5 )_( 5 ) .

134. Leidke viga viite ,Koik linnud on iihte vérvi“ tdestuses.
Baas. Kui 7 = 1, siis on meil tegemist iiheainsa linnuga ja vdide kehtib.
Samm. Eeldame, et vdide kehtib k linnu korral. Vaatleme k+1lindu Ly, ..., L. Jittes esial-
gu viimase linnu vélja, saame induktsiooni eelduse pohjal, etlinnud Ly, ..., Li on tihte varvi.
Jéttes vilja esimese linnu, ndeme, et kalinnud Ly, ..., Li,; on iihte varvi. Siit jareldub, et lind
Lj+1 on sama vdrvi nagu linnud Ly, ..., Lg, seega on kéik k + 1 lindu tihte vérvi.

135. Leidke viga viite ,Koik positiivsed tdisarvud on omavahel vordsed* toestuses.

Mairkigu tdhis max(x, y) arvude x ja y seast suurimat. Toestame viite induktsiooniga arvu
max(x, y) vidrtuse jargi.
Baas. Kui max(x, y) = 1, siis peab olema x = y = 1, sest tegemist on positiivsete tdisarvudega.
Samm. Eeldame, et vdide kehtib arvude puhul, mille maksimum on k. Olgu niiiid arvud x ja
y sellised, et max(x, y) = k+1. Viimane vordus on samavéiirne vordusega max(x—1,y—1) = k.
Induktsiooni eelduse pdhjal x—1=y—1, millest x = y.

136. Olgu x; ja xp ruutvorrandi x*+ px—1 = 0 lahendid, kus p on paaritu tdisarv, ning
tihistagu y, = x|’ + xj iga n = 0,1,2,... korral. Toestage, et siis iga n korral y, ja y,+1 on
tihistegurita tdisarvud.

137. Puslet pannakse kokku sammhaaval. Sammuks on kas tiiki iihendamine olemasoleva
plokiga, voi kahe ploki thendamine. Toestage tugeva induktsiooni meetodil, et kuidas tahes
sammusid 14bi viia, on n-tiikilise pusle kokkupanekuks tarvis n — 1 sammu.
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6. Funktsioonid

Definitsioon. Olgu X ja Y hulgad. Kui on antud eeskiri, mis seab hulga X igale elemendile
vastavusse tédpselt {ihe hulga Y elemendi, siis 6eldakse, et on defineeritud funktsioon f, ja
kirjutatakse f: X — Y. Kui elemendile x € X seatakse vastavusse y € Y, siis kasutatakse kirju-

tisty=f(x) voiy= fxvoi f:ix—y.

Definitsioon. Funktsioone f: X — Y ja g: Z - W nimetatakse vordseteks, kui X = Z, Y =W
ja f(x)=g(x)iga xe X(= Z) korral.

Definitsioon. Vaatleme funktsiooni f: X — Y. Hulka G(f) = {(x, f(x)) | x € X} nimetatakse
funktsiooni f graafikuks.

Funktsiooni Iy : X — X eeskirjaga Ix(x) =x Vxe€ X nimetatakse samasusteisenduseks.

138. Skitseerige antud funktsioonide graafikud (x € R):
3

a) f(x)=1-|x|; x°,  kuix<O,
1-x2, kui x <0, o f(x)=1 0, kuio< x<1,

b) f(x)=4 1/x, kui0<x<2, 2x, kuix>1.
1/2, kui x > 2.

139. Olgu fi: X - Yja fo: X - Y. Toestage, et fi = f> parajasti siis, kui G(f1) = G(f2).

140. Olgu f1: X —» Y ja f>: X — Y. Néidake, et G(f1) UG(f2) (samuti G(f;) N G(f2)) on
mingi hulgal X madratud funktsiooni graafik parajasti siis, kui fi = f>.

Olgu X universaalne hulk.

Definitsioon. Hulga A c X karakteristlikuks funktsiooniks nimetatakse funktsiooni y4 : X -
{0,1}, kus

1, kui x € A,
xa(x) :{ 0, kui xe X\ A.

141. Toestage seosed:
S) X@((x))EO(, )()X(x)(El); €) xasB(x)=xa(x)-xa(x)xs(x);
) xa(x)xa(x)=xa(x); Ax)=1- .
0 Xann ()= x4 (XY x5 () D aw () =1 xalx):
d) yaus(x) = xa(x) +x8(x) = xa(x)x8(x);8) xaxs((x,¥)) = xa(x)x5(y)-
142. Niidata, et yy,.,4,(x) = rr_le;XXAi(x), Xy a; (X) = miIn)(Ai(x).

143. Avaldage y 4 p funktsioonide y 4 ja y p kaudu.
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144. Hulga karakteristliku funktsiooni abil tdestage, et kehtivad vordused:

a) (AnB)U(ANB)=4; d) AN(BNC)=(ANB)U(ANC);
b) An(BuC)=(AnB)uU(AnC); e) (ANB)NC=A~(BuUC);
c) Au(BnC)=(AuB)n(AUC); f) (AuB)xC=(AxC)u(BxC).

145. Toestage, et AA(BAC)=(AAB)AC.

Definitsioon. Olgu antud funktsioon f: X — Y ja olgu x € X ning y € Y. Kui y = f(x), siis
elementi y nimetatakse elemendi x kujutiseks ja elementi x nimetatakse elemendi y origi-
naaliks.

Definitsioon. Kui A c X, siis hulka
f(A)={yeY|leidub xe Anii, et y=f(x)} ={f(x)eY|xe A}
nimetatakse hulga A kujutiseks.

Definitsioon. Kui B c Y, siis hulka
£ (B) = {(xeX| f(x) € B)
nimetatakse hulga B originaaliks.
146. Olgu antud funktsioon f ja element xy. Leidke elemendi xo kujutis f(xg).
a) f:N—=>N, f(x):x2+x+1, X0=3
b) f: {Riigid} — {Inimesed}, f(x) =riigi x riigipea, xo = Eesti

¢) f: N—N, f(x)=arvu x erinevate algtegurite arv, xo = 360

2 2
-1
d f:72-27 f(x)= xZ' kui x on paaris, f(x) = xT, kui x on paaritu, xo=-5

147. On antud funktsioon f: R — R ja element y; € R. Leidke koik elemendi y, originaalid:
a) f(x)=4-x%10)y=0;ii)yo=4; iii)y=2;
b) f(x)=3%1)y=3;ii)yo=1;iii)yo=5.
148. Leidke koik elemendi yy originaalid funktsiooniga f.
a) f:N=>N, f(x) =[x, yo=2
b) f:R—>R, f(x)=x(x-1), yo=6
c) f: Z-Z, f(x)=x mod5 (s.t. f(x) on jidk x jagamisel arvuga 5), yo =3
d) f:RxR->R, f((r,5))=(r+2)*+(s-3)% y=4
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149. On antud funktsioon f ja hulk A. Leidke hulga A kujutis f(A):

a f:R-R f(x)=x, A=[1,2]; d) f:R->R, f(x)=-3x, A=[0,3];
b) f:N=R,f(x)=(-1)" A={2} e) f:R->R,f(x)=[x-1], A=[0,3];
¢ f:N-R f(x)=(-1)",A={2,4,6,8,...}f) f: R—>R, f(x)=(x-2)% A=[1,4];

150. Vaatleme funktsiooni f: R— R, f(x)=x*+2x + 2. Leidke jirgmised hulgad.

a) f({-1,0,1}) o f([-22]) e) f((=o0,0])
b) f([-1,1]) d) f([-5-3]u[0,3]) ) f(R)
151. On antud funktsioon f ja hulk B. Leidke hulga B originaal ™' (B):
a) f:R->R, f(x)=cosx, B={0}; ¢ f:N=>R,f(x)=(-1)% B=(0,00);

b) f:N-R, f(x)=(-1)% B={1}; d) f:R->R, f(x)=-3x,B=]0,3].

152. Vaatleme funktsiooni f: R >R, f(x)=x*+2x + 2. Leidke jirgmised hulgad.
a) fT({-1L01}b) f([-22]) o f7([10,50]) d) f7((~o0,0]) & fT(R)

153. Olgu f: R—>R, g: R—>R, f(x)=|x|:=max{meZm<x}. g(x)=[x]:=min{m e
Z|m > x}. Leidke jargmised hulgad.
a) fH({o}), g'({o}) o fl{x|o<x<1}), g l'({x]o<x<1})
b) 1 ({-1,01}), g '({-1,0,1})

154. Olgu m, ke Z. Leidke f ' ({m}), f'({m,m+1}), f([k, k+1]), f([k, k+2]) jirgmiste
funktsioonide f: R — R jaoks:

Q) f()=[lx-5]+5] o f)=T5-23])
b) F() =15~ [+ 1] d f(x)=[2051+5]
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155. Olgu f: X - Y, A}, Ay c X, By,B, c Y. TOestage, et kehtivad jargmised véited:

a) Ajc A= f(A1)c f(A2); d) f7'(B1uBy) = (B)uf T (By);
b) f(A1UA2)=f(A1)Uf(A2); e) fH(BinBy)=f""(B1)n [ (By);
c) BicBy= f 1 (B1)cf(B); ) fU(BiNBa) =1 (B~ f71(By).

156. Toestage jargnevad vordused:

a) f(UA)=Ur(A); b fH(UBa)=Ur " (Ba)i © f((MBa)=S"(Ba).

157. Olgu f:X - Y,Bc Y. Toestage, et f'(Y~B) =X~ f (B).
158. Olgu f: X Y, Ac X. Leidke niiide, kus (X 4) § ¥\ f(A).

159. Olgu f: X - Y,Ac X,B c Y. Toestage jargnevad sisalduvused ja tooge néiteid, kus
need sisalduvused ei ole vordused.

a) Ac fU(f(A)) b) f(f'(B))cB

160. Olgu f: X —» Y, Ac X,Bc Y. Toestage, et f(A)cB< Ac f'(B).
Definitsioon. Funktsiooni f : X — Y nimetatakse injektiivseks ehk iiksiiheseks, kui iga paari
x1,X2 € X, X1 # x, korral f(x1) # f(x2).
Definitsioon. Funktsiooni f : X — Y nimetatakse siirjektiivseks ehk pealekujutuseks, kui
f(x)=v.
Definitsioon. Funktsiooni nimetatakse bijektiivseks, kui ta on injektiivne ja siirjektiivne.

Definitsioon. Funktsioonide f: X - Y ja g: Y — Z korrutiseks ehk kompositsiooniks nime-
tatakse funktsiooni g f : X — Z, mis méaratakse vordusega

(8)(x)=g(f(x)), xeX.

Definitsioon. Substitutsiooniks hulgal M # @ nimetatakse mistahes bijektiivset kujutust
f:M—-> M.

Kui funktsioon f: X — Y on bijektiivne, siis saab defineerida pdérdfunktsiooni f iy X,
mis igale elemendile y € Y seab vastavusse tema originaali x € X funktsiooniga f teisenda-
misel, st

') =xey=f(x).
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161. Otsustage, kas jargmised funktsioonid on siirjektiivsed.

a) g:N-=>N, g(x)=x+2 b) p: Z~7Z, p(x)=x+2

162. Maddirake, kas funktsioon f on injektiivne, siirjektiivne voi bijektiivne kujutus.
Pohjendage (tihistame R, = {x | xR, x> 0}):

a) f:R->R, f(x)=3x-2; g f:R—>[-1,1], f(x) =sinx;

b) f:R-R, f(x)=2% h f: [_7 7] [-1,1], f(x) =sinx;
o) f:R—>Ry, f(x)=x%
i f: (_7 —)—>[R€ f(x)=tanx;

d) f:Ry >Ry, f(x)=x% 2
e) f:R-R, f(x)=x> j) f:R—>R, f(x)=cosx;
f) f:R—>R, f(x)=sinx; k) f:(0,m) >R, f(x)=cotx;

163. Madadrake, kas funktsioon f on injektiivne, siirjektiivne voi bijektiivne kujutus.
Pohjendage.

a) f: Z->N, f(n)=1+n+3|n|; ¢ f:Z-7Z, f(x)=(-1)*x
b) £ N7, f(n)= (-1)"n. NN o o
d) f:N->N, f(x)=1+ 5

164. Maddirake, kas funktsioon f on injektiivne, siirjektiivne voi bijektiivne kujutus.
Pdhjendage.

a) f: R? - R?, f(x,y)=(x+y,x-y) C) §:ZxZ—~7ZxZ, g(mn)=(2m,m-n)
b) g: ZxZ -7, g(mn)=m*-n

165. Téhistame tdhega E paarisarvude hulga. Iga jirgmise funktsiooni f: Z — E korral
otsustage, kas f on injektiivne voi siirjektiivne. P6hjendage oma vastust

2X, kui x on paaritu 4-2x, kuix on paaritu

a) f(x) :{ b) f(x) :{

4-x, kuix on paaris 2x, kui x on paaris

166. Olgu funktsioon f: [0,1]x{1,2,3} - [1,4] antud kujul f(x,y) = x+ y. Ndidake, et f
on siirjektiivne, aga ei ole injektiivne.
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167. Olgu funktsioon g: [1,4] - [0,1] antud kujul g(x) = 7. Néidake, et g on injektiivne,
aga ei ole stirjektiivne.

168. Olgu X =Nu{-1,3.5} ja Y =Nu{0}. Leidke funktsioon f: X — Y, mis on injektiivne
ja siirjektiivne ning f(2) = 3.

169. Olgu antud kahe muutuja funktsioon g : Z x Z — Z nii, et g(m, n) = m* - n.
a) Kas funktsioon g on iiksithene? Kas funktsioon g on pealekujutus?
b) Arvuta funktsiooni vairtused g(0,3), g(3,-2), g(-3,-2) jag(7,-1).
c) Leia funktsiooni g vddrtusele 0 vastav originaalide hulk. (Kasuta hulgasiimboolikat!)
d) Leia funktsiooni g vddrtusele 5 vastav originaalide hulk.

170. Olgu ¢: A — B bijektsioon. Toestage, et
a) (p_l on bijektsioon,
b)¢p~lp =14,
c) (p(pfl = Ip.

171. Toestage, et funktsioon f: X — Y rahuldab tingimust
f(AnB)c f(A)nf(B) VABcX
ning vordus f(AnB) = f(A) n f(B) kehtib parajasti siis, kui f on injektiivne.
172. Toestage, et f([)Aa) € [)f(Ax). Tooge ndide funktsioonist f ja hulkadest Ag, kus
F(NAa) = f(Ag). Ncia'punéiidg: vaadelda projekteerimisteisendust.
a a

173. Hulga X iga osahulga A korral toestage, et f(X \ A) c Y \ f(A) parajasti siis, kui f on
injektsioon.

174. Hulga X iga osahulga A korral toestage, et f(X \ A) > Y \ f(A) parajasti siis, kui f on
siirjektsioon.

175. Tooge ndide funktsioonist f tdisarvude hulgast positiivsete tdisarvude hulka, mis
a) Oninjektiivne, aga ei ole siirjektiivne.
b) On siirjektiivne, aga ei ole injektiivne.
¢) Oninjektiivne ja siirjektiivne.

d) Eiole injektiivne ega siirjektiivne.
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176. Hinnake jargmist tdestust hindega A, C voi E kus hinne A antakse korrektse toestuse
eest, hinde C saab osaliselt dige toestuse eest ja hinne F tdhendab, et tdestus on vale. Poh-
jendage oma hinde panemist.

—-X, kui x e R\Q
2x2—\/§, kuixe@
Toestus: Olgu x # y. Siis 2x* —\/2#2y* —\/2ja —x # —y. Seega f(x) # f(y), mis toestab, et f
on injektiivne.

Viide: Funktsioon f: R — R kujul f(x) = { on injektiivne.

177. Olgu A ja B mittetiihjad hulgad. Defineerime funktsiooni
p1: AxB— A, p1(a,b)=a,
iga (a, b) € A x B korral. See on esimene projektsiooni funktsioon.
a) Kas funktsioon p; on siirjektsioon? P6hjendage oma vastust.
b) Kui B = {b}, kas funktsioon p; on siis injektsioon? P6hjendage oma vastust.

¢) Millis(t)e tingimus(t)e korral ei ole funktsioon p; injektsioon? Koostage vastav vdide ja
toestage see.

178. Olgu C koikide ldigus [0, 1] pidevate funktsioonide hulk. Defineerime funktsiooni A :
C — Rjargnevalt: iga f € C korral

1
AN = [ @z
0

Kas funktsioon A on injektsioon? On see siirjektsioon? P6hjendage oma vastuseid.

179. Olgu A={(m,n)|meZ neZjan=+0}. Defineerime funktsiooni f: A — Q jirgnevalt:

iga (m,n) € Akorral f(m,n) = m+n.
n

a) Kas funktsioon f on injektsioon? P6hjendage oma vastust.

b) Kas funktsioon f on siirjektsioon? P6hjendage oma vastust.

Tahistame A® = { f: B> A| f on funktsioon}.

180. Olgu hulkade Aja A; vahel ning B ja B vahel iiksiihesed vastavused (e. bijektsioonid).
Toestage, et siis on liksiitheses vastavuses ka hulgad
a) AXBjﬁAl x By,
b) A% ja AP,
c) AUBjaA1 UBl,kuiAﬁB:@jaAlﬁBl =yd.
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181. Korraldage iiksiihene vastavus jargmiste hulkade vahel:
a) AxBjaBxA,

b) Ax (BxC)ja(AxB)xC,

) (AxB)ja A x B®,

d) (AB)Cja ABXC'

e) ABYCja ABx AC kui BnC=2.

182. Olgu A ja B hulgad, B # @. Defineerime funktsioonid f : P(B) - P(B), g: P(B) —
‘P(B) valemitega f(X)=XuUAja g(X)=Xn A. Mis tingimusel on f voi g injektiivne funkt-
sioon? Mis tingimusel on f voi g siirjektiivne funktsioon?

183. Olgu C # @ ja A,B c C ning f,g: P(C) — P(C) x P(C) funktsioonid, kus f(X) =
(XUAXUB), g(X)=(XnAXnB)iga X € P(C). Mis tingimustel on f voi g injektiivne
funktsioon?

184. Olgu f(x)=3x, g(x)=x+1ja h(x) = x*+2. Leidke

a) (f&)(3); o (gf)(x); e) (fh)(x); g (gh)(x);

b) (fg)(-6); d) (fh)(2); ) (hf)(x); h) (hg)(x).
185. Olgu f(x)=x*—-1ning g(x) =3 - x. Leidke

a) (gf)(1); b) (fg)(-4); o (fg)(x+1); d) (fg)(x+2).
186. Olgu f(x)=x*+3ning g(x) = x—4. Leidke (fg)(x) ja (g f)(x) ning lahendage
vorrand (fg)(x) = (8/)(x).
187. Leidke g f, fg, g% f°, kui

a) f(x)=2x+1ljag(x)=3x-1; b) f(x)=x*jag(x)=2"

188. Leidke f7!, kui

a) f(x)=3x-1; ) f(x):ix“_’; e) f(x)=2x>+3;
b) f(x)=2"-3; d) f(x)=v3x-3; B f(x)= 25, x45.

5-x’

189. Leidke g f, fg, g°, f°, kui f ja g on substitutsioonid hulgal X:

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
a) x:{1,2,3,4,5},f:(3 1 2 5 4)’ :(5 1 2 3 4)

)

1 23 456 1 23 456

b) X={1,2,f'a,4,5,6},f=(6 1 5 3 4 2)’g:(6 5 1 4 3 2);
1 23 456 1 23 456

c) X={1,2,3;4»5’6}!f:(3 1 2 6 5 4)’g:(6 5 4 3 2 1)



190. Leidke f_l, g_l, g_zfg, f3g2, kui f ja g on substitutsioonid hulgal X:

1 2 3 4 1 2 3 4
) X:{1’2'3’4}’f:(2 1 4 3)'g:(4 1 2 3);

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
b) X:{1’2'3’4'5}’f:(2 31 5 4)’g:(3 2 1 5 4);

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
© X:{1’2'3’4'5}’f:(2 1 4 3 5)’g_(4 5 3 2 1);

191. Toestage, etkui f: X — Y jag:Y — X korral gf = Ix, siis f on injektiivne ja g on
stirjektiivne.

192. Toestage, etkui fi: X —>Y, r:X->Y,g:Y —> Z, gfi = gf> ja g on injektiivne, siis
h=fe

193. Toestage, etkui f: X —>Y,g1: Y > Z,g:Y > Z, g f=gfjaf onslrjektiivne, siis
81=82-

194. Olgu f: X —>Yjag:Y — Z.0lgu h =g f. Toestage voi liikkake {imber jargmised viited.
a) Kui f ja g on injektiivsed, siis ka & on injektiivne.
b) Kui f ja g on siirjektiivsed, siis ka & on siirjektiivne.
¢) Kui f ja g on bijektiivsed, siis ka % on bijektiivne.
d) Kui & on injektiivne, siis ka f on injektiivne.
e) Kui h on injektiivne, siis ka g on injektiivne.
f) Kui h on siirjektiivne, siis ka f on siirjektiivne.
g) Kui h on siirjektiivne, siis ka g on siirjektiivne.

195. Olgu X,Y ja Z mittetiihjad hulgadja f: X - Y ning g: Y — Z funktsioonid. Téestada
viited:
a) Kui f onstirjektiivne ja g f on injektiivne, siis g on injektiivne.
b) Kui g on injektiivne ja g f on siirjektiivne, siis f on siirjektiivne.
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7. Hulga voimsus

Definitsioon.

1. Oeldakse et hulgad X ja Y on sama voimsusega ehk ekvivalentsed ja kirjutatakse | X| =
|Y| v6i X ~ Y, kui leidub bijektiivne kujutus f: X — Y. Kui hulgad X ja Y ei ole sama
voimsusega, siis kirjutatakse | X|# |Y|voi X + Y.

2. Oeldakse, et hulga X voimsus ei iileta hulga Y voimsust ja kirjutatakse | X| < |Y], kui
leidub injektiivne kujutus hulgast X hulka Y.

3. Oeldakse, et hulga X voimsus on viiksem kui hulga Y voimsus ja kirjutatakse | X| < |Y],
kui | X|<|Y]ja |X] #]Y].

Definitsioon.
1. Oeldakse, et hulk X on 16plik, kui X = & voi leidub selline n €N, et | X| =|{1,..., n}|.
Oeldakse, et hulk X on Idpmatu, kui ta ei ole 16plik.
Oeldakse, et hulk X on loenduv, kui X ~ N.
Oeldakse, et hulk X on iilimalt loenduv, kui | X]| < |NJ.
Oeldakse, et hulk X on kontiinumi voimsusega, kui | X| = |R|.

o »n

Teoreem. Kui hulga A voimsus ei iileta hulga B voimsust ja hulga B voimsus ei iileta hulga A
voimsust, siis hulgad A ja B on sama véimsusega.

196. Otsustage, kas hulk on 16plik v6i lopmatu. Kui hulk on 16pmatu, otsustage kas on loen-
duv véi mitte. P6hjendage.

a) X={-10,-9,-8,...,-1,0,1,2,...,5,6}; ¢ X=g;
b) X={10":xeN}; d) X=(1,2).

197. Esitage bijektsioonid f:N — M ja g: M — N jargmiste hulkade M korral (siin k € N)

a) M=17; d) M=Nu{-k,1-k,...,0};
b) M on paarisarvude hulk; e) M=Nu{a,a,...,ar};
¢) M on paaritute arvude hulk; f) M=NxN.

198. Hilberti hotellis on loenduv arv tube, koigis kiilalised. Kuidas paigutada uued kiilali-
sed, kui:
a) saabub rong miljoni kiilalisega;
b) saabub rongloenduva arvu kiilalistega;
¢) saabub loenduv arv ronge, igas rongis loenduv arv kiilalisi.
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199. Kas hulk N on ekvivalentne enda mingi périsalamhulgaga?
200. Toestage, et iga lopmatu hulk sisaldab loenduva alamhulga.

201. Toestage, et hulk on 16pmatu parajasti siis, kui ta on ekvivalentne enda mingi périsa-
lamhulgaga.

202. Olgu Aja Bloenduvad hulgad. T6estage, et Au B on loenduv.

203. Olgu Aloenduv hulk ja B 16plik hulk. Toestage, et AuB ja A\ B onloenduvad ja AnB
on 1oplik.

204. Toestage, et naturaalarvude hulga koéigi 16plike alamhulkade hulk on loenduv.

205. Esitage koigi naturaalarvude hulk N kujul |_J A,, kus hulgad A;, A,,... on 16pmatud
n=1
ja paarikaupa loikumatud.

206. Olgu A mittetiihi 16plik hulk. Nimetame teda tdhestikuks, tema elemente tédhtedeks
ja iga loplikku tdhtede jarjestikust kirjutist sdonaks. Kui a, b, ¢ € A, siis sonad on néiteks a ja
bacaa. Toestage, et koigi sonade hulk on loenduv.

207. Toestage, et koigi loplike binaarjarjendite hulk on loenduv. Téestage, et koigi binaar-
jadade hulk on kontiinumi voimsusega.

208. Toestage, et koikide ratsionaalarvuliste otspunktidega reaalarvude vahemike hulk on
loenduv.

209. Toestage, et hulkade A, B ja C korral kehtib: kui A~ Bja B~ C, siis A~ C.

210. Olgu Aja B hulgad. Toestage, et kui A\ B ~ B\ A, siis A~ B. Tuua ndide hulkadest A
ja B, mille korral vastupidine implikatsioon ei kehti.

211. Tooge nidide hulkadest A, B,C ja D, mille korral A~ Cja B~ D, kuid AuB+ CuD ja
AnB+CnD.

212. Olgu A, B,Cja D hulgad. Toestage, etkui A~ Cja B~ D, siis AxB~CxD.

213. Olgu X ja Y hulgad.
a) Toestage, etkui X c Y, siis | X| <|Y].
b) Toestage, etkui X ¢ Y ja Y on16plik hulk, siis | X| <|Y].

214. Olgu X, Y ja Z hulgad. Toestage, et kui |X| <|Y|ja|Y|<]|Z], siis | X| <] Z].

215. Olgu A ja B loplikud hulgad. Toestage, et kui |B| < |A|, siis tikski kujutus A — B ei ole
injektiivne.
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216.

217.

Toestage, et reaalarvude vahemik (0, 1) ei ole loenduv.

Esitage konkreetsed bijektiivsed kujutused f: A - B, g: B - A hulkade A ja B vahel

(siina,b,c,deR,a<b,c<d):

a)
b)
c)

d)

218.

a)
b)

219.

220.

221.

222,

A=(a,b), B=(c,d) e) A=(-o0,b), B=(c,00) i) A=[a,b], B=[c,d)

A=(a,b), B=(-c0,d) f) A=(-o0,b), B=R
) A=[a,b], B=(c,d)
A=(a,b), B=(c, ) g) A=(a,), B=R

A=(a,b), B=R h) A=[a,b), B=(c,d) k) A=[a, ), B=(c, ).
Olgu X 16pmatu hulk ja Y {ilimalt loenduv hulk.
Toestage, et XU Y ~ X.

Toestage, et kui hulk X \ Y on l6pmatu, siis X \ Y ~ X.

Mis on kéigi irratsionaalarvude hulga voimsus?
Leidke koigi naturaalarvuliste liikmetega jadade hulga voimsus.
Leidke koigi naturaalarvuliste liikmetega kasvavate jadade hulga voimsus.

Olgu X koigi selliste reaalarvude hulk, mis kuuluvad vahemikku (0,1) ja mille kiim-

nendesituses leidub number viis. Toestage, et X ~ (0,1). Toestage veel, et iga vahemiku
(a,b) c (0,1) korral leidub vahemik (¢, d) c (a, b) nii, et (¢,d) c X. Nédidake, et tdiendhulk
(0,1) \ X on I6pmatu.

223.

Olgu A,, n=1,2,..., hulgad. Toestage, et kui iga hulk A,, n =1,2,..., on kontiinumi

[e o]

voimsusega, siis ka hulk (_J A, on kontiinumi véimsusega.

224.

n=1

Tuua niide kontiinumi voimsusega hulkadest A ja B nii, et a) An B on (i) 16plik, (ii)

loenduv, (iii) kontiinumi voimsusega. Ulesanne b) sisaldab samu alamiilesandeid (i)-(iii) na-
gu a), kuid hulga An B asemel on hulk A\ B.

Vihje: uurige algebraliste reaalarvude hulga véimsust.
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8. Seosed

Definitsioon. Olgu X ja Y hulgad. Seoseks ehk relatsiooniks hulkade X ja Y vahel nimeta-
takse otsekorrutise X x Y mis tahes osahulka.

Kui R c X x X, siis rddgitakse seosest hulgas X. Paari (x, y) € R korral 6eldakse, et elemendid
X ja y on seoses R ning tdhistatakse ka xRy.

Definitsioon. Olgu X ja Y hulgad. Seost R c X x Y nimetatakse funktsiooniks, kui
a) iga x € X korral leidub y € Y nii, et (x,y) € R
b) kuixe Xjay,zeY onsellised, et (x,y) € Rja(x,z)€R,siis y = z.

225. Olgu A={1,2,3,4}. Milliseid jirjestatud paare sisaldab seos R = {(a, b) : a|b}, mis on
maédratud hulgal A?

226. Olgu A={1,2,3,4,5,6}. Esitage nooldiagrammi abil jirgmine seos
R={(x,y) e Ax A| x+y on paarisarv }.

227. Esitage jargmised hulgal X = {1,2,3,4} méiratud seosed maatrikskujul ja graafina.

a) R={(1,3),(2,1),(2,4),(3,2),(41)}; o R={(xy)|x>y};
b) R=g; d) R={(x,y)|~(x=y)}.

228. Esitage jirgmiste maatriksitega antud seosed paaride loeteluna hulgal X = {1,2,3,4}.

01 00 00 0 0
01 1 0 01 0 1
A M=y 1 o of O Mr={s o o of
1 00 1 01 0 1
01 1 1 01 1 1
00 1 1 1 0 1 1
by Ms=15 ¢ o 1f O Mp=t) 1 o 1|
00 0 0 1 110

229. Olgu X ={1,2,3,4} ja Y ={a, b, c}. Esitage seos R hulga X x Y alamhulgana (ehk paa-
ride loeteluna), kui tema maatriksesitus on

0
(a)

- O O O
— =
- O O O

0 1
1 0
1 0

—
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230.

R xR.

a)
b)
c)

231.
a)

b)
c)
d)
e)
232.
a)
b)

c)
d)

233.

a)

234.

Esitage antud seosed visuaalselt tasandi punktipaaride hulgana. Eeldame, et (x,y) €

R={(x,y)|¥+y* =1} d) R={(x,y)|4x*+y*=16};
R={(xy)|x*+y* <1} e) R={(x,y)||x|=[y[};
R={(xy)|x*+y*>1}; f) R={(x,y)||x]+|y|=1}.

Tehke kindlaks, kas antud seos kehtib antud elementide vahel. P6hjendage iga vastust.
Hulgal Z on antud seos R = {(m, n) | m ja n jaguvad sama algarvuga}. Kas kehtib 22 R
452
Hulgal P({1,2,3,4,5}) (st hulga {1,2,3,4,5} k&igi alamhulkade hulk) on antud seos
R={(A,B)| Aja B elementide arv on sama}. Kas kehtib {2,3,4} R {3,4,5}?

Hulgal RxR on antud seos R = {((a,b), (c,d)) | sirge labi punktide (a, b) ja (¢, d) ldbib
koordinaatide alguspunkti}. Kas kehtib (-6,9) R (8,-12)?

Koigi tdhtedest a ja b moodustatud 16plike sonade hulgal on antud seos R = {(s,t) | s
ja t algavad voi l6pevad sama tidhega}. Kas kehtib abbab R bbaba?

Koigi lausearvutusvalemite hulgal on antud seos R = {(F,G) | F ja G on mingil samal
vadrtustusel toesed }. Kas kehtib ~CA(B= A) RBVC = -AAB?

Olgu R={(a,b) ||a-b| <2} seos tdisarvude hulgal Z.
Too niiteid elementide paaridest, mis kuuluvad seosesse R.
Leia koik tdisarvud x nii, et xR5 ja leia koik tdisarvud x nii, et 5Rx.
Kui voimalik, leia arvud x ja y nii, et xR8 ja 8Ry, aga arv x ei ole seoses R arvuga y.
Kui a € Z, leia koik tdisarvud x nii, et xRa.

Leidke arvupaarid, mis kuuluvad seosesse
R={(x,y)€ZxZ|x+y=xy}; b) R={(x,y)ezxz|Y +2x=0.
x
Kujutage graafiliselt seost {(x,y) e RxR || x| =|y]}, kus | x| tdhistab arvu x alumist

tdisosa, s.t. | x| € Z nii, et | x| < x < | x|+ 1.

235. Otsustage, kas jargmised seosed R c {1,2,3,4,5} x N on funktsioonid:
a)R:{(1,1),(3,2),(5,3),(3,4),(1,5)},
b) R={(L,1),(2,1),(3,1), (4,1), (51)},
) R={(3,4),(5,9),(1,9),(2,3)},
d) R={(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(4,1)}.
236. Otsustage, kas jargmised maatriksiga antud seosed R on funktsioonid:
1 0 0 O 01 1 1 1 1 0 O
01 0 0 1 01 1 01 1 0
Noo1o0lP@1 1019290011
0 0 0 1 1 1 1 O 0O 0 0 1
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1 0 0 O 1 0 1 0 1 1
01 0 O 0 0 0 1 0 1
MNo1oof @00l P@or| &lo] P
1 0 0 O 1 0 1 0 1 1
237. Otsustage, kas jargmised seosed R c R x R on funktsioonid:
a) R=RxR, e) R={(11t):teR},
b) R=Rx[0,00), D R={(12'):1¢[0,00)) U{(1,-1):1<0),
- £y, .
©) R=Rx{1}, 8 R={(1,2"):r€[0,00)} u{(t,-1):£<0},
d) R={1}xR h) R:{(tant,t),te(—z,g)}.
’ 2 2

Definitsioon. Seost R c X x X nimetatakse
o refleksiivseks, kui xRx Vx € X;
* irrefleksiivseks, kui x R x Vx e X;
¢ siimmeetriliseks, kui xRy = yRx Vx,y € X;
¢ antisiimmeetriliseks, kui xRyAyRx=>x=y Vx,yeX;
e transitiivseks, kui xRy A yRz = xRz Vx,y,z€ X.

Definitsioon. Seose R c A x B podrdseoseks nimetatakse seost R~ c B x A, mis miiratakse
samaviirsusega bR 'a <> aRb ehk R™' = {(b,a):(a, b) € R}.

Definitsioon. Seost A X = {(x, x) | x € X} nimetatakse diagonaaliks hulgas X.

238. Leidke koik seosed hulgas {a, b}, mis on:

a) refleksiivsed; b) stimmeetrilised; c) transitiivsed; d) antisiimmeetrilised.
239. Olgu A = {1,2,3,4}. Milliseid omadusi (refleksiivsus, irrefleksiivsus, siimmeetrilisus,
antisiimmeetrilisus, transitiivsus) rahuldab seos R = {(a, b): a|b} hulgal A?

240. Olgu A={1,2,3} ja vaatame kolme seost hulgal A.
a) R={(1,1),(1,2),(2,1),(2.2),(3,3)};
b) R={(1,1),(1,3),(2,2),(3,2)};
o R={(1,2),(1,3),(2,3)}.

Milliseid omadusi rahuldavad need seosed?

241. Olgu A={1,2,3,4}. Tooge niide seosest R hulgal A, mis
a) onrefleksiivne, aga ei ole antisiimmeetriline ega transitiivne;
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b) ei ole refleksiivne siimmeetriline ega transitiivne;
¢) on siimmeetriline ja transitiivne;

d) eiole simmeetriline ega antisiimmeetriline;

e) on nii simmeetriline kui ka antistiimmeetriline.

242. Olgu X ={1,2,3,4}. Selgitage, kas seos R hulgal X on refleksiivne, siimmeetriline voi
antisimmeetriline ning esitage R hulga X x X alamhulgana (ehk paaride loeteluna), kui tema
maatriksesitus on

01 0 O 01 1 1 0 0 0 O

01 1 0 0 0 1 1 01 0 1
@ o100 ®fooo1] © fooo0 o0

1 0 0 1 0 0 0 O 01 0 1

243. Selgitage, kas seos on transitiivne, kui tema maatriksesitus on

1 01 0 01 1 1 01 1 1

1 01 0 0 0 1 1 1 01 1
@ 1y o010 ® foo0o0 1) © 110 of

1 01 O 0 0 0 O 1 110

244. Kasreaalarvude hulgal antud seos xRy < x + y = 0 on refleksiivne? Irrefleksiivne?

245. Uurige, milliseid omadusi (refleksiivsus, simmeetrilisus, antisiimmeetrilisus, transi-
tiivsus) rahuldavad jargmised seosed R hulgas Z:

a) xRy<=x=y; ¢ xRy<=x<y; e) xRy=x—-yeN;
b) xRy < x<y; d) xRy<|x-y|>1; f) xRy < x*>-y*=4.

246. Milliseid omadusi (refleksiivsus, siimmeetrilisus, transitiivsus, antisiimmeetrilisus)
rahuldavad jargmised seosed R hulgas R:

a) xRy < x=y% C) xRy < |x-y|22; e) xRy x-yeQ;
b) xRy < |x|=y|; d) xRy <= x=-y; f) xRy < y<x%

247. Olgu X # @. Milliseid omadusi (refleksiivsus, siimmeetrilisus, antisimmeetrilisus,
transitiivsus) omavad jagmised seosed hulga X koigi osahulkade hulgas P(X):
a) (A, B) € R < hulgad Aja B on loplikud ning neil on iihepalju elemente;
b) (A,B)eR< AnB=g;
¢) (AB)eR< AnB#g;
d) (A, B) € R < hulkadel A ja B on tipselt kaks iihist elementi.
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248. Olgu X # @. Vaatleme seost c hulga X kéikide alamhulkade hulgas P(X) ={Y | Y c
X}. Milliseid omadusi rahuldab seos c hulgas P (X)?

249. Vaatleme seost R = {(a,d),(b,b),(d,a),(d,c)} hulgal A ={a,b,c,d}. Leidke vihim
seos, mis sisaldab seost R ja on

a) refleksiivne ja simmeetriline;

b) stimmeetriline ja transitiivne;

c) refleksiivne, stimmeetriline ja transitiivne.

250. Selgitage, millised omadused (refleksiivus, simmeetrilisus, antistimmeetrilisus, tran-
sitiivsus) on seostel R hulgas R x R:

a) (m,n)R(k,1)<= (m<kangl); d) (m,n)R(k,l)=>m+nzk+1;
b) (m,n)R(k,1)< (m<kvngl);
c) (mn)R(k, 1)< m<k; e) (m,n)R(k, 1)< m+l=n+k.

251. Toestage, et kui seos on siimmeetriline ja antisiimmeetriline, siis on ta ka transitiivne.

252. Toestage, et seos on refleksiivne, siimmeetriline ja antisimmeetriline parajasti siis,
kui ta on diagonaal mingis hulgas X.

253. Leidke R™! ning uurige seose ja tema péordseose omadusi, kui

a) R={(a,b),(b,a),(b,b)}; ) R={(x,y)eRxR|x=-y};
b) R={(5,4),(1,2),(3,1),(2,1),(4,3)}; d) R={(x,y)eZxZ|y-x=2}.

254. Olgu R c X x X seos. Toestage, et

a) R onrefleksiivne parajasti siis, kui A X c R;
b) R on siimmeetriline parajasti siis, kui R = RN

255. Leidke jargmiste seoste poordseosed.

a) ({0,1,2},<) b) (N,]) o) (P(2),¢)

Definitsioon. Seost nimetatakse ekvivalentsusseoseks, kui ta on refleksiivne, simmeetriline
ja transitiivne.

256. Millised jargmistest seostest on ekvivalentsusseosed?
a) R={(a,b)eZxZ|a+bon paarisarv }
b) R={(x,y) eRxR|[x|=[y[}
c) R={(x,y)eRxR||x-y|>2}
d) HulkonR?ja (m,n)R(k,1) < (m<k)A(n<l).
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e) HulkonR?ja (m,n)R(k,1) < (m<k)v(n<l).
f) Hulk on R? ja (m,n)R(k,1) < |m—-1|=|k-n|.
g) X on Tartu elanike hulk ja xRy tdhendab, et inimesed on omavahel tuttavad.

257. Millised jargnevatest seostest R hulgas R on ekvivalentsusseosed?

a) XxRy<=x-yeQ b) xRy<x-yeZ

258. Millised jirgnevatest seostest R hulgas R? on ekvivalentsusseosed?

a) (m,n)R(k,l) = m<k b) (m,n)R(k,l) = m+l=n+k

259. Selgitage, millised jargmistest seostest R hulgas X on ekvivalentsusseosed:

a) X onruumikoigi tasandite hulk ja xRy tdhendab, et tasandid x ja y on paralleelsed voi
ihtivad;

b) X on ruumi koigi tasandite hulk ja xRy tdhendab, et tasandid x ja y on risti;

¢) X=RjaxRy<=xy20;

d) X on Tallinna elanike hulk ja xRy tdhendab, et inimesed on omavahel tuttavad.

260. Toestage, et R on ekvivalentsusseos parajasti siis, kui R™! on ekvivalentsusseos.
261. Leidke ndide seosest, mis on refleksiivne ja simmeetriline, aga ei ole transitiivne.

262. Toestage, et lausearvutuse valemite samaviaérsus on ekvivalentsusseos, st refleksiivne,
simmeetriline ja transitiivne.

Definitsioon. Klassijaotuseks mittetiihjas hulgas X nimetatakse hulkade siisteemi { Xy, a €
A}, mis rahuldab jargmisi tingimusi:
* iga a € Akorral X, + @;
° U Xa=X;
acA

L Xa¢Xﬁ=>XaﬂXﬁ:®.

Kui R on ekvivalentsusseos hulgas X, siis hulki X, = {y € X | (,x) € R}, x € X, nimetatakse
ekvivalentsiklassideks.

Definitsioon. Hulga X faktorhulgaks temas antud ekvivalentsusseose R jédrgi nimetatakse
koigi ekvivalentsiklasside hulka X/R = {X, | x€ X}.

263. Pange kirja koikvoimalikud klassijaotused hulgal A= {a, b, c}.

264. Antud hulkadest A;,..., A3 moodustada sellised hulkade siisteemid, mis moodustak-
sid klassijaotusi hulgal Z kui A; = {0}, A2 ={1}, A3={1,2,3,...}, A ={-1,-2,-3,...}, A5 =
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{2,4,6,...}, A¢ = {1,3,5,7,...}, A7 on koigi algarvude hulk ja Ag on kbigi naturaalarvuliste
kordarvude hulk.

265. Kas poolldikude siisteem [n,n+1), n €N, on klassijaotus arvsirgel R?

266. Leidke hulga R klassijaotusele {[k, k+1), k € Z} loomulikult vastav ekvivalentsusseos.

267. Leidke hulgal X = {1,2,3,4,5} miératud ekvivalentsusseose R ekvivalentsiklassid, kui
R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,3),(3,1),(3,5),(5.3), (1,5), (5,1)}.

268. Leidke ekvivalentsusseos R hulgas X = {1,2,3}, kui vastavad ekvivalentsiklassid on
{1,3}ja{2}.

269. Leidke ekvivalentsusseos R hulgal X = {1,2,3,4,5,6}, kui ekvivalentsiklassid on {1},
{2,3} ja {4,5,6}.

270. Olgu A={a,b,c,d,e}.Olgu R ekvivalentsusseos hulgal A. Eeldame, et seosel R on kaks

ekvivalentsiklassi. On teada, et aRd, bRc ja eRd. Kirjutage seos R hulgana.

271. Olgu R seos hulgal N, mis on defineeritud nii, et mRn parajasti siis, kui m ja n annavad
iihe ja sama j44gi jagamisel arvuga 3. Leidke faktorhulk N/R.

272. Olgu hulgas X = {a, b,c,d} antud seos R = {(a, a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,c),(c,a)}.
Veenduge, et R on ekvivalentsusseos ja leidke X/R.

273. Leidke R/R, kui hulgas R on defineeritud seos R jirgnevalt:

a) (x,y)eR<|x|=y|; b) (x,y)eR<=x-yeZ.

Definitsioon. Seost nimetatakse osalise jarjestuse seoseks, kui ta on refleksiivne, antistim-
meetriline ja transitiivne.

Definitsioon. Hulka, millel on antud osalise jirjestuse seos, nimetatakse osaliselt jarjestatud
hulgaks.

Definitsioon. Osaliselt jarjestatud hulka nimetatakse lineaarselt jarjestatud hulgaks, kui iga
elementide paari a ja b korral a < b v6i b < a, s.t kaks suvalist elementi on omavahel vorrel-
davad.

274. Vaatleme seost R hulgas N, kus suvaliste a, b € N korral aRb <> a | b (see tihendab, et
aRb parajasti siis kui a jagab arvu b). Milliseid omadusi rahuldab seos R hulgas N? Kas tegu
on osalise jarjestuse seosega hulgas N?

275. Millised jargmistest seostest hulgal {0, 1,2,3} on osalise jérjestuse seosed?

a) {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3)}
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b) {(0,0),(1,1),(2,0),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}

o) {(0,0),(1,1),(1,2),(2,2),(3,3)}

d) {(0,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}

e) {(0,0),(2,2),(3,3)}

f) {(0,0),(1,1),(2,0),(2,2),(2,3),(3,3)}

g {(0,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),(2,2),(2,3),(3,0),(3,3) }

276. Kashulk (H, R) on osaliselt jarjestatud hulk, kui H on koigi Maal elavate inimeste hulk
ning inimesed a ja b on seoses R, kui

a) a on pikem kui b; e) inimestel a ja b ei ole iihist sdpra;
b) a eiole pikem kui b; f) a kaalub rohkem kui b;

c) a eiolelithem, kui b; g) a=Dbvdiaon bvanem;

d) inimestel a ja b on iihine séber; h) a=bvbiaon bjirglane.

277. Millised jargmistest on osaliselt jarjestatud hulgad?
a) (zZ,=); b) (Z,+); o (z,2); d (Z,1); e) (R,<); f) (R,<).

278. Otsustage, millised maatriksiga antud seosed on osalisele jarjestuse seosed:

1 1 11 0 0 1 00

al 11 0] C)0110 el o 1 0]
1 001 1Y/ 1 0 1

(1)8(1)1 1 01 0

1 1 1 ol 11 0 f)0110

b) 1 , 001’ 0 0 1 1

0 0 1 1 1 0 1

279. Tooge niiteid vorreldavatest ja mitte vorreldavatest elementidest osaliselt jarjestatud
hulgas (N, |).

280. Leidke kaks mitte vorreldavat elementi jargmistes osaliselt jarjestatud hulkades:
a) (P({0,1,2}),c); b) ({1,2,4,6,8},]).

281. Olgu <X ja <Y osalise jarjestuse seosed vastavalt hulkades X ja Y. Defineerime seose
< hulgas X x Y selliselt, et (x1,y1) < (x2,12) < x1 XA 7 <Y y2. Toestage, et seos < on
osalise jarjestuse seos hulgas X x Y.

282. Toestage, et kui R on osalise jdrjestuse seos, siis xRy A yRx < x=y.

m
283. Toestage, et seos (m, n) € R < — €N on osalise jirjestuse seos hulgal N.
n
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284. Toestage, et R on osalise jarjestuse seos parajasti siis, kui R™! on osalise jérjestuse seos.

Definitsioon. Osaliselt jarjestatud hulga X elementi xy nimetatakse vdhimaks, kui xj < x iga
x € X korral. Analoogiliselt, elementi xy € X nimetatakse suurimaks, kui x < xp iga x € X kor-
ral.

Definitsioon. Osaliselt jarjestatud hulga X elementi xy nimetatakse minimaalseks, kui sel-
lest, et x < xp ja x € X korral jéreldub, et x = xp. Analoogiliselt, elementi xp nimetatakse mak-
simaalseks, kui sellest, et xp < x ja x € X korral jareldub, et x = x,.

285. Olgu H ={1,2,3,4} ja vaatleme leksikograafilist jirjestust selles hulgas. Leida

a) koik paarid hulgas H x H, mis on viiksemad kui (2, 3);
b) koik paarid hulgas H x H, mis on suuremad kui (3,1).

286. Leidke osaliselt jarjestatud hulga ({3,5,9,15,24,45},])
a) koik minimaalsed elemendid;
b) koik maksimaalsed elemendid;
c) vahim element, kui see on olemas;
d) suurim element, kui see on olemas.

287. Leidke osaliselt jirjestatud hulga ({2,4,6,9,12,18,27,36,48,60,72},)
a) koik minimaalsed elemendid;
b) koik maksimaalsed elemendid;
¢) vidhim element, kui see on olemas;
d) suurim element, kui see on olemas.

288. Leidke osaliselt jarjestatud hulga ({{1},{2},{4},{1,2},{1,4},{2,4},{3,4},
{1,3,4},{2,3,4}},c)

a) koik minimaalsed elemendid;

b) koik maksimaalsed elemendid;

¢) viahim element, kui see on olemas;

d) suurim element, kui see on olemas.

289. Leidke osaliselt jarjestatud hulga ({{a,b},{a,b,c},{c, b, d,a},{b,d,e}},c)
a) koik minimaalsed elemendid;
b) koik maksimaalsed elemendid;
c) vahim element, kui see on olemas;
d) suurim element, kui see on olemas.

290. Tooge niide osaliselt jarjestatud hulgast, millel
a) on minimaalne element, kuid maksimaalset elementi pole;
b) on maksimaalne element, kuid minimaalset elementi pole;
¢) eiole minimaalset ega ka maksimaalset elementi.
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291. Olgu X={1,2,3} ningR={(x,y) e XxX|x+y=3}jaS={(x,y) e XxX|x-y=1}
seosed hulgas X. Leidke Ro Sja SoR.

292. Olgu A={1,2,3,4}jaR={(1,2),(2,3),(2,4),(3,3),(4,1)} ja
$={(1,3),(2,2),(3,1),(3,3)}. Leidke R}, So R, Ro Sja R®.

293. Olgu R=1{(1,2),(3,4),(5,6),(7,8)} seos hulgast A ={1,3,5,7} hulka B = {2,4,6,8}.
Olgu S={(2,1),(4,3),(6,5),(8,7)} seos hulgast B hulka A. Leia So R ja Ro S. Mida mérkad?
294. Olgu X ={1,2,3} ningR={(x,y) e Xx X |x+y=3}jaS={(x,y) e Xx X |x-y=1}
seosed hulgas X. Leidke Ro Sja SoR.

295. Tooge ndide seostest R ja S mingis mittetiihjas hulgas X, mille korral Ro S = So R.
296. Olgu R ja S seosed mingis hulgas X. Toestage voi leidke kontrandide:

a) kuiseosed R ja S on refleksiivsed, siis on refleksiivne ka kompositsioon Ro S;

b) kuiseosed R ja S on siimmeetrilised, siis on siimmeetriline ka kompositsioon Ro S;

¢) kuiseosed R ja S on antisiimmeetrilised, siis on antisiimmeetriline ka kompositsioon
Ro S;

d) kuiseosed R ja S on transitiivsed, siis on transitiivne ka kompositsioon Ro S.

297. Olgu Rja S seosed hulgas X. Toestage, et (RoS) ' =S 1o R7!.
298. Olgu R c X x X seos. Toestage, et

a) R onrefleksiivne parajasti siis, kui A X C R;

b) R on antisiimmeetriline parajasti siis, kui Rn Rlcax;
¢) R onslimmeetriline parajasti siis, kui R = R_l;

d) R on transitiivne parajasti siis, kui Ro R ¢ R.

299. Olgu R refleksiivne ja transitiivne seos hulgas X. Téestage, et RoR = R.

300. Olgu seos R € X x Y funktsioon hulgast X hulka Y ning seos S € Y x Z funktsioon
hulgast Y hulka Z. Toestage, et seos So R € X x Z on funktsioon hulgast X hulka Z.

301. Olgu seos R € X x Y funktsioon hulgast X hulka Y ning seos S € Y x Z funktsioon
hulgast Y hulka Z. Millistel tingimustel

1) poordseos R~ € Y x X on funktsioon (hulgast Y hulka X),
2) seos So R ¢ X x Z on iiksithene funktsioon (hulgast X hulka 2)?

302. Olgu R, Sja T seosed hulgas X. Toestage sisalduvus (RoS) \ (RoT) S Ro (S\T).
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Vastused ja lahendused

Lausearvutus

[T}fa)]ei ole, aga niiteks ,Iga elu on kunstiteos* on kiill;[b)on kiill;[c)]ei ole, aga niiteks ,Kui kdis on moisa
oma, siis ta lohiseb* on kiill;[d)]ei ole, aga niteks , Tudengi t66 on Gppimine* on kiill;[e)] on kiill; [ on
kiill; [g)] on kiill.

Iga y korral kehtib y4 +4>0.|b)|Iga a ja b korral kehtib a-b=b- a. Iga a korral kehtib cos® a =
1-sin” a.|d)[Leidub selline x, et log,, x = O.Leidub selline @, ettana # 3028 .nga aja b korral kehtib
|a+ b| <|af+]|b|.lg)|Leidub selline x, et e* = 1.

Vxe[R,xzzo.Ba,cosa:O,S.Vp,Vq,(x2+px+q:O,y2+py+q:0,x+y:—p:xy:q)
Vx,ye[R{,x+y:y+x.an,ng,n3,n4el\l,§|i,je{1,2,3,4},i¢j,3|(n,-—nj).Ver,EIyeZ:xy: 1.
B|Vxez3yezy>x.

[} [@)] Toene[b)| Toene[c)| Toene[d)| Vadr[e) Toene )] Vadr (tdisarvudes) [g)| Toene )| Vaar[D] Toene[)] Toene
Kl Téene[] Toene

B} [@)] Toene[b)| Toene[c)| Toene[d)| Vadr [e) Toene )] Vaar[g) Toene[R)] Vaar [ Toene )| Toene

[6l [2)] 2015 ei jagu 3-ga (tdene). )] Leidub paaris algarv (tdene). [c)]2 on algarv (tGene).[d)] Diameetrile
toetuv piirdenurk ei ole sirgnurk (tdene). [e)| Leidub ruutvérrand, millel ei ole kahte reaalset lahendit
(toene). [f)|Igast positiivsest arvust saab votta logaritmi (tene).|g)| V x, %2+l <0 (vaar). M Ja, cos’ a +
TTar?a (vaar).

Ukski arv pole vordne oma vastandarvuga. |b)| Leidub kolmnurk, mille kiiljed ei ole vordelised vas-
tasnurkade siinustega. [c)] Leidub kolmnurk, millel ei ole iimberringjoont. [d)]Iga kolmnurga mediaanid
loikuvad tihes punktis.Leidub reaalarv mille ruut on negatiivne. Iga x korral leidub y, nii et y3 =X.
Iga reaalarvu a korral leidub reaalarv x, niiet a+ x # x

[2)] Leidub naine, kes ei ole ema. [b)] Leidub koer, kellel ei ole kirpe. [)] Mitte iikski tudeng ei ole la-
hendanud koiki iilesandeid sellest {ilesannete kogust. |d)| Koikidel selles klassis on hea suhtumine.
Leidub tudeng, kes ei ole votnud kursust korgemast matemaatikast[f)]Iga poliitik on ebaaus. [g)]On ole-
mas ameeriklane, kes ei s66 juustuburgereid.

@Vx,exzo.EIa,EIb,a+b¢1.VxeN,x¢x+1.ElxeN,x+x¢2x.Ver,EIyeZ,xéy.
dxezZ,VyeZ x+y+0. Hx,xzéx.Vx,x2¢2.3x,3y,x+y§0.3x,Vy,x*y¢1.Vx,ﬂy,
x*y;ty.Elx,Vy,xqty.

Sonastage jargmised laused, eeldades, et A tdhendab lauset "Mulle meeldib jditis"ja B tdhendab
lauset "Sulle meeldib Sokolaad". [a)] Mulle meeldib jétis ja sulle meeldib Sokolaad. [b)] Mulle ei meeldi
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jadtis.[c)]Sulle ei meeldi $okolaad.[d)]Mulle meeldib jéitis vai sulle meeldib $okolaad. [e)]Mulle meeldib
jaatis voi sulle ei meeldi Sokolaad. [f)| Ei ole nii, et mulle meeldib jaitis ja sulle meeldib Sokolaad.
Mulle ei meeldi jaitis voi sulle ei meeldi Sokolaad. Mulle ei meeldi jaitis ja sulle meeldib Sokolaad.
Ei ole nii, et mulle meeldib jéditis voi sulle meeldib Sokolaad. 22 Mulle ei meeldi jaitis voi sulle ei meeldi
Sokolaad.

1) Av B.[p)]-B[c)]-(Av B)[d)]-AA-Ble)]-(ArB)[)]-Av-B

Kui hiir hiippab, siis kass kargab. [b)]Kui kass kargab, siis hiir hiippab.[c)]Kui kass ei karga, siis hiir
ei hiippa. [d)| Ei ole nii, et kui hiir hiippab, siis kass kargab. [¢)]Kui hiir hiippab ja kass kargab, siis vana
karu 166b trummi. Hiir hiippab ja kui kass kargab, siis vana karu 166b trummi. Kui vana karu 166b
trummi voi kass kargab, siis hiir hiippab. Vana karu 166b trummi voi kui kass kargab, siis hiir hiippab.
[D]Kui hiir ei hiippa ja kass ei karga, siis vana karu i 166 trummi.

[@)] Kui on piihapdev, siis Kristjan liheb teatrisse. [b)] Kui on piihapéev ja Kristjan ldheb koeraga ja-
lutama, siis Kristjan ei ldhe teatrisse. Kui ei ole piihapéey, siis Kristjan ei ldhe teatrisse ega sdbrale
kiilla. Kui Kristjan ei ldhe teatrisse ega sobrale kiilla ega koeraga jalutama, siis Kristjan istub kodus.
Kui on piihapéey, siis Kristjan ei istu kodus ning Kristjan ldheb teatrisse voi sobrale kiilla voi koeraga
jalutama. Kui on piihapdey, siis Kristjan ei istu kodus, ning kui ei ole piihapéey, siis Kristjan ei istu
kodus.

[4]a=0vb=0;p)]-(a=0)r-(b=0)[c]a=0A-(b=0);[d]a=3va=-3e]a>0rb>0;[)

a=0vb=0gla+b>cAb+c>anrc+a>bjha=ba2a>cva=cr2a>bvb=cA2b>a.

[15[a)] A = , Toas on isa“, B = ,Toas on ema“; AV B.

@A = ,Anu armastab koeri“, B = ,Mart armastab kasse“; AA B. Kaduma ldheb osalausete vastandami-

ne (,kuid“)

[c)] A = ,Hr. Kask on onnelik, B = ,Pr. Kask on 6nnelik*; (A = —B) A (~A = B). Tegelikult pole ,onne-

lik“ ja ,,6nnetu” tingimata tiksteise eitused.

A = ,Sellel tegelasel on kaastunnet®, B = ,Sellel tegelasel on siidametunnistus“; -AA-B. Kaduma l&-

heb seda tegelast halvustav alatoon.

A = ,Kungla rahvas istus maha so6ma“, B = ,Vanemuine laks murumaal kandlelugu 166ma“; A= B.
Kaduma ldheb tekstirea poeesia ja kultuurilooline taust.

A = ,Talvel paédsevad laevad sadamast vélja“, B = ,Jddlohkuja on laevadele tee rajanud“; A= B.

A =, Tuleb 6nnetusi“, B =, Tuleb palju 6nnetusi“; A= B.Kaduma ldheb tekstirea poeesia. (Tegemist

on vanasonaga.)

[n)] A = ,Jérgmisel kdigul vangerdan*, B = ,Kaotan lipu*, C = ,Saan mati“.; (A= B) A (-A= C).

A =, Televiisor on rikkis“, B = , Televiisoris on mittekvaliteetne transistor®, C = , Televiisori kaitse on l&bi pole
D = Vool ei pédse televiisori toiteplokki“; BV CA D = A.

[)]A = ,Riigikord on kommunism*, B =, Kehtib nsukogude véim*, C =, Toimub kogu maa elektrifitseerimine*;
A< BAC.Kaduma ldheb tsitaadi autentne sonastus.

[16}[)] A = , Piike touseb idast“, B = ,Piike loojub ld4dnes*; A= B.[p)]B = A.[c)]A = ,Ettevite on edukas*,
B = ,Ettevotte asutajatel on kiillaldaselt algkapitali“; A = B.|d)| A = ,Teatrid to6tavad korralikult®, B =
»Teatritele on ette ndhtud riigi toetus“; B = A.|e)] A = B.|f)| A = ,Rida R koondub absoluutselt”, B =
»Rea R koik timberjirjestused koonduvad samaks summaks“; A <> B.
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[17 [a)] toene; [b)] toene; [c)] toene; [d)] védr; [e)] toene; [ véér.

[18}[a)] toene; [b)] toene; [c)] véir; [d)] toene.

9 Aja7.

0}[a)]1 - a; )| a- b;[0)] 1 - (1-a) (1 - b);[dD]1 - a(1-Db);[e)](1-a(1-b))(1-b(1-a)).
[21}[@)] toene; [B)] toene; [c)] toene; [d)] toene; [e)] toene; [[)] toene; [g)] védr; )] vér.

X Y X=-Y X=XAY (X=>—|Y)V(X:>X/\Y)
v v t t t
220a)] v t t t t
t v t \ t
t t v t t
X Y Z -(X=-(YArX)) XVvZ =(X=-(YrAX))=(XVvZ)
v v v v v t
A v t A t t
A% t v v v t
b) v t t v t t
t A A A t t
t v t A t t
t t v t t t
t t t t t t
X Y XA(Y=X) (XaA(Y=X))=>-X
\ A t t
c) v t t t
t v t v
t t t v
X Y (Xv-Y)=Y X=Y ((Xv-Y)=>Y)=>(X=Y)
A v t t t
d)| v t t t t
t v v v t
t t t t t
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X Y Z X=(¥=2) X=YV)=2X=2) X=>(Y=2)=>((X=>Y)=(X=2))
vV VvV Vv t t t
v v t t t t
\ t v t t t

g v ot ot t t t
t v v t t t
t \ t t t t
t t \Y v v t
t t t t t t
X Y XA(Yv-X) (mY=X)vY (XA(YVv-X)A((-Y=X)VY)
v v v v v

e) v t v t v
t \Y v t \Y
t t t t t

23} [@)]jah; [p)]jah.

kasutage t()evéiéirtustabelit;kasutage toevdidrtustabelit voi lihtsustage: X = (XvY)=-XvXV
Y=tvY= t;kasutage toevédrtustabelit voi lihtsustage: X = (Y = (XAY)) ==XV (=Y V(XAY))=
-XV(-YVXA-YVY=-XV-YVX = t;[d)]kasutage tdevédrtustabelit voi lihtsutage: (X = Y) =
(Y=22)=(X=2))=-(-XVvY)V(-(-YVZ)V(-XVZ))=XA-YVYA-ZV-XVZ=t.

[25}[a)]kehtestatav, pole samaselt toene;[b) kehtestatav, pole samaselt tene;[c)|samaselt tdene;[d)]sama-

selt vaar.

[26}[2)] KKAabAbcAac;[p)] CKNaCNabb;[c)| CAabKEcd a;[d)] C <> —(B = AAD);[e)] Av (-AA B = C);[f)]

(=(AV B) < C) AD.
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Valemite teisendamine

a) Jareldumine kehtib. b) Jireldumine kehtib.

Valem —A <> B onsamaviérne valemiga ~A = BAB = -Aehk (AVB)A(-BVv-A).Et A= -B=
-AV -B, siis valemi - A < B tdesuse korral on tdene ka valem A= -B.

Et valem —A <> B on samavéirne valemiga (Av B) A (=B V —A), siis valemi —A <> B tdesuse korral
on -(Av B) viir.

[29} C on viir, A on véidr, B on viir.

A= ,0Opilased on r6omsad*, B = , Toimub kontrollt66*, C = ,Opetajal on hea meel*, D =,0Opetaja ei
taha pidada tundi“. Arutluson: A< -B, A= C,C= D, D= B.

Kui kehtiks A, siis oleks samal ajal —B ja B, mis on vdoimatu. Seega kehtib - A.

A = ,Mihkel kéhib“, B = ,Mihkel on n#ost valge“, C = ,Mihkel on haige“, D =,Mihkel on kiinud
nurga taga suitsu tegemas“. AAB = Cv D, -DA(AVB) = C, C = AA-B. Kuna B kehtib, siis =D
annab, et C, mistdttu —B, vastuolu. Seega kehtib D.

A =, Jiiri vaatab korvpalli“, B = ,Eesti voidab“, C = ,Jiiri on énnelik“, D = ,]Jiiri joob &lut*. Ei voi
kindlalt viita, et Jiiri joi 6lut, sest valem ((AAB = CAD)A(-AAC=D)A(B=C)AC)= Deiole
samaselt toene.

A = ,Siimule meeldib Sokolaad*, B = ,,Siim s66b palju Sokolaadi“, C =, Siimul kaob s606giisu“. Jarel-
dumine kehtib, sest valem ((A= B) A(B= C) A (C = -A)) = - A on samaselt tdene.

Bad A= -A=-A.

Vaatleme valemi B suvalist vddrtustust x. Kuna A(x) = tja A(x) = B(x) = t, siis B(x) = t. Et védrtus-
tus oli suvaline, siis B on samaselt tdene.

Jah, see leiab aset olukorras, kui F on samaselt viar.

B8} [2)]~(~P A Q); )] ~(P A ~P);[)] ~(AA ~A);[D] (=P A Q)i[)] (=P A Q).
B[] P v-Qv R;B) PV -Qi[c)] - (=P v =Q);[d]-(-P v -Q);[e)] Av ~A.
Bol[]-Av B;p)]P v Q0] A Bi[d]C = AP < Q] 4]~ (P A Q)R

Arvud a, b, c on kolmnurga kiilgede pikkused ja kehtib vorratus a+b<c, a+c<bvdib+c< a.
Taisarvude 4, b ja ¢ korral kehtib a = bc ja a ei jagu arvuga b voi a ei jagu arvuga c.[0)] Arv n on
naturaalarvja n®+n+41eiole algarv.|d)|Leiduvad tédisarvud a ja b, nii, et a+ b on paarisarvning a ja b
on erineva paarsusega.

[42} [a)] Selles aines leidub tudeng, kes pole kiinud ei Soomes ega Rootsis.[b)| Leidub e-mail, mis on suu-
rem kui {iks megabait ja mida ei kompresseerita. Kasutaja on aktiivne ja iihtegi vorguiihendust pole
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saadaval. Ukski siga ei oska ujuda voi kalu piitida. [e)| Selles aines leidub keegi, kes oskab prantsuse
ja vene keelt. )] x <OV y > 0. @]Arv x on algarv ja \/x on ratsionaalarv. |h)| Arv x on paaritu ja x? on
paaris arv.[)] Arv x on ratsionaalarv ja x # 0 ning tan x on ratsionaalarv. [j)] (sinx < 0) A (0 < x < 7).
VaVy (x+2y#2v2x+4y+5).D3xVy (x+y+#2v2x—y+1).m)]3xIy ((x>0)A(y<0)A(x-y<0)).
)]vx¥y ((x>0)v(y>0)v(x-y<0)).0)]3xTy (((x=0)v(y=0)v(xy=0))A((x#0)A(y#0)v(xy=*
0))).

[3}[)] P A -Q;[D)] (P Vv -Q) A R;[0)] (~P vV -Q) A=R = —P Vv -Q;[d]-PvQARV-R.

ERIXAYAZVXAYA-ZVXA-YAZVXA-YA-ZV-XAYAZV-XAYA-ZV-XA=YA
ZV=XA-YA-Z.BIXAYV-XAYV-XA-Y.OIXAY.RIXAYVXA-YV-XAYV-XA-Y.[B)
XAYVXA-YV-XAYV-XA-Y.[Q-XAYV-XA-Y.[DXAYVXA-YV-XAYV-XA-Y.[E]XAY.

BERIXA-Y;B]-XV-Y;ROIXAYVXAZVYAZ[DIXAYA-ZVXA-YAZV-XAY AZ]X A=Y A
—ZNV-XANYAN-ZV-XAN-YAZ.

A6l XA-YA-ZV-XAYA-ZV-XA-YAZ.
BAXAYAZVXAYA-ZVXA-YAZV-XAYAZ.

[48 ANBA-CA-=DVAA-BACA-DVAA-BA-CADV-AABACADVAABACA-DVAA-BACA
DVAABA-CADVAABACAD.

. Lausemuutujad X ja Y omandavad véartusi jargnevalt:

X Y
v v
v t
t v
t t

Vastuste veeru toevédrtused kirjutame lithiduse huvides vasakult paremale. Saame jargmised valemid.
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veerg valem

AVATAYAYA A\

vvvt XAY
vvtv XA-Y
vvtt X

vtvv -XAY
vtvt Y

vttv “(X<=Y)
vttt XvYy

tvw  =(XVY)
tvvt XY

tvtv -Y
tvtt Y=X
ttvv -X

ttvt X=Y
tttv -(XAY)
tttt t

B} Kuna (X =Y)=Z=-(-XVY)vZ=XA-YVZagaX= (Y =W)=-Xv-YvVZsiis implikat-
sioon ei ole assotsiatiivne (kontrandite saamiseks piisab valida viértustus (v,t,v)).

Ekvivalentsi assotsiatiivsuse uurimiseks koostame toevadrtustabeli:

>
~

Z (XeV)eoZ X< (Yo2)
v v v

-ttt g <
[ A S EE S S I
- < < ~+ < ~+ =+
- < < ~ < =+ ~+

t
v
t
v
t
v
t

Seega ekvivalents on assotsiatiivne.

Saame, et (XAY)=Z=-(XAY)vZ=-Xv-YVvZaga(X=2Z)A(Y=2Z)=(-XVZ)A(-YVZ).
Need valemid pole samavéirsed (vt. vddrtustust (v,t,v)).

Saame, et X = YAZ=-XVYAZning (X=Y)A(X=2Z)=(-XVY)A(=XVZ)=-XV-XAZV
-XAYVYAZ=-XVvYAZ. Needvalemid on samavaarsed.

Saame, et (X = Y)AZ=(-XVY)AZ=-XAZVYAZnng XAZ=>YANZ=~(XANZ)VYAZ=
-XV-ZVY AZ. Need valemid ei ole samavéirsed (vt. vddrtustust (t,t,v)).

Ka XA (Y = Z)# XAY = X A Z, sest konjunktsioon on kommutatiivne.

BAR]XAY=-(-XVv-Y); X=YV=-XVY; X V=-(-XV-Y)v-(XVY).
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BlXVY=-(-XA=Y); X=Y=~(XA-Y); X Y =o(-(XAY)A(-XA=Y)).
L] XAY=-(X=-Y);XvY=-X=V;X=YV=-((X=Y)= (Y =X)).

B3 Xvy=(X=Y)=Y.
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Hulga maiste

1/(3n*3(n+1)) | neN}; {n((_l)n71)|nel\l};{x\asx<b};{x\x=2k,nez}.

{x\x:O\/(xeN/\x<9 ;{1/n|n€l\|}; n 2\n€N,n<4};{nz\neN};{Sn\neN};
it
55|

{-1,1};p)]{0,2,3,4,5,6,7,... ;;[0]{3,4,5,6,7,8,9,10;[D]{ -1, 1 };[©){0,8/7};[(] { (0, 1), (-1,0) };[g)]
z;h){2,3}.

[56} [2)] elemendid: a, b; alamhulgad: @, {a}, {b}, {a,b}; ) elemendid: 1, {1}; alamhulgad: @, {1},
{{1}}, {1,{1}};[0)]elemendid: a, b, ¢; alamhulgad: @, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}.

67 [@)]jah; b)) ei; [c)]jah; [d]jah; [)]jah; )] jab; g jah; )] ei; D jah; [)] jah; O] ei; [D] ei; fm)] jah; )] jah; [o)] ei.
P(o)={2},P({2}) ={2.{2}}jaP({2{2}}) ={2 {2}.{{z}}.{z.{2}}}.

S 2

| Z h) 7 o
, N
3 7 0
b) Z 2
T f T i) 7\
-C 0 c I >
0
V) (I )
a-€ a ate J !7 -
1
Y zz2 z 3
-3,5 -1 k) 2| =
| |
€) Pz - 9-B3 0+/33
25 2 7
) )
f) P _ Z Z >
! K 1
9) Z 2 > m) 2z 7 N
1 4 3 4

(1)
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: ¢
2: 5 % a b -2 2 x
a) b) c) -2
y A y A
1
x -l X
d) ¢) 1

B1 )] {{1},{1,2},{1,3},{1,2,3} ;b {{a b}.{a b,c},{a, b d},{a b,c,d} [c]{{b}.{b.c} }.

Nii silmast, korvast, kdest kui ka jalast ilmajdédnud sddalaste maksimaalne hulk on 70% (silma kao-
tanud sodalaste hulk). Silmad siilitas 100% — 70% = 30% sodalastest, korvad 100% — 75% = 25%, kded
100%—-80% = 20% ja jalad 100% —85% = 15% neist. Neid arve liites saame sodalaste maksimaalse hulga,
kes ei kaotanud koiki neid 4 organit: 30% + 25% +20% + 15% = 90%. Seega koik need 4 organit kaotas
vdahemalt 100% — 90% = 10% sddalastest.

Toestus matemaatilise induktsiooni abil. Vdide kehtib n = 0 korral: hulgal @ on 20 = 1 osahulk:
@. Vdite kehtivusest n = m korral jdreldub kehtivus n = m + 1 korral, sest iihe elemendi lisandudes
kahekordistub osahulkade arv (igale senisele osahulgale uut elementi lisades tekib uus osahulk).

Viide kehtib suunas <, sest A c Aiga hulga Akorral. Suunas = véite saamiseks kasutame korduvalt
osahulga transitiivsuse omadust: Kui A c B ja B c C, siis A c C. Selle pdhjal voime ahelast Ay c A3 c
---c Ap c Ay vahepealseid liikkmeid korvaldada: Ay c A3 c Ay = Ay c Ay, A c Ay c A5 = Ay c As janii
edasi, kuni jadvad jargi vaid ddrmised liikmed: Ay c A;. Osahulga antistimmetrilisuse omadus annab
niiiid A; c Ap A Ap c A} = Aj = Ap. Teisedki vordused A;_1 = A;,i =3,...,n saame samal viisil.

Tehted hulkadega

Vastustes g) ja i) tdhistab U universaalhulka.[a)] Au@ = A;[B)] An@ = &;[0)] A\ @ = A;[d)] AAD = A;[e)]
ANA=gPlesA=gglava =uih|an A = gi|e’ - U
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] AUB AnNB A\B BNA  AAB
{-1,0,3,4,6) {04} {-1,3} {6} {-1,3,6}
[0,5] [1,2] [0,1) (2,5] [0,1)u(2,5]
66 [0.2]u{46} {0}  (0,2] {46}  (0,2]u{4a,6}
(=00,7] [24] (-0,2)u(47] @ (=00,2)u(4,7]
{1} %) @ {1} {1}
{o,{2}} {o} o {{ez}} {{o}}

67} A=(AnB)u(ANB)={2}u{1}={1,2},
B=(AUB)\(ANB)={1,2,3,4} {1} ={2,3,4}.

B8] [-2,3); D] [-1,3);[0)] (2,3] U (5, 00 );[d)] (—00,0) U (1,5].

) 2 z

2
3
A ) 2
3 o 1 5

9] A" = {1,3,4,6,8}p)] A" = {x| xR, x¢ Q}

Hulkade X ja Y vordsuse tdestamiseks kasutame sageli etappe (c)X c Yja (o)X o Y.

rdl)

EHBCA, A:B, EHA:B:Q, @A:B
BlAc B; [@ANB=g; [)]B = ;

rd 1}
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A £ /
'
A A A
'
£ [\ 7\
'

[72}[)](BNC)\ A;p)] (AN (BUC))u((BNC)~ A) vdi ((ANB)NC)uU((BNC)NA);[c)] (AUBUC)\ (AABAC)
voi ((ANB)U(ANC)u(BnC))N(AnBNC).

10 last tegelevad male ja nditlemisega, aga ei ole skaudid. Maleringis on 19 last.

13 tudengit 6pib ainult inglise keelt, 20 ainult saksa keelt, 30 ainult prantsuse keelt. 20 tudengit ei
opi nimetatud keeli.

Kehtivad vordused {{@}}A{@} = {{@},2} (sest {@} # @, kuna {@} pole tiihi) ja {@}Az = {@}
(sest AAZ = Aiga hulga A korral). Seega ({{o}}A{@})\ ({@}A2) = {{z}}.

Tahistame hulkade A\ B, B\ Aja An B elementide arvu vastavalt a, b ja c. Ulesande tingimustest
saame vordused a+c = m, b+c = nja a+b+c = p. Elementide arvhulgas ANBon a = (a+b+c)—(b+c) =
p-n,hulgas AnBagac=(a+c)+(b+c)-(a+b+c)=m+n- p. Hulgas AAB on elementide arv
a+b=2(a+b+c)-(a+c)-(b+c)=2p-n-m.

Niitame, et suvaline element x kuulub hulka (Au B) U C parajasti siis, kui see element kuulub
hulka Au (BuUC). See tdhendabki, et need hulgad koosnevad samadest elementidest ehk need hulgad
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on vordsed.

xe(AuB)uC < xe€ AUB v xeC

el. x kuulub hulka (AUB) UC el. x kuulub hulka Au BVO0iel. x kuulub hulka C

tihendi def.
<( xeA v xeB ) v xeC
N — N — N
el. x kuulub hulka Avdiel. x kuulub hulka B vdiel. x kuulub hulka C
loogika
<xeAv(xeBvxeC)
tihendi def.
<xeAvxeBuC
tihendi def.
<xeAU(BUC)
Jarelikult (AuB)uC=AuU(BUC).
See toestus lithemalt: x € (AUB)UC < (xe AvxeB)vxeC<«< xe Av(xeBvxe(C) < xe AU(BUC).

[b)](<) Néitame, et Au(BNC) c (AUB)N(AUC). Olgu x € AU(BNC). Siiskas x € Av6i x € BnC.Kuix € 4,
siisx € AUBjaxe AUC, seegakaxe (AUB)N(AUC).Kui x € BnC, kehtib samuti x € (AUB)N(AUC).
(o) Néitame, et (AUB)N(AUC) c AU(BNC).Kuixe (AuB)N(AUC),siis x€e AUBjaxe AUC, seega
xeAvdixe BnC,seegaxec AU(BNC).

[]xe(AnB)NC<« (xe AnxeB)AxeC«xe AN(xeBAxeC) < xe An(BNC);

d)|xe AU(ANB) = xe Av(xe AAxeB) < x€e A

[e)]lxe An(AUB) < xe AA(x€e AVXeB) < xeA

[Dlxe An(BuC) <> xe Ar(xeBvxeC) <> (xe AAxeB)v(xe AAxeC) < xe(AnB)U(ANC);

(c) Olgu x € AN (BUC). Siis x € Aja x ¢ (BuC). See mittekuuluvus tihendab, et x ¢ B ja x ¢ C,
kust koos kuuluvusega x € A saame x € AN Bjaxe ANC, seega x € (ANB)n(ANC). (2) Olgu x €
(ANB)n(ANC).Siisxe ANBjaxe AN C. Seega x € A, kuid x ¢ B ja x ¢ C. Viimased mittekuuluvused
koos kuuluvusega x € A annavad x € A\ (BuUC).

(c) Olgu x € AN(BNC). Siis x € Aja x ¢ BNC. See mittekuuluvus tdhendab, et x ¢ B v6i x ¢ C, kustkoos
kuuluvusega x € A saame x € ANBvoix € ANC, seega x € (ANB)U(ANC). () Olgux e (ANB)U(ANC).
Siis x € ANBvdix e ANC. Seega x € A, kuid x ¢ Bvoi x ¢ C. Viimased mittekuuluvused annavad x ¢ BnC,
mis koos kuuluvusega x € A annab x€ A\ (BN C).

D]xe AN(ANB) < (xe A)A(x¢ ANB) <> (xe A)A(x¢ AVxeB) < (xe A)A(xeB) < xe AnB.

[)] Vordus kehtib, sest hulga A elementidele hulkade B \ A ja B elementide lisamine on samavéérne
(hulga B~ (B~ A) = An B elemendid on hulgas A juba olemas).

K]xe AN (ANB) < (xe A)A(x¢ ANB) <> (xe A)A(x¢ AVx¢B) < (xe A)A(x¢B) < xe A\B.
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Dlxe AN(BNC) <> xe AAx¢ BNC<>xc AA(x¢BvxeC) <> (xe AAx¢B)V(xe(AnxeC) < xe
(ANB)U(ANC).

[m)xe(ANB)NC= xe(ANB)Ax¢Cxc ANX¢BAXx¢C< xe (ANC)Ax¢ (BNC) = x¢
(ANC)N(BNC).

Néitame, etvdide x € An (B \ A) on véir mistahes x korral.

xeAn(B\A) < xeA A XeBNA
———— —~ ~—— inat ———
el. x kuulub hulka AN (B \ A) parajasti siis, kuiel. x kuulub hulka A ja el. x kuulub hulka B \ A

<xe An(xeBAx¢A)
= XeA AX€EBA x¢A
N o o N
el. xkuulub hulka A ja ja el. x ei kuulu hulka A

Oleme joudnud viira viiteni: olukord x € AA x ¢ A on voimatu. Kuna (mistahes) elemendi kuulumine
hulka An (B \ A) on viir viide, siis jrelikult on see hulk tiihi.

Esimese samavadrsuse juures kasutame iihisosa definitsiooni, teise samavédrsuse juures hulkade vahe
definitsiooni ja kolmanda samavéiirsuse juures asjaolu, et PA (Q A R) ja (P A Q) A R on samavéirsed
(seega ei ole vaja sulge kirjutada, kuna tehete jarjekorrast midagi ei soltu).

x€ AAB<=xec(ANB)U(B\A) stimmeetrilise vahe def.
<xe(ANB)vxe(B\A) iihendi def.
<(xeAx¢B)v(xeB,x¢ A) vahe def.
< (xeAvxeB)A(xe AVx¢ A)A
alati toene
(x¢BvxeB)A(x¢BvxeA) loogika 1
alati toene

< (xe AUB)A(x¢ Avx¢B) loogika 2, ithendi def.
< (xe AUB)A-(xe ANx€eB) loogika 3
< (xe AUB)A-(xe ANB) ithisosa def.
<(xe AUB)A(x¢ AnB)
<xe(AUB)N(ANB) vahe def.

Loogika 1 seletus. P A Q loetakse tdeseks parajasti siis, kui P ja Q on toesed. Sisuliselt voib marki A luge-
da ”ja”. P v Q loetakse tdeseks parajasti siis, kui P voi Q (v6i mdlemad) on tdesed. Sisuliselt voib méarki
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v lugeda "voi”. Vdited (PA Q) v R ja (PVv R) A(QV R) on samaviirsed, sest nad on alati samasugused
toevadrtused, soltumata komponentide P, Q ja R tdevdartustest:

P Q R PAQ (PAQ)VR PVR QVR (PVR)A(QVR)
rot ot t t t t t
r ot v t t t t t
t v t v t t t t
v ot ot v t t t t
tr v owv v v t v v
v ot v v v v t v
v ot ot v t t t t
v v v v v v v v

Kui paneme R asemele (R A S) ja rakendame iilaltoodud samaviérsust kolm korda, saame, et viited
(PAQ)V(RAS)ja(PVR)A(QVR)A(PVS)A(QVS) onsamaviirsed.

Loogika 2 seletus. Vdited P ja P A t on samavédrsed, sest neil on alati samasugused tdevadrtused (iiks
on tdene parajasti siis, kui teine on tdene):

P Pnat
t t
v v

Jarelikult PAtAtAQja(PAt)A(EAQ)jaPAQ onsamaviirsed.

Loogika 3 seletus. —P loetakse toeseks parajasti siis, kui P on védr. Sisuliselt on tegu eitusega. Viited
(=P) Vv (-Q)ja-(PAQ) onsamaviirsed, sest neil on alati samasugused tdeviirtused:

P Q (=P)v(=Q) ~(PrQ)
ot v v
r v t t
vt t t
v t t

Kehtigu x € U, kus U universaalne hulk. TGestustes kasutame iilesande |65 tulemusi. [a)| x € (A")’
SxeUrx¢A o xeUrxecAexcAb|re(AUB)NAe (xeA VreB)AxeAs (x¢
AvieB)AxeAe (xe A AxeA)v(xe ArnxeB) < xe ArXx € B < x € (AnB). Alternatiivne
lahendus on kasutada hulkade kommutatiivsust ja distributiivsust ning teadmisi, et AnA’ = g ja guC =
C iga hulga C korral; siis saame (A'UB)n A= An(A’UB) = (An A") U (AN B) = An B.|c)| Hulkade
distributiivsuse omadus annab (AnB)U(AnB’) = An(BUB')= AnX = A.Hulkade distributiivsus
annab (AUB)n(AUB’)=Au(BnB')=Aug=A.

ol o] ;o] ] [0, 2 1:[@] [0, 00):[el] [ 3. 11 [0, 11 [0, 31| [~ 1. 03] (-2, 2):fi] {033 [0, 00 )i s fm)
zi)|[3,00):[0)| (1, o)) @i (0.1, 2,... 3 o] {0, 1.2 ] -, -3,-2,-1,1,2,3,... } ol s w] [2k, 21+ 3T;
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M{-k1-k,...,1,0,1,.... k-1, k};[0]{0}.

4 vidite samavéddrsuse nditamiseks néditame 1. vdite samavéérsust iilejadnutega.

a) Nditame koigepealt, et vdited A c B ja AUB = B on samavaarsed. Selleks nditame, et esimesest vditest
jareldub teine ja teisest viitest jareldub esimene.

al) (=) Eeldame, et kehtib A c B ja nditame, et siis kehtib Au B = B. Paneme téhele, et alati kehtib
Ac AuB, sest iihendisse AUB kuuluvad definitsiooni jargi kdik hulga A ja hulga B elemendid. Jarelikult
vorduse AU B = B toestamiseks piisab ndidata, et AUB c B.

xeAuB<=xecAvxeB iihendi def.
=xeBVvxeB eeldasime, et Ac B
<x€eB

a2) (<) Eeldame, et kehtib Au B = B. Niitame, et siis kehtib A c B.

xeA=xecAvxeB loogika
<xecAUB ithendi def.
<x€eB eeldasime, et AUB =B

Kuna elemendi kuulumisest hulka A jareldub tema kuulumine hulka B, siis jdrelikult A ongi B osahulk.
Seletus esimese jareldumise juurde: kui element x on hulgas A, siis kehtib vdide ”"x on hulgas A voi x
on hulgas B”.

bl) Veendume, et Ac B = An B = A. Sisalduvus An B c A kehtib suvaliste hulkade A ja B korral. Jadb
ndidata, et juhul A c B kehtib ka vastupidine sisalduvus Ac AnB.Saame x€e A= xc AAxeB=x¢
(AnB).

b2) Veendume, et An B = A= A c B. Kuna vdrdsed hulgad on teineteise alamhulgad, saame vorduse
AnB=Akorral Ac AnB,seegaxc A=xc ANB=xc AANxeB=x¢€B.

cl) Veendume, et A c B = A\ B = @. Kasutame selleks vastuvditelist tdestust. Kui A\ B # @, siis
dxe ANB=3Jx:xe AAx ¢ B, mis on vastuolus eeldusega A c B.

c2) Veendume, et AN B =g = Ac B. Kui A\ B = g, siis ei leidu hulka A kuuluvaid ja hulka B mit-
tekuuluvaid elemente, mis tdhendabki, et kdik hulka A kuuluvad elemendid kuuluvad ka hulka B ehk
AcB.

KehtiguAcB.xeAuC:>xeAvxeC:xEBvxeC:xeBuC.
blxe AnC=xe AAxeC=xeBAxeC=xeBnC.

Clxe ANC=xec AAx¢C=>xeBAx¢C=xeB\C.
d)|xeC\B=>xeCAx¢B=>xcCAx¢ A=>xecC\A.
OlguXuniversaalnehulk.xeB’:xeX/\xqéBzxeX/\)mA:xeA/.

Molemad viited tdhendavad, et hulkade A ja B koik elemendid on ka hulga C elemendid.
Molemad véited tdhendavad, et hulga C koik elemendid on ka hulkade A ja B elemendid. |c)|Kui C c
AvCcB,slisxeC=(xe AvxeB)=xec AUB.

B4}[a)] AUB = ((AAB) N A)AB, AUB = (AnB)A(AAB);[p) A\ B = (AAB) n A, A\ B = AA(An B);[0)]
AnB=(AUB)AAAB;[d|ANB=(AUB)AB;[e)]AUB=(A\B)AB.J)JAnB=A\ (A\B).

Lopliku arvu hulkade A, ..., A;, drajatmisel antud iihendist jddvad tihendisse alles hulgad indeksi-
tega m >max{iy,..., in }, mis sisaldavad koiki drajdetud hulki.
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Lopliku arvu hulkade A4;,..., A;, drajitmisel antud {ihisosast jddvad {ihisosasse alles hulgad in-
deksitega m > max{iy, ..., in}, mis sisalduvad koigis drajdetud hulkades.

]{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)};
{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3) };
©1{(3,1),(3,2),(3,3),(4,1),(4,2),(4,3) 5 [d]{ (1,3),(2,3),(3,3), (1,4),(2,4), (3,4) Ji[e[{ (5.2), (5.3) }.

Elementide arv hulkades P(A), Ax B, P(A) x P(B) ja P(Ax B) on vastavalt 2", m-n, 2" ja
27 RIP(A) = (2, {a}, (b, {a,b} ), Ax B={(4,0), (b)), P(A) < P(B) =
={(2,9),(2,{c}),({a},2),({a},{c}),({b},2), ({b},{c}),({a b}, @), ({a b}, {c}),
P(AxB)={@,{(a,c)},{(bc)},{(ac),(bc)}}.

bIP(4) =P(B)={2,{0},{1},{0,1}}, Ax B={(0,0),(0,1),(1,0),(1, 1)},
P(A)xP(B)={(2,2),(2,{0}),(2,{1}),(2,{0,1}), ({0},2), ({0},{0}),

({0}, {1}),({0},{0,1}), ({1}, 2), ({1}.{0}), ({1}, {1}),
({1},{0,1}),({0,1},2), ({0, 1},{0}), ({0,1},{1}), ({0,1}, {0, 1}),
P(AxB)={2,{(0,0)},{(0,1)},{(1,0)},{(1,1)},{(0,0),(0,1)},{(0,0),(1,0) },
{(0,0),(1,1)},{(0,1),(1,0)},{(0,1),(1,1)},{(1,0),(1,1)},{(0,0),(0,1),(1,0)},
{(0,0),(0,1),(1,1)},{(0,0),(1,0),(1,1)},{(0,1),(1,0),(1,1)},{(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1) }.
]P(A) ={@,{a},{b}.{c}.{a b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}, P(B)={2}, AxB=0,
P(A)xP(B)={(2,9),({a},2),({b},2),({c},2), ({a, b}, @),
({a.c},2),({b,c},2),({a,b,c},2)}, P(AxB) ={2}.

V()rdusedAx@:@,@XAzgon ilmsed: otsekorrutist ei saa moodustada, kui moni komponent-
hulk on tiihi.

) (x,y) e Ax (BUC) <> xe Anye(BUC) <> xe An(yeBvyeC) <« (xe AnyeB)v(xeAnye
C)<(x,y)e(AxB)Vv(x,y)e(CxD) <« (x,y)e(AxB)u(CxD).

[](x,y) e (ANB)xC<«>xc ANBAyeC<>xc ANx¢BAyeC<> (xe ANyeC)A(x¢BAyeC) <
(5,7) € (AXC) A(%,7) € (BxC) < (x,7) € (AxC)~ (BxC).

[@)](x,¥) e (AnB)x(CND) <> xe AnBAyeCnD<«>xec ANxeBAyeCAyeD < xe AnyeCAxe
BAayeD < (x,y) e (AxC)A(x,y) e (BxD) < (x,y) e (AxC)n(BxD).

[91} Véimalus 1 Olgu (x,y) € (Ax B) u(C x D). Siis (x,y) € Ax Bvdi (x,y) € Cx D.Juhul (x,y) € Ax B
kehtib x € Aja ye B, seegaxe AUCjaye BuD,seega(x,y) € (AuC)x(BuD).Juhul (x,y) e CxD
kehtib x € Cja y € D, seegajille (x,y) € (AuC) x (BUD).

Voimalus 2

(x,y)e (AxB)U(CxD) <« (x,y)€e AxBVv(x,y)eCxD ithendi def.
< (xeA yeB)v(xeC,yeD) otsekorrutise def.
< (xeAvxeC)A(xe AvyeD)
A(yeBvxeC)A(yeBvyeD)
= (xeAvxeC)A(yeBvyeD) (PAQ)=P
< (xe AUC)A(yeBuUD) ithendi def.
< (x,y) e (AuC) x (BuUD) otsekorrutise def.
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Voimalus 3

(AuC)x(BuD)={(x,y)|xe AuC,ye BUD} otsekorrutise def.
={(x,y)|(xe AvxeC)A(yeBvyeD)} ithendi def.
={(x,y)|(xe AnyeB)v(xecArnyeD)

v(xeCAayeB)v(xeCAryeD)} lausearvutus

>{(x,y)|(xe ArnyeB)v(xeCaryeD)}

() [(xy)eAxBv(xy)eCxD)}
=(AxB)u(CxD)

Mittetiihjad kdikvoimalike paaride hulgad on vordsed parajasti siis, kui komponenthulgad on vord-
sed.

93} [a)| Kui A; c B; iga i = 1,2,...,n korral, siis x; € A; A A; c B; = x; € B;, seega (X1,X2,...,Xn) € Ay x
Ap x--+x Ap = (X1,%2,...,Xn) € By x Bp x---x By Kui mingi i € {1,2,...,n} korral sisalduvus A; c B;
ei kehti, siis vektorid (x1, x2,..., x5 ) koordinaadiga x; € B; \ A; ja muude koordinaatidega x j€Bjje
{1,2,...,n}~{i} kuuluvad hulka B; x B x --- x By, aga mitte hulka A1 x A x---x Ay, seega need hulgad
pole vordsed.

KuiA,- =B;,i=1,2,...,nkehtib A; cB;,i=1,2,...,n, garanteeridesp(‘)hjal ApxApx--xApx C By x
By x---xBp, agakehtibka B; ¢ A;,i=1,2,..., nning tulemuses[a)]hulkade A; ja B; rolle vahetades saame
By xByx---xBpx c Ay x Ay x---x Ap ning seega need otsekorrutised vorduvad. Kui mingi i € {1,2,...,n}
korral vordus A; = B; ei kehti, ei kehti kas A; ¢ B; vbi B; ¢ A; ning tulemuse [a)] pohjal otsekorrutised
A} x Ap x---x Ap ja By x By x--- x By pole korraga teineteise alamhulgad ja pole seega vordsed.

69



Arvuteooria elemente ja matemaatiline induktsioon

[0)]Jaguvuse definitsioonis olevaks konstandiks ¢ sobib arv 1. [b)] Selleks, et tingimus 1 | a kehtiks,
peab leiduma téisarv ¢ nii, et a = 1-c. Selleks tdisarvuks c sobib tiisarv a. Tarvilikkus Tingimusest 0 | a
teeame, et leidub tdisarv ¢ nii, et a = 0- ¢, seega a = 0. Piisavus Tuleneb jaguvusseose refleksiivsusest.
Kirjutades tingimused a | b ja b | ¢ definitsiooni jirgi lahti saame, et leiduvad tdisarvud d ja e nii, et
b = ad ja c = be. Mistottu ¢ = a(d e).]aguvuse definitsiooni kasutades saame, et leidub tdisarv ¢ nii,
et |b| = |a| - |c|.[)|Kasutades jaguvuse definitsiooni saame, et leiduvad tésiarvud d ja e nii, et b = da ja
c=ea.Siis xb+yc=a(xd+ ye).Kasutades jaguvuse definitsiooni saame, et leiduvad tisiarvud d ja e
nii, et b= dajab+c = ea. Siit saame, et ¢ = ea—b = ea—da. Seega ¢ = ta(e—d).|h)|Kasutades jaguvuse
definitsiooni saame, et leiduvad téisarvud d ja e nii, et b= ad ja a = eb. Siitd = 2 jae= 4. Seega d = %,
ainsad tdisarvud, mis rahuldavad viimast vorrandit on 1 ja 1. Seega |a| = |eb| = |+1|-|b| = | b|.[)]Jaguvuse
definitsiooni abil teame, et leidub tédisarv c nii, et b = ac. Eelnevast vordusest teame, et ¢ = -, mis on

tdisarv. Niitid voime kirjutada ka, et b = a- —.[j)| Tarvilikkus. Jaguvuse definitsiooni abil teame, et leidub
tdisarv d nii, et b = da. Niiid korrutades saadud vorduse tdisarvuga c + 0 saame, et cb = cda. Piisavus.
Jaguvuse definitsiooni jargi saame, et leidub tdisarv e nii, et cb = eca. Kuna ¢ # 0, siis vdoime taandada
c ja saame b = ea. [k)| Tingimusest a | b saame, et leidub tdisarv c¢ nii, et b = ac. Korrutame viimase
vorduse tdisarvuga e. Tingimustest a|bjac|d saame, et leiduvad tdisarvud e ja f nii, et b = ae ja
d = fc. Kokkuvéttes bd = ef (ac).

Kui a on arvus esinev number, esitub arv kujul 111a =3-37a.

Kuiarv j jagab arvu ad—-bc, siisleidub tédisarv s, et ad—bc = js, sarnasel pohjusel leidub teine tédisarv

t,eta—b = jr. Lahutame esimesest arvuga d korrutatud teise vorduse (ad—bc)-(ad-bd) = (js—jtd).
Pirast lihtsustamist saame uuele vordusele kuju b(d - ¢) = j(s— td). Seega vasakpoolne arv jagub
arvuga j. Kuna kolmanda eelduse (c) kohaselt olid arvud b ja j iihistegurita, siis peab j | (d —c).

Eeldame, et p ja g on arvust 3 suuremad algarvud. Mérkame, et korrutis (p—1)(p + 1) jagub 3-ga,
sest nende vahel olev arv p eelduse kohaselt ei jagu 3-ga, kuid kolmest jarjestikusest naturaalarvust
téapselt iiks jagub 3-ga. Samuti jagub see korrutis arvuga 8, sest kahest jarjestikusest paarisarvust iiks
jagub 2-ga ja teine 4-ga. Jérelikult korrutis 24 | (p—1)(p+1). Teisendame antud ruutude vahet p-q* =
p>-1-q*+1=(p-1)(p+1)—-(g-1)(g+1). Siin nii vihendatav kui ka vihendaja jaguvad 24-ga, seega
ka vahe.

[99} Kirjutatakse téisarv kujul A =10x+ y, kus y on number j ]a X on tdisarv. Jargnevalt uuritakse Arvu A
ruutu. On selge, et arvu ruudul ja tiheliste numbri ruudul (y ) on sama tiheliste number. Niitid kont-
rollitakse numbrite 0, 1, ..., 9 ruutude iiheliste numbrid.

Vaatleme kolme jirjestikuse arvu -1, nja n+1 ruutude summat (n—1)? + %+ (n+1)? = 3n% +2.
See summa ei jagu kolmega.

[101}[a)]Kuna kolm jérjestikust arvu on kujul n, n+1 ja n+2, siis annavad nad arvuga 3 jagamisel erinevad
jadgid 0, 1 voi 2. Seetdttu jagub tépselt iiks neist 3-ga. [b)] Kuna kaks jdrjestikust paarisarvu on kujul 2n
ja2n+ 2, siis annavad nad arvuga 4 jagamisel erinevad jaédgid (0 voi 2). Seetdttu tépselt iiks neist jagub
4-ga.[c)|Kuna viis jérjestikust arvu on kujul n, n+1, n+2, n+3, n+4, siis nad annavad arvuga 5 jagamisel
erinevad jadgid. Seetottu tipselt iiks neist jagub arvuga 5.
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Kolmest jarjestikusest tdisarvust n, n + 1 ja n+2 vihemalt {iks jagub arvuga 3 ning vdhemalt {iks
jagub ka arvuga 2. Seega korrutis n(n+1)(n+2) jagub arvuga 2-3 = 6.

[To3} Toestamlseks voib kasutada matemaatilist induktsiooni. Induktsiooni baasiks votame juhu n =1,
siis 6 | 1(1 —1) =0. Niitid eeldame, et vdide on tdestatud juhul 7 = k. Nditame niiiid, et sellest jareldub
antud tingimuse kehtivus juhul 72 = k+ 1. Vastavalt sellele teisendame (k+1)((k+1)>=1) = (k+1)(k+
2)k. See jagub arvuga 6 ﬁlesanep()hjal.

Kuna kahest jarjestikusest arvust iiks on paarisarv (s.t. jagub arvuga 2), iiks kolmest jarjestikusest
arvust jagub arvuga 3 ning tiks viiest jarjestikusest arvust jagub arvuga 5. Seega arv n(n+1)(n+2)(n+
3)(n+4)jagub arvuga30=2-3-5.

[106} Vaatleme korrutist (m—p)(n-q) = mn-mq- pn+ pq. Avaldame siit mq+ pn=(m-p)(n-q) -
(mn+ pgq). Belduse kohaselt mn+ pg = (m+ p) t. Asendamise ja lihtsustamise jirel jouame vorduseni
mq+pn=(m-p)(n-q-r), mis nditabki, et (mqg + pn):(m-p).

Valemist (6k + r)s =63k% +3-6°k?r +3-6kr® + r> on niha, et arvu enda kuubi jddk on sama kui
jaagi r kuubi jadk. Vordustest 13 =1,2% =6+2,3%=6-4+3,4% =6-19+4 ja 5° = 6-20 + 5 ndeme, et
naturaalarvul ja selle kuubil on sama jadk 6-ga jagamisel. Seetottu kuupide summa jagub 6-ga parajasti
siis, kui arvude enesete summa jagub 6-ga.

e ok i = Lr(k+ 1) (2k+ 1) + (k+1)2 = L(k+1) (2K? + k+6k+6) = § (k+1)(k+2)(2k +3).
[17fa)|kui k> 2, siis (k+1) = k2 +2k+1 >3k +1>2k+2=2(k+1).

[122} Juhul n = 2 on viite kehtivus ilmne (ainsa méngu voitja vasakule, kaotaja paremale). Oletame
niiiid, et vdide kehtib mingi k > 2 korral. k + 1 meeskonna korral valime esmalt suvalised k meeskonda
ning jarjestame nad vastavalt nduetele (saab jdrjestada tdnu induktiivsele eeldusele). Kui ainus jarjes-
tamata jadnud meeskond kaotas kdik oma méngud, asetame ta rivis kdige paremale. Kui jdrjestamata
meeskond vbitis monda juba jérjestatud meeskondadest, siis asetame ta koige vasakpoolsemast, keda
voitis, vasakule.

Juhul 7 = 1 on viite kehtivus ilmne. Oletame et viide kehtib mingi k > 1 korral. k + 1 auto korral
fikseerime kaks autot, millest iihega saab teiseni olemasoleva kiitusega sdita (selline paar leidub alati,
kuna eelduse kohaselt jagub kiitust kokku 101 km ldbimiseks). Kui autoga A saab sdita autoni B, siis
eemaldame auto B ning anname tema kiituse autole A. Alles jadb k autot ning induktiivse eelduse
kohaselt leidub auto, millega saab tdisringi ldbida. Selle sama autoga dnnestub sihile jouda ka lisades
auto B tagasi rajale.

Juhul 7 =1 on viite kehtivus ilmne. Oletame, et védide kehtib mingi k > 1 korral. Kui peol viibib
2k + 2 inimest, siis fikseerime neist kaks suvalist, kes on omavahel varasemalt tuttavad (kui selliseid
ei leidu, on kéepigistusi 0 ning vdide kehtib). Induktiivse eelduse kohaselt on iilejadnud 2k inimese
vahel iilimalt k° kédepigistust. Kuna fikseeritud inimesed olid eelnevalt tuttavad, ei leidu allesjadnud
inimeste seas selliseid, kes oleksid enne pidu tuttavad molemaga neist(iilesande tingimus). Seega teis-
tega jagasid fikseeritud inimesed iilimalt 2 k kdepigistust. Juurde tuleb arvestada ka fikseeritud inimeste
omavaheline kéepigistus. seega on kdepigistuste koguarv tilimalt K +2k+1= (k+ 1)2.
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Esiteks markame, et vdide kehtib, kui 7 = 1. Téepoolest — siis mr2n=13+2.1=3 ning 3 | 3.

Niitame niiiid, et kui vdide kehtib 7 jaoks, siis vdide kehtib ka 7 + 1 jaoks. Oletame, et vdide n jaoks
kehtib, s.t. 3| n® + 21 ja seame eesmiirgiks niidata, et 3| (n+1)3 +2(n+1). Paneme tihele, et

(n+1)2+2(n+1)=(n®+2n)=n+3n° +3n+1+2n+2-n°-2n=3n"+3n+3=3(n+n+1).

On ilmne, et iga n korral 3| 3(n? + n+1). Niisiis, et 3| (n+1)3+2(n+1) - (n3 +2n) jaet 3| n® +2n, siis
ka3|(n+1)3+2(n+1).

Esmalt veendume, et viide kehtib a = 0 korral. Téepoolest, siis

Niilid nditame, et kui vdide kehtib mingi tdisarvu a korral, siis ta kehtib ka tdisarvu a+1 korral. Eeldame,

2 3
et g + “7 + % on tdisarv. Siis, paneme tihele, et

3 2 6

a+1 (a+1)? (a+1)® [(a da® d&®\ a+1 d*+2a+1 da*+3a®+3a+1 a a* d°
—_— [ =+ —+ =—+ +
3 2 6 3 2 6 3 2 6

_2a+2+3a2+6a+3+u3+3a2+3a+1 2a 3a2 a

6 6 6 6 6 6
2a+2+3a°+6a+3+a°+3a°+3a+1-2a-3a° - a°
- - -
_6+3a2+9a_ +u2+3a
6 2

Veendume, et 1+

2
a }'3“ on iga tdisarvulise a korral tdisarv. Téepoolest, kui a on paaris, siis nii a® kui

3a on paaris, seega a® +3a jagub kahega. Teisalt, kui a on paaritu, siis nii a® kui 3a on paaritud ja
2 3
nende summa a® + 3a on paaris, seega jagub kahega. Niisiis, oleme ndidanud, et kui % + “7 + % on

(a+1)* | (a+1)® a,d  d
+T+T—( &

tdisarv, siis ka “T“ ItST+% ) on tdisarv. Seega on tdisarv ka nende summa

a+1 (a+1)2 (a+1)3
Ittt

Niitid oleme induktsiooniga ndidanud, et védide kehtib kdigi mittenegatiivsete arvude a jaoks. Selleks, et
ndidata induktsiooniga védidet ka negatiivsete arvude jaoks, peaksime lisaks néditama, et kui védide kehtib
mingi tdisarvu a + 1 jaoks, siis kehtib ta ka a jaoks. Seda saab teha eelmisega tédiesti analoogiliselt.
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Veendume esmalt, et (ifl) + (n) = (”+1) Toepoolest,

1

n n\ n! n! B
(i—l)+(i)_ G-Di(n—i+1)  i(n-i)

B n! N n! B
G- - (n-i+1) (i-1)li(n-i)!
nli nl(n-i+1)
TGN (n—it1)  (-Dli(n-)(n-i+1)
nli+nl(n—i+1) n'(z+n—z+1)

(l—l)'l(n—z) (n-i+1)  il(n—-i+1)!

_onl(n+1)  (n+1) _(n+1).

Tiln+l-iil(n+1-0) \ i

Néitame niiiid, et (a+b)" = ¥ (7)-a"~ I.b'. Fikseerime reaalarvud a ja b ning kasutame indukt-
siooni 7 jargi. Induktsiooni baasiks mérkame, et

1 .
> (1,)-01171 ‘b’ = (é)a170b0+(1)a171b1 =1-a-1+1-1-b=(a+b)".

i=0 \!

Olgu n> 1, eeldame, et (a+b)" =¥ () -a"'.p' Niitame, et (a+b)"! = 1] (":Tl)-aml_i b
Tdepoolest,

(a+b)"™ = (a+b)(a+b)" =(a+b)| ]

I
Q
—_
Y
—
~ X
N —
Q
3
|
S
N —
+
&
—_—
L= J‘:M=
S
-
X N
3
|
s
N —
I

(n)+(n ))_an—i+1_bi+(”l+1)a0bn+l:
i i—1 n+1
n i i —
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0
2
_%5 . Toepoolest,

131} Nditame esmalt, et ap = 1

0
1-0,52 1-05 1
2 2 4

n n+1
1-0,5° 0,5°

Niiiid néitame, et kui mingi n jaoks an = =——5>—, siiska a,+1 = % Tdepoolest,

an+1=2an(l-an) =

1-0,52" 1-0,5%"
=2. 1- =
2 2

, 1205 1-05% 1-05%
h 2 2 2
n n n
_2(1-05%) (1-0,5°)(1-0,5" ) _
2 2
n n n
_2(1-0,5")-(1-0,5" )(1-0,5" ) _
2
2
2—2-0,52"—(1—2-0,52"+(0,52") )
- - -
2-2.0,5% —1+2.0,5% —0,5% %
- : -
n+1
1-0,5°
-

Nii on vdide matemaatilise induktsiooniga tdestatud.
Hakates jada liikmeid jérjest vélja kirjutama:
a; =1 ap=2 az=dpx+2a; =4 as=asz+2ay=8 IR

voib tekkida mulje, et tegemist on kahe astmetega. Tdpsemalt, tekib hiipotees, et a, = 2" Toestame
selle vdite tugeva matemaatilise induktsiooniga.

Esmalt méarkame, et a; = 21712 ning ap = 22712, Seega aj ja a puhul védide kehtib.
Niiiid, oletame, et a,,_s = 2" 73 ja a,_; =2"""2. Niitame, et siis an = 2"~ '. Téepoolest,

an=an_1+2ay_=2""2+2.2"3=

_ 2n—2 +2n—2 _ 2.zn—Z _ 2n—l
Nii on vdide tugeva matemaatilise induktsiooniga tdestatud.

[a)]Niitame, etiga n > 0 korral F3,, on paarisarv. Kasutame matemaatilist induktsiooni. Induktsioo-
ni baasiks mdrkame, et vdide kehtib n = 0 korral. Téepoolest, F3.g = Fy = 0, mis on paarisarv.
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Olgu n > 1; oletame, et F3,,_3 on paarisarv ja nditame, et F3,, on paarisarv. Paneme tdhele, et:
F3p=F3p1+F3p-2=F3p2+F3p3+F3-2=2F3,_2+ F3p_3.
Et F3,, avaldub kahe paarisarvu summana, on ta ise ka paarisarv. Nii on vdide induktsiooniga tdestatud.

[b)] Téestame viite induktsiooniga. Induktsiooni baasiks niitame, et védide kehtib n = 0 puhul. Téepoo-

lest,
0

2 2 _ 2
> (Fi)”=(Fo)”=0"=0=Fp-Fy.
i=0
Niitid votame 7 > 1 ja oletame, et védide kehtib n — 1 korral. Nditame, et vdide kehtib ka n korral. T6e-
poolest,

n n-1
2 2 2 2
S (Fi)"=(Fn)“+ Y, (F;)"=(Fn)" +Fp_1-Fn=Fn(Fn+Fu_1) = Fn-Fy41.
i=0 i=0
Nii on vdide matemaatilise induktsiooniga toestatud.
[0)] T6estame viite induktsiooniga. Baasiks néitame, et véide kehtib n = 1 korral. Toepoolest,
1-1
Y Fi=Fy=0=F-1.
i=0

Niiiid votame 7n > 2 ja oletame, et vdide kehtib n — 1 korral. Nditame, et véide siis kehtib ka n korral.
Toepoolest,

n—-1 n-2
Y Fi=Fnp1+ ) Fj=Fy_1+Fn—1=Fyu -1
i=0 i=0

Nii on vdide matemaatilise induktsiooniga téestatud.

[@] Toestame viite induktsiooniga. Baasiks niitame, et vdide kehtib n = 1 korral. Toepoolest, Fj = Fo.
Votame niitid 7 > 2 ja oletame, et vdide kethib n —1 korral. Nditame, et siis vdide kehtib ka » korral.
Toepoolest,

Fil+F+F5++Fp3+Fn1=Fy2+F-1=Fn

Nii on vdide matemaatilise induktsiooniga téestatud.

[)] Toestame viide induktsiooniga. Baasiks néitame, et viide kehtib n = 1 korral. TGepoolest, Fy — F; +
F,=0-1+1=0=F; —1. Niilid votame n > 2 ja oletame, et vdide kehtib n — 1 korral; nditame, et vdide
kehtib n korral. Tdepoolest,

Fo-F+F++Fpo-Fpa1+Fp=Fp3-1-Fu_1+F,=

=Fp3-1-Fp3-Fpo+tFop2+tFop1=Fp1-1
Nii on vdide matemaatilise induktsiooniga toestatud.

T()estame vdite induktsiooniga. Baasiks nditame, et vdide kehtib 7 = 1 korral. Téepoolest, FyFp — F12 =
0-1=(-1) ! Niiiid votame n > 2 ning oletame, et vdide kehtib n—1 korral; néditame, et ta kehtib n korral.
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Toepoolest,
2
Fn1Fpt1—-Fp= Fn—l(Fn Jan—l) *Fn(Fn—an—Z) =
2 2
= Fn_an +Fn_1 _Fl’l—an —FnFn_Z = —(FnFn_Z _Fn—l) =
=-(-D)"=(-D"
Nii on vdide matemaatilise induktsiooniga tdestatud.

[R)] Toestame viite tugeva induktsiooniga. Baasiks niitame, et viide kehtib 7 = 0 ja n = 1 korral. TGe-
poolest,

(e e I R
(e

Lisaks paneme tdhele, et

(1+2ﬁ)2: (1+;/§)2

_1+25+5 _s+\/§_1+ 1+/5

4 2 2
1-V5)’_(1-v5)? _1-2/6+5_3-V5_ 1-\5
( 2 ) 4 4 2 e
Niiiid votame 7 > 2 ja oletame, et véide kehtib -1 ja n— 2 jaoks. Siis,

Fn=Fy_1+Fy_2=
A ey )
[ ) )
S )
Y NN
A=) 50

Viga on tehtud induktsiooni sammus, tdpsemalt lause “Siit jareldub, et lind L, ; on sama vérvi,
nagulinnud Ly,..., L;.” juures. Vaatame, kuidas see “jareldumine” vélja ndeb, kui k = 1. Seekord saame
induktsiooni eeldusega, et Lj,...,L; = L1 on kéik iihte vdrvi, ning et Ly,...,Lj,; = Ly on koik iihte
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varvi. Need hulgad on aga antud juhul tiiesti ihisosata, niisiis ei saa jareldada, et Ly oleks eelnevate
lindudega sama vérvi.

Viga on induktsiooni sammus, nimelt lause “Induktsiooni eelduse pdhjal x —1 = y —1” juures.
Induktsiooni eeldus iitleb kiill, et kui u ja v on positiivsed tdisarvud ja max(u,v) = k, siis u = v. Aga
x—1jay—1eipruugi positiivsed tdisarvud olla! Kui votta x = 1, siis x — 1 ei ole positiivne tdisarv.

Vaatleme puslet n-tiikise plokina ja {iht tiikki 1-tiikise plokina. Tdestame tugeva induktsiooniga, et
pusle kokkupanekuks ldheb 7 — 1 sammu. Selleks tdestame, et mistahes k-tiikise ploki kokkupanekuks
kokku on vaja k-1 sammu.

Induktsiooni aluseks méargime, et 1-tiikise ploki kokkupanekuks iihtki sammu vaja ei ldhe. Olgu niitid
k > 2. Oletame, et iga m < k korral ldheb m-tiikis ploki kokkupanekuks vaja m — 1 sammu. Néitame,
et k-tiikise ploki kokkupanekuks ldheb k — 1 sammu. Et panna kokku k-tiikine plokk, tuleb votta kaks
plokki, suurustega u ja v, kusjuures u < k ja v < k ning u+ v = k. Vastavalt induktsiooni eeldusele kulub
nende kahe ploki kokkupanekuks vastavalt # —1 ja v — 1 sammu. Kui paneme need kaks kokku, kulub
selle ploki kokkupanekuks kokku u-1+v-1+1=k-2+1=k—-1sammu.

Terve pusle kokkupanekuks kulub niisiis 7 — 1 sammu.
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Funktsioonid

xaap(x)=xa(x)+xp(x)-2xa(x) x5 (x).
[126][@)] f (x0) = 13;[p)] f (x0) = Kersti Kaljulaid (praegune president);[c)] f (xo) = 3;[d)] f (x0) = 6.
[azjfa]i) x =22, i) x=0jaiti) x= £V/2p)i) x=1, i) x=0ja iii) x= .

- . Originaal on 2. |b)| Originaalid on -2 ja 3. |c)| . Orlglnaahde hulk on {x | x =3+5k, ke Z}. .
Originaalide hulk on ringjoon {(r,s) e R? | (r +2)% + (s—3)? =4}.

(491 £ (4) = [1.23:[R) £ (4) = {1}:[e)] £ (A4) = {1}:[d] f (4) = [-9,0]:[)] £ (A) = [0,2];[)] £ (4) = [0,4].

F({-1,01}) = {1,2,55 p)] F([-1.1]) = [1,5]; [ F([-2,2]) = [1,10;[D] £([-5,-3] L [0,3]) =
[2,17];[e)| £ ((=00,0]) = [1,00); D] £ (R) = [1, 00).

-ﬂf‘l(B) = {nj2+nmn ez} 7(B) = (2n:n e Ny 0] £71(B) = {2n:n e N[ £7V(B) =

r a7 ({- 101}h bl (2.2 =2, 05l ([10,50]) = [-8,-4]u[2,6];
N

((ooO)@ ([R)[R

f‘l({O}) [0,1), 87 ({0}) = (-L0Bl s (1,01} = [-1,2), g7 ({-1.0.1}) = (-2.1]
T 04 L)) b (20 s ) o
msdp)r ((m}) =[m-3,m+ 1), P {mm+1}y) =[m=3,m+3), [k k+1]) = {k k+1},
F([kk+2]) = (ko k+ L ks 2hb)l ! ({m}) = (-m =5, -m= 3], £ ({m,m+1}) = (-m =5, -m~ 3],
[k, k+1])={-k-2,-k-1}, f([k,k+2])={-k-3,-k-2,-k-1};
0| £~ ({m}) = @, kui m on paarisja f~} ({m}) =[~-m+1,-m+3), kui m on paaritu,
FY({mym+1}) = [-m,—m+2), kui m on paaris ja "L ({m,m+1}) = [-m+1,-m+3), kui m on
paaritu, f([k,k+1])={1-k}, kui k on paarisja f([k, k+1]) = {-k,2 - k}, kui k on paaritu,
[k, k+2])={-1-k,1-k}, kui k on paarisja f([k,k+2]) = {-k,2— k}, kui k on paarituy;
)| £~ ({m}) = (m -2, m], kui m on paarisja 1 ({m}) = @, kui m on paaritu,
F Y ({m,m+1})) = (m-2,m+2], kui m on paarisja f~*({m}) = (m—-1,m+1], kui m on paaritu,
f([k, k+1])={k, k+2}, kui k on paarisja f([k,k+1]) ={k+1}, kui k on paaritu,
f([k, k+2])={k,k+2}, kui k on paarisja f([k,k+2]) ={k+1,k+3}, kui k on paaritu.

[55l[@)]y e f(A1) = Ixe Ay, f(x) =y =3xe Ay, f(x) =y = ye f(A2).

Ni)iiteks fiR—>R, f(x)=x% A=[0,00). Siis f(X\A)=f((-00,0)) = (0,00), aga Y ~ f(A) =
—00,0).

Néiteks, kui f(x)=x%ja A= [1,2];Néiteks, kui f(x) =1iga x e Rkorral ja B=R.
[)]Ei ole siirjektiivne (naturaalarv 1 ei kuulu muutumispiirkonda). [b)]On siirjektiivne.

bijektiivne, f -1 (x)= %2 ; inj ektiivne, aga ei ole siirjektiivne; sﬁrjektiivne, aga ei ole injek-
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tiivne; bij ektiivne, £~ (x) = \/x;le)| bijektiivne, 1 (x) = ?/E;ei ole injektiivne ega siirjektiivne;
siirjektiivne, aga ei ole injektiivne; h)|bijektiivne, f~!(x) = arcsin(x) ;bijektiivne, 71 (x) = arctan(x);
ei ole injektiivne ega siirjektiivne;[k)|bijektiivne, £~ (x) = arccot(x);

[)]Ei ole injektiivne ega siirjektiivne. [b)]Injektiivne, aga ei ole siirjektiivne. [c)] Bijektiivne. [d)] Injek-
tiivne, aga ei ole siirjektiivne.

Bijektiivne. [b)]Stirjektiivne, aga ei ole injektiivne.[c)|Injektiivne, ei ole siirjektiivne.

Siirjektiivne, ei ole injektiivne. [b)|Bijektiivne.

Antud funktsioon ei ole injektiivne, kuna néiteks arvu 2 voib saada nii viisil 1 + 1, kui ka 2 + 0.
Antud funktsioon ei ole stirjektiivne, kuna niiteks punkti 0 ei ole voimalik selle funktsiooniga saa-

0, x=-1
flx)=11, x=3,5
x+1, xeN
169} [a)] On pealekujutus, ei ole iiksiihene.[p)|g(0,3) = -3, g(3,-2) =11, g(-3,-2) =11, g(7,-1) = 50[c)]
g 1({0}) = {(m,n) | m* = n}[d] e~ ({s}) = {(m,n) | m* = n+5)

Niteks, kui f(x) = 2%, A1 =[~1,0] ja A3 = [0,1].
[177) [@)]7ah. [B)]Jah. [c)]Kui hulgas B on vihemalt kaks elementi.

See funktsioon ei ole injektsioon. On stirjektsioon.
[)]Ei ole injektiivne.[b)]|On siirjektsioon.

e faler(x) - 6v+2, fg(x) —6x-1, g(x) = 9x-ja f3(x) = 8x+ bl g r(x) =27, F(x) =22,
g2 (x) =2 ja f3(x) = 2%,

)_(12345) _(12345)5_(12345)
D8f=\, 5 1 4 3)78 4 31 2 5)8°\1 2 3 1 5
6 (1 2 3 4 5\
Jaf‘(123’45)'

epo(r 2 8 45 6, (123456)5 1 2 3 4 5 6
b = = —
8/7\2 6 31 4 5)/8 2 46 35 1871 2 3 4 5 &6

.5_123456).
Jaf‘(123456'

olgro(f 23 4 5 6t 23 45 6 5 (123456
8/° 4 6 5 1 2 3)/8 4 5 6 2 1 387 \6 5 4 3 21

o~
&}
(<}
-

.6 (1 2 3
Jaf‘(123456
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Hulga voimsus

Loplik.[b)| Lopmatu, loenduv.[c)| Loplik.[d)] Lopmatu, ei ole loenduv.

See on nn. Hilberti hotelli iilesanne ja sissejuhatav {ilesanne mitmele jargnevale. Niiteks n +— n—
1 on bijektsioon hulgast {1,2,3,...} hulka {0,1,2,3,...}. Hotelli iilesannet silmas pidades oleks ehk
parem anda selle poordkujutus.

[a]
% kui x on paaris 2x kui x>0
2’ ’
-y " s !
—%—=, kui x on paaritu -2x+1, kuix<0
(bl
F(x) X, kui x on paaris (x) X, kui x>0
X)= , X)=
1-x, kuixon paaritu 1-x, kuix<o0
£(x) X, kui x on paaritu (x) x+1, kuix>0
X)= , X)=
1-x, kuix on paaris -x, kuix<0

Jah, niiteks koigi positiivsete paarisarvude hulgaga.

Olgu A mingi lI6pmatu hulk. Fikseerime vabalt mingi elemendi a; € A. Kuna A on 16pmatu, siis
leidub element ay € A nii, et a; # ap. Edasi saame valida a3 € A nii, et a3z # a; ja a3 # ap. Jne. Saame A
alamhulga {ay, ap,...}, mis on ekvivalentne hulgaga N. Siin kasutame muidugi mingit valikuaksioomi
vormi.

Olgu A ja B loenduvad hulgad. Alati AuB = AU (B \ A), kusjuures An(B\ A) = @.

Kui B\ A=g, siis AuB = Aonloenduv.

Kui BN A={cy,...,cm}jaA={ay,...,an,... },siis AUB={cy,...,cm, ay,..., an,... } on loenduv.
Kui BN A={by,...,bp,...}, siis voime kirjutada Au(B~ A) = {ay,b1,az,by,...,an, by,...}, kus on esin-
datud tihendi Au B koik elemendid, igatiks parajasti tiks kord.

Kasutame fakti, et algarvude hulk on 16pmatu ja naturaalarvude esitus algarvude korrutisena on
(tegurite jarjekorra tdpsuseni) iihene. Olgu A naturaalarvude 16plike alamhulkade hulk. Tekitame es-
malt injektsiooni A — N. Kui meil on naturaalarvude 16plik alamhulk {ay, ..., an }, kus voime eeldada,
et aj <--- < ap, siis seame sellele hulgale vastavusse naturaalarvu 2% .3%2 ..... p: tiihjale hulgale (ka ju
lIoplik hulk) voime vastavusse seada arvu 1. Niiviisi saame injektsiooni A — N. Hulga N voimsus ei ole
suurem kui hulga A vdoimsus, selleks anda injektiivne kujutus hulgast N — A.

Erinevaid esitusi on siin palju. Nditeks voib votta koigi arvust 1 erinevate algarvude 2,3,5,7,... jargi
Ay ={2":neN}, A3 ={3":neN}, Ay = {5™:n €N}, jne. Ning hulka A; kuuluvad parajasti iilejaanud
naturaalavud.

Koigi sonade hulk X on ilmselt samastatav hulgaga Uj~; A”. Viimane hulk on loenduv (1oplike
hulkade loenduv tthend). V6ib arutleda selle iile, mis juhtub siis, kui hulk A on loenduv vdi lubame
sonadeks ka tdhtede (16pmatuid) jadasid.
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Esimene osa on eelmise tilesande pdhjal. Teine osa. Kasutame fakti, et N kdigi alamhulkade hulk
on kontiinumi véimsusega. Ulesande voib iimber sdnastada: tdestada, et koigi funktioonide N — {0,1}
hulk on kontiinumi véimsusega. Olgu F koigi selliste funktsioonide hulk. Naitame, et leidub bijekt-
sioon ¢: F — 2N, Edasi peaks olema selge. Uks hea rakendus siia: Lopmatul kahendpuul on Ipmata
palju harusid. Teisisonu Cantori hulk on kontiinumi voimsusega. V6ib kasutada ka Cantori diagonaal-
trikki: (Uhelt poolt on selge, et kaikide binaarjadade hulga voimsus ei ole suurem kui reaarvude hulga
voimsus; nditeks voib iga binaarjada samastada reaalarvuga 0, ..., kus ... asemel on binaarjadas olevad
arvud) Oletame vastuvditeliselt, et kdigi binaarjadade hulk on loenduy, jirjestame ta dra ja diagonaal-
triki abil tekitame uue binaarjada, mis vaadedavas loetelus ei esine (vastuolu).

Ulesande motte osas ei ole oluline, kas vaatleme ainult vahemikke voi intervalle. (Voib ka vaadelda
no tithju vahemikke: kui (a, b) ja a > b, siis (a, b) = @.) Voib muidugi eeldada, et vaatleme ainult vahe-
mikke kujul (a, b), kus a < b. Ilmselt on vaadeldavate vahemike hulk X loenduva hulga Q x @ alamhulk.
Seega on X iilimalt loenduv. Kujutus N — X, n— (n, n+1) on injektiivne. Kokkuvottes on hulk X loen-
duv. Sarnaselt voib tilesandeks seada: Toestada, et kdikide reaalarvuliste otspunktidega reaalarvude
vahemike hulk on kontiinumi voimsusega.

Kui A ~ B ja B ~ C, siis leiduvad vastavalt bijektsioonid f : A — B ja g: B — C. J4adb ndidata, et
kujutus g f : A— C on bijektsioon.

Esitada hulgad A ja B 16ikumatu iihendina A= ANBU(ANB)jaB=B\ AU(ANB).Kui f:ANB —
B~ Aonbijektsioon, siis hulkade A ja B esitusi arvestades laiendada bijektsioon f bijektsiooniks A — B.
Ndite osas voib votta A=Nja B =Z.

Vaadelda naiteks N alamhulki A= B = {1,2}, C={1,3}, D={3,4}.

Bijektsioonide f: A — C ja g:B — D abil tekib loomulikul viisil bijektsioon A x B ja C x D vahel,
(a,b) » (f(a),g(b)). Siin voib kiisida vastupidise implikatsiooni kehtivuse kohta, mis muidugi tildi-
selt ei kehti.

[@)] Otsime injektiivset kujutust X — Y. Selleks sobib loomulik sisestus f(x) = x.[b)] Esimese osa
pohjal on | X| < |Y]. Vaja on veel mdista, et X + Y. Vastuviiteliselt. Ulesande pohjal, kui X c Y ja
X ~ Y, siis on tegu lopmatu hulgaga. Vastuolu, jérelikult |X| < |Y].

Olgu f: X - Y, g:Y — Z vastavad injektsioonid, siis g f: X — Z on samuti injektiivne, kuna injekt-
sioonide kompositsioon on injektsioon. Jérelikult | X| <|Z|.

See on nn. tuvipuuri printsiip. Oletame vastuviiteliselt, et kujutus f: A — B on injektiivne. Sel
juhul on kujutus g: A - f(A), a~ f(a), bijektiivne. Jarelikult on A ~ f(A). Muidugi on |f(A)| < |B|.
Kokkuvdttes saame |A| < |B|, mis vastuolus eeldusega |A| < |B].

Kujutus f:R — (-7/2,7/2), x — tan x, on bijektsioon. Selle abil saame sobiva bijektsiooni. Teine
voimalus on kasutada Cantori diagoniaaltrikki.
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f(x)=%(d—c)+c. g(x) = 2 (b-a)+a

=50 0a, glny= M0

. b(x—c)
X—a X—c)+a
fe=fz e g e

f(x)=tan(ﬁ(x—a)—g), g(x)— - 2 tan~ (x)”“g
f(x)=—x+c+b, g(x)=-x+c+b

f(x)=In(-x-b), g(x)=-b-e"
@ X
f(x)=In(x-a), g(x)=a+e
R Olgu X = {x1,xp,...} mingi [a,b) loenduv osahulk, kusjuures x| = a, ning Y = {x1, x2,...} mingi
(¢, d) loenduv osahulk.

%(b—a)+a, kuix¢y
g(x)=1a kuix=x1 €Y
xkl c(b a)+a, kuix=xpeV, k>1

f(x)z{%(d—c)ﬂ:, kui x ¢ X

%(d—c)+c, kuix=xpe X’

DlOlgu X = {xy, x,...} mingi [ a, b] loenduv osahulk, kusjuures x; = b, ning Y = {x, x2,...} mingi[c,d)
loenduv osahulk.

X—C .

fc(b*a)+[l, kuix¢Y

kui x = x1
%(b—a)+a, kuix=x;e¥, k>1

ARy

f(x):{%(d—c)+c, kuix ¢ X o(x) =

%(d—c)+c, kuix=xpe X’

[)]Olgu X = {x1,xz,...} mingi [a, b] loenduv osahulk, kusjuures x; = a ja x = b, ning Y = {x,x2,...}
mingi (¢, d) loenduv osahulk.

Te(b-a)+a,  kuix¢Y
poa(d-c)+c, kui x ¢ X a, kui x = x;
f(x)= xk+2a Lo , 8(x)= Lo
(d-c)+c¢, kuix=xpeX b, kui x = xp
%(b—a)+a, kuix=xpeY, k>2
K10lgu X = {x1,xp,...} mingi [a, o) loenduv osahulk, kusjuures x; = a, ning Y = {x1,xp,...} mingi
(¢, 00) loenduv osahulk.

x—-c+a, kuix¢Y
g(x)=1a, kuix=x1€Y

f(x):{x+c—a, kui x ¢ X

X +c-1, kuix=x ex’
kel k Xp_1—c+a, kuix=xpeY, k>1
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See tildistab paari eelmist {ilesannet. Esimene osa. Olgu A hulga X loenduv alamhulk. Esitame
hulga X u Y 16ikumatu ihendina, XuY = XN AUAUY \ X.Ilmselton AuY \ X loenduv. Seega leidub
bijektiivne kujutus AU Y \ X — A. Jitkame selle bijektiivseks kujutuseks X UY — X (X \ A elementidel
samasusteisendus). Teine osa. Rakendame esimest osa hulgale X \ Y ja peame silmas, et X = X\ Y U
(YnX).

Koigi irratsionaalarvude hulk on kontiinumi voimsusega. Saame kasutada eelmise iilesande esi-
mest osa, kus votame X =Rja Y = Q.

Vaadeldav hulk on kontiinumi voimsusega. Seda, et ei ole loenduv saab néidata néditeks Cantori
diagonaaltrikiga.

Vaadeldav hulk on kontiinumi voimsusega. Iga naturaalarvude jada on samastatav enda osasum-
made jadaga (s.o naturaalarvude kasvava jadaga). Seega on vaadeldav hulk ekvivalentne koigi naturaal-
arvuliste liikkmetega jadade hulgaga.

Esimene osa. [lmselt on (0.5,0.6) c X, seega on X vidhemalt kontiinumi véimsusega. Samuti X c
(0,1), seega |X| <(0,1)|. Jarelikult on X kontiinumi véimsusega. Teine osa. Olgu k € N vihim selline
arveta<a+10 ¥ 1<a+107% <. Loigus [a+ 10751 a4+ IO_k] peab leiduma element, mille k - 1-e
kiimnendkoht algab viiega. Votame arvuks ¢ vahima sellise elemendi. Votame arvuks d = ¢+0,5- 10571,
Kolmas osa. Saab tdestada, konstrueerides diagonaliseerimise meetodil lopmatu hulga, kus iihegi ele-
mendi kiimnendesituses pole {ihtegi viit.

[223] Ilmselt saab anda mitmeid lahendusi. Ilmselt on vaadeldav hulk vihemalt kontiinumi véimsu-
sega. Tekitame injektiivse kujutuse Uy~; An — R. Iga naturaalarvu n korral olgu fn: Ap — (n,n+1)
bijektiivne. Kui x € U7~ Ay, siis defineerime f(x) = fn(x), kus n on vihim selline, et x € Ay.

Olgu tehe AnB. Kui A=[0,1), B =(-1,0], siis on 1plik, kui A = (1,00), B = (-00,0) UN, siis on
loenduv, kui A = B =R, siis on kontiinumi voimsusega. Olgu niiiid tehe A\ B.Kui A=[0,1), B=(0,1),
siis on 16plik, kui A =R, B =R\ N, siis onloenduvjakui A=R, B = (0,1), siis on kontiinumi voimsusega.
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Seosed

28} R ={(1,1),(1,2),(1,3), (1,4),(2,2),(2,4), (3,3), (4,4)}.

Maatrikskujul
0010 00 0O
1 0 0 1 1 00 0
fa)l Mp = 01 0 of el Mg = 1 10 of
1 000 1 110
00 00 01 1 1
00 0O 1 0 1 1
B Mg = 0 0 0 oOf A Mp=f; 0o 1)
00 00 1 110

RIR={(1,2),(2,2), (2.3),(3,2), (4,1), (4.4)} PS = {(1,2), (1,3), (1,4), (2.3),(2.4), (3,4)}
OIT = {(2,2), (2.4), (4,2),(4,4)}
Q1P ={(1.2), (1,3), (1L4), (2,1),(2.3), (2,4), (3,1), (3.2), (3,4), (4,1), (4,2), (4,3)}

a) R={(1,¢),(2,a),(2,b),(3,a),(4,a),(4,b)}.b) R={(1,b),(2,b),(3,b), (4 a),(4,b), (4,¢)}.

- .E1 kuna 22 2 11, 45 = 32 - 5.|b)| Kehtib, mélemas on kolm elementi. Kehtlb vastava sirge
vorrand on y = —fx El, kuna iiks algab a-ga, teine b-ga ning iiks 16peb b-ga, teine a-ga.le Kehtlb
on toene nt vaartustusel (v,v,v).

Nt (0,0), (l,S).xRS, kui3<x<7;5Rx, kui3<x<7 .Ntx =6,y= lO.xRa, kuia-2<x<
a+2.

233} [0)] R = {(0,0),(2,2)} / Vorrandi x +y = xy iiheks lahendlks sobib (0,0). Kuna (0,a) ega (a,0)

pole lahenditeks iihegi a € Z korral, saame vorrandi pooh 782 1ébi korrutada. Vorrandil l + % =1lon

parajasti iiks lahend: (2,2). .R ={(x,-2x*)€ZxZ|xeZ~{0}} / Paneme tihele, et kuna x %0, siis

ka y # 0. Korrutades vorrandi pooll -ga, saame 27 =—1, millest y = —2x? (xez~{0}).

a) Ei ole, kuna element 2 pole iihegi elemendiga seoses. b) On. c) Ei ole, kuna element 4 pole {ihegi
elemendiga seoses. d) Ei ole, kuna element 4 on kahe elemendiga seoses.

a) On. b) Ei ole, kuna nt element 2 on mitme elemendiga seoses. c) Ei ole, kuna nt element 2 on
mitme elemendiga seoses. d) On. e) Ei ole, kuna nt element 2 pole {ihegi elemendiga seoses. f) On. g)
Ei ole, kuna nt element 2 pole ithegi elemendiga seoses. h) On.

a) Ei ole. b) Ei ole. ¢) On. d) Ei ole. e) On. f) Ei ole, arv 0 on kahe arvuga seoses. g) On. h) On.

238 [)] {(a,a), (a,b), (b, a),(b,b)}, {(a,a),(b,a),(b,b)}, {(a a),(a b),(bb)}, {(a a) (bb)};b]
}E%a;,}(d,b{)&(b’%(b,b)},{(a,b).(b.a),(b,b)}y{(aya)y(ayb)y(byu)}y{(a,b),(bya)},{(a,a),(b,b)}y
a,a)}, ?,{(bDb)};
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Refleksiivsus, antisiimmeetrilisus, transitiivsus.

[@)] Refleksiivsus, stimmeetrilisus, transitiivsus. [p)] Antistimmeetrilisus. [c)] Irrefleksiivsus, antisiim-
meetrilisus, transitiivsus.

R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(2,3) :p|R={(1,2),(2,3) };[0| R = 2;
DR=1{(1,2),(21),(23)5BIR = {(1,1),(2.2),(3,3), (4.4)}.

a) R=1{(1,2),(2,2),(2,3),(3,2),(4,1),(4,4) }; pole refleksiivne, kuna (1,1) ¢ R; pole siimmeet-
riline, kuna (1,2) € R, aga (2,1) ¢ R; pole transitiivne, kuna (1,2) € R ja (2,3) € R, aga (1,3) ¢ R. b)
R={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4) }; pole refleksiivne, kuna (1,1) ¢ R; pole siimmeetriline, ku-
na (1,2) € R, aga (2,1) ¢ R; on transitiivne. ¢) R = {(2,2),(2,4),(4,2),(4,4)}; pole refleksiivne, kuna
(1,1) ¢ R; on stimmeetriline; on transitiivne.

Eiole refleksiivne, kunant 1+1=2# 0, st (1,1) ¢ R. Pole ka irrefleksiivne, kuna 0+0 = 0, st (0,0) € R.

R-refleksiivne S-siimmeetriline A-antisiimmeetriline T-transitiivne [a)| R, S, A, T / kusjuures on
diagonaal hulgas Z[b)|A, T[C)|R, A, T / seega on jérjestusseos[d)]S / kontrandide, eteioleT: x =z,
|y-x|>2[]A, T / R={(2,0),(-2,0)}

[b)|Refleksiivsus, siimmeetrilisus, transitiivsus.[c)] Siimmeetrilisus. [e)|Refleksiivsus, siimmeetrilisus,
transitiivsus.

[6)] Stimmeetrilisus. [d)] Siimmeetrilisus.

refleksiivne,antisiimmeetriline, transitiivne ; on jérjestusseos

BaSlRIRU{(c.d)} BliaflRu{(a.a), (a.0).(b.d).(c.a), (c.c).(c.d), (d.d)}

refleksiivne, antisiimmeetriline ja transitiivne refleksiivne refleksiivne ja transitiivne
[d]refleksiivne ja transitiivne [¢)]refleksiivne, siimmeetriline ja transitiivne

Olgu R siimmeetriline ja antisiimmeetriline seos hulgal X ning olgu (x,y) € Rja (,z) € R. Ndita-
me, et (x,z) € R. Et seos R on stimmeetriline, siis (y,x) € R ja (z,y) € R. Seose R antisiimmeetrilisuse
tottu saame, et x = y = z. Seega (x, z) = (x,y) € R.

Ilmselt on diagonaal hulgal X refleksiivne, siimmeetriline ja antistimmeetriline. Néitame, et keh-
tib ka vastupidine implikatsioon. Olgu R refleksiivne, siimmeetriline ja antisimmeetriline seos hulgal
X. Seose R refleksiivsusest saame, et suvalise x € X korral (x, x) € R. Olguniiiid (x, y) € R suvaline. Viite
toestuseks piisab niidata, et x = y. Et R on siimmeetriline, siis ka (y, x) € R. Seose R antisiimmeetrili-
sust kasutades saame, et x = y, seega R = A X.

R =R"! siimmeetriline|b)|seostel ™! = {(4,5), (2,1),(3,1),(1,2),(3,4)} ja R pole iihtegi oma-
dustlc)| R = R™! siimmeetriline|d)| R ™! = {(x,y) cZxZ | x—y =2}, Rja R~! antisiimmeetrilised

[a)]kui R on refleksiivne, siis ilmselt 4 X c R. Teisalt, kuna iga x € X korral (x, x) € R, siis R on reflek-
siivne.
kehtigu R = R™!. Iga (x,y) € R korral (,x) € R™! = R, seega R on siimmeetriline. Teisalt, kui R
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on siimmeetriline, siis iga paari (x, y) korral kehtib (x, y) € R parajasti siis, kui (y, x) € R. Jarelikult,
RcR 'cRehkR=R.

R_l = {0,1,2}:{(0,1),(0,2),(1,2)}; [D|R™ ={(n,m)| m|n} kus (n,m)eNxN;
)| R

To{(Y,X)|Xc Y} kus(V,X)eZxZ
[256] [2)] on; [B)] on; [c)] ei ole; [d)]ei ole;[e)] ei ole;[)]ei ole;[g)]ei ole
[257] [a)] on;[B)] on;
[258] [a)] ei ole;[b)]on;

ekvivalentsusseose nouded on rahuldatud; |b)| tasand ei ole iseendaga risti, seega seos ei ole
refleksiivne;[c)]seos ei ole transitiivne, sest niteks (~1,0) € Rja (0,1) € R, aga (~1,1) ¢ R;[d)]seos ei ole
transitiivne

{{a},{b}.{c}}; {{a.b}.{c}}; {{a}.{b,c}}; {{a,c},{b}}ja{A}.
{Ag, A1, A3} {Ag, A1, As, Ag }3 { Ag, A1, A, A7, Ag}.
Ei, sest Upen[n,n+1) #R.

Seos R c R xR, mis on defineeritud (x,y) € R <> Jke€ Z: x,y € [k, k+ 1), on ekvivalentsusseos, mis
tekitab tilesandes antud klassijaotuse.

X/R={{1,3,5},{2},{4}}

R={(1,1),(2,2),(3,3),(1,3),(3,1)}.
R=AXuU{(2,3),(3,2),(4,5),(5,4),(5,6),(6,5),(4,6),(6,4) }
R=AXU{(a,d),(d,a),(ae) (e a) (bc) (cb) (de)(ed)}.
R7IN/R={{neN|3geN:n=3q},{neN|3geN:n=3g+1},{neN|IgeN:n=3g+2}}.
X/R={{a,c},{b},{d}}.

R73|RIR/R = {{x,-x} | xeR}PIR/R={{xeR|x-yeZ}|yeR}.
refleksiivne,antisimmeetriline, transitiivne ; on jirjestusseos.

1)Kui x = y, siis seose R refleksiivsusest saame, et (x,y) = (,x) = (x,x) € R.
2)Kui xRy A yRx, siis seose R antistimmeetrilisusest jareldub, et x = y.

22.| X|!, kus | X |eN.
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