Lineaarvorrandisiisteemid
Ulesanne 1 Uurige vorrandisisteem

(2a — Dxy+ars+ 23=2—a
ari+axrs+ x3=1
r1+ Totarz=1

lahenduvust soltuvalt parameetri a vdidrtusest.

Lahenduvuse uurimiseks moodustame vorrandisiisteemi laiendatud maatriksi ja teisendame
selle astmelisele kujule:

20a—1 a 1|2—a -1 —a —-1|-a -1 —a -1 —a
a a 1 1 — a a 1 1 — a—1 0 0 1—a
1 1 a 1 1 1 a 1 0 l—a a—1|1—a

-1 —-a-1 -1 —a —a—1 -1 —1

— a—1 0 0 l—a | — 0 a—1 0

0 0 a—1|1—a 0 0 a—1

Astmelisest kujust on ndha, et vorrandisiisteemi maatriksi determinant on nullist erinev pa-
rajasti siis, kui a # 1 ja a # —1. Sellisel juhul on tegemist Crameri pédjuhuga ning vorran-
disiisteem on iiheselt lahenduv. Kui a = 1, siis saame vorrandisiisteemi laiendatud maatriksiga

(—2 =1 —1] = 1)

(nullidest koosnevad read on éra jaetud). Kuna siisteemi maatriksi ja laiendatud maatriksi asta-
kud on moélemad vordsed 1-ga, siis on siisteem lahenduv, tal on lopmata palju lahendeid, mille
esitamiseks tuleb kasutada 3 — 1 = 2 vaba muutujat. Kui a = —1, siis saame vorrandisiisteemi
laiendatud maatriksiga

0 -1 —-1]1 0 —1 —-1]1 0 O 0| -1
0 —2 012 — 0O -1 0|1 — 0 -1 0 1
0 0 =212 0 0 -—-1]1 0O 0 -1]1

Néeme, et vorrandisiisteemi laiendatud maatriksi astak on 3, kuid vorrandisiisteemi maatriksi
astak on 2. Seega vorrandisiisteem ei ole lahenduv.

Vastus: vorrandisiisteem on lahenduv parajasti siis, kui @ # —1. Kui @ = 1, siis on
vorrandisiisteemil 16pmata palju lahendeid, kusjuures iildlahend sisaldab 2 vaba muutujat. Kui
a # £1, siis on vorrandisiisteem iiheselt lahenduv.

Ulesanne 2 Lahendage jirgmised vorrandisisteemid Crameri valemite abil:

I1+2$2+3SL’3:5 ixl—i$2+ LE3:1
r1+ 32+ 223=1 |, T1+1xy —itx3=—1 )
3[E1+ 5(72+2I3:]_1 ll’l—f— ZEQ—ZC(]3:—1+2@

—a
1—a
1—a



a) Arvutame determinandid

1 2 3 5 2 3
A = 1 3 2|=-12, A,,=|1 3 2|=-36,
31 2 11 1 2
1 5 3 1 2 5
A, = 11 2|=24 A,,=|131 |=-24
3 11 2 3 1 11
Neid kasutades saame arvutada
Ay, —36 A 24 A —24
— z = — = 3 — *2 _ — = 2 fry z3 _ — = 2
TZAN T T T A T 12 Y N
Vastus: x1 = 3,10 = —2, 23 = 2.
b) Arvutame determinandid
T —1 1 1 —1 1
A = 1 4 - | =2, A, = —1 7 —i | =2,
i1 —i —1+2¢ 1 —i
1 1 1 T —1 1
A, = 1 -1 —i | =20, Ay =111 —1 = —25.
1 —1+2t —1 i 1 —=1+2
Neid kasutades saame arvutada
A, 2 ! A, 21 Ay, —21
rT1 —  — = — — €To = = — =1. 1 = = — = —9
A T2 T A T 2 T T T A 2
Kontroll:
T — -7 — 7 = 1
1 + 47 + 2.7 = —1
T+ T 4+ 1.1 = —1+4 24.
Vastus: ©1 = 1,29 = 1,23 = —i.

Ulesanne 3 Leidke koik muutujate komplektid, mida véib valida vabadeks muutujateks:

—l’1+21’2—|— xr3 — £E4:3 4%1—6$2+7£L’3:7
+4xg+2x3 —2x4=1" | 6x; — 923+ x3=8.

Teoreemi 4.4.5 toestusest jareldub jéargmine véide.

Lause 1 Kui kooskolalise lineaarvoraandisiisteems latendatud maatriksi read on lineaarselt soltu-
matud ja neid on r tikki, sits selle siisteemi soltuvateks muutujateks voib valida mistahes r
muutujat, mille kordajatest moodustatud r. jarku miinor on nullist erinev.



a) Vaadeldav vorrandisiisteem on lahenduv ja tema maatriksi astak on 2. Seega on nii soltu-
vaid kui vabu muutujaid 2 tiikki. Uurime, millised komplektid sobivad soltuvateks muutujateks:

‘ 0_1 i # 0 = 1,79 soltuvad, x3, x4 vabad,
-1 1 .
0 9 # 0 = 1,73 soltuvad, xs, x4 vabad,
-1 -1 -
0 _9 # 0 = 1,14 sOltuvad, xs, x3 vabad,
2 1 . . .
40| = 0 = 9, x3 ei sobi soltuvateks ja x, x4 vabadeks,
2 —1 . . .
4 9| = 0 = 9, x4 €i sobi soltuvateks ja x, r3 vabadeks,
1 -1 . . .
9 _9| = 0 = 3, x4 ei sobi soltuvateks ja x, xo vabadeks.

Vastus: voimalikud vabade muutujate komplektid on (x3,z4), (22, z4) ja (22, z3).
Ulesanne 4 Lahendage vérrandisisteem
2$1—$2+$3—$4:1. (1)

Vorrandisiisteemi maatriksi ja tema laiendatud maatriksi astakud on vordsed 1-ga. Seega
on siisteem lahenduv, kusjuures iildlahendis on iiks soltuv ja 4 — 1 = 3 vaba muutujat. Valime
soltuvaks muutujaks néiteks x3 ja avaldame ta vabade muutujate kaudu

[E3:1—25L‘1+.172+ZL‘4.

Andes koigile vabadele muutujatele vadrtuseks 0 saame siisteemi (1) iithe erilahendi ¢y =
(0,0,1,0). Stisteemile (1) vastava homogeense stisteemi

2.771—.1'24—.%3—%4:0 (2)

iildlahend avaldub kujul z3 = —2x; + x5 + x4. Andes vabadele muutujatele x1, x5, r4 vadrtusi
3. jarku iihikmaatriksi ridadest saame leida homogeense siisteemi (2) lahendite fundamen-
taalsiisteemi 3 vektorit

by = (1,0,-2,0),
bl - (0717170)7
by = (0,0,1,1).

Seega koik siisteemi (1) lahendid avalduvad kujul ¢g + k1by + kabs + k3bs, kus kq, ko, k3 € R.

Ulesanne 5 Lahendage Gaussi meetodil jirgmised vorrandisiisteemid:

I1+3ZE2+21’3+ZL’4: 1
2£L'1—3ZL‘2+ 5$3+ 7ZE4:1 $1+2$2+3$3—l’4: 1
dxy —6x9o+ 23+ 3r4=2 , 3x1+2r9+ x3—714=1
2rx1 — 319 — 113 — 1524 =1. 201+ 209+ 213 — 24 = 1
2SL’1+5I2+5$3 =2.



a) Moodustame vorrandisiisteemi laiendatud maatriksi ja teisendame ta astmelisele kujule
jéttes dra nullidest koosnevad read:

2 -3 5 7 |1 2 =3 5 7|1 2 -3 5 7|1
4 -6 2 32| - [0 0 -8 —11{0]—=|0 0 1 &0
2 -3 —11 -15|1 0 0 —16 —22|0 0 0 0 0|0

ool

<2—301
_>

0 0 1 i

)

Néeme, et siisteem on lahenduv ja vabu muutujaid on 4 —2 = 2. Valime so6ltuvateks muutjateks
x1 ja xs3, vabadeks x5 ja x4 ning avaldame soéltuvad muutujad vabade kaudu:

_ 1 3 1
T = 5 T 5T2 — g%
T3 = — =Xy

Selle siisteemi iiheks erilahendiks on ¢y = (%, 0,0,0) (anname vabadele muutujatele védrtuseks
0). Vastava homogeense siisteemi

_ 3 1
r1 = 51‘2 — 1—[1/’4
if

r3 = — g4

lahendite fundamentaalsiisteemi saame kui anname vabadele muutujatele x5 ja x4 kaks komp-

0 ) , ridadest:

lekti véadrtusi mingi regulaarse teist jarku ruutmaatriksi, nt. ( 0 16

bl = (37 27 07 O)a
by = (—1,0,—-22,16).
Stiisteemi koik lahendid avalduvad kujul cg 4 k1by 4 kobs, kus ki, ks € R.

Ulesanne 6 Lahendage jirgmised vorrandisisteemid dile korpuse Zs.

Zy+z:§ r +2z=1
20+4y =1, y+22=2
x4+ y+2=0 2r 4+ z=1.

a) Moodustame vorrandisiisteemi laiendatud maatriksi ja teisendame ta astmelisele kujule
jéttes dra nullidest koosnevad read:

01 1l3 17110 171 1/0 R
§ZGT—>6§§T—>6§§T—>(G§§T).
I 1105 0172 30 0l0

Néeme, et siisteem on lahenduv ja vabu muutujaid on 3—2 = 1. Valime so6ltuvateks muutjateks
x ja y, vabaks z ning avaldame soltuvad muutujad vaba kaudu:

r = 2 — 22 r = + 3z

2y = 1 — 3z y = + z

Wl ol



Selle siisteemi iiheks erilahendiks on ¢y = (2,3,0). Vastava homogeense siisteemi iiheks lahendite
fundamentaalsiisteemiks on
b= (3,1,7).
Stisteemi koik lahendid avalduvad kujul ¢ 4 kb, kus k € R.
b) Moodustame vorrandisiisteemi laiendatud maatriksi ja teisendame teda:

10 2|1 1021 1002 1002
012/2]—-(012/2 |—-|1010[3 |—|([0T1T0|3
2011 00 2 -1 00 2 -1 001|2

Seega siisteemil on tipselt iiks lahend v =2, y = 3, z = 2.

Ulesanne 7 Leidke ilimalt 3. astme reaalarvuliste kordajatega polimoomide vektorruumi Ps(R)
vektori 22 + 3x% 4 3z — 2 koordinaadid baasi x — 1,2% +x + 1, 2% — 22 — 1,23 + 22 suhtes.
Olgu need koordinaadid kq, ko, k3, k4, s.t.

20° +32° 4+ 32 -2 = ky(x — 1)+ ko(2® + 2+ 1) + ky(2® — 2% — 1) + ky(2® + 2?)
= (]{33 + k’4)3§3 + (k’z — k’g + ]{?4)262 + (lﬁ + k2)$ + (—]{31 + ]{2 — k’g)

Kuna kaks poliinoomi on vordsed parajasti siis, kui x vastavate astmete kordajad on vordsed,
siis saame siit kq, ks, k3, k4 leidmiseks vorrandisiisteemi

ks + ki= 2
k‘g—k3+k4: 3
k1+k2 - 3
—k1+]€2—]€3 :—2
Lahendame selle:
0 0 1 12 11 0 03 11 0 013
0 1 -1 1]3 01 -1 13 01 -1 1|3
1 10 0/3 | fo2-1o/1]7foo0o 1 —2/-5
-1 1 -1 0|-2 00 1 12 00 1 1|2
11 0 013 11 0 0f3
L |lo1 -1 1|3 | [01-10]3
00 1 —2|-5 00 1 0|—3
00 0 3|7 00 0 1|2
1 100]3 100032
L |loroops | [O0100]g
00104 0010 -1
000 1|1 00011

Vastus: koordinaadid on (%, %, —%, %) .

Ulesanne 8 Millisel tingimusel loikuvad sirged ayx + by + ¢ = 0, asx + by + co = 0 ja
asx + by + c3 = 0 dhes punktis?



Kui need sirged loikuvad iihes punktis, siis peab vorrandisiisteem

mr + by = —c
asx + by = —co
asr + by = —c3

olema iiheselt lahenduv. Vaatleme laiendatud maatriksit

ap by | —c
as by | —co
az bs | —cs

Kuna siisteemi maatriksis on 2 veergu, siis tema astak ei saa olla 3. Et siisteem oleks lahenduv,
ei tohi ka laiendatud maatriksi astak olla 3, s.t.

ap by —c
a9 bg —Co | = 0.
as by —c3

Lisaks sellele peab siisteemi maatriksi astak olema vordne muutujate arvuga, s.t. vihemalt iiks

determinantidest
(05} b2

as b3

a; by
asz b3

ap b
az by

Y Y

peab olema nullist erinev.

Viited

[1] Kilp, M., Algebra I, Tartu, 1998.



