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Eessona

Algebra kui matemaatikaharu voib jagada kaheks suureks osaks: lineaaralgebraks ja abstrakt-
seks algebraks. Kéesolev kursus koosneb pohiliselt lineaaralgebrast: vaatleme maatrikseid, de-
terminante, lineaarvorrandisiisteeme, vektorruume ja lineaarkujutusi. Abstraktne algebra uurib
algebralisi struktuure. Struktuuridest tutvume vaid viiga pogusalt koige tihtsamatega: rithma,
ringi ja korpusega.

Kursuse jooksul eeldame, et iilidpilane on tuttav selliste hulgateooria pohimoéistetega nagu
alamhulk, hulkade otsekorrutis, iithisosa, iihend, kujutus, binaarne seos, ekvivalentsiseos, ekviva-
lentsiklass. Samuti eeldame, et kuulajale on tuttavad naturaalarvude, tdisarvude, ratsionaalar-
vude ja reaalarvude omadused.

Seda teksti lugedes panete tihele, et moned kohad tekstis on viiksemas kirjas kui iilejainud
tekst. Nende kohtade lugemine ei ole muust materjalist arusaamiseks vajalik.

Kursuse jooksul kasutame mitmeid matemaatilisi ja matemaatilise loogika siimboleid, mille
tdhendused on jargmised:

Va € A — iga elemendi a korral hulgast A ehk hulga A iga elemendi a korral;

Ja € A — leidub element a hulgas A ehk leidub hulga A element a;

A = B — A-st jareldub B;

A< B — A kehtib parajasti siis, kui kehtib B, ehk A kehtib siis ja ainult siis, kui kehtib B;

N — naturaalarvude hulk;

7, — téisarvude hulk;

Q — ratsionaalarvude hulk;

R — reaalarvude hulk.



1. Algebralised struktuurid

Algebraline struktuur on hulk, millel on defineeritud mingid tehted, mis rahuldavad teatud
tingimusi. Kéesolevas kursuses tutvume vaid kbige tdhtsamate ja klassikalisemate algebraliste
struktuuride definitsioonidega. Nendeks on rithm, ring, korpus ja vektorruum. Algebralisi struk-
tuure uurib algebra haru, mida kutsutakse abstraktseks algebraks.

1.1. Rithmoid

Definitsioon 1.1. Kahekohaline (ehk binaarne) algebraline tehe hulgal A on kujutus
hulgast A x A hulka A.

Mairkus 1.2. Sona “algebraline” eelmises definitsioonis rohutab seda, et tehte tulemus kuulub ka hulka
A. Pchimatteliselt voib vaadelda ka kahekohalisi tehteid Ax A — B, kus B # A. Niiteks kolmemodtmelise
ruumi vabavektorite liitmine on algebraline tehe E3 x E3 — E3, aga skalaarkorrutamine on kahekohaline
tehe E3 x E5 — R, mis ei ole algebraline.

Mairkus 1.3. Algebras voib vaadelda mitte ainult kahekohalisi, vaid ka suvalisi n-kohalisi algebralisi
tehteid, kus n € {0,1,2,...}. n-kohaline algebraline tehe hulgal A on kujutus A™ — A. Muuhulgas
ithekohalised algebralised tehted on kujutused A — A ja nullkohalised algebralised tehted on kujutused
A® — A. Kuna A° on hulk, milles on iiks element, siis kujutuse A° — A defineerimine tihendab sisuliselt
iihe konkreetse elemendi véljavalimist hulgast A.

Niisiis kahekohaline algebraline tehe hulgal A on eeskiri, mis igale hulga A elementide
jarjestatud paarile (a, b) seab vastavusse hulga A mingi elemendi. Kahekohalisest tehtest radkides
kirjutatakse tehtemérk harilikult hulga elementide vahele. Seega néiteks kahekohalise tehte
x : A x A — A korral kirjutatakse ((a,b)) asemel harilikult a % b ja voib Gelda, et tehe x
seab paarile (a, b) vastavusse hulga A elemendi a * b.

Naiide 1.4. Naturaalarvude hulgaE] N vo6ib vaadelda kahekohalisi algebralisi tehteid, mis on
defineeritud néiteks jargmiste eeskirjadega:

e (a,b) = a+b; e (a,b) — a; e (a,b)—b+5;
e (a,b) — ab; e (a,b) — b% e (a,b)— 3.
Lahutamistehe ei ole algebraline tehe hulgal N, sest néiteks 1 — 2 ¢ N.

Definitsioon 1.5. Riihmoid on hulk koos sellel defineeritud kahekohalise algebralise tehtega.

Kui hulk on A ja tehe sellel , siis sellist rithmoidi tdhistatakse ka jérjestatud paarina (A, x).
Naiteks voib radikida rithmoidist (N, +) véi (Z, —). Samas (N, —) ei ole rithmoid.

Kui réégitakse rithmoididest iildiselt (s.t. kui ei peeta silmas iihtegi konkreetset hulka ega
tehet), siis kutsutakse tehet x kokkuleppeliselt korrutamiseks ja elementi a * b elementide a ja b
korrutiseks. Veelgi enam, tihti jdetakse tehtemérk iildse dra ja kirjutatakse a x b asemel ab.

Klassikaliselt on algebras tavaks eeldada, et algebraline struktuur on mittetiihi. Siiski on
teatud olukordades otstarbekas lubada ka tiihje struktuure. K&esolevas kursuse me loeme ka
tithja hulga koos tiihja kujutusega () x § — ) rithmoidiks.

'Kiesolevas kursuses loeme, et N = {1,2,3,...}.



1.2. Poolrithm ja monoid

Definitsioon 1.6. Kahekohalist algebralist tehet * hulgal A nimetatakse
1. assotsiatiivseks, kui (a*b) xc=ax (b*c) iga a,b,c € A korral;

2. kommutatiivseks, kui a * b = b* a iga a,b € A korral.
Definitsioon 1.7. Poolriihm on rithmoid, mille tehe on assotsiatiivne.

Niide 1.8. Poolrithmadeks on niiteks (N, +), (R,-) ja mingi hulga X koigi teisenduste hulk
7 (X) nende teisenduste jérjestrakendamise tehte o suhtes.

Kui meil on kahekohaline algebraline tehe * hulgal A ja rohkem kui kaks hulga A elementi,
siis sulgude abil saab dra néidata, millises jéarjekorras me tehet * neile elementidele peame
rakendama. Niiteks kirjapanek a * (b * ¢) néitab, et koigepédilt tuleb leida element b * ¢ ning
seejérel rakendada tehet * elementidele a ja b * c. Tulemuseks on hulga A mingi element. Kolme
elemendi korral on kaks voimalust sulgude paigutamiseks: (a*b)*c ja ax (b*c). Kui elemente on
rohkem, siis on ka sulgude paigutamise voimalusi rohkem, néiteks (a*b) x (cxd), ((a*b) *c) x d,
a* ((bxc)*d) jne. Siin me vaatleme ainult selliseid avaldisi, kus sulgude paigutus on korrektne,
s.t. et sulud médravad dra, millises jirjekorras tuleb tehteid sooritada. Niiteks avaldis axbx (cxd)
ei ole korrektne, sest ei ole selge, kas enne tuleb leida a * b voi b * (¢ * d).

Osutub, et assotsiatiivse tehte korral ei soltu koigi tehete sooritamise jérel tulemuseks saadav
element sulgude paigutusest.

Lause 1.9. Tehte rakendamise tulemus poolriithmas ei séltu sulgude paigutusest.

TOESTUS. Olgu meil tegemist poolrithmaga (A, x). Toestame matemaatilise induktsiooniga, et
iga n € N ja mistahes elementide aq,...,a, € A korral ei sdltu tehte * neile elementidele
rakendamise tulemus sulgude paigutusest.

Kui n =1 v6i n = 2, siis on viide ilmne. Kui n = 3, siis jareldub véide tehte * assotsiatiiv-
susest. Olgu niitid n > 3 ja eeldame, et viide kehtib, kui elemente on vidhem kui n. Néitame, et
see kehtib siis ka n korral. Téhistame iga k € N ja by, ..., b; € A korral

bl*bg*...*bk = (((bl*bQ)*bg))**bk,l)*bk (1)

(See tédhendab, et by #by . ..*xby on element, mille saame, kui rakendame tehet * niidelda vasakult
paremale.) Paneme tihele, et

by x by % ... % by = (byxba*...%bg_1) * by, (2)

kui k£ > 2. Induktsiooni eelduse pohjal on mistahes sulgude paigutusega avaldis vihem kui n
elemendist vordne avaldisega, mis on kujul . Toestuse lopetamiseks piisab nédidata, et sama
omadus on ka igal n elemendist moodustatud avaldisel. Vaatleme sellist avaldist ja leiame selles
iiles tehte * viimase rakendamise koha:

(a1 % ...xag) * (a1 * ... xap). (3)

Siin sulgudes olevad avaldised voib kirjutada kujul , sest neis esineb vihem kui n elementi.

On kaks voimalust.
1) k = n—1. Siis on avaldis kujul (a1 *...%xap_1)%an = ay *...%*ap_1 *ay, s.t. kujul .



2) k<n-—1.

(ag *...%ag) *

Siis

ay *...xap)* ((Aggp1 % ... % ap_1) * ap) (omadus

(agg1*...xay) = (
((ap *...%ag) * (@gy1 * ... *ap—1)) *xa, (assotsiatiivsus

=(ap *...%ap* a1 *...%ap_1) *a, (induktsiooni eeldus

)
)
)
)

A1 % o K A K Ay ¥ -0 % A1 * Ay, (omadus

s.t. jillegi on vaadeldav avaldis vordne avaldisega kujul . O

Arvestades lauset jéetakse assotsiatiivse tehte korral sulud tihti iildse kirjutamata.
Rithmoidis v6ib leiduda teatud eriliste omadustega elemente.

Definitsioon 1.10. Rithmoidi (A, *) elementi e nimetatakse iihikelemendiks, kui

iga a € A korral.

axe=a ja exa=a

Lause 1.11. Rihmotidis voib olla ainult ks ihikelement.

ToOEesTUS. Olgu e ja f rithmoidi (A, *) tihikelemendid. Kuna e on iihikelement, siis f = ex f. Et
f on iihikelement, siis e * f = e. Jéarelikult f = ex* f = e. O

Definitsioon 1.12. Monoidiks nimetatakse poolrithma, milles leidub iihikelement.

Naiide 1.13. Monoidideks on néiteks

e (N,:) (iihikelement on arv 1),

e (Z,+) (iithikelement on arv 0) ja

e (7(X),o) (ithikelement on hulga X samasusteisendus).

Samas (N, +) on poolrithm, mis ei ole monoid.

Definitsioon 1.14. Olgu (A, *) monoid {ihikelemendiga e. Selle monoidi elementi a nimetatakse
pooratavaks, kui leidub selline element b € A, et

axb=¢c¢ ja bxa=e.

Sellisel juhul Geldakse, et elemendid a ja b on teineteise pdérdelemendid.

Niide 1.15. Monoidi (N, -) ainus pooratav element on 1, selle poordelement on 1 ise.
Monoidi (Z, -) pooratavad elemendid on 1 ja —1,sest 1-1=1ja (=1)-(—=1) = 1.
Monoidi (7 (X), o) pooratavad elemendid on hulga X bijektiivsed teisendused.

Lause 1.16. Kui monoidi element on pddratav, siis selle elemendi poéordelement on iheselt

madratud.



ToOEsTUS. Olgu (A, %) monoid iihikelemendiga e ja a selle monoidi mingi element. Oletame, et
elemendid b ja ¢ on elemendi a poordelemendid. Siis

c=exc=(bxa)xc=bx(a*xc)=bxe=0.
Sellega oleme ndidanud, et elemendi a poordelement on iitheselt méaratud. O

Monoidi pooratava elemendi a (iiheselt médratud) poordelementi tihistatakse siimboliga a 1.

Poordelemendi definitsioonist on selge, et pooratava elemendi a korral
(ail)i1 =a.

Jargnev lause annab eeskirja korrutise poordelemendi leidmiseks, kui meil on teada moélema
teguri poordelemendid.

Lause 1.17. Monoidi (A, x) mistahes pooratavate elementide a ja b korral on ka element a x b
pooratav ja

(axb) P =b"lxa L.

TOESTUS. Paneme téhele, et

(axb)x (b xa ) = ((axb)xb 1) xa™? (assotsiatiivsus)
=(ax(bxb 1)) xa! (assotsiatiivsus)
= (axe)xa? (poordelemendi def.)
—axa ! (ithikelemendi def.)
=e. (poodrdelemendi def.)

Analoogiliselt saab tdestada vorduse (b~!xa~!)* (a*b) = e. Seega a*xb ja b~!xa~! on teineteise

poordelemendid. O

1.3. Rithm ja Abeli rithm

Uheks klassikalisemaks algebraliseks struktuuriks on rithm.

Definitsioon 1.18. Rithm on hulk G koos kahekohalise algebralise tehtega *, mis rahuldab
jArgmisi tingimusi:

G1. (axb)xc=ax*(bxc)igaa,b,c € G korral;
G2. leidub element e € G nii, et axe = a = e * a iga a € G korral;

G3. iga a € G korral leidub element b € G nii, et axb=e =0bx*a.
Teiste sonadega voib 6elda, et rithm on monoid, mille kéik elemendid on podratavad.

Naéide 1.19. 1. Nullist erinevate ratsionaalarvude ja nullist erinevate reaalarvude hulgad on
rithmad korrutamise suhtes. Seega voime vaadelda rithmi (R\ {0}, ) ja (Q\ {0}, -). Samas (R, )
ja (Q,-) ei ole rithmad (miks?).



2. Positiivsete ratsionaalarvude ja positiivsete reaalarvude hulgad on rithmad korrutamise
suhtes.

3. Hulgad Z,Q ja R on rithmad liitmise suhtes.

4. Hulk {1, -1} on rithm korrutamise suhtes.

5. Mittetiihja hulga X bijektiivsete teisenduste hulk S(X) on rithm kujutuste jirjestraken-
damise suhtes. Selle rithma iihikelement on hulga X samasusteisendus ja teisenduse f poord-
element on selle teisenduse poordteisendus.

6. Kui hulgas X on vdhemalt kaks elementi, siis (7(X), o) on monoid, mis ei ole rithm.
Naiteks konstantsed kujutused on sellisel juhul mittepdoratavad.

Riihma iihikelementi tdhistatakse tihti ka stimboliga 1.
Ténu lausele voib Gelda, et rithma igal elemendil on tépselt iiks poordelement. Nii nagu

monoididegi korral téhistatakse rithma elemendi a (itheselt médratud) poordelementi siimboliga

a1l

Mairkus 1.20. Arvestades mérkust voib rithma vaadelda ka hulgana G, millel on antud kolm algeb-
ralist tehet:

e kahekohaline tehe (a,b) — a * b (korrutamine),
e iihekohaline tehe a — a1 (poordelemendi votmine),

e nullkohaline tehe (ithikelemendi fikseerimine).

Definitsioon 1.21. Riihma nimetatakse kommutatiivseks ehk Abeli rithmaks, kui selle
tehe on kommutatiivne.

Niide 1.22. Niite neljas esimeses punktis loetletud rithmad on kommutatiivsed. Bijek-
tiivsete teisenduste rithm S({1,2,3}) ei ole kommutatiivne.

Abeli rithmadest iildiselt koneldes on tavaks kasutada nn. aditiivset siimboolikat. Tehte-
maérgina kasutatakse mérki + ja tehet kutsutakse liitmiseks, tihikelementi kutsutakse nullele-
mendiks ja kasutatakse siimbolit 0, elemendi a pdordelementi kutsutakse vastandelemendiks
ja tdhistatakse siimboliga —a. Seega Abeli rithma definitsioon sénastatakse harilikult jargmisel
kujul.

Definitsioon 1.23. Abeli rithm on hulk A koos kahekohalise algebralise tehtega 4+, mis ra-
huldab jargmisi tingimusi:

AGl. (a+b)+c=a+ (b+c)igaa,b,c € A korral;
AG2. leidub element 0 € A nii, et a +0=a =0+ a iga a € A korral;
AGS3. iga a € A korral leidub element —a € A nii, et a + (—a) =0 = (—a) + a;
AG4. a+b=b+aiga a,be A korral.
Abeli rithma korral rafigitakse ka elementide a ja b vahest, mis defineeritakse vordusega
a—b:=a+(-b).
Tingimuse AG3 pohjal on selge, et iga a korral
a—a=0.

Jargmist omadust 1laheb Abeli rithmades arvutades véga tihti vaja.



Lause 1.24. Kui (A,+) on Abeli rihm ja a,b,c € A, siis
a+b=c — a=c—0b

TOEsTUS. Kehtigu vordus a + b = ¢, kus a,b,¢c € A. Liites selle vorduse molemale poolele
elemendi —b saame

(a4+0b)+ (=b)=c+ (=b) =c—b.
Kuna
(@t + (=) 5 at G+ (h) Fat0 5,0
siis saamegi vorduse a = ¢ — b. |

Toestatud omadust voib sonastada ka nii: Abeli rihmas voib elemend: viia vorduse thelt
poolelt teisele poolele vastandmdrgiga.

1.4. Ring ja korpus

Vaatleme niiiid selliseid struktuure, milles on kaks kahekohalist algebralist tehet. Néiteks
arvuhulkade puhul on loomulik vaadelda nii liitmist kui korrutamist, samuti ruutmaatriksite
korral. Nendel tehetel on mitmeid héiid omadusi.

Definitsioon 1.25. Ring on hulk R koos kahe kahekohalise algebralise tehtega + ja -, mis
rahuldavad jargmisi tingimusi:

R1. (a+b)+c=a+ (b+c)igaa,b,c€ R korral;

R2. leidub element 0 € R nii, et a +0=a =0+ a iga a € R korral;

R3. iga a € R korral leidub element —a € R nii, et a + (—a) =0 = (—a) + a;
R4. a+b=0b+a iga a,b € R korral;

R5. (a-b)-c=a-(b-c)iga a,b,c € R korral;

R6. leidub element 1 € R nii, et a-1=a=1-a iga a € R korral,

R7. a-(b+c¢c)=a-b+a-cigaa,b,c€ R korral;

R8. (a+b)-c=a-c+b-cigaa,b,c € R korral.

Harilikult kirjutatakse ringi puhul a - b asemel lithemalt ab. Definitsiooni tingimustest R1-
R4 n#eme, et ring peab liitmise suhtes olema Abeli rithm. Tingimusi R7 ja R8 kutsutakse
distributiivsuse seadusteks.

Mirkus 1.26. Algebras esineb erinevaid ringi definitsioone. Vahel ei néuta tingimust R6, monikord
isegi tingimust R5. Seega algebralisi tekste lugedes peab hoolega jélgima, milliseid ringe silmas pee-
takse. Kéesolevas kursuses vaatleme vaid selliseid ringe, mis rahuldavad koiki tingimusi R1-R8,; s.t.
iithikelemendiga assotsiatiivseid ringe.

Ringides on terve rida omadusi, mida kiill definitsioonis ei nduta, kuid mis jarelduvad defi-
nitsioonist lihtsasti ja mis aitavad arvutusi ringi elementidega l4dbi viia. Loetleme neist méned.
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Lause 1.27. Kui R on ring ja a,b,c € R, siis

2. (—a)b=a(—b) = —ab;
3. a(b—c) =ab—ac;
4. (a—0b)e =ac—be.

TOEsTUS. 1. Olgu a € R. Siis
0a = (0+0)a = 0a + Oa.
R2 R8

Kasutades lauset saame vorduse

0Oa = 0a — 0a = 0.
R3

Vorduse a0 = 0 saab tdestada analoogiliselt.
2. Olgu a,b € R. Siis
0=0b= ((—a)+a)b = (—a)b+ ab.

R3
Lause pohjal
(—a)b=0—ab = —ab.
R2
Vorduse a(—b) = —ab saab toestada analoogiliselt.

3. Olgu a, b, c € R. Siis

a(b—c)=a(b+ (—c)) = ab+ a(—c) = ) ab + (—ac) = ab — ac.

om.

4. Vorduse (a — b)c = ac — be saab toestada analoogiliselt. 0

Definitsioon 1.28. Ringi nimetatakse kommutatiivseks, kui tema korrutamistehe on kom-
mutatiivne.

Niide 1.29. (Z,+, ) on kommutatiivne ring.

Definitsioon 1.30. Ringi (R,+,-) elementi nimetatakse pddratavaks, kui tal leidub poord-
element selle ringi korrutamistehte suhtes, s.t. kui see element on péératav monoidis (R, -). Ringi
R koigi pooratavate elementide hulka tidhistatakse siimboliga U(R).

Niide 1.31. 1. Ringi Z korral U(Z) = {1, —1}.

2. Ringi R korral U(R) = R\ {0}.

3. Reaalarvuliste elementidega n-ndat jirku ruutmaatriksite hulk Mat,(R) on ring maat-
riksite liitmise ja korrutamise suhtes. Ruutmaatriksite ringi nullelement on nullmaatriks ja
ithikelement on iihikmaatriks. Kui n > 2, siis see ring ei ole kommutatiivne. Selles ringis on
néiteks nullmaatriksist erinev maatriks

11
(00)

mittepooratav.
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Definitsioon 1.32. Korpus on kommutatiivne ring, milles on vihemalt kaks elementi ja mille
koik nullelemendist erinevad elemendid on péératavad.

Mérkus 1.33. Ringi puhul on voimalik, et 1 = 0 (ithikelement vordub nullelemendiga). Sellisel
juhul see ring koosnebki ainult iihest elemendist, sest mistahes elemendi a korral a = al = a0 =
0. Jarelikult, kui ringis on vihemalt kaks elementi, siis selles ringis 1 # 0. Muuhulgas korpuses
on alati iihikelement nullelemendist erinev.

Arvestades tingimusi R5 ja R6 ndeme, et korpuse nullelemendist erinevad elemendid moo-
dustavad rithma korrutamise suhtes.

Miérkus 1.34. Eestikeelses kirjanduses (nt. [1], [2]) ei ole tihti ndutud, et korpuse korrutamine
oleks kommutatiivne. Kéesolevas kursuses me seda siiski nduame ja loodame, et sellest ei teki
segadust.

Niide 1.35. 1. (Z,+, ) on kommutatiivne ring, mis ei ole korpus (nt. elemendil 2 € Z ei leidu
ringis Z poordelementi korrutamise suhtes).
2. (Q,+,) ja (R,+,-) on korpused.

Miérkus 1.36. Korpuste puhul (nt. Q ja R korral) riégitakse sageli jagamisest. Nimelt 6eldakse,
et korpuse K elemendi a ja nullist erineva elemendi b jagatis on element ab~! (elemendi a ja
elemendi b poordelemendi korrutis) ning tihistatakse seda elementi siimboliga 7. Sellise téhistuse

korral saab kasutada harilikke murdudega arvutamise reegleid. Néiteks { - ¢ = 7. Toepoolest,

ac

(ab ™ He=ab™e) =a(cb™!) = (ac)b™! = 5

a
—.c =
b
Lugeja voiks proovida iseseisvalt veenduda, et korpuses
a c
—=—- <= ad=bc
b d

Definitsioon 1.37. Ringi R nullist erinevaid elemente a ja b nimetatakse nullitegureiks, kui
ab = 0. Ring on nullitegureita, kui temas ei ole nullitegureid.

Lause 1.38. Korpuses ei ole nullitegureid.

TOEsTUS. Olgu K korpus ja oletame vastuvéiteliselt, et a,b € K on nullist erinevad elemendid,
mille korral ab = 0. Korrutades selle vorduse mélemaid pooli paremalt elemendiga b~!, saame

a=al=a(bb )= (ab)b~! =0b"1 =0,
mis on vastuolus eeldusega. |

Ka ring Z, mis ei ole korpus, on nullitegureita. Nullitegureid leidub niiteks ringis Mats(R).

Definitsioon 1.39. Oledakse, et ring R on taandamisega, kui mistahes a,b,¢c € R, ¢ # 0
korral vordusest ac = bc jareldub vérdus a = b ja vordusest ca = cb jareldub vordus a = b.

Lause 1.40. Ring on taandamisega parajasti siis, kui ta on nullitequreita.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu R taandamisega ring. Oletame, et ab = 0, kus a,b € R. Kui
a # 0, siis vordusest ab = a0 elementi a taandades saame vorduse b = 0. Seega vordusest ab = 0
jareldub, et kas a = 0 v6i b = 0, mis tdhendab, et R on nullitegureita.

Prsavus. Olgu R nullitegureita ring, a, b, ¢ € R, ¢ # 0 ja ac = be. Siis ac—be = 0 ehk (a—b)c = 0.
Kuna ¢ # 0 ja nullitegurid puuduvad, siis a —b = 0 ehk a = b. Teise implikatsiooni saab tdestada
analoogiliselt. O
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1.5. Jasagiklassiringid

Selles paragrahvis tutvume teatud loplike ringidega, mida kasutatakse palju nii arvuteoorias
kui arvutiteaduses.

Fikseerime mingi naturaalarvu n > 2. On teada, et iga téisarvu a jaoks leiduvad iiheselt
méadratud taisarvud ¢, r nii, et

a=gn+r ja 0<r<n.

Arvu r nimetatakse jadgiks, mis tekib arvu a jagamisel arvuga n ning arvude ¢ ja r leidmist
kutsutakse jadgiga jagamiseks. Niiteks

17=3-54+2, kus 0<2<5,

mis tdhendab, et 17 jagamisel 5-ga saame jadgi 2.

Definitsioon 1.41. Oecldakse, et tiisarv b jagab tiisarvu a (ja kirjutatakse b | a), kui leidub
selline téisarv ¢, et bc = a.

Teiste sonadega v6ib Gelda, et arv b jagab arvu a, kui a jagamisel arvuga b tekib jadk 0.
Lihtne on veenduda, et kui a,b,c,d € Z, a |bjaa|c,siisa|b=Ecjaalbd.

Definitsioon 1.42. Oecldakse, et tdisarvud a ja b on kongruentsed mooduli n jirgi, kui n |
a — b. Téhistus: a = b (mod n).

Lause 1.43. Tdisarvud a ja b on kongruentsed mooduli n jdrgi parajasti siis, kui nad annavad
arvuga n jagades sama jadgi.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu @ = gn + r, kus 0 < r < n. Eeldame, et a = b (mod n). Siis
n | a — b, mis tdhendab, et nk = a — b mingi k € Z korral. Jarelikult

b=a—nk=qn+r—nk=(q—k)n+r.

Siit ndeme, et ka b annab arvuga n jagamisel jaagi r.
Prsavus. Eeldame, et a = gin +7r ja b = gan + r, kus q1,q2,7 € Z ja 0 < r < n. Siis
a—b=(q1 — q2)n, mis tdhendab, et n | a — b. O

Kuna seos “a ja b annavad arvuga n jagades sama jédgi” on ilmselt ekvivalentsiseos tdisarvude
hulgal, siis on ka kongruentsusseos (mooduli n jérgi) ekvivalentsiseos téisarvude hulgal. Iga ek-
vivalentsiseose puhul voib vaadelda ekvivalentsiklasse selle seose jargi. Kongruentsusseose puhul
tahistatakse arvu a € Z ekvivalentsiklassi stimboliga @ ja nimetatakse arvu a ja#giklassiks
mooduli n jérgi. Niisiis

a = {beZ|a=b (modn)}={be€Z]|ajabannavad n-ga jagamisel sama jasigi}.

Nagu hulgateooriast teada, voib ekvivalentsiklassi esindajaks valida mistahes elemendi sellest

ekvivalentsiklassist. Niiteks kui n = 5, siis 2 = 17 = —8.
Et erinevaid jddke, mis n-ga jagamisel saab tekkida, on tépselt n tiikkki (need jéégid on
0,1,...,n—1), siis mooduli n jirgi on téapselt n jidgiklassi. Nende jasigiklasside hulka téhistatakse

Zn =1{0,1,...,n—1}.

Defineerime niiiid tehted jadgiklasside hulgal.
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Definitsioon 1.44. Jisgiklasside @, b € Z,, summa ja korrutis defineeritakse vordustega

a+b = a+b,
a-b a-b.

Lemma 1.45. Jadgiklasside listmine ja korrutamine on korrektselt defineeritud.
TOESTUS. Korrektsuse toestamiseks peame néitama, et tehte tulemus ei s6ltu sellest, millised
taisarvud me jéédgiklasside esindajateks valime. Oletame, et a1 = @z ja by = ba. Siis n | a1 — a

jan | by — by. Jarelikult

n ’ (a1 — CLQ) + (bl — bg) = (a1 + bl) — (GQ -+ 62),

s.t. a1 +b1 =as + by (mod TL) jaai 4+ by = as + by. Et
a1by — agby = aj(by — b2) + ba(a1 — ag)

ja n jagab selle vorduse paremat poolt, siis n | a1by — agbe ning jarelikult a1by = agby (mod n)
ehk a1b1 = aqbs. Od

Teoreem 1.46. Hulk Z,, on eespool defineeritud tehete suhtes kommutatiivne ring. See ring on
korpus parajasti siis, kui n on algarv.

TOESTUS. Tehete definitsioonidest ja tdisarvude omadustest jiareldub kergesti, et Z, on kom-
mutatiivne ring. Uksikasjade kontrollimise jitame lugejale.

Toestame teise viite. Oletame, et Z, on korpus, kuid n ei ole algarv, s.t. leiduvad sellised
a,b €N, 1 <a,b<n,etn=ab Siisab=mn =0, kuid @ # 0 ja b # 0. Kuna korpuses ei ole
nullitegureid (lause , siis oleme saanud vastuolu. Seega n peab olema algarv.

Oletame niiiid, et n on algarv. Votame nullist erineva elemendi a, kus 1 < a < n — 1, ringis
Z,. Siis SUT(a,n) = 1. On teada (vt. [1], lause 6.3.5), et sellisel juhul leiduvad z,y € Z nii, et
ax + ny = 1. Jarelikult

l=ar+ny=ax+ny=az+0y=az+0=ax7,

mis tdhendab, et element @ on pdoératav. Kuna iga nullist erinev element on pdératav, siis oleme
naidanud, et Z, on korpus. O

Definitsioon 1.47. Ringe Z,, kus n € N, kutsutakse ja&giklassiringideks. Korpusi Z,, kus
p on algarv, kutsutakse jadgiklassikorpusteks.

Niide 1.48. Kuna 5 on algarv, siis Zs on korpus. Selles korpuses

I
—

1 =1, sest 1-1=1,
37123, sest 2-3=1,
371232 gest 2-3=1,
17 '=4 sest 4-4=T.

Ring Zg ei ole korpus, sest niiteks nullist erineval elemendil 2 ei leidu poordelementi. Selles
ringis leidub nullitegureid: 2 - 3 = 0, kuigi 2 # 0 ja 3 # 0.
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2. Kompleksarvud
2.1. Kompleksarvude korpus

Meile héstituntud ratsionaalarvude hulk Q ja reaalarvude hulk R on korpused. Samuti
nigime, et iga algarvu p jaoks on olemas p-elemendiline jéégiklassikorpus Z,. Kuigi reaalar-
vude korpusel on palju hdid omadusi, on tal ka {iks oluline puudus: temas ei ole véimalik leida
vorrandi

2 =—1

lahendit (ja, nagu me teame, ka mitmete teiste ruutvorrandite lahendeid). Sellest puudusest iile
saamiseks konstrueeritakse iiks suurem arvuhulk, mis sisaldab reaalarvude hulka ja kus antud
vorrand on lahenduv. Seda suuremat hulka kutsutakse kompleksarvude hulgaks. Kompleksar-
vude defineerimiseks on mitmeid véimalusi. Meie teeme seda defineerides jérjestatud reaalarvu-
paaride hulgal R? tehted sobival viisil.

Lause 2.1. Hulk R? = {(a,b) | a,b € R} on korpus liitmise ja korrutamise suhtes, mis on
defineeritud vordustega

(a,b) + (¢,d) = (a+ec¢,b+d),
(a,b)(c,d) = (ac—bd,bc+ ad).

TOEsTUS. Kui a,b, ¢, d € R, siis a+c¢,b+d,ac—bd, bc+ad € R. Seega on defineeritud liitmine ja
korrutamine algebralised tehted hulgal R?. Lihtne on veenduda, et (R?,4) on Abeli rithm, kus
nullelemendiks on paar (0, 0) ja paari (a,b) vastandelement on paar (—a, —b). Kui a, b, c,d,e, f €
R, siis

((aab)(cud))(eaf) ac—bd bc+ad)( f)
(ac — bd)e — (bc + ad) f, (bc + ad)e + (ac — bd) f)
ace — bde — bef — adf,bce + ade + acf — bdf)

(
(
(
(a(ce — df) — b(de + cf),b(ce — df ) + a(de + cf))
(
(a
(

a,b)(ce — df,de + cf)

a,b)((c, d)(e, [)),
ac — bd, bc + ad) = (ca — db,da + ¢b) = (¢,d)(a, b),

(a,b)(c,d) =
mis tdhendab, et korrutamine on assotsiatiivne ja kommutatiivne. Et mistahes a,b € R korral
(a7b)(1a0) = (a' 1-56-0,b- 1—|—(IO) = (aab)

ja kommutatiivsuse tottu ka (1,0)(a,b) = (a,b), siis (1,0) on iihikelement korrutamise suhtes.
Kui a,b,¢,d, e, f € R, siis

(a,b)((c,d) + (e, f)) = (a,;b)(ct+e,d+ f)
(alc+e)—bld+ f),blc+e)+ald+ f))

= (ac+ae—bd—bf,bc+ be+ ad+ af)
(
(a,

ac — bd, bc + ad) + (ae — bf,be + af)
b)(c,d) + (a,b)(e, f)

ja seega kehtib esimene distributiivsuse seadus. Teise kehtimine jéreldub jéllegi korrutamise
kommutatiivsusest. Sellega oleme niidanud, et hulk R? on defineeritud tehete suhtes ring.
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Olgu niiiid (a,b) € R? nullelemendist (0,0) erinev element, s.t. a # 0 v6i b # 0, millest
jareldub, et a® 4+ b # 0. Kuna

(a,b)-( a —b >:<a2+b2 ba—ab>:(1’0)7

a? + b2’ a? + b2 a? + b2’ a? + b?

siis )
a p—
b))t = , e R?.
(a,) (a2+b2 a2—|—62>
Sellega oleme niidanud, et R? on defineeritud tehete suhtes korpus. O

Lauses konstrueeritud korpust tdhistame siimboliga C ja nimetame kompleksarvude
korpuseks. Selle korpuse elemente kutsutakse kompleksarvudeks.

Meie jargmiseks eesmirgiks on leida korpuses C midagi, mis oleks teatud mottes sarnane
reaalarvude korpusega.

Lause 2.2. Hulga R? alamhulk R' = {(a,0) | a € R} on korpus lauses defineeritud tehete
suhtes.

TOESTUS. Kuna
(a,0) + (b,0) = (a+b,0)
ja
(a,0)(b,0) = (ab— 0,0+ 0) = (ab,0)

mistahes a,b € R korral, siis defineeritud liitmine ja korrutamine on algebralised tehted hulgal
R’. Need tehted on ilmselt ka assotsiatiivsed, kommutatiivsed ja seotud distributiivsuse seadus-
tega. Elemendid (0,0) ja (1,0) kuuluvad hulka R’, seega on hulgas R’ olemas ka nullelement ja
ithikelement. Kui (a,0) € R, siis on sellel elemendil olemas vastandelement (—a,0) € R’. Kui
(a,0) € R’ ei ole nullelement (s.t. a # 0), siis on sellel elemendil hulgas R" olemas poordelement

(%, 0). Kokkuvéttes oleme veendunud, et R’ on korpus. |

Kui kahe sama tiilipi algebralise struktuuri vahel leidub iiksiithene vastavus (bijektsioon),
mis séilitab tehteid, siis neid struktuure nimetatakse isomorfseteks. Ringide korral votab see
definitsioon jargmise kuju.

Definitsioon 2.3. Ringe R ja R’ nimetatakse isomorfseteks, kui leidub bijektiivne kujutus
f: R — R nii, et

RH1. f(a+0b) = f(a)+ f(b) mistahes a,b € R korral (s.t. f siilitab liitmist);
RH2. f(ab) = f(a)f(b) mistahes a,b € R korral (s.t. f siilitab korrutamist);
RH3. f(1) =1 (s.t. f sdilitab ithikelementi).

Sellist kujutust f nimetatakse isomorfismiks ringist R ringi R’. Kahte korpust nimetatakse
isomorfseteks, kui nad on isomorfsed ringidena.

Mirkus 2.4. Kujutust f, mis rahuldab tingimusi RH1-RH3 nimetatakse ringide homomor-
fismiks. Seega ringid on isomorfsed, kui nende vahel leidub bijektiivne homomorfism. Saab
néidata, et kui f on bijektiivne ja rahuldab tingimust RH2, siis f(1) = 1, seega tingimuse RH3
voiks definitsioonist 2.3 ka vilja jétta.
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Lause 2.5. Reaalarvude korpus R on isomorfne korpusega R’ lausest (2.9

TOEsTUS. Kujutus
f*R—=R, a— (a,0)

on ilmselt bijektiivne. Kuna mistahes a,b € R korral

fla+d) = (a+0,0)=(a,0)+ (b,0) = f(a) + f(b),
f(ab) = (ab,0)=(a-b—0-0,0-b4+a-0)=(a,0)(b,0)= f(a)f(b),
f1) = (1,0),

siis f on isomorfism. O

Arvestades isomorfismi korpuste R ja R’ vahel samastatakse enamasti reaalarv a korpuse
C elemendiga (a,0). Seda samastamist arvestades voime korpuse C mistahes elemendi (a,b)
kirjutada {iles kujul

(av b) = (av O) + (Ov b) = (CL?O) + (ba O)<07 1) =a+ bi,
kus oleme tdhistanud ¢ := (0, 1). Paneme téhele, et elemendi i € C ruut on —1:
i2=(0,1)(0,1)=(0-0—1-1,1-040-1) = (~1,0) = —1.

Seega vorrandil 22 = —1 on korpuses C olemas lahend. Kompleksarvu i nimetatakse imagi-
naariihikuks.
Harilikult esitataksegi kompleksarve kujul

a + bi,

kus a,b € R. Sellist kuju nimetatakse kompleksarvu algebraliseks kujuks.
Kui b on negatiivne, siis harilikult kirjutatakse a+ bi asemel a — |b|i. Néiteks 24 (—3)i asemel
kirjutatakse harilikult 2 — 3.

Definitsioon 2.6. Kui z = a + bi on algebralisel kujul esitatud kompleksarv, siis
e reaalarvu a nimetatakse z reaalosaks (tdhistatakse a = Re 2);
e kompleksarvu bi nimetatakse z imaginaarosaks;

e reaalarvu b nimetatakse z imaginaarosa kordajaks (téhistatakse b = Im z).

Definitsioon 2.7. Kompleksarvu, mis ei ole reaalarv, nimetatakse imaginaararvuks. Imagi-
naararvu, mille reaalosa on 0, nimetatakse puhtimaginaararvuks.

Seega niiteks 5 + 2¢ on imaginaararv ja —3¢ on puhtimaginaararv.
Kaks algebralisel kujul esitatud kompleksarvu a + bi ja ¢ + di on vordsed, kui jarjestatud
paarid (a,b) ja (¢,d) on vordsed. Seega

a+bi=ct+di<=a=cjab=d.

Teiste sonadega: kaks kompleksarvu on vordsed parajasti siis, kui nende kompleksarvude reaal-
osad on vordsed ja imaginaarosa kordajad on vordsed.
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Algebralisel kujul ndevad tehete definitsioonid vélja jirgmised:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,
(a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (be+ ad)i.
Samuti kehtivad eelpoolteldut arvestades vordused
—(a+bi) = —a-—bi
Nl a -b .1
(atb)™ = PR R R L
Ka kompleksarvude korpuses voib réikida nullist erineva arvuga jagamisest pidades selle all
silmas poordelemendiga korrutamist (vt. mérkust [1.36). Seega
c+di (c+di)(a— bi)
a+bi a2+
Selle eeskirja voib sonastada jargmiselt: selleks, et jagada kompleksarv ¢ 4+ di nullist erineva

kompleksarvuga a + bi tuleb arv ¢ 4+ di korrutada kompleksarvuga a — bi ja tulemus reaalarvuga
1
aZ 42

- (a — bi).

= (c+di)-(a+bi)™t =

2.2. Kompleksarvude geomeetriline tolgendus

Olgu antud tasand koos ristkoordinaadistikuga. Siis tekib iiksiithene vastavus selle tasandi
punktide ja reaalarvupaaride (a,b) (nende punktide koordinaatide) vahel. Seega on ka komp-
leksarvud iiksiiheses vastavuses selle tasandi punktidega: kompleksarvule a + bi vastab punkt
koordinaatidega (a, b). Tasandit koos kirjeldatud vastavusega nimetatakse komplekstasandiks.
Koordinaadistiku z-telge nimetatakse reaalteljeks ja y-telge imaginaarteljeks. Reaalteljel
asuvad parajasti reaalarvudele vastavad punktid ning imaginaarteljel puhtimaginaararvudele ja
0-le vastavad punktid. Koordinaatide alguspunkt vastab kompleksarvule 0.

Voib vaadelda ka selle tasandi vabavektorite hulka. Iga punkti koordinaadid on selle punkti
kohavektori koordinaadid. Teades, et vektorite liitmisel tuleb liita nende vastavad koordinaa-
did, voime oGelda ka, et kompleksarvude liitmisele vastab nendele arvudele vastavate punktide
kohavektorite liitmine.

imaginaartelg

bi |- ——-—-— 2 e a+bi

reaaltelg

a—b
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Definitsioon 2.8. Kompleksarvu z = a+bi kaaskompleksarvuks nimetatakse kompleksarvu
Z=a— bi.

Seega antud kompleksarvule ja tema kaaskompleksarvule vastavad punktid komplekstasandil
asetsevad stimmeetriliselt reaaltelje suhtes.
Vaatleme moningaid kaaskompleksarvude omadusi.

Lause 2.9. Misathes kompleksarvude z,w korral

1. z =z,

2. Z = z parajasti siis, kui z on reaalarv,
3. z+w=2Z+w,

4. Z W=7 .

TOESTUS. Olgu z = a+bi ja w = c+di. Vaited 1 ja 2 jarelduvad vahetult definitsioonist. Lisaks
sellele

z+

Z -

g
|

(a+c)+ (b+d)i=(a+c)— (b+d)i=(a—bi)+ (c—di) =%+,
(ac — bd) + (ad + be)i = (ac — bd) — (ad + be)i = (a — bi) - (c — di) =Z - w.

g
I

Olgu niitid komplekstasandil antud veel polaarkoordinaadistik, mis koosneb iihest fikseeritud
punktist (poolusest) ja sellest punktist algavast kiirest (polaarteljest). Olgu poolus ja polaartelg
valitud nii, et pooluseks on reaal- ja imaginaartelje 16ikepunkt ja et polaartelg langeb kokku
reaaltelje positiivse suunaga. Igale kompleksarvule z = a + bi vastab komplekstasandil punkt,
mille ristkoordinaadid on (a,b). Sellise punkti polaarkoordinaatideks on

1) polaarraadius ehk punkti kaugus r poolusest,

2) polaarnurk ehk nurk ¢ polaartelje ja vaadeldava punkti kohavektori vahel méddetuna
kellaosuti liikumise vastassuunas (ehk vastupéieva).

Reaalarvu r nimetatakse kompleksarvu z mooduliks ja nurka ¢ tema argumendiks. Ka-
sutatakse téhistusi

r=lz| ja ¢ =arg(z).
Kompleksarvu 0 moodul on 0, aga argument ei ole masratud.
Pythagorase teoreemi pohjal (vt. joonist selle paragrahvi alguses) on selge, et

r=+/a%+ b2.

Arvule z vastava komplekstasandi punkti ristkoordinaatide ja polaarkoordinaatide vahel keh-
tivad jargmised seosed:

T COS ¢,

b = rsing.

Siit ndeme, et kui a # 0 (s.t. kui kompleksarvule vastav punkt ei asu imaginaarteljel), siis

b
tanyp = —.
a
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Kuia=0jab#0,siis ¢ = § voi p = 37” soltuvalt sellest, kas b > 0 voi b < 0.

Samuti voime delda, et z =a+bi = rcosp +1i-7siny = r(cos¢ + isin p). Kompleksarvu z
esitust kujul

‘z:r(cosgp+isingp)‘

nimetatakse selle kompleksarvu trigonomeetriliseks kujuks.
Arvestades siinus- ja koosinusfunktsiooni perioodilisust voib celda, et

r(cos ¢ + isinp) = r(cos(p + 2km) + isin(p + 2km))

iga k € Z korral. Seda silmas pidades on mugav lugeda arvu z trigonomeetriliseks kujuks ka
need avaldised, kus ¢ asemel on ¢ + 2kw, kus k € Z. Siis voime 6elda, et

r1(cosp1 4+ isingg) = ro(cospe + isingy) <= 11 =ro A (Fk € Z)(p1 = w2 + 2k7).  (4)

Sonades: trigonomeetrilisel kujul antud kompleksarvud on vérdsed parajasti siis, kui nende moo-
dulid on vordsed ja argumendid erinevad tdispoorde tdisarvkordse vorra.

Niide 2.10. Kompleksarvu z = 37\/34-%2 voib trigonomeetrilisel kujul esitada néiteks jargnevalt:

3( 7r+,, 7r) 3 137r+, . 13w 3 117 Lisi 117
= — in—|) = — in— | = S in|{ ——— .
z cos 5 i8S 5 cos 5 18 5 cos 5 18 6

Uurime, kuidas korrutada trigonomeetrilisel kujul olevaid kompleksarve. Olgu meil arvud
z1 = ri(cos @1 +isingy) ja zo = ra(cos w2 + isin g2). Siis kasutades summa siinuse ja koosinuse
valemeid saame, et

2122 = 1rirg[(cos @1 cos pa — sin g sin pg) + i(cos 1 sin @y + sin @1 cos p2)]
= rira(cos(pr + w2) +isin(pr + ¢2)).

Seega kompleksarvude korrutise moodul on tegurite moodulite korrutis ja korrutise argument on
tequrite argumentide summa:

‘zle = rira(cos(p1 + w2) + isin(e1 + p2)). ‘ (5)

Kui z = r(cos p + isinp) # 0, siis

Z- (i(cos(—gp) + isin(—ga))) = ;(cos(go — @) +isin(p —¢)) =cos0+isin0 =1,

mis tdhendab, et

P %(COS(—(,O) + isin(—¢)).

Jérelikult, kasutades eelnevaid tahistusi voime 6elda, et z5 # 0 korral

Z1 T

_ 1 ..
= =225t = —(cos(p1 — pa) +isin(pr — ¥2)).
Z2 )

Niisiis: kompleksarvude z1 ja 2o jagatise moodul on nende arvude moodulite jagatis ja argu-
ment on nende arvude argumentide vahe.

Kui z = r(cosp + ising) ja n € N, siis valemit korduvalt rakendades saame jérgmise
valemi kompleksarvu astendamiseks:

2" = r"(cosny + isinngp). ‘

Seda valemit kutsutakse Moivre’iﬂ valemiks.

2Abraham de Moivre (1667-1754) — prantsuse matemaatik.
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2.3. Kompleksarvude juurimine

Kui kompleksarvu astendamisega on tdnu Moivre’i valemile asi lihtne, siis juurimise puhul
on olukord tunduvalt keerulisem.

Definitsioon 2.11. Olgu n naturaalarv. Kompleksarvu w nimetatakse n-nda astme juureks
kompleksarvust z, kui w" = z.

Kuna nullist erinevate kompleksarvude korrutis ei saa olla null, siis ainsaks n-nda astme
juureks kompleksarvust 0 on 0 ise. Edasises tegeleme nullist erinevate kompleksarvude juur-
te uurimisega. Osutub, et nullist erineval kompleksarvul z voib olla mitu n-nda astme juurt.
Té#histame koigi nende juurte hulka siimboliga {/z. Niisiis

Ve={weC|w" =z}

Kui r on kompleksarvu z # 0 moodul, siis siimboliga {/r téhistame sellist positiivset reaalarvu,
mille n-s aste on 7. Hulga {/z elemendid saab leida jargmise teoreemi abil.

Teoreem 2.12. Kuin € N ja z = r(cosp + ising) € C\ {0}, siis n-nda astme juuri arvust z
on tapselt n tikki ja nende hulk on

2 2
%:{Q/F(cos('o—;]ﬁr—i—isingﬁnlmr)‘ke{(),l,...,n—l}}. (6)

TOESTUS. Kui votame suvalise arvu téestatava vorduse paremal poolel olevast hulgast ja kasu-
tades Moivre’i valemit tostame selle astmesse n, siis saame arvu z. Seega paremal poolel olev
hulk sisaldub hulgas /z.
Niitame, et kehtib vastupidine sisalduvus. Olgu w = s(cos®) + isiney) € /z. Siis w"™ = z.
Moivre’i valemi pohjal
s"(cosmip + isinnip) = r(cos ¢ + isinp).
Kriteeriumi tottu s = r ja leidub selline | € Z, et nyp = ¢ + 2w, Jirelikult s = {/r ja

P = %21”. Jagades arvu [ jadgiga arvuga n saame leida sellised ¢,k € Z, et | = qn + k ja
0 < k < n. Seega

o+ 2n 42t k)T o+ 2kT
- n - n - n

(0 + 2qm

ja
21 21
w = s(cosy +isiny) = Yr <COSW + isin W)
n n

- p+2kr . o+ 2knw
= \/77<cos - + isin m ,

kus k € {0,1,...,n—1} ja viimase vorduse juures kasutasime siinuse ja koosinuse perioodilisust.
Sellega oleme toestanud néutud hulkade vorduse.

Niitame 16puks, et n-nda astme juuri on tépselt n tiikki. Neid ei saa olla rohkem kui n, sest
vorduse @ paremal poolel olevas hulgas on {ilimalt n elementi. Veendume, et neid on vahemalt
n. Selleks niitame, et argumentide

P pt+2m p+dr o+2(n—1)rm
n n  n 77 n
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hulgas ei ole selliseid, mis erineks taispoorde tiisarvkordse vorra (siis kriteeriumi (4)) tottu peavad
vastavad kompleksarvud olema paarikaupa erinevad). Oletame vastuviiteliselt, et 0 < k < [ <
n—1ja

o2 p+2kr (I-k)-27

2mu =
n n n
mingi u € Z korral. Jarelikult nu = [ — k > 0, millest saame, et w #% 0. Jarelikult v > 1 ja
I — k > n, mis on vastuolus eeldusega. O

Valemi @ pohjal v6ib geomeetriliselt oelda, et n-nda astme juured kompleksarvust z =
r(cosp + ising) € C\ {0} asuvad komplekstasandil sellise korrapdrase n-nurga tippudes, mille
timberringjoone raadius on Y.

Niide 2.13. Olgu z = 8i = 8(cos 90° + isin 90°). Siis /z = {wo, w1, wa}, kus

wyp = 2(cos30° +isin30°),
w; = 2(cos150° + isin 150°),
wy = 2(cos270° + isin270°).

Seega kuupjuured wop, w1, wo asuvad korrapérase kolmnurga tippudes, mille timberringjoone raa-
dius on 2.

w1 wo

w2

Definitsioon 2.14. n-nda astme iihejuur on n-nda astme juur kompleksarvust 1.

Kuna 1 = cos0 + ¢sin 0, siis valemi @ pohjal

2k 2k
VI:{(:os7r+z'si]c17r ke{O,l,...,n—l}}.

n n

Téahistame iga [ € Z korral

2t . . 2w
£l :=CO0S — +1SIn —
n n

ja toome sisse ka tdhistuse
Hn = {50,61, NN 75n—1} = {Lﬁ

22



Kasutades samasugust mottekéiku nagu oli teoreemi [2.12] tdestuses voime delda, et

H,={g|leZ}. (7)
Paneme veel téhele, et Moivre’i valemist jareldub, et iga k € {0,1,...,n — 1} korral
Ek = Elf,

s.t. koik n-nda astme iithejuured avalduvad £1 astmetena. Samuti voib 6elda, et mistahes k,1 € Z
korral

2k 21 k—1)-2
ep=¢€ — (HuEZ)<27r-u:7T_7r:()7r>
n n n

— (FueZ)(nu=k—-l)<=n|k—-l<= k=1 (modn).

Teoreem 2.15. n-nda astme thejuurte hulk H, on rihm kompleksarvude korrutamise suhtes.

TOESTUS. Kui ¢, € Hy, siis ka

2(k +1 2(k+1
sk-sl:cosu—l—isinu:skHEHn
n n

tdnu vordusele , seega korrutamine on algebraline tehe hulgal H,. Kuna kéigi kompleksarvu-
de korrutamine on assotsiatiivne, siis on seda ka {ihejuurte korrutamine. Samuti on iihejuurte
korrutamine kommutatiivne. Uhikelemendiks on kompleksarv 1 = ¢y € H,. Et mistahes k € Z
korral

€k En—k = €k4n—k = Ep = COS 2T +isin 27w =1,

siis 5,;1 = ep—k- Seega (H,,,-) on rithm. ]

Tuleb vilja, et ithejuurte rithmad on viga sarnased jadgiklassiriihmadega.

Definitsioon 2.16. Rithmad (G,x*) ja (H,o) on isomorfsed, kui leidub bijektiivne kujutus
f:G — H nii, et iga a,b € G korral

flaxb) = f(a)o f(b).
Lause 2.17. Riihmad (Hy,-) ja (Zn,+) on isomorfsed.
TOESTUS. Defineerime kujutuse f : {€o,e1,...,en—1} — {0,1,...,n — 1} vordusega

f(&“k) = E

On selge, et see kujutus on siirjektiivne. Kui k = [, siis k = [ (mod n) ja g, = £, mis niitab,
et f on injektiivne. Olgu k,l € Z ja olgu r jiak, mis tekib arvu k 4 [ jagamisel arvuga n. Siis
k+1l=r (mod n), egy; = & ja

Seega kujutusel f on definitsioonis 2.16] noutud omadused. ]
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3. Maatriksid

3.1. Maatriksi moiste

Definitsioon 3.1. Olgu m ja n naturaalarvud. (m x n)-maatriks iile korpuse K on m reast
ja n veerust koosnev tabel, mille iga rea ja iga veeru ldikekohal on mingi korpuse K element ja
mis on iimbritsetud timarsulgudega. Neid K elemente nimetatakse maatriksi elementideks.
Koigi (m x n)-maatriksite hulka iile korpuse K téhistatakse siimboliga Mat,, ,,(K).

Naiide 3.2. Naiteks
1

2 3 70 6 —4 9
4 -1 -7 5 )’ 0o 2 )’ 3

on vastavalt (2 x 4)-, (2 x 2)- ja (3 x 1)-maatriksid iile reaalarvude korpuse R (voi ka iile
ratsionaalarvude korpuse Q). Neist esimese maatriksi 1. rea ja 3. veeru element (ehk element
kohal (1,3)) on 7.

Maatrikseid téhistatakse harilikult suurte ladina tdhtede A, B, C, ... abil. Rddkides maatrik-
sist tildiselt tahistatakse tema elemente harilikult vaikese ladina téhe abil, millel on kaks indeksit.
Neist esimene néitab, millises reas vaadeldav element asub ja teine n&itab, millises veerus see
element on. Néiteks (m x n)-maatriks A, mille elemendid on a;;, i € {1,...,m}, j € {1,...,n},
esitatakse harilikult kujul

ai a2 ... Aln

a Qa . a
A= 21 22 2n

aml aGm2 ... Omn

voi
A = (aij)i=1,...mj=1,..n-
Kui kontekstist on selge, millised on A maddtmed (s.o. ridade arv ja veergude arv), siis kirjutatakse

lithidalt ka
A = (aij).

Mirkus 3.3. Pohimotteliselt on maatriksit A € Mat,, ,(K) voimalik vaadelda kui kujutust
A:{1,....om}x{1,...,n} — K.

Sellise ldhenemise korral on a;; jérjestatud paari (i,7) kujutis, s.t. a;; = A(4,7). Siiski praktika on
nédidanud, et maatriksite késitlemine tabelitena on palju mugavam ja otstarbekam.
Margime veel, et tihti kasutatakse maatriksite puhul iimarsulgude asemel nurksulge, kirjutades néiteks

a1 aig ... A1n
A— a21 azz ... QA2pn
Am1 Am2 ceo Qmn

Definitsioon 3.4. Kaks maatriksit on vordsed, kui nende ridade arvud on vordsed, veergude
arvud on vordsed ja vastavatel kohtadel olevad elemendid on vordsed.

Seega maatriksid A = (ai;) ja B = (b;j) hulgast Mat,, ,,(K) on vordsed parajasti siis, kui
a;j = by igaie{l,...,m}jaje{1,...,n} korral.
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Definitsioon 3.5. Ruutmaatriks on maatriks, mille ridade arv on vérdne veergude arvuga.
Kui maatriksis on n rida ja n veergu, siis 6eldakse, et see on n-ndat jirku ruutmaatriks.

Koigi n-ndat jarku ruutmaatriksite hulka iile korpuse K téahistatakse Mat, (K). Niiteks

( B ) € Mats(R).

Definitsioon 3.6. Kui A = (a;;) € Mat,(K), siis 6eldakse, et elemendid a11, a2, ..., an, moo-
dustavad maatriksi A peadiagonaali.
Eelmise néditemaatriksi peadigonaal koosneb seega arvudest 5 ja 3.

Iga maatriksiga saab loomulikul viisil siduda veel kaks maatriksit: transponeeritud maatriksi
ja vastandmaatriksi.

Transponeerimine tdhendab maatriksi ridade ja veergude timbervahetamist.

Definitsioon 3.7. Maatriksi A transponeeritud maatriks on maatriks, mille esimeseks reaks
on maatriksi A esimene veerg, teiseks reaks maatriksi A teine veerg jne. Tihistus: AT vai Al

Definitsioonist on selge, et kui A € Maty, ,(K), siis AT € Mat,, ,(K). Samuti on ilmne, et

(AT = A.
Niide 3.8. Naiiteks
2 4
2 3 70\ |3 -1
(4—1—75) 7 7
0 5

Definitsioon 3.9. Maatriksi A = (a;;) € Maty, ,(K) vastandmaatriksiks —A nimetatak-
se maatriksit, mille elementideks on maatriksi A vastavate elementide vastandelemendid, s.t.
maatriksit

—all —ai2 ... —Qa1n

—a921 —a2 ... —a9
—A = n

—am1 —Qam2 e —Amn

Definitsioonist on selge, et kui A € Mat,, »(K), siis —A € Mat,, ,(K) ja —(—A) = A.

=
_A:<

Nende moistete abil defineeritakse siimmeetrilised ja kaldsiimmeetrilised maatriksid.

Naiide 3.10. Naiteks kui

=] wl
ool |
o O

1 D

> S Mat2,4(Zu),

siis

=]

4 0
36 > S Mat274(211).

N
=
| ool

Definitsioon 3.11. Ruutmaatriks A on siimmeetriline, kui A7 = A. Ruutmaatriks A on
kaldsiimmeetriline, kui A7 = —A.
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Naiide 3.12. Maatriks

2 3 7
A= 3 -1 -7
T -7 4
on siimmeetriline ja maatriks
0 -3 1
B = 3 0 -2
-1 2 0

on kaldstimmeetriline.

Niisiis ruutmaatriks on siimmeetriline, kui tema peadiagonaali (kui mottelise joone) suhtes
siimmeetriliselt asuvad elemendid on vordsed.

3.2. Ringi elementide summeerimisest

Kéesolevas paragrahvis tdhistagu R alati ringi.

Toome sisse iihe téhistuse, mida matemaatikas kasutatakse palju ja mis aitab meil mitmetes
kohtades materjali lihtsamalt esitada. Nimelt summat s; + s9 + s34+ ... + s, kus n € N ja
S1,89,...,8, € R, tdhistatakse lithidalt

n

i=1
Siin ) (kreeka suurtéht sigma) on summeerimismérk ja ¢ on summeerimisindeks. Arvud 1 ja
n naitavad dra, millistes piirides summeerimisindeks muutub ja summeerimisindeks omandab
koik naturaalarvulised vadrtused 1-st m-ni. Igale ¢ va&rtusele vastab iiks liidetav vaadeldavas
summas. Liitmine toimub ringis R. Avaldist voiks lugeda jargmiselt: “summa, kus ¢ muutub
tithest n-ni, s;-dest” voi “s;-de summa, kus ¢ muutub iihest n-ni”.
Naiteks kui R =7, s1 = 3, so0 = 6, s3 = —4 ja s4 = 5, siis

4
Zsi:3+6—4+5:10.
=1

Kui aga R = Zr7, 51 = 3, 59 =6, 83 = —4 ja 54 = b, siis
4
S 5 =3+6-1+45=10=3.
i=1
Liidetav s; v6ib olla mingi avaldis, mis s6ltub arvust ¢. Naiteks

n
D =12+2243" 4.+ (n—-1)°+0n’
=1

Vo6ib vaadelda ka summasid, kus liidetavad soltuvad kahest indeksist. Selliseid liidetavaid
voib summeerida kas {ihe, teise vo6i mélema indeksi jargi. Néiteks voib vaadelda summat

m n
> s

i=1 j=1
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kus liidetavaid s;; summeritakse enne j ja siis ¢ jérgi. Sellise summa erijuhuks on néiteks

2 3 2
SN =Y (243 = (1 2N +3) + (12 + 2% +3%) =6+ 14 = 20.
i=1 j=1 i=1
Summeerimismérki voib kasutada ka sellistel juhtudel, kui on vaja summeerida mingisse
hulka kuuluvaid elemente. Kui niiteks A C Z on koigi 10-st viiksemate algarvude hulk, siis

d(a=5)=@2-5)+(B-5)+(5-5)+(7T-5)=-3-2+0+2=-3.

acA
Lause 3.13. Summeerimisel ringis R on jirgmised omadused:
SO1.
n n n n
i=1 i=1 i=1 i=1
(s.t. konstandi, mis ei soltu summeerimisindeksist, voib tuua summa mdrgi alt vilja);
SO2.
n n n
Z(Si +t;) = Zsi + Zti;
i=1 i=1 i=1
S0O3.
m n n m
SRR 9 9
i=1 j=1 j=1i=1

(s.t. korvutiolevad summa mdrgid véib dra vahetada,).

TOEsTUS. SO1 jireldub distributiivsuse seadustest R7 ja RS.
SO2. Ténu liitmise assotsiatiivsusele ja kommutatiivsusele

n

D (sitt) = (si+t)+(s2+ta)+ ..+ (s tn)
=1
=, Gitsatotsn)+ (it 4 i)

n n
= D s+
=1 =1

SO3. Paneme tihele, et

Zzsz‘j = Z(Su—i—...—i-sm)

i=1 j=1 i=1
= (811+...+81n)+(821+...+82n)+...+(5m1+...+Smn)
(811—|—821—l—...—i—Sml)—l-...—i-(81n+82n+...+8mn)

j=1 i=1
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Mirkus 3.14. Kuna liidetavaid s;; voime vaadelda kui (m xn)-maatriksi elemente, siis omadust
SO3 voib tolgendada nii, et maatriksi koigi elementide summa ei soltu sellest, kas me liidame
neid jérjest ridade kaupa voi veergude kaupa.

Arvestades omadust SO3 kirjutatakse juhul, kui m = n, monikord lithemalt

n n n
E E Sij = E Sz'j-
i=1 j=1 i,j=1
Ténu liitmise kommutatiivsusele ringis kehtib jargmine tulemus.

Lause 3.15. Kui s1,...,8, on ringi R elemendid ja f: {1,...,n}—={1,...,n} on bijektiivne
kujutus, siis
s1+ 824 ...+ 8 =5p1) +Sp2) T - T Spm)-

3.3. Maatriksite liitmine ja maatriksi korrutamine skalaariga

Enne tehete juurde asumist peatume veelkord sellel, kuidas on voimalik maatrikseid esitada.
Me voime néiteks vaadelda maatriksit A = (ai;) € Maty, ,(K), mille element a;;, kus i €
{1,...,m} ja j € {1,...,n}, on antud mingi valemiga, mis voib sdltuda indeksitest i ja j.
Niiteks maatriks A = (a;5) € Matg 4(R), kus

aij = min(4,i + j),
néeb vélja nii:

2
A=1| 3
4

NSQESQIIY
NSNS

4
4
4

Tihti kirjutatakse sama asja veel lihemalt: A = (min(4,7 4+ j)) € Mats4(R). See kirjapilt
véljendab jargmist asjaolu: A on (3 x 4)-maatriks, mille i-ndas reas ja j-ndas veerus on reaalarv
min (4,7 + j).

Kui A = (a;5) € Maty, ,(R), siis B = (ai; + 3) € Mat,, ,(R) on (m x n)-maatriks, mille
i-ndas reas ja j-ndas veerus on arv a;; + 3. Samasugust kokkulepet kasutades voime elda, et

—A = (—aij) € Maty, ,(K)
ja
AT = (aj;) € Maty, n(K).
Viga tihti ldheb lineaaralgebras vaja jargmisi mingis mottes hésti lihtsaid maatrikseid.
Definitsioon 3.16. Nullmaatriks on maatriks, mille koik elemendid on vérdsed korpuse null-

elemendiga.

Definitsioon 3.17. Uhikmaatriks on ruutmaatriks, mille peadiagonaali elemendid vorduvad
korpuse iihikelemendiga ja kéik muud elemendid on vordsed korpuse nullelemendiga.

(m xn)-nullmaatriksit téhistame stiimboliga ©,, ,, voi lihtsalt © (kreeka suurtéht teeta). Tihti
kasutatakse nullmaatriksi tdhisena ka lihtsalt stimbolit 0.

n-ndat jarku tthikmaatriksit tdhistame siimboliga F,, voi lihtsalt E. Kasutatakse ka tdhiseid
I,jal.
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Naiide 3.18. Naiteks
0 0 1
o=100 ] ja E=]0
0 0
on vastavalt (3 x 2)-nullmaatriks ja kolmandat jérku ithikmaatriks iile korpuse R.
Uldjuhul v6ib kirjutada ka
Omn = (i), kus 6;; =0 iga i€ {1,...,m},j € {1,...,n} korral
ja

1, kuiz=j,

0, kuiij. iga i,j € {1,...,n} korral.

En = (5ij)7 kus 52’]’ = {

Stimbolit d;; tuntakse matemaatikas kui Kroneckerﬁ deltat.

Defineerime niitid maatriksite summa.

Definitsioon 3.19. Maatriksite A = (a;;) € Mat,, »(K) ja B = (b;;) € Maty, ,(K) summa
on maatriks A + B = (¢;;) € Maty, »,(K), kus ¢;; = a;; + b igai € {1,...,m} jaje{l,...,n}
korral.

Kui kontekstist on selge, milliste méotmetega maatriksitega on tegu, voib maatriksite liitmise
definitsiooni anda lithemal kujul:

(aij) + (bij) = (aij + bij).

Tabelite kujul néeb liitmisreegel vélja nii:

ailr a2 ... Qin bir b1z ... b1y ai1 +b11 ap+bi2 ... aip+bin
a1 Gz ... Ggn | bar b2 ... bop | | a2 +bar ax+ba ... az, +boy,

- )
Aml Am2 ... Qmn bml bm2 cee bmn am1 + bml am2 + bm2 e Qmp + bmn

s.t. maatriksite listmisel liidetakse nende vastavatel kohtadel olevad elemendid. Rohutame veel-
kord, et liita saab vaid samade mdotmetega maatrikseid.

Liitmise ja vastandmaatriksi abil saab defineerida maatriksite lahutamise. Maatriksite A =
(aij) € Maty, »(K) ja B = (bi;) € Maty, ,(K) vahe on maatriks

A—-B:=A+(-B).

Seega A — B = (¢i5) € Maty, »(K), kus ¢;; = aij + (=bij) = a;j — bij iga i € {1,...,m} ja
je{l,...,n} korral.

Definitsioon 3.20. Maatriksi A = (a;;) € Mat,, ,(K) ja skalaari k € K korrutis on maat-
riks kA = (¢i5) € Maty, »(K), kus ¢;; = ka;; igai € {1,...,m} jaj € {1,...,n} korral.

Seega
k(aij) = (kaij)

3Leopold Kronecker (1823-1891) — saksa matemaatik

29



ehk

all a2 N AT kan kalg e kaln

1 L T - ka1 kagss ... kasp,
- )

Aml Om2 .- Gmn kami kamo ... kamn

s.t. maatrikst korrutamisel skalaariga k korrutatakse selle maatriksi koik elemendid skalaariga
k. Muuhulgas
(_1)A = _A7

sest (—1)a;; = —(laij) = —a;; ténu lausele [1.27(2).

Naiide 3.21. Niiteks
1 2 3 4 n 1 -2 =21\ (20135
4 3 2 1 -2 -3 -1 4) L2 01 5)
123 4 1 -2 =21\ (0 45 3
4 3 2 1 -2 -3 -1 4) \6 6 3 =3 )’
3. 2 1 _ 6 3 .
0 -1 0 -3
Defineeritud tehetel on terve rida hidid omadusi.

Lause 3.22. Mistahes A, B,C € Maty, ,(K) ja k,l € K korral

1. (A+B)+C=A+(B+0);

2. A+ Opmp=A=0OpntA;
3. A+ (—A) = Opp = (—A) + A;
J. A+ B=B+A;

5. k(A+ B) = kA + kB;

6. (k+1)A=FkA+IA;

7. (KD)A = k(1A);

8. 14 = A.

TOESTUS. 1. Olgu A= (aij),B = (bij),C = (Cij) S Matm,n(K). Siis

(A+B)+C = ((aig) + (big)) + (i) | = (aij +bij) + (eij) | =
(aij + (bij + ¢ig)) | = (aig) + (big + i) | = (ai) + ((0ig) + (ci5))
= A+ (B+0).

((aij + bij) + cij)

2. Olgu A = (a45) € Maty, »(K) ja vaatleme (m x n)-nullmaatriksit ©, , = (6;;), kus 6;; =0
iga ¢ ja j korral. Siis
A+ Omn = (aij) + (0i5)

(aij + 0ij) = (aij +0) = (ai;) = A.

Def. B10 R2
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Teise vorduse saab toestada anaoogiliselt.
5. Olgu A= (aij), B = (b”) € Matmm(K) ja k € K. Siis

KA+B) = k((ay) + (i) | = Klai +by) | = (k(aij + bij))

}?7 (k:aij + kbij) Def.:m (k:al-j) + (kblj) Def‘:mk(aij) + k‘(b”) =kA+EkB.
Nagu ndeme, on omaduste 1, 2 ja 5 tdestamiseks vaja kasutada vaid maatriksite liitmise
ja skalaariga korrutamise definitsiooni ning korpuse omadusi. Ka iilejddnud viaidete toestamine
taandub tehete definitsioonide ja korpuse omaduste kasutamisele. Need tdestused jatame ldbi
motlemiseks lugejale. O

3.4. Maatriksite korrutamine

Maatriksite korrutise definitsioon on moénevorra keerulisem kui maatriksite summa definit-
sioon. Kahte maatriksit saab korrutada ainult siis, kui esimese maatriksi veergude arv on vérdne
teise maatriksi ridade arvuga.

Definitsioon 3.23. Maatriksite A = (a;;) € Mat,, ,(K) ja B = (b;;) € Mat,, ,(K) korruti-

seks nimetatakse maatriksit C' = (¢;5) € Maty, ,(K), kus iga i € {1,...,m} ja j € {1,...,p}
korral

n
Cij = Y aikbrj = ainbyj + aiba; + . .. + Ginbn;.
k=1

Niisiis selleks, et leida korrutise C' element, mis asub i-ndas reas ja j-ndas veerus, tuleb
maatriksi A i-nda rea elemendid korrutada maatriksi B j-nda veeru vastavate elementidega ja
tulemused liita.

Harilikult kirjutatakse korrutise C' asemel AB.

Naiide 3.24. Naiteks

1 31 ?_2 _( 2+3+5 -34+46-1)\_[10 2
0 —2 4 s 1) \0-2420 0-4-4 )\ 18 -8 )’
2 -3 L 31 2 12 -10
12 0 o 4 )=t -1 9
5 -1 5 17 1

Definitsioonist on kohe selge, et leidub maatrikseid, mille korral korrutis AB on olemas, aga
korrutist BA ei leidu. Isegi siis, kui AB ja BA leiduvad, ei pruugi nad vordsed olla, nagu niha
eelnenud néitest. Seega maatriksite korrutamine ei ole kommutatiivne. Siiski on maatriksite
korrutamisel rida muid omadusi.

Lause 3.25. Maatriksite korrutamisel on jdargmised omadused.

1. Mistahes A € Maty, ,(K), B € Mat,, ,(K) ja C € Mat,, ,(K) korral

(AB)C = A(BO).
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2. Mistahes A € Maty, ,(K) korral
EnA=A ja AE, = A,
kus E,, € Mat,,(K) ja E, € Mat,(K) on vastavat jirku tihikmaatriksid.
3. Mistahes A, B € Mat,, ,(K), C € Mat,, ,(K) korral

(A+ B)C = AC + BC.

4. Mistahes A € Mat,, ,(K), B,C € Mat,, ,(K) korral

A(B+C) = AB + AC.

5. Mistahes A € Maty, ,(K), B € Mat,, ,(K) ja k € K korral
k(AB) = (kA)B = A(kB).

6. Mistahes A € Mat,, ,(K) ja p,q € N korral

OgmA =Oyn ja AOpp = Op,p.

TOESTUS. 1. Olgu A = (a;j) € Maty,,(K), B = (bij) € Maty,(K) ja C = (cij) € Maty, 4(K).
Toome sisse téhised maatriksite AB, (AB)C, BC ja A(BC') elementide jaoks:
AB = (y
(AB)C = (UU) € Matm >
BC = (w;
ABC) = (ti

Kasutades maatriksite korrutamise definitsiooni, summeerimise omadusi ja korpuse korrutamise
assotsiatiivsust véime kirjutada:

n
Uik, = Z airby
" Det. B23 e

P n

p n
T SIS 2 anbus | o5 ZZ aibiy) cij = 3 > an(biec
Y Def. 23 711 a 2 I g i i it (bcr; )

k=1 k=11=1

wy; = E bik.Crj
7 Det. B23 7

n n

p p
o Em Z“”w“‘lzla” (ZblkC“) o 20 2 (weis) 5, ) ) an ()

k=1 k=1 1=1
Kuna v;; = t;; iga ¢ € {1,...,m} ja j € {1,..., ¢} korral, siis on maatriksid (AB)C ja A(BC)
vordsed, (AB)C = A(BC).
2. Olgu A = (a;j) € Maty, »(K) jaolgu E,, = (0;;) m-ndat jérku ithikmaatriks. Siis korrutise
EnA € Mat,, ,(K) i-ndas reas ja j-ndas veerus on element

E dikar; = 0j1a1j + 0;2a25 + . .. + Oimm; = 05055 = 1 - a;; = a;j.
k=1
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Jéarelikult E,,A = A, sest nende maatriksite vastavatel kohtadel olevad elemendid on voérdsed.
Vorduse AE, = A saab toestada analoogiliselt.

3. Olgu A = (a45), B = (bij) € Maty, n(K), C = (cij) € Maty, ,(K). Toome sisse tahised
maatriksite (A 4+ B)C, AC ja BC elementide jaoks:

(A + B)C = (u”) S Matm,p(K),
AC = (Uij) € Matm,p(K),
BC = (wij) € Matmp(K).

Et maatriksis A 4+ B kohal (i, k) on element a; + by, siis

n n

n n
Wi — Za. +b C.:ZQACA_}_b.C. :ZGACA_}_Z[),CA — Vii + Ww;;
iJ Defk_l( ik zk) kj R7 k_l( ikCkj ik kj) 502 e 1kCkj ] 1k Ckj Def B3 ij iJ

igaie {l,...,m}jaje{l,...,p} korral. Kuna maatriksites (A+ B)C ja AC+ BC on vastavatel
kohtadel samad elemendid, siis on need maatriksid vordsed.

Ulejisinud omadused saab toestada analoogiliselt. |

Lause [3:22] ja lause pohjal voime delda, et kehtib jirgmine tulemus.

Lause 3.26. Hulk Mat, (K) on ring maatriksite listmise ja korrutamise suhtes.

3.5. Transponeerimise omadused

Uurime niiiid, kuidas on transponeerimine seotud maatriksite liitmisega, maatriksi skalaariga
korrutamisega ja maatriksite korrutamisega.

Lause 3.27. Maatriksite transponeerimisel on jdrgmised omadused.

1. Mistahes A, B € Maty, »(K) korral

(A+B)T = A" + BT,

2. Mistahes A € Maty, »(K) ja k € K korral

(kAT = kAT,

3. Mistahes A € Mat,, ,(K) ja B € Maty, ,(K) korral
(AB)T = BT AT.
TOESTUS. Tdestame neist omadustest viimase (iilejadnud jadvad jille lugejale 1abi maotlemiseks).
Olgu A = (a;;) € Mat, n(K) ja B = (bj) € Mat,, ,(K). Paneme tihele, et BT € Mat,,,(K)

ja AT € Mat,, ,(K), seega on korrutis BT AT olemas ja BT AT on (p x m)-maatriks, nagu ka
(AB)T. Maatriksi (AB)T i-ndas reas ja j-ndas veerus on maatriksi AB j-nda rea ja i-nda veeru

element, s.t. summa
n
Z ajkb;m-.
k=1
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Maatriksi BT AT i-ndas reas ja j-ndas veerus on element
Ja j
n
Z Uik Vkj>
k=1

kus u;; on BT i-nda rea ja k-nda veeru element ja Ugj on AT k-nda rea ja j-nda veeru element.
Maatriksi transponeerimise definitsiooni kohaselt w;;, = by; ja vg; = ajr. Seega

n n n
D uivr =Y briaje = Y _ ajrbii,

kuna korrutamine korpuses K on kommutatiivne. Jirelikult kehtib vordus (AB)T = BTAT. O
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4. Determinandid
4.1. Permutatsioonid ja substitutsioonid

Definitsioon 4.1. Olgu n naturaalarv ja olgu A n-elemendiline hulk. Permutatsioon hulga
A elementidest on selline n-elemendiline jirjend, milles hulga A iga element esineb tépselt iihe
korra.

Niide 4.2. Tiiiipiline méngukaartide pakk on 36-elemendiline hulk. Selle paki iga segamise
tulemusel tekib permutatsioon nendest kaartidest.

Enamasti vaadeldakse matemaatikas permutatsioone hulga A = {1,2,...,n} elementidest.
Sellist permutatsiooni tdhistame (i1, 19, ...,4,). Tihti kirjutatakse ka lihtsalt iqio .. .4, (niiteks
raamatus [1]). Lihtne on aru saada, et permutatsioone n elemendist on n! tiikki.

Naiteks (4,1, 3,5,2) on permutatsioon 5-st elemendist, aga (4,1, 3,4, 2) ja (2,5,4,3) ei ole.

Definitsioon 4.3. Permutatsiooni (1,2,...,n) nimetatakse loomulikuks permutatsiooniks
n elemendist.

Definitsioon 4.4. Oeldakse, et iiks permutatsioon on saadud teisest transpositsiooni abil,
kui see esimene permutatsioon on saadud teisest kahe elemendi dravahetamise teel.

Niide 4.5. Permutatsioon (4,1,3,5,2) on saadud permutatsioonist (4,1,2,5,3) kolmanda ja
viienda elemendi dravahetamise teel.

Lause 4.6. Koik permutatsioonid n elemendist on voimalik jarjestada niiviisi, et iga jdargnev
permutatsioon on eelnevast saadav transpositsioont abil, kusjuures esimeseks voib valida suvalise
permutatsioons.

TOESTUS. Toestame lause matemaatilise induktsiooniga elementide arvu n jargi. Kui n = 1,
siis on viide ilmne. Kui n = 2 ja esimene permutatsioon on (i1,43), siis teine permutatsioon
(i2,11) on esimesest saadav transpositsiooni abil. Rohkem permutatsioone 2-st elemendist pole.
Oletame niiiid, et n > 3 ja lause viide kehtib permutatsioonide jaoks n — 1 elemendist. Votame
suvalise permutatsiooni

(i1,12,%3,...,0n)

n elemendist. Vaatleme koiki permutatsioone n elemendist, mis algavad elemendiga ;. Kui
neist esimene komponent ¢; dra jitta, siis saame koik permutatsioonid n—1 elemendist s, . . . , iy.
Induktsiooni eelduse pohjal voime need jérjestada sellisel viisil, et iga jargnev on saadud eelnevast
transpositsiooni abil. Olgu sellise jérjestuse viimane permutatsioon

(i17j27j37 e 7.771)
Transpositsiooni abil, mis vahetab &ra i1 ja jo saame permutatsiooni
(j27 i17j3, e 7.777,)

Jérjestame niilid néutaval viisil kdik permutatsioonid elementidest i1, js, ..., jn. Lisades neile
ette jo saame vajaliku jérjestuse koigi permutatsioonide jaoks, mille esimene komponent on js.
Olgu selles jérjestuses viimane permutatsioon

(j27 k27 k37 R kn)
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Leiame elementide ks, k3, . . ., ky hulgast sellise elemendi kg, mis ei kuulu hulka {41, jo}. Vahetame
dra jo ja ks (s.t. teeme transpositsiooni) ja jarjestame ndutaval viisil koik permutatsioonid, mille
esimene komponent on k. Nii jidtkates saame noutaval viisil dra jarjestada koéik permutatsioo-
nid, mille esimene komponent on 1,2,...,n, s.t. kéikvéimalikud permutatsioonid elementidest
1,2,...,n. O

Niide 4.7. Vottes esimeseks permutatsiooniks (2,1,3) voime kdik 6 permutatsiooni kolmest
elemendist lause téestuses kasutatud meetodi abil jarjestada nii:

(2,1,3), (2,3,1), (3,2,1), (3,1,2), (1,3,2), (1,2,3).

Definitsioon 4.8. Oeldakse, et elemendid i;, ja i; moodustavad inversiooni permutatsioo-
0iS (11,92, vy Gk, .-y ify...,0n), kul k < [ ja i > 4;. Inversioonide koguarvu permutatsioonis
(i1,12,...,1y) tdhistame stimboliga I(i1,12,...,ip).

Permutatsiooni nimetatakse paarispermutatsiooniks, kui inversioonide koguarv selles per-
mutatsioonis on paarisarv. Vastasel juhul nimetatakse seda permutatsiooni paarituks permu-
tatsiooniks.

Niide 4.9. Permutatsioonis (4, 1,3, 5, 2) moodustavad inversiooni elementide paarid (4, 1),
(4,3), (4,2), (3,2) ja (5,2). Seega inversioone on 5 tiikki, 7(4,1,3,5,2) = 5, ja tegemist on
paaritu permutatsiooniga.

Permutatsioonis (1,2,3,4,5) on aga 0 inversiooni ja seega on tegu paarispermutatsiooniga.

Lause 4.10. Transpositsioon muudab permutatsiooni paarsust.

TOESTUS. Vaatleme esialgu juhtumit, kus permutatsioonis vahetatakse &ra korvutiasetsevad
elemendid 7 ja j. Sellise transpositsiooni kéigus ei muutu nende inversioonide arv, mida 7 ja j
moodustavad iilejadnud elementidega. Kui ¢ ja j enne transpositsiooni ei moodustanud inver-
siooni, siis pérast transpositsiooni nad moodustavad, ja vastupidi. Seega inversioonide koguarv
kas suureneb vo6i viheneb iihe vorra ning sellega paarsus muutub.

Niiiid vaatleme olukorda, kus dravahetatavate elementide ¢ ja j vahel on m elementi iy, ..., iy,
s.t. et permutatsioon on kujul

(o ity ey iy s ). (9)

Sel juhul kujutame 7 ja j dravahetamist ette jirgmiselt. Vahetame dra i ja iy, siis @ ja ig jne.,
kuni vahetame &ra i ja i,, ning seejarel i ja j. Sellega oleme joudnud permutatsioonini

(oo yits e ims s ).

Liikudes paremalt vasakule vahetame ara j ja i,,, j ja 4;m—1, jne. kuni on vahetatud j ja ;.
Tulemuseks on permutatsioon

(oo oits e imydy. ). (10)

Seega ndeme, et i-d ja j-i vahetava transpositsiooni saab esitada 2m + 1 korvutiasetsevate ele-
mentide transpositsiooni jarjestrakendamisena. TOestuse esimese osa pohjal teame, et niimoodi
muutub permutatsiooni paarsus 2m+1 korda, mis aga tdhendabki, et permutatsiooni @ paarsus
erineb permutatsiooni paarsusest. O

Definitsioon 4.11. Substitutsiooniks 16plikul hulgal M nimetatakse hulga M bijektiivset
teisendust, s.t. iiksiihest pealekujutust M — M.
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Mirkus 4.12. Tihti (eriti ingliskeelses kirjanduses) kasutatakse ka 16pliku hulga bijektiivsetest teisen-
dustest rédkides séna “permutatsioon”. Selles kursuses me iiritame sellist ldhenemist valtida.

Harilikult vaadeldakse substitutsioone hulgal M = {1,2,...,n} ja kutsutakse neid subs-
titutsioonideks n elemendist. Koigi substitutsioonide hulka n-elemendist tdhistatakse siim-
boliga S,,. Substitutsioone téhistatakse tavaliselt viikeste kreeka téhtedega o, T, .. ..

Substitutsiooni esitamiseks kasutatakse tihti 2-realist ja m-veerulist tabelit (see tidhendab
(2 x n)-maatriksit), mille esimeses reas on hulga {1,2,...,n} elemendid mingis jérjekorras ja
teises reas on esimeses reas olevate elementide kujutised, seega

> 71 o ... ip
o(iy) o(ia) ... o(in) )~
Nii sellise tabeli esimese rea kui ka teise rea elemendid moodustavad permutatsiooni.

Definitsioon 4.13. Substitutsiooni nimetatakse paarissubstitutsiooniks, kui inversioonide
koguarv permutatsioonides tema esituses tabelina on paarisarv. Vastasel korral nimetatakse seda
substitutsiooni paarituks substitutsiooniks.

Osutub, et see definitsioon on korrektne selles mottes, et substitutsiooni paarsus ei soltu
tema esitusest tabelina. Selle néditamiseks oletame, et substitutsioon o on esitatud kahel viisil:

o(i1) o(ie) ... o(in) o(j1) o(j2) ... o(Gn) )~

Kui vahetame tabelis dra kaks veergu, siis saame sama substitutsiooni uue esituse. Selle vahetuse
k&igus toimub nii iilemises kui alumises permutatsioonis transpositsioon, mis muudab kumma-
gi permutatsiooni paarsust. Inversioonide koguarvu paarsus tabelis aga ei muutu. Jérjestame
niilid permutatsioonid n elemendist lauses kirjeldatud viisil nii, et alustame permutatsiooni-
st (41,12, ...,1y). Selles jérjestuses peab esinema ka permutatsioon (ji, j2, - . ., jn). Tehes vastavad
transpositsioonid tabeli veergudega saame esimesest tabelist teise, kusjuures inversioonide ko-
guarvu paarsus ithegi sammu kéigus ei muutu. See néitabki, et inversioonide koguarvu paarsus
ei soltu substitutsiooni esitusest tabelina.

Naiide 4.14. Leiame substitutsiooni
2 4 1
7= < 34 1 2 > € 54

paarsuse. Kuna 7(2,3,4,1)+1(3,4,1,2) = 344 = 7 on paaritu arv, siis o on paaritu substitut-
sioon.

W

Iga substitutsiooniga saab siduda tema

kujutust

‘mérgi” (4 voi —). Tépsemalt Geldes voib vaadelda

sign : U Sp — {1,-1}

neN

(ladinakeelsest sdnast signum, mis tdhendab mérki), mis on defineeritud vordusega

sign(o) := 1, kui o on paarissubstitutsioon,
g "1 —1, kui o on paaritu substitutsioon.
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Kobige sagedamini esitatakse substitutsioon tabelina nii, et selle esimeses reas on loomulik
permutatsioon (1,2,3,...,n):

Sellist tabelit nimetatakse substitutsiooni ¢ normaalkujuks.

Tuletame meelde, et hulga M teisendusi on voimalik korrutada (s.t. jirjest rakendada). Kui
7 ja o on hulga M teisendused, siis nende korrutis 7o (vahel tihistatakse ka 70 o) on hulga M
teisendus, mis on defineeritud eeskirjaga

(7o) (m) := (o (m)) |

iga m € M korral. Seega saame korrutada ka substitutsioone ning on teada, et selline korruta-
mine on assotsiatiivne.

Naiide 4.15. Leiame substitutsioonide

/12 3 4 . B
T\l214 31 Ja o=

korrutise 7o. Kuna (70)(1) = 7(0(1)) =7(2) =4, (70)(2) = 7(0(2)) =7(3) =3, (70)(3) =1 ja
(to)(4) = 2, siis
o — < 1 2 3 4 )
4 3 1 2 )°

Samasusteisendust 1, nimetame hulga M iithiksubstitutsiooniks ja tdhistame stimboliga
e (kreeka téht epsilon). Seega kui M = {1,2,... n}, siis

o 1 2 ... n
\1 2 ... n )"
On selge, et mistahes o € .S, korral ec = 0 = oe.
Hulgateooriast teame, et hulga M igal bijektiivsel teisendusel ¢ on olemas poordteisendus,
s.t. teisendus ¢~!, mis rahuldab seoseid oco~! = 1,7 ja 0~'o = 1,,. Substitutsiooni o € 9,

poordteisendust nimetatakse o podrdsubstitutsiooniks ja tihistatakse siimboliga 0~ '. Eelne-
vat arvestades voime sonastada jargmise tulemuse.

1 2 3
2 3 4

—
N——

Lause 4.16. Iga naturaalarvu n korral on S, rihm substitutsioonide korrutamise suhtes.

Rithmi S, kus n € N, nimetatakse substitutsioonirithmadeks ehk siimmeetrilisteks
rithmadeks.

On selge, et kui

o= < 0(11) 0(22) ) > (11)

o < o(1) o(2) - o(n) ) 12

s.t. poordsubstitutsiooni saamiseks voib o esituses tabelina read &dra vahetada.

siis
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Naide 4.17. Kui

siis
1 2 3 41 1 2 3 4
o= = .
1 2 3 4 4 1 2 3
Lause 4.18. Substitutsioon ja tema pddrdsubstitutsioon on sama paarsuseqa.

TOESTUS. Inversioonide koguarv tabelites ja on sama. O

4.2. Determinandi definitsioon

Seome niiiid iga ruutmaatriksiga iihe korpuse elemendi.

Definitsioon 4.19. Ruutmaatriksi A = (a;;) € Mat,(K) determinandiks nimetatakse kor-
puse K elementi

‘A’ = Z sign(U) “A1g(1) " A20(2) “ -+ " Ono(n)- (13)
O'ESn

n-ndat jarku ruutmaatriksi determinanti nimetatakse n-ndat jirku determinandiks. Korru-
tisi @1(1) - @20(2) * - - - * Ano(n) Nimetatakse determinandi |A| liikmeteks. Maatriksi A = (a;;) €
Mat,, (K) determinandist rédkides kasutatakse tihti tdhistust

ail a2 ... Qin

az;r a2 ... Q2n
|A’ = )

Anp1 Anp2 ... QApp

samuti kirjutatakse |A| asemel det(A).

Kommenteerime pisut seda definitsiooni. Selles summas liidetakse mérgiga (sign(o)) varus-
tatud korrutisi n-st maatriksi A elemendist, kusjuures korrutises on igast reast ja igast veerust
iiks tegur. Seda, et igast veerust on voetud tépselt iiks tegur, néitab see, et elementide veeru-
indeksid moodustavad permutatsiooni (o(1),0(2),...,0(n)). Kuna permutatsioonis (1,2,...,n)
on 0 inversiooni, siis sign(o) soltub inversioonide arvust permutatsioonis (o(1),0(2),...,0(n)).
Kui see on paarisarv, siis esineb summas liidetav ay,(1) - d25(2) * - - - * Gno(n), Vastasel korral aga
korrutise a14(1) - @2g(2) " - - - * Ano(n) vastandelement korpuses K. Summeerimine toimub iile kdigi
substitutsioonide hulgal {1,2,...,n}, s.t. liita tuleb koikvoimalikud sellised korrutised.

Kui ti#histame siimboliga P(n) kdigi permutatsioonide hulga n elemendist, siis voib deter-
minandi definitsiooni anda ka jargmisel kujul:

’A‘ — Z (_1)1(11,71n) . al’il . a2i2 e anin7
(i1,-.1in)EP(n)

e s (G E ).

1 12 ... 1In

sest

Definitsiooni pohjal on lihtne veenduda, et kui A = (a) € Mat;(K), siis |A| = a, ja et

a1l ai12
a1  a22

= 411022 — 412021
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Kuna |S,,| = nl, siis definitsiooni jirgi arvutades tuleb niiteks 4-ndat jirku determinandi
puhul liita 4! = 24 korrutist, 5-ndat jarku determinandi puhul 5! = 120 korrutist jne. On selge,
et vithegi suurema jéargu korral on determinandi arvutamine definitsiooni jirgi viga téomahukas.
Onneks on determinandil mitmeid omadusi, mis tema arvutamist lihtsustavad. Vaatlemegi neid
omadusi ldhemalt.

4.3. Determinandi omadused
Teoreem 4.20. Transponeerimisel maatriksi determinant ei muutu.

ToEsTUS. Olgu A = (a;;) € Mat,(K) ja AT = (u;;). Me peame tdestama, et

AT] = 4.

1

Kuna iga o € S, korral (671)~! = ¢, siis kujutus

f:8,—=8S,, oot
on pooratav (ff = 1g, ehk f~! = f) ja seega bijektiivne. T#histame
Sg 1= sign(a) *Q1g(1) T A20(2) - -+ T Ano(n)

ja meenutame, et

(0 ). o

Niitid

A=Y 5 (14] det.)

O'ESn

= Z Sf(o) (lause '
G’ESn

= Z 8071 (f def)
oESy

= Z sign(a_l) “Ag(1)1 " Ag(2)2 " - -+ Qo(n)n (Vérdus )
UES’n.

= Z Sign(a) “Ag(1)1 " Ae(2)2 " -+ " Ao(n)n (lause 4.18
O'GSTL

= Z sign(o) - Uig(1) - Uzo(2) * - - - * Uno(n) (uij = aj;)
gES)

= |AT]. (JAT| det.)

|

Lause 4.21. Kui ruutmaatriks sisaldab nullidest koosnevat rida, siis tema determinant on 0.

ToESTUS. Kui maatriksi A = (a;;) € Mat, (K) k-s rida koosneb ainult nullidest, siis igas kor-
TUtisSes a1,(1)20(2) - - - Ano(n) ON k-s tegur vordne nulliga ja seega on summa ([13)) koik liidetavad
nullid. O
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Jareldus 4.22. Kui ruutmaatriks sisaldab nullidest koosnevat veergu, siis tema determinant on

0.

ToOEsTUS. Kui ruutmaatriks A sisaldab nullidest koosnevat veergu, siis maatriks A7 sisaldab
nullidest koosnevat rida. Lause pohjal |AT| = 0. Teoreemi kasutades saame, et |A| =
|AT| = 0. O

Mirkus 4.23. Edaspidi sonastame ja toestame veel terve rea determinantide omadusi ridade
abil. Samasugused omadused saaks sonastada ka veergude abil ja toestada need Teoreemi
kasutades. Me ei hakka neid omadusi siin kirja panema ega toéestama, kuid vajaduse korral
kasutame neid determinandi arvutamisel.

Lause 4.24. Kui ruutmaatriksi mingt rea koik elemendid korrutada elemendiga c, siis tema
determinant korrutub ka elemendiga c.

TOEsTUS. Olgu A = (a;5) € Mat,(K) ja olgu B maatriks, mis on saadud maatriksist A k-nda
rea elementide korrutamisel elemendiga ¢ € K. Siis kasutades korpuse korrutamise kommuta-
tiivsust ja summeerimise omadust SO1 saame, et

1Bl = ) sign(0) - a1601) - Gk 10(k-1) * Clho(k) * Ut La(kt1) " - - * Gno(n)
O'GSn
= ¢ <Z sign(o) - a1y - a,w(n)) =c-|Al.
O'ESTL

Naiide 4.25. Kui maatriksi
1

20
A= 1 2 -1
1 3 1

teine rida korrutada arvuga 3, siis saadava maatriksi determinant on 3 - |A|:

20 1 20 1
36 -3|=3-]1 2 -1
1 3 1 1 3 1

Lause 4.26. Kui ruutmaatriksis vahetada dra kaks rida, siis determinant muudab mdarks.

TOEsTUS. Olgu A = (a;5) € Mat,(K) ja olgu B = (b;;) maatriks, mis on saadud maatriksist A
k-nda ja [-nda rea dravahetamisel, kus k < [, k,l € {1,...,n}. Siis

aij, kuii=k,
bij = Ay, kui i = l, (15)
Ajj, kui 7 g {k‘,l}

Iga o € S, korral vaatleme substitutsiooni

(16)



mille {ilemine permutatsioon on loomulik permutatsioon ja alumine permuatsioon on saadud
permutatsioonist (o(1),...,0(k),...,o(l),...,0(n)) transpositsiooni abil, mis vahetab dra k-
nda ja [-nda elemendi. Et transpositsioon muudab permutatsiooni paarsust (lause , siis
sign(o’) = —sign(o) ehk sign(o) = —sign(o”’).

Kuna iga o € S, korral (¢’) = o, siis kujutus

f:S,—=S,, o—d

on pooratav (f~1 = f) ja seega bijektiivne. Tihistame

Sog 1= sign(a) *Q1g(1) " A20(2) © - - - Qno(n) -
Niiiid
A=) s, (|A| def.)
gESy
= Z 5¢(o) (lause [3.15))
O'GSn
_ Z S (f def.)
O’GSn
= Z sign(o’) - Alo(1) " Qho(l) " -+ Qo(k) " - Cno(n) (vordus )
(J’GSn
= Z (—1) -sign(o) - @101y * -+ " Qo) -+ Qo) * -+ Ono(n)  (sign(c’) = —sign(o))
gESy
= — Z sign(a) : ala(l) Ceelt aka(l) Caee ala(k) et am(n) (SOI)
O'ESn
= — Z sign(a) : blo(l) et blg(l) et bkg(k) et bng(n) (def.
O’GSn
=— Z sign(a) - big(1) - Ooe) * -+ Do) - -+ Do) (korrutamise kommut.)
gESy
= —|B|. (IB] def.)
ehk |B| = —|A]|. O

Lause 4.27. Kui ruutmaatriksis on kaks vordset rida, siis tema determinant on 0.

TorsTUS. Olgu maatriksis A = (a;5) € Mat, (K) k-s ja l-s rida vordsed, k < 1, k,l € {1,...,n}.
Iga o € S, korral olgu

Sg — Sign(a)ala(l) e a,w(k) PN alg(l) PN am(n).

Siis |[A] = ) ,es, So- Iga 0 € Sy, korral olgu

s.t. o/ on substitutsioon, mille tabelina esitus saadakse o esitusest alumises reas k-nda ja [-nda
elemendi vahetamisel. Siis sign(o) = —sign(o’). Kuna k-s ja I-s rida on vordsed, siis ag, @) =
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Alo (k) ja Ako(l) = Uo(l)- Seega

8o = SigN(0)a15(1) - - - Ao (k) - - - Qko(l) - - - Ino(n) (asendused)
= sign(o)ais(1) - - - ko () - - - o (k) - - - Ono(n) (korrutamise kommut.)
=— sign(o’)ala/(l) c Qg (k) - - - Qg (1) - - - Ot () (o det.)
S— (s def.)

ehk
So + S50 = 0.

KuiT & {o,0'},siiska 7’ & {0,0'} ja{o,0’}n{7, 7'} = (. Jérelikult jaguneb hulk S,, kaheelemen-
diliste hulkade {0, 0’} 16ikumatuks iihendiks. Iga sellise paari korral kehtib vordus s, + s, = 0,
seega ka [A] =) g 55 =0. O

Jargmises lauses motleme maatriksi rea elemendiga ¢ korrutamise all seda, et selle rea koik
elemendid korrutatakse elemendiga c ning ridade liitmise all moeldakse seda, et omavahel liide-
takse nende ridade vastavad elemendid. Niiteks maatriksi

1 2 3
A= 1 1 1
-2 -4 =5

kolmandale reale arvuga 2 korrutatud esimese rea liitmisel saame maatriksi
1 2 3
B=|1 11
0 01

Lause 4.28. Kui ruutmaatriksi mingile reale liita suvalise korpuse elemendiga korrutatud teine
rida, siis selle maatriksi determinant ei muutu.

TorsTus. Olgu A = (a;;) € Mat,(K) ja olgu B maatriks, mis on saadud maatriksist A selle
k-ndale reale elemendiga ¢ korrutatud I-nda rea liitmisel, kus k£ # [. Peame néitama, et |A| = | B].
Eeldame, et k < [. (Kui k& > [, siis on toestus analoogiline.) Maatriksi B k-s rida koosneb
elementidest
ap1 +can, age +cap, ..., agp + Cap;

koik iilejadnud B elemendid on samad, mis A vastavatel kohadel olevad elemendid. Seega
|B| = Z sign(o ala -akfl,cr(kfl)(alm(k) + Cala(k))ak+1,a(k+1) <o Qig(l) -+ - Ano(n)-
UGSn
Kasutades distributiivsuse seadusi ja summeerimise omadusi voime kirjutada
1Bl =Y (sign(0)aio(1) - - - G 1,0 (k—1)Tho (k) T+ 1,0(:+1) - - - U (l) - - Ano(n)
UESn
+8ign(0)a10(1) - - - Ap—1,0(k—1) (COU(R) ) Tt 1 0 (k1) - - - Wlor(l) - - - Cnor(m))

= [Al+¢ ) sign(0)aioq) - - Gt o(h—1) G (k) Gkt 1,0(h41) - - - Ua(t) - - - Bno(n)
0cESH

=|Al+¢c-0
:’A‘7
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kus altpoolt kolmandas reas olev summa on 0 sellepérast, et ta on sellise maatriksi

ail a2 . A1n
ag—11 QAg-12 .- QGk—1n
ap apo N [
!/
A= akp+1,1 Ag4+12 --- OGk4ln
ap a2 e Qlp
QApl An2 . Apn,
determinant, milles k-s ja [-s rida on vordsed. O

Lause [4.28| on viiga kasulik. Selle ja tema analoogi abil saame ridu voi veerge omavahel liita
nii, et tekiks juurde nulliga vorduvaid elemente, aga determinant samal ajal ei muutu. Mida
rohkem on maatriksis nulle, seda lihtsam on leida tema determinandi véartust.

4.4. Laplace’i teoreem

Selle paragrahvi eesmérk on tutvuda Laplace’iﬁ] teoreemiga, mis lubab n-ndat jarku determi-
nandi arvutamise taandada madalamat jarku determinantide arvutamisele. Selleks on meil vaja
miinori moistet ja sellega seotud moisteid.

Definitsioon 4.29. Maatriksi A alammaatriksiks nimetatakse maatriksit, mis saadakse, kui
maatriksis A valitakse vilja mingid read ja veerud ning moodustatakse uus maatriks elemen-
tidest, mis asuvad véljavalitud ridade ja veergude ldikekohtades, kusjuures nende elementide
omavahelist asendit ei muudeta. Alamruutmaatriks on alammaatriks, milles on sama arv
ridu ja veerge.

Definitsioon 4.30. Maatriksi A k-ndat jirku miinor on tema k-ndat jarku alamruutmaat-
riksi determinant.

Kui miinor on sellise alamruutmaatriksi determinant, mis on saadud ridade i1,...,7; ja

veergude j1,...,jr viljavalimisel, siis {itleme, et see miinor asub ridades i1,...,i; ja veerqudes
Jls--s Jk-
Definitsioon 4.31. Kui ruutmaatriksi A miinor M asub ridades i1,. . . ,ir ja veergudes ji, . . . ,jk,
siis selle miinori tdiendusmiinoriks nimetatakse miinorit M, mis asub ridades ja veergudes,
mis jadvad jérele ridade iq,...,7 ja veergude ji,...,Ji viljajitmisel maatriksist A. Korpuse
elementi

(_1)i1+---+ik+j1+---+jkM
nimetatakse miinori M algebraliseks tdiendiks.

Kui me tahame rohutada, et vaadeldav miinor asub ridades i1, ..., ja veergudes j1, ..., jk,
siis kasutame selle miinori, tema tdiendusmiinori ja algebralise tdiendi jaoks jargmisi téhistusi:

MLk Mk ATLrTk

U1 yeeeyik Ulyeenlk ) (ARTTR T

“Pierre-Simon Laplace (1749-1827) — prantsuse matemaatik.
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Naiide 4.32. Kui maatriksis

a b ¢ d

_ e f g h
A= i j k1
m n o p

valime vélja read numbritega 2 ja 4 ning veerud numbritega 1 ja 4, siis saame, et

1,4 (& h o _

Myy = | » ’ =ep — hm,

14 b ¢ . o
24 = ' i k|7 bk — cj,

A4 2 A e i) = i — b
24 (=1) 2,4 ( cj) =cj :

)

Jéargneva teoreemi toestas prantsuse matemaatik Pierre-Simon Laplace 1772. aastal. Selles
kursuses ei joua me selle teoreemi tdestust anda. Toestuse voib leida néiteks raamatust [1].

Teoreem 4.33 (Laplace’i teoreem). Olgu maatriksis A € Mat,, (K) fikseeritud read iy,. . . ,if.

Siis
— j17'“1jk . jlv“wjk
‘A| - § : Mil,...,ik Ail,...,ik’
1< <. <jp<sn
s.t. A determinant on vordne ridades i1,. .., asuvate koikvoimalike k-ndat jarku miinorite ja

nende miinorite algebraliste tdiendite korrutiste summaga.

Kui Laplace’i teoreemi rakendatakse ridade i1, . .., 4 korral, siis rdfgitakse maatriksi A de-
terminandi arendamisest ridade i1, ...,1; jdirgi. Kuna transponeerimisel determinant ei muutu
(vt. teoreemi [4.20)), siis voib determinanti arendada ka veergude jirgi.

Eriti kasulik on determinanti arendada mingite k rea jargi siis, kui neis ridades on ainult iiks
nullist erinev miinor. Sellisel juhul tuleb summasse ainult iiks liidetav.

Naiide 4.34. Jargneva determinandi kahes esimeses reas on ainult iiks nullist erinev teist jarku
miinor (1. ja 3. veerus). Seega kahe esimese rea jirgi arendades saame:

1 0 2 0

30 4 0_ |1 2  vigerigs |9 6| o0 N oy
95106_'34‘(1> 7 8|~ D D (2=~
11 7 12 8

Loomulikult v6ib determinanti arendada ka iihe rea v6i veeru jérgi. Esimest jarku miinor
maatriksi A i-ndas reas ja j-ndas veerus on vordne sellel kohal oleva elemendiga a;;. Sellise
miinori algebralist tdiendit tdhistatakse A{ asemel harilikult stimboliga A;; ja nimetatakse ele-
mendi a;;algebraliseks tdiendiks. Niisiis voime Laplace’i teoreemi pohjal 6elda, et arendades
i-nda rea jargi

a1 a2 ... Gip .
ani asy ... aon
|A| = = anAi +aipdip + ...+ aindin = g a;jAij (17)
e e =
anl Gp2 .. Gnn
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ja arendades j-nda veeru jéargi

ail alp ... A1n N
az1 a2 ... Q2p
’A‘ = = alelj + anggj + ...+ anjAnj = E aiinj.
=1
an1 Qp2 ... Qpn

Eeloeldut kokku vottes voib sonastada jirgmise meetodi n-ndat jirku ruutmaatriksi A de-
terminandi arvutamiseks.

1. Valime determinandis vélja iihe rea voi veeru (soovitavalt sellise, kus juba on nulle). Kui
see rida voi veerg koosneb ainult nullidest, siis |A| = 0. Vastasel korral votame iihe nullist
erineva elemendi ja muudame selle abil koik iilejadnud elemendid antud reas voi veerus
nulliks kasutades liitmisteisendust. Determinant selle kédigus ei muutu.

2. Arendame determinanti valitud rea voi veeru jirgi. Laplace’i teoreemi pohjal taandub |A|
arvutamine ithe (n — 1)-st jirku determinandi arvutamisele.

3. Kordame seda protseduuri kuni jouame esimest jirku determinandini.

4.5. Maatriksite korrutise determinant

Selles paragrahvis néitame, et determinandi leidmine on kooskélas maatriksite korrutami-
sega.
Teoreem 4.35. Sama jarku ruutmaatriksite korrutise determinant on vérdne tequrite determi-
nantide korrutisega.

ToOEsTUS. Olgu A = (ai;), B = (bij) € Mat,, (K). Meie eesmiirk on toestada, et

[AB| = |A|-|B].|
Vaatleme 2n-jarku determinanti

ailr a2 ... Qin 0 0o ... 0

a1 a2 ... Q2n 0 0o ... 0

D— Apl Gp2 ... Qpp 0 0 ... 0

-1 0 ... 0 b11 b12 . bln

o -1 ... 0 b21 bgg c. bgn

0 0 ... =1 bpr bua ... ban

Nagu nédha, on D sellise maatriksi determinant, mis koosneb neljast nn. blokist: maatriksitest
A, ©, —F ja B. Arendades seda determinanti D esimese n rea jédrgi ndeme, et

sest (1+2+...4n)+ (1 +2+ ...+ n) on paarisarv. Teisendame niiiid seda determinanti
nii, et koik elemendid b;; muutuksid nullideks. Selleks liidame (n + 1)-sele veerule byi-kordse
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esimese veeru, by1-kordse teise veeru jne., l1opuks b,1-kordse n-nda veeru. Selle tulemusena ei jaa
(n + 1)-se veeru esimesed n elementi enam nullideks, vaid omandavad uued véirtused

ci1 = anbir +aebar + ...+ a1nbnr,
c21 = ao1bir + abar + ... 4 a2pbn,
cnl =  anpibir + ap2bar + ...+ annbpr.

Teisendades analoogiliselt determinandis D ka iilejdédnud elemendid b;; nullideks saame deter-
minandi

a1 a2 ... QAaip €11 €Cl2 ... Cinp

az; a2 ... A2p C21 C22 ... C2p

. Ap1 Ap2 ... Qpp Chl Cph2 ... Cpp
D= -1 0 ... 0 0 0 ... 0}’ (18)

o -1 ... 0 0 0 ... 0

0 0 -1 0 0 0

kus

n
Cij = ai1bij + aioboyj + ... + ainbpj = Z ik brj-
k=1

Tahistades C' = (¢;5) € Mat,, (K') ndeme, et maatriks C on maatriksite A ja B korrutis, AB = C.
Arendame niitid determinanti D viimase n rea jirgi kasutades selleks avaldist . Saame

-1 0 ... 0
D= (_1)1+2+...+n+(n+1)+...+2n . 0 -1 ... 0 . |C| _ (_1)1+2+...+2n+n|0| — |C|
o 0 ... -1
sest jargnev summa on paarisarv:
1+ 2n)2 24 2n)2
1+2+...+2n+n_(+2n)n+n_<+2n)n_2n(n+1).
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5. Po6ordmaatriks

Definitsioon 5.1. Maatriksi A € Mat,, (K) podrdmaatriksiks nimetatakse sellist maatriksit
B € Mat,,(K), mille korral
AB=F ja BA=E.

Maatriksit A € Mat,, (K) nimetatakse p6dratavaks, kui tal leidub poérdmaatriks.

Teiste sonadega voib Gelda, et pooratavad maatriksid on monoidi (Mat, (K),-) pooratavad
elemendid.

On selge, et mitte koik ruutmaatriksid ei ole pooratavad. Niiteks nullmaatriksil puudub
poordmaatriks. Samas iihikmaatriks on alati péoratav, tema poérdmaatriks on ta ise, sest kehtib
vordus FE = FE.

Lause pohjal voime 6elda, et kehtib jirgmine tulemus.

Lause 5.2. Kui ruutmaatriksil leidub poordmaatriks, sits on see tiheselt mddratud.

Maatriksi A poordmaatriksit téhistatakse siimboliga A~!. On selge, et

(A hH =4

Lausest saame jireldada jargmise fakti.

Lause 5.3. Kui ruutmaatriksid A, B € Mat,,(K) on pidratavad, siis ka maatriks AB on pdéra-
tav, kusjuures

(AB)"' =B tA~L

Koigi n-ndat jarku pooratavate maatriksite (iile korpuse K) hulka tdhistatakse harilikult
GL,(K) (inglise keeles general linear group).

Lause 5.4. Hulk GL,(K) on rihm maatriksite korrutamise suhtes.

TOEesTUS. Ténu lausele on maatriksite korrutamine algebraline tehe hulgal GL,(K). Lau-
se pohjal on korrutamine assotsiatiivne ja ithikmaatriks F € GL,(K) on selle suhtes
ithikelement. Kuna pooratava maatriksi poordmaatriks on ka pdoratav, siis hulga GL,,(K) igal
elemendil on samas hulgas olemas pdtrdelement korrutamise suhtes. Seega on rithma definit-
siooni koik tingimused téaidetud. O

Definitsioon 5.5. Ruutmaatriksit A nimetatakse regulaarseks, kui |A| # 0.
Lause 5.6. Iga pooratav ruutmaatriks on requlaarne.

TOESTUS. Olgu maatriks A € Mat,(K) pooratav. Siis tal leidub poérdmaatriks A~! nii, et
AA~! = E. Kuna teoreemi pohjal on korrutise determinant vordne tegurite determinantide
korrutisega, siis 1 = |E| = |[AA™Y = |A| - |A™!|. Kui oleks |A| = 0, siis oleks 1 = |A] - |A7] =0,
mis aga korpuses pole voimalik. Jarelikult |A] # 0. a

Defineerime niitid elementaarteisendused maatriksi ridadega. Selliseid teisendusi kasutatakse
paljude praktiliste iilesannete lahendamisel (p66rdmaatriksi leidmine, maatriksi astaku leidmine,
lineaarvorrandisiisteemi lahendamine jne.).

48



Definitsioon 5.7. Elementaarteisendused maatriksi ridadega on jargmised teisendused:
1. maatriksi kahe rea dravahetamine;
2. maatriksi rea korrutamine nullist erineva korpuse elemendiga;
3. maatriksi mingile reale mingi korpuse elemendiga korrutatud teise rea liitmine.

Analoogiliselt defineeritakse elementaarteisendused maatriksi veergudega.

Lause 5.8. Maatriksi ridade dravahetamise saab taandada teistsugust titipi elementaarteisen-
dustele ridadega

TOESTUS. Olgu meil vaja vahetada dra maatriksi A i-s ja j-s rida. Toimime selleks jargmiselt.
Liidame i-ndale reale j-nda rea. Siis liidame saadud maatriksis j-ndale reale (—1)-ga korrutatud
i-nda rea. Seejérel lildame i-ndale reale j-nda rea. Sellega oleme teinud kolm 3. tiiiipi elemen-
taarteisendust. Lopuks korrutame j-nda rea (—1)-ga ja saamegi tulemuseks ndutava maatriksi.

O

Loomulikult kehtib analoogiline tulemus ka veergude kohta.

Naitame niiiid, et elementaarteisenduste sooritamiseks maatriksi ridade voi veergudega voib
seda maatriksit korrutada teatud erikujuliste maatriksitega, mis on kiillaltki sarnased ithikmaat-
riksiga.

Olgu n fikseeritud naturaalarv. Iga c € K \ {0} jai € {1,2,...,n} korral olgu F;(c) n-ndat
jarku ruutmaatriks, mille peadiagonaali i-s element on ¢, teised peadiagonaali elemendid on 1-d
ja koik iilejadnud elemendid on 0-d, s.t. E;(c) on maatriks kujul

10 ...0 ...0
1 ...0 ... 0

Eile)=1| ¢ ¢ c 0
00 ...0 ... 1

Igace Kjai,je{l,2,...,n},i# j, korral olgu F;j(c) n-ndat jarku ruutmaatriks, mille
peadiagonaalil on 1-d, ¢-nda rea ja j-nda veeru element on c ja kéik iilejadnud elemendid on 0-d.
Seega juhul, kui i < j, on maatriks Fy;(c) kujul

10 ...0...0..0
1 ...0 ...0 ...0
0 0 1 c 0
Eij(c) :
0 0 0 1 0
00 ...0..0..1

Definitsioon 5.9. Maatrikseid F;(c) ja Ej;(c) nimetatakse n-indat jirku elementaarmaat-
riksiteks.
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Lause 5.10. Elementaarteisenduste tegemine maatriksi ridadega (veergudega) on samavddrne
maatriksi korrutamisega vasakult (paremalt) teatud arvu elementaarmaatriksitega.

TOESTUS. Vaatleme maatriksit A € Mat,, (K). Leides korrutise E;(c)A néeme, et see on maat-
riks, mis on saadud maatriksist A i-nda rea korrutamisel c-ga. Samuti on lihtne veenduda, et
E;j(c)A on maatriks, mis on saadud maatriksist A i-ndale reale c-kordse j-nda rea liitmisel.
Lause pohjal taandub ridade vahetus teatud arvule 2. ja 3. tiiiipi elementaarteisendustele,
seega samuti elementaarmaatriksitega vasakult korrutamisele.

Toestus veergude jaoks on analoogiline. O

Lause 5.11. Koik elementaarmaatriksid on péoratavad, kusjuures ka nende péordmaatriksid on
elementaarmaatriksid.

TOESTUS. Vahetu kontroll niitab, et

ja
Od

Lause 5.12. Kui A on requlaarne maatriks ja maatriks B on saadud maatriksist A ridade voi
veergude elementaarteisenduste abil, siis ka B on regulaarne.

TOESTUS. Kui B on saadud maatriksist A ridade elementaarteisenduste abil, siis

B=Ey... ByFy A,

kus E1, Es, ..., Ej on elementaarmaatriksid ja seega peavad nad olema regulaarsed. Kuna |B| =
|Ek| ... |E2||E1||A|, tegurid viimases korrutises on nullist erinevad ning korpuses ei ole nullite-
gureid, siis ka |B| # 0. O

Lause 5.13. Iga regulaarse maatriksi saab ridade elementaarteisenduste abil teisendada tihik-
maatriksiks.

TOESTUS. Jérelduse tottu peab regulaarse maatriksi esimeses veerus leiduma nullist erinev
element. Ridade vahetamise abil voime saavutada olukorra, kus see element asub kohal (1,1).
Vaatleme niitid regulaarset maatriksit A = (a;;) € Mat,,(K), kus a11 # 0. Liidame maatriksi
A i-ndale reale, kus i € {2,...,n}, elemendiga — 2L korrutatud esimese rea (vt. méirkust .

Korrutades veel esimese rea nullist erineva elemendiga i jouame maatriksini B, mis on kujul

1 b12 513 e bln
0 by bag ... by
B = 0 b3y b3z ... b3,
0 bn2 bn3 s bTm
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Lause [5.12] pohjal on B regulaarne. Arendades B determinanti esimese veeru jirgi ndeme, et
|B| = |B'], kus

B - bz b3z ... b3
bne bps ... bun
Seega ka B’ on regulaarne maatriks ja tema esimeses veerus (s.t. elementide bag, bsa,. .., bpo

hulgas) peab leiduma nullist erinev element. Tdstes sarnasel moel nullist erinevaid elemente
peadiagonaalile ja muutes neist allapoole jadvaid elemente nullideks jouame ridade elementaar-
teisenduste abil maatriksini

1 ci2 13 ... Cln-1  Cin
0 1 €23 ... C2n-1 Con
C _ 0 0 1 ... C3n—1 C3n 7
0 0 0 ... 1 cpin
o o0 0 ... 0 1

s.t. ilemise kolmnurkmaatriksini, mille peadiagonaalil on iihikelemendid. Liigume niiiid veerge
vaadeldes paremalt vasakule. Liidame maatriksi C' i-ndale reale, kus i € {1,2,...,n — 1},
elemendiga —c;;, korrutatud n-nda rea. Sellega muutuvad nulliks koik elemendid viimases veerus,
vilja arvatud viimane element. Samamoodi toimime eelviimase, iile-eelviimase jne. veeruga, kuni
oleme joudnud iihikmaatriksini. O

Jargmine tulemus iitleb, et maatriksi pooratavuse iile saab otsustada tema determinandi
pohjal.

Teoreem 5.14. Ruutmaatriks on podratav parajasti siis, kui ta on regulaarne.

TOESTUS. TARVILIKKUS. See on toestatud lauses

Prsavus. Olgu A € Mat,, (K) regulaarne maatriks. Nagu néitasime lauses saab maatriksi A
ridade elementaarteisenduste abil teisendada ithikmaatriksiks. Lause pohjal on elementaar-
teisenduste tegemine maatriksi ridadega samavaidrne maatriksi korrutamisega vasakult teatud
arvu elementaarmaatriksitega. Seega leiduvad sellised elementaarmaatriksid Fn, Es, ..., Ej, et

Ey...EyE A =E.

Téhistame B := Ej, ... E2E, siis BA = E. Et elementaarmaatriksid on pooratavad (lause )
siis on ka B pooratav ja lauset k — 1 korda rakendades saame, et

-1 —1 71 -1
B '=E'Eyt . BN

Korrutame vorduse BA = E molemad pooled vasakult maatriksiga B~!. See annab meile
vorduse B~1(BA) = B~'E, millest jireldub, et

A=FA= (B 'B)JA=BYBA) =B 'E=B"",

s.t. A on B poordmaatriks. Definitsiooni pohjal on siis ka B maatriksi A poérdmaatriks ja seega
maatriks A on pooratav. O

Jareldus 5.15. Iga requlaarse maatriksi saab esitada elementaarmaatriksite korrutisena.
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TOESTUS. Teoreemi toestuses nigime, et kui A on regulaarne, siis A = £ 1E2_ L. By 1 kus
maatriksid Ey, Ea, ..., E; on elementaarmaatriksid. Tédnu lausele on ka El_l, E2_1, e 7Ek_1
elementaarmaatriksid. O

Mairkus 5.16. Viimast fakti kasutatakse muuhulgas matemaatilises analiiiisis kordsete integraalide muu-
tujavahetuse juures.

Teoreemi [5.14] tdestuses néigime, et
A'=E,...FyEy = E) ... EyE\E.

See tdhendab, et maatriksi A poordmaatriksi saamiseks tuleb iithikmaatriksi E ridadega teha
tépselt samad teisendused (ja tépselt samas jarjekorras), mis maatriksi A ridadegagi, et saada
A-st iithikmaatriks. See annab meile jargmise algoritmi A podrdmaatriksi leidmiseks. Koostame
(n x 2n)-indat jirku maatriksi nii, et kirjutame A korvale paremale n-indat jirku iihikmaatriksi:

(A|E).

Teeme selle maatriksi ridadega elementaarteisendusi eesmérgiga saada vasakule poole iihik-
maatriks. Eelpooléeldut arvestades jouame 16puks maatriksini

(B]A7Y),

mille pohjal saame vilja kirjutada A poérdmaatriksi.
Poordmaatriksi leidmiseks on ka veel teine voimalus, nimelt determinantide abil.

Teoreem 5.17. Kui maatriks A = (a;j) € Mat,(K) on requlaarne, siis

A A ... Ap

_ 1 Ajg Aoy ... Ao
Alzi n ’

Tl

Aln A2n A’rm

kus A;; on maatriksi A elemendi a;; algebraline tdiend.

TOESsTUS. Tahistame

Ann A ... An
o Ap A .. Ap2
Aln A2n o Ann

Vastavalt maatriksite korrutamise eeskirjale on korrutise AA* i-nda rea ja i-nda veeru (i €
{1,...,n}) element

n
ainAin + ainAip + ..+ ainAin =Y aipAip = |A],
k=1

kus viimane vordus kehtib Laplace’i teoreemi pohjal, sest tegemist on |A| arendisega i-nda rea
jargi (vt. vordust ) Kuii # j, 14,5 € {1,...,n}, siis korrutise AA* i-nda rea ja j-inda veeru
element on
n
ai1Aji + apAj + ...+ apAj, = Z @i Aj-
k=1
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Moodustame maatriksi B, mille koik read, vélja arvatud j-is rida on samad, mis maatriksil
A, j-indaks reaks on aga maatriksi A i-s rida. Et maatriksis B on kaks vordset rida, siis
|B| = 0. Teisest kiiljest, arendades maatriksi B determinanti j-inda rea jirgi saame vorduse
|B| = > 1y airAji (sest elemendi a;;, algebraline téiend maatriksis B on sama, mis elemendi
ajy, algebraline tiiend maatriksis A, s.t. Aji). Seega > ;_; a;xAji = 0, mis tihendab, et maatriksi
AA* kéik viljaspool peadiagonaali asuvad elemendid on 0-d. Sellega oleme néidanud, et

Al 0 ... 0
A — 0 |A ... O — Al E.
0 0 ... |4
Arutledes analoogiliselt veergudega saame vorduse A*A = |A| - E. Et A on regulaarne, siis

|A| # 0 ja on olemas element |A|~! = ﬁ. Korrutades selle elemendiga vorduste AA* = |A| - E
ja A*A = |A| - E molemaid pooli ja kasutades lauset [3.25(5) saame

1 1
A‘<'A*> :E: <‘A*).A’
A Al

mis tdnu podrdmaatriksi definitsioonile tdhendabki, et

1

AT =
Al

AR
O

Toestatud teoreemist saab lihtsa vaevaga tuletada valemi teist jarku ruutmaatriksi poord-
maatriksi leidmiseks.

Jareldus 5.18. Kui ad — be # 0, siis

a b\ ' 1 [ d b
c d ~ ad —be —c a )’

Naiide 5.19. Leiame maatriksi

2 3
A= 1 1 S Matg(R)
3 95

NI CRN

poordmaatriksi. Arvutades maatriksi A determinandi ja kdigi elementide algebralised téiendid,
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Saame

L1e| 230 s
N e R R
—21
12| |34 3 4
5 7 5 7 12
1 1 12 2 4 2 4
-1 AT | _
A \A|<A”) —1 3.7 37 1 2
11| |23 2 3
35 35 11
-3 -1 2 3 1 -2
2 -1 -1 -2 1 1

Lopuks néitame, kuidas on omavahel seotud péordmaatriksi leidmine ja transponeerimine.

Lause 5.20. Kui A on péoratav ruutmaatriks, siis

(a1) " = (a )"

TOESsTUS. Kuna
(AT = (44 ) =ET=E,
AT (AT = (4 =ET =,

siis definitsiooni pohjal on (A*I)T maatriksi A7 pésrdmaatriks. O
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6. Vektorruum. Lineaarne soltuvus

Koolist on teada, et nii tasandil kui kolmemo6tmelises ruumis voib vaadelda vabavektoreid.
Neid vabavektoreid saab omavahel liita ja arvuga korrutada ning nendel tehetel on terve rida héid
omadusi. Nende struktuuride {ildistamiseks on lineaaralgebras kasutusele voetud vektorruumi
moiste. Kui vabavektoreid saab korrutada reaalarvudega, siis {ildisema vektorruumi elemente
saab korrutada korpuse elementidega.

6.1. Vektorruumi maoiste

Definitsioon 6.1. Hulka V nimetatakse vektorruumiks ehk lineaarseks ruumiks iile kor-
puse K, kui on defineeritud kujutused

VxV-=V, (ab)—a+b,
KxV =V, (ka)w— ka,

nii et
VRI1. (a+b)+c=a+ (b+c)iga a,b,c € V korral;
VR2. leidub element 0 € V nii, et iga a € V korral a +0 =a =0+ q;
VR3. iga elemendi a € V korral leidub element —a € V nii, et a + (—a) =0 = (—a) + q;
VR4. a+b=>b+aigaa,beV korral;
VR5. k(a+b) = ka+ kbiga a,b €V jak € K korral;
VR6. (k+1)a=ka+laigaa €V jak,l € K korral;
VRT7. (kl)a = k(la) igaa € V ja k,l € K korral;

VRS8. la =a iga a € V korral.
Vektorruumi V' elemente on tavaks nimetada vektoriteks ja korpuse K elemente skalaari-
deks. Elementi a + b € V nimetatakse vektorite a ja b summaks ning elementi ka € V' skalaari

k ja vektori a korrutiseks. Elementi 0 € V tingimuses VR2 nimetatakse nullvektoriks ja
elementi —a € V tingimuses VR3 nimetatakse vektori a vastandvektoriks.

Markus 6.2. Tingimustest VR1-VR4 néeme, et vektorruum on liitmistehte suhtes Abeli rithm.

Mairkus 6.3. Matemaatilise induktsiooni abil on lihtne néidata, et kui kehtivad tingimused
VR5 ja VR, siis iga naturaalarvu n ja mistahes ai,...,an,a €V, k k1,...,k, € K korral

Elai+...+an) = kai+...+ kay,
(k1+ ...+ kna kia+ ...+ kpa.

Niide 6.4. 1. Tasandi vabavektorite hulk Eo ja kolmemdotmelise ruumi vabavektorite hulk Eg
on vektorruumid.

2. Iga korpus K on vektorruum iile iseenda, kui kujutused K x K — K on selle korpuse
liitmis- ja korrutamistehe.
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3. Iga korpuse K ja naturaalarvu n korral voib hulka K" vaadelda vektorruumina iile K, kui
tehted defineerida n.6. komponenthaaval:

(k‘l,...,k‘n)—l-(ll,...,ln) = (k1+l1,...,kn+ln),
Kkt .. k) = (k1. k)

mistahes k, k1,...,kp, l1,...,1, € K korral.

4. (m x n)-maatriksite hulk Mat,, ,(K) iile korpuse K on vektorruum iile K, kui tehetena
vaadelda maatriksite liitmist ja maatriksi korrutamist korpuse K elementidega. See on toestatud
lauses Vektorruum K™ on sisuliselt sama, mis vektorruum Mat; ,,(K).

5. Hulk C on vektorruum iile korpuse R, kui liitmisena vaadelda kompleksarvude liitmist
ning reaalarvu ¢ ja kompleksarvu a + bi korrutis defineeritakse kui ¢(a + bi) := ca + cbi.

Lause 6.5. Mistahes vektorruumis V iile suvalise korpuse K kehtivad jargmised arvutusreeglid.
1. Iga a,b,c € V korral, kui a +b = c, siisa =c—b.

2. 0a = 0 iga a € V korral. (Selle vorduse vasakul poolel olev O tihistab korpuse K nullele-
menti ja paremal poolel olev O vektorruumi V' nullelementsi.)

k0 =0 iga k € K korral. (Selles vorduses on molemad 0-d V' elemendid.)

(=1)a = —a iga a € V korral. (Siin —1 on korpuse K iihikelemendi vastandelement.)
(—k)a =k(—a) = —(ka) iga k € K jaa €V korral.

k(a —b) = ka — kb iga k € K ja a,b €V korral.

N S v L

(k—1)a=ka—laiga k,l € K jaa€V korral.

TOEsTUS. Kodik need omadused saab toestada viga sarnaselt sellele, kuidas on toestatud ringide
kohta kéiv lause a

6.2. Vektorruumi alamruum

Algebras kutsutakse algebralise struktuuri mittetiihje tehete suhtes kinniseid alamhulki alam-
struktuurideks. Nii voib réadkida néiteks alamrithmadest, alamringidest ja alamkorpustest. Meie
uurime pohjalikumalt vektorruumide alamstruktuure.

Definitsioon 6.6. Vektorruumi V' mittetiihja alamhulka U nimetatakse V alamruumiks, kui
AR1 iga a,be U korral a+ b € U (s.t. U on kinnine liitmise suhtes);

AR2 igaac U jak € K korral ka € U (s.t. U on kinnine skalaariga korrutamise suhtes).

Niide 6.7. 1. Iga vektorruumi V' korral on V ise ja nullvektorist koosnev alamhulk {0} selle
vektorruumi alamruumid.

2. Mistahes korpuse K ja naturaalarvu n korral on n-ndat jarku stimmeetriliste maatriksite
(ille K') hulk alamruum vektorruumis Mat,, (K).

3. Hulk U = {(k,0,1) | k,I € R} on alamruum vektorruumis R? (iile korpuse R).

4. Fikseeritud sirgega paralleelsete vabavektorite hulk on alamruum tasandi vabavektorite
vektorruumis Es.
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Lause 6.8. Vektorruumsi iga alamruum sisaldab nullvektorit.

TOEsTUS. Olgu U vektorruumi V' alamruum. Kuna U on mittetiihi, siis leidub mingi a € U.
Tingimuse AR2 ja lause [6.5(2) tottu 0 = 0a € U. O

Lause 6.9. Vektorruumi V iga alamruum on ise ka vektorruum tehete suhtes, mis on definee-
ritud samamoodi nagu vektorruumi V' tehted.

TOESsTUS. Olgu U vektorruumi V' alamruum. Tingimused AR1 ja AR2 tagavad selle, et voime
vaadelda kujutusi U xU — U, (a,b) — a+b,ja KxU — U, (k,a) — ka. On selge, et tingimused
VRI1 ja VR4-VR8 on U korral tdidetud. Lausest jareldub, et ka tingimus VR2 kehtib U jaoks.
Kui a € U, siis lause pohjal voib delda, et (—1)a = —a. Kuna AR2 tottu (—1)a € U, siis ka
—a € U. Seega U rahuldab tingimust VR3. |

Definitsioon 6.10. Olgu V vektorruum {ile korpuse K ja aq,...,as € V. Mistahes avaldist

kiai + keao + ... + ksas, (19)
kus ki,...,ks € K, aga ka selle avaldise poolt méidratud V elementi, nimetatakse vektorite
ai,...,as lineaarkombinatsiooniks. Skalaare kq,..., ks nimetatakse selle lineaarkombinat-

siooni kordajateks.

Niide 6.11. Olgu a = (3,—1,2) ja b = (1,4, 0) vektorruumi R? vektorid ning k = 2 ja | = —3.
Arvutame lineaarkombinatsiooni ka + [b:

ka+1b=2-(3,-1,2) + (=3) - (1,4,0) = (6,—2,4) + (=3, —12,0) = (3, —14,4).

Definitsioon 6.12. Vektorruumi V' alamhulka, mis koosneb vektorite a1, ..., as koigist lineaar-
kombinatsioonidest, nimetatakse vektorite a1, ..., as lineaarseks katteks ehk lineaarkatteks
ja tahistatakse kas L(aq,...,as), {(a1,...,as) voi span(ay, ..., as). Kdesolevas kursuses eelistame
esimest tédhistust.
Niisiis
L(al,...,as) = {k1a1 4+ ...+ ksag ’ ki,.... ks € K}
Lineaarkatete moodustamine annab iihe kasuliku viisi alamruumide konstrueerimiseks.

Lause 6.13. Vektorite aq,...,as lineaarne kate on vihim alamruum, mis neid vektoreid sisal-
dab.

ToEestUS. Olgu ay,...,as vektorruumi V (iile korpuse K) vektorid. Kuna 0 = O0a; + ...+ 0as €
L(ay,...,as), siis L(ay, ..., as) ei ole tithi. Kui kyay + ...+ ksas, lia1 + ...+ lsas € L(ay, ..., as)
ja ke K, siis

(kra1 + ...+ ksas) + (a1 + ... + lsas) = (ki1 +lh)ar+ ...+ (ks + ls)as € L(aq,. .., as),
k(kiai + ...+ ksas) = (kk1)ay + ...+ (kks)as € L(ay, ..., as).
Sellega oleme néidanud, et L(ai,...,as) on V alamruum. Et

ai:Oa1+...+Oai,1+1ai+0ai+1+...+0a3EL(al,...,aS)

igai € {1,...,s} korral, siis L(ay,...,as) sisaldab vektoreid ay, ..., as. Kui U on mistahes alam-
ruum, mis sisaldab vektoreid a1, ..., as, siis ta peab sisaldama ka koiki vektoreid kja1, ..., ksas,
kus k1, ..., ks € K, ning ka selliste vektorite summasid. Seega L(ay,...,as) C U,s.t. L(ay,...,as)
on vahim V alamruum, mis sisaldab vektoreid ay, ..., as. O
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Niide 6.14. Vektorruumi R? vektorite a = (1,0,0) ja b= (0,0, 1) lineaarne kate on alamruum
L(a,b) = {(k,0.1) | k.l € R},

Lause 6.15. Vektorite aq,...,as ja bi,..., b lineaarsed katted on vordsed,
L(ai,...,as) = L(by,...,b), parajasti siis, kui

al,...,aSEL(bl,...,bt) ja bl,...,thL(al,...,as).

TOESTUS. Selle lihtsa toestuse jatame ldbimotlemiseks lugejale. |

6.3. Lineaarne soltumatus

Vektoritest radkides kasutatakse tihti terminit vektorite siisteem. Selle all méeldakse sellist
vektorite kogumit, mis erineb vektorite hulgast selle poolest, et iiks vektor voib selles esineda
mitu korda. Samuti on vektorite siisteemi puhul oluline vektorite jérjekord. Néiteks kui V on
vektorruum ja a,b,c € V, siis voib vaadelda vektorite siisteemi c, a, b, a, c. Kéesolevas kursuses
vaatleme vaid 16plikke vektorite siisteeme. Samuti eeldame, et vektorite siisteem ei ole tiihi, s.t.
ta sisaldab vdhemalt iihte vektorit.

Formaalselt voib vektorite siisteemi ayp, ag, ..., as vaadelda hulga V* elemendina, kus s € N.
Harilikult seda vaatepunkti siiski ei rohutata.

Anname niiiid lineaarse séltumatuse definitsiooni.

Definitsioon 6.16. Vektorruumi V' (iile korpuse K') vektorite siisteemi ay, ag,...,as nimeta-
takse lineaarselt soltumatuks, kui mistahes ki, ko, ..., ks € K korral vordusest
kiay + ksas + ...+ ksas =0
jareldub, et
ki=ko=...=ks=0.
Vektorite siisteemi nimetatakse lineaarselt soltuvaks, kui ta ei ole lineaarselt séltumatu.
Niisiis vektorite siisteem aj,as,...,as on lineaarselt séltuv, kui leiduvad sellised skalaarid

ki,ko,..., ks € K, et
kia1 + koas + ... + ksas =0

ja vahemalt iiks elementidest k1, ko, ..., ks on nullist erinev.

Definitsioon 6.17. Lineaarkombinatsiooni nimetatakse triviaalseks, kui koik tema kordajad
on nullid. Kui vdhemalt iiks kordaja on nullist erinev, siis 6eldakse, et see lineaarkombinatsioon
on mittetriviaalne.

Seega lineaarse soltumatuse definitsiooni v6ib anda ka jargmisel kujul: vektorite siisteem on
lineaarselt s6ltumatu, kui nullvektoriga on vérdne vaid selle siisteemi triviaalne lineaarkombinat-
sioon. Vektorite siisteem on lineaarselt s6ltuv, kui mingi mittetriviaalne lineaarkombinatsioon
selle siisteemi vektoritest on vérdne nullvektoriga.

Niide 6.18. Vektorruumi R? vektorite siisteem
ar = (]-7 17 _2)7
ay = (—2,-2,4)
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on lineaarselt soltuv, sest 2a; + ag = (0,0,0). Siisteem

b = (1,0,0),
b2 - (07 27 0)7
bs = (0,0,4)

on aga lineaarselt soltumatu, sest kui
(0, 0, 0) = k1by + koby + k3bs = (k‘l, 0, 0) + (O, 2ko, O) + (0, 0, 4k3) = (k‘l, 2ks, 4]{?3),

siis 0 = k1 = 2ko = 4k3, millest 0 = k1 = ko = k3. Analoogiliselt saab naidata, et mistahes jirku
itthikmaatriksi reavektorite siisteem on lineaarselt soltumatu.

Markus 6.19. Kuna vektorruumi liitmistehe on kommutatiivne, siis vektorite siisteemi lineaar-
ne soltuvus voi soltumatus ei séltu vaadeldavate vektorite jérjestusest.

Tuleb vilja, et lisaks definitsioonile on veel terve rida tingimusi, mille abil saab otsustada
vektorite siisteemi lineaarse séltuvuse voi soltumatuse {ile. Jargnevas vaatleme neist moningaid.

Jareldus 6.20. Iga vektorite siisteem, mis sisaldab nullvektorit, on lineaarselt séltuv.

TOESTUS. Oletame, et siisteem sisaldab nullvektorit. Moodustame lineaarkombinatsiooni, kus
nullvektori kordaja on korpuse iihikelement ja koik iilejadnud vektorid on kordajaga 0. See on
nulliga vorduv mittetriviaalne lineaarkombinatsioon. Jarelikult siisteem on lineaarselt séltuv. O

Lause 6.21. Uhestainsast vektorist a koosnev siisteem on lineaarselt soltumatu parajasti siis,
kui a # 0.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu vektorist a koosnev siisteem lineaarselt sdltumatu. Kui oletame,
et a = 0 ja votame néiteks korpuse iihikelemendi 1, siis lause (3) pohjal 1a =0 € V, mis on
vastuolus siisteemi lineaarse séltumatusega. Jérelikult a # 0.

Piisavus. Olgu a # 0. Oletame, et ka = 0, kus k on korpuse element. Kui k& # 0, siis leidub
poordelement k1. Korrutades sellega vorduse ka = 0 pooli saame

=  kl'o=kYka) = (k'k)a=1a = aq,
lause 3) VR7 V RS

mis on vastuolus eeldusega. Jarelikult & = 0. Definitsiooni pohjal on vektorist a koosnev siisteem

lineaarselt soltumatu. u
Lause 6.22. Nullist erinevate vektorite siisteemi ay, ..., as, kus s = 2, jaoks on jargmised vdited
samavddrsed.

1. See stisteem on lineaarselt séltuv.
2. Selles siisteemis leidub vektor, mis avaldub eelnevate vektorite lineaarkombinatsioonina.

3. Selles siisteemis leidub vektor, mis avaldub tlejidnud vektorite lineaarkombinatsioonina.

59



TOESTUS. 1. = 2. Olgu siisteem ayq, ..., as lineaarselt soltuv. Siis leiduvad k1, ..., ks € K, mis
ei ole koik nullid, nii et
kiai + ...+ ksas = 0.

Olgu k; viimane nullist erinev kordaja eelmise vorduse vasakul poolel. Siis
kia1+ ...+ ka =0

Paneme téhele, et [ # 1. Toepoolest, kui [ = 1, siis kja; = 0, millest elemendiga &, ! korrutades
saame vorduse a; = 0. Viimane on vastuolus eeldusega. Niisiis [ > 1. Kasutades arvutusreegleid
vektorruumis saame avaldada

-1 -1
a] = —l{il k:lal — .. kl kl_lal_l,

mis tdhendab, et a; on talle eelnevate vektorite aq, ..., a;_1 lineaarkombinatsioon.
2. = 3. llmne.

3. = 1. Oletame, et vektor a; avaldub iilejainud vektorite lineaarkombinatsioonina:
a; =lay+ ...+ li—1a,-1 + lirai01 + -+ Lsas,
kus l1,...,0i—1,li+1,...,ls € K. Siis
hai+ ...+ lic1ai-1 + (=D)a; + liy1ai41 + ... + lsas = 0,

kusjuures lineaarkombinatsioon viimase vorduse vasakul poolel on mittetriviaalne, sest a; kor-

daja ei ole 0. Jarelikult on siisteem ay, ..., as lineaarselt soltuv. O
Jareldus 6.23. Nullist erinevate vektorite siisteemi ai,...,as, kus s = 2, jaoks on jirgmised

vdited samavddrsed.
1. See stisteem on lineaarselt soltumatu.
2. Selle siisteemi ikski vektor ei avaldu eelnevate vektorite lineaarkombinatsioonina.

3. Selle stisteemi tikski vektor et avaldu tilejidnud vektorite lineaarkombinatsioonina.
Niide 6.24. Ténu jareldusele on niiteks selge, et vektorruumi R* vektorite siisteem

ap = (3707070)7
az = (5727 170)7
a3 = (0,4,0,2)

on lineaarselt soltumatu. Téepoolest, vektorit as ei saa esitada vektori a; kordsena ja vektorit
as ei saa esitada ai ja as lineaarkombinatsioonina.

Jareldus 6.25. Kahest vektorist koosnev siisteem on lineaarselt soltuv parajasti siis, kui ks
vektor on teisest saadav skalaariga korrutades.

Jareldus 6.26. Iga vektorite siisteem, mis sisaldab kahte vordset vektorit, on lineaarselt soltuv.

Lause 6.27. Kui vektorite stisteemi mingi alamsiisteem on lineaarselt soltuv, siis ka terve stis-
teem on lineaarselt soltuv.
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TOEsTUS. Kuna vektorite jirjekorra muutmine ei muuda siisteemi lineaarset soltuvust/soltuma-
tust, siis vbime eeldada, et siisteemi ay,...,as lineaarselt séltuv alamsiisteem koosneb selle
siisteemi ¢ (f < s) esimesest vektorist ay,...,as. Siis leiduvad ki, ...,k € K, millest vihemalt
iiks on nullist erinev, nii et

kia1 + ...+ kiar = 0.

Siis kehtib ka vordus
kiay + ...+ kag + 0ap1 + ... + Oas = 0,

kusjuures viimase vorduse vasakul poolel on mittetriviaalne lineaarkombinatsioon vektoritest
ai,...,as. Jarelikult on siisteem aq, ..., as lineaarselt soltuv. O

Lause 6.28. Lineaarselt soltumatu vektorite stisteemi iga alamstisteem on ka lineaarselt soltu-
matu.

TOESTUS. Olgu siisteem ayq, . .., as lineaarselt soltumatu. Kui selle siisteemi mingi alamsiisteem
Qiy, - - -, ai, oleks lineaarselt soltuv, siis lause pohjal oleks ka ay,...,as lineaarselt séltuv,
mis on vastuolus eeldusega. Seega on koik alamsiisteemid lineaarselt séltumatud. ]

6.4. Moodustajate siisteem

Definitsioon 6.29. Vektorruumi V' vektorite siisteemi M nimetatakse moodustajate siis-
teemiks ehk tekitajate siisteemiks, kui vektorruumi V' iga vektor avaldub siisteemi M kuu-
luvate vektorite lineaarkombinatsioonina.

Enamasti on vektorruumil palju moodustajate siisteeme, moéned neist suuremad, moéned
viiksemad. Eriti kasulikud on moodustajate siisteemid, mille kaudu iga vektori saab avaldada
tapselt iihel viisil. Neid me uurida soovimegi.

Lepime kokku, et edasises vaatleme selle kursuse jooksul ainult selliseid vektor-
ruume, millel on olemas 16plik moodustajate siisteem. Vastavalt definitsioonidele voime
oelda, et siisteem a,...,as on vektorruumi V' moodustajate siisteem parajasti siis, kui V' on
selle siisteemi lineaarne kate:

V= L(al,... ,as).

Alustuseks toestame iithe abitulemuse.

Lemma 6.30. Olgu aq,...,as vektorruumi V moodustajate stisteem. Kui selle siisteemi min-
gi vektor avaldub dlejidnud vektorite lineaarkombinatsioonina, siis selle vektori vdljajitmisel
stistemist ay, .. .,as saame jillegt V. moodustajate siisteems.

TOESTUS. Oletame, et vektor a; avaldub lineaarkombinatsioonina
a1 = koao + ... + ksag,

kus ko, ..., ks € K. (Kui iilejddnute kaudu avaldub moni teine vektor, on tdestus analoogiline.)
Olgu niitid a € V suvaline vektor. Et aq,...,as on moodustajate siisteem, siis leiduvad sellised
li,...,ls € K, et

a=1lia1 +lsas + ...+ lsas.

Asendades viimasesse vordusse a; avaldise ja kasutades vektorruumi omadusi saame, et

a = ll(kgag +...+ /CSCLS) +lsag + ...+ lsas = (llkg + lg)az +...+ (llks + ls)as,
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s.t. a avaldub vektorite ao, ..., as lineaarkombinatsioonina. Seega ao, ..., as on ka moodustajate
stisteem. 0

Kuna siisteem ay, ..., a, on lineaarse katte L(ay,...,a,) moodustajate siisteem, siis saame

eelmisest lemmast teha jargmise jirelduse.

Jédreldus 6.31. Kui vektor a;, kus i € {1,...,n}, avaldub sisteemi ay, ..., a, tlejidnud vekto-
rite lineaarkombinatsioonina, siis

L(ay,...,an) = L(ay,...,a;—1,0i41,...,0p).

Naiteks L(a,b,a,c,b,b) = L(a,b, c) mistahes vektorite a, b, c € V korral.

6.5. Vektorruumi baas

Definitsioon 6.32. Vektorruumi baas on selle vektorruumi lineaarselt soltumatu moodusta-
jate siisteem.

Kuna baasis ei saa iikski vektor esineda kaks korda (muidu oleks siisteem jérelduse
tottu lineaarselt soltuv), siis baasivektorid moodustavad hulga. Baasidest ridikides kasutamegi
vastavat tdhistust, nt. kirjutame

e={e1,...,en},

kui rddgime baasist e, mis koosneb vektoritest ey, ...,e,. Nii nagu koigi vektorite siisteemide
korral on ka baasi puhul vektorite jirjekord oluline ja me loeme, et e; on baasi e esimene vektor,
e2 on teine vektor jne.

Naiide 6.33. 1. Vektorruumi K™ vektorite silisteem

e1 = (1,0,0,...,0,0),
es = (0,1,0,...,0,0),
en = (0,0,0,...,0,1)

on baas. TGepoolest, kui oletame, et

(0,0,...,0) = kier +koea + ...+ kpep
k1(1,0,...,0) + ko(0,1,...,0) + ... + kn(0,0,...,1)
= (k1,0,...,0) 4+ (0,ko,...,0) 4+ ...+ (0,0,...,ky)

- (k17k27"'7kn)7
siis k1 = kg = ... = k, = 0, mis tdhendab, et siisteem ej,eo,...,e, on lineaarselt scltumatu.
Samuti, iga vektor (I1,l2,...,l,) € K™ on avaldatav lineaarkombinatsioonina

(ll,lQ,.. . ,ln) =lel +lsea+ ...+ e,

ja seega ey, ea, ..., e, on moodustajate siisteem.

62



2. Eelneva pohjal teame, et e; = (1,0),e2 = (0,1) on baas vektorruumis R?. Toome néite
ithest teistsugusest R? baasist. Vaatleme niiteks vektorite siisteemi

Kui (0,0) = ki f1 + kafo = (k1,k1) + (0,k2) = (k1,k1 + ko), siis k1 = 0 ja k; + ko = 0, millest
saame, et ka ko = 0. Seega f1, f2 on lineaarselt soltumatu siisteem. Mistahes vektori (I1, 1) € R?
saame avaldada kujul

(I1,l2) = lifi + (Ia = 1) fo,

s.t. f1, fo on moodustajate siisteem. Jérelikult fi, fo on baas.
3. Vektorruumis Es moodustavad baasi mistahes 2 mittekollineaarset vektorit.
4. Vektorruumis Es moodustavad baasi mistahes 3 mittekomplanaarset vektorit.

Teoreem 6.34. Kui vektorruumis on vihemalt kaks vektorit, siis on selles vektorruumis olemas
baas.

ToEestUS. Olgu ay,...,as vektorruumi V' moodustajate siisteem. (Me oleme eeldanud, et vaa-
deldavates vektorruumides leidub 16plik moodustajate siisteem.) Et vektorruumis on viihemalt
kaks vektorit, siis leidub selles viahemalt iiks nullist erinev vektor x. Kui kéik vektorid aq, ..., as
oleks nullvektorid, siis me ei saaks vektorit = selle siisteemi kaudu avaldada ja see ei oleks moo-
dustajate siisteem. Seega on selles siisteemis vihemalt iiks nullist erinev vektor a;. Kui siisteemis
ai,...,as sisaldub nullvektor, siis avaldub see iilejaéinud vektorite lineaarkombinatsioonina ja
nullvektorit vélja jittes saame lemma [6.30| pdhjal ikkagi V' moodustajate siisteemi. Seega voime
iildisust kitsendamata eeldada, et siisteemis aq,...,as ei ole nullvektoreid.

Konstrueerime niiiid siisteemi ay, ..., as pdhjal uue siisteemi (selle siisteemi alamsiisteemi),
mis oleks V' baasiks. Selleks jatame vaadeldavast siisteemist aq, ..., as véilja n.6. mittevajalikud
vektorid. Tdpsemalt toimime jargmiselt. Vaatleme vektorit as. Kui see vektor avaldub talle eel-
neva vektori a; lineaarkombinatsioonina, siis jitame selle siisteemist véilja. Lemma [6.30] tottu on
saadav siisteem ka moodustajate siisteem. Kui a9 ei avaldu vektori a; lineaarkombinatsioonina,
siis me teda vilja ei jata. Edasi vaatleme saadud siisteemis vektorit a3. Kui az avaldub talle
eelnevate vektorite lineaarkombinatsioonina, siis jatame selle vektori siisteemist vilja. Pérast as
vaatlemist on meil ikkagi tegemist moodustajate siisteemiga. Niimoodi jatkates jouame 16puks
viimase vektorini. Vastavalt konstruktsioonile on 16puks saadud stisteem S = {a1,ai,,...,a;,}
(selles siisteemis ei esine iikski vektor kaks kordal) vektorruumi V' moodustajate siisteem. Konst-
ruktsiooni pohjal ei avaldu siisteemi S iikski vektor eelnevate vektorite lineaarkombinatsioonina,
mis jirelduse [6.23 pohjal tihendab seda, et S on lineaarselt sdltumatu. Kokkuvdottes voime 6elda,
et S on baas. O

Markus 6.35. Kui vektorruum koosneb ainult iihest vektorist, siis see vektor on nullvektor.
Sellises vektorruumis ei ole baasi, sest ei ole lineaarselt soltumatuid vektorite siisteeme.

Lause 6.36. Iga lopliku mittetiihja lineaarselt soltumatu vektorite stisteemi saab tdiendada vek-
torruumsi baasiks.

ToOEsTUS. Olgu ay,...,a; (k € N) lineaarselt sdltumatu vektorite siisteem vektorruumis V' ja
olgu ey, ..., e, selle vektorruumi baas. Siis siisteem
A1y, Ay €1,...,Ep
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on moodustajate siisteem vektorruumis V. Eraldame sellest vilja baasi kasutades teoreemi [6.34]
toestuses kirjeldatud meetodit. Siis saadav baas sisaldab kindlasti vektoreid a1, ..., ax, sest iikski
neist ei avaldu eelnevate vektorite lineaarkombinatsioonina. O

Meie jargmiseks eesmérgiks on anda veel kaks kirjeldust baasidele.

Definitsioon 6.37. Vektorruumi V' vektorite siisteemi S nimetatakse maksimaalseks line-
aarselt soltumatuks siisteemiks, kui see siisteem on lineaarselt s6ltumatu, aga iga siisteem,
mis saadakse siisteemist S ithe vektori lisamisel, on lineaarselt soltuv.

Definitsioon 6.38. Vektorruumi V' vektorite siisteemi S nimetatakse minimaalseks moo-
dustajate siisteemiks, kui see siisteem on moodustajate siisteem, aga iga siisteem, mis saa-
dakse siisteemist S ithe vektori véljajétmisel, ei ole moodustajate siisteem.

Teoreem 6.39. VektorruumiV (ile korpuse K ) lopliku vektorite siisteemi S korral on jiargmised
vdited samavddrsed.

1. S on baas.
2. S on maksimaalne lineaarselt soltumatu stiisteem.

3. S on minimaalne moodustajate stisteem.

TOESTUS. 1. = 2. Olgu siisteem ey, . .., e, baas, s.t. lineaarselt soltumatu moodustajate siisteem.
Kui vétame suvalise vektori a € V, siis a avaldub siisteemi ey, ..., e, lineaarkombinatsioonina.
Seega siisteem e, ..., e,,a on lause pohjal lineaarselt soltuv. Jérelikult ey, ..., e, on mak-
simaalne lineaarselt s6ltumatu siisteem.

2. = 1. Olgu ey, ..., e, maksimaalne lineaarselt soltumatu siisteem. Peame n#itama, et see
on moodustajate siisteem. Selleks vGtame suvalise a € V' ja vaatleme siisteemi

€1ly.--,En,q.

Eelduse pohjal on see siisteem lineaarselt soltuv. Jarelikult leidub selles siisteemis vektor, mis
avaldub eelnevate lineaarkombinatsioonina. Kuna see ei saa olla iikski vektoritest eq,...,e,
(muidu oleks siisteem e, . .., e, lineaarselt sdltuv), siis see vektor peab olema a. Sellega oleme
nédidanud, et ey, ..., e, on moodustajate siisteem.

1. = 3. Olgu siisteem ey, ..., e, baas. Siis e1,..., e, on moodustajate siisteem. Néitame, et
siisteem ey, ..., e, ei ole moodustajate siisteem. (Kui siisteemist jétta vélja moni teine vektor,
on tdestus analoogiline.) Kui eq,..., e, oleks moodustajate siisteem, siis peaks e; avalduma
ea, ..., e, kaudu, mis on vastuolus ey, ..., e, lineaarse soltumatusega (vt. jireldust .

3. = 1. Olgu ey, ..., e, minimaalne moodustajate siisteem. Peame néitama, et see siisteem
on lineaarselt soltumatu. Kui niiteks e; = koea + ... + kseg, siis avaldub iga a € V' kujul

a:llel—l—lgeg—l—...—l—lses:ll(kgeg—i—...—i—kses)—i—lgeg—l—...—i—lsesGL(eQ,...,es),

mis tdhendab, et ka es, ..., es on moodustajate siisteem. Samamoodi saame vastuolu eeldusega,
kui moni teine vektor siisteemis eq,...,e, avaldub iilejadnute kaudu. Jarelikult eq,...,e, on
lineaarselt s6ltumatu jarelduse pohjal. O

Tuleb vilja, et vektorite arv baasis ei soltu baasi valikust.

Teoreem 6.40. Vektorruumi mistahes kahes baasis on sama palju vektoreid.
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ToEesTus. Olgu A = {a1,...,an} ja B = {b1,...,b,} vektorruumi V kaks baasi. Oletame
vastuvéiteliselt, et m < n. Vaatleme siisteemi

bi,a1,az2,...,an. (Ty)

Et by avaldub vektorite aq, ..., a,, lineaarkombinatsioonina (A on moodustajate siisteem,) siis
on siisteem (77) lineaarselt soltuv. Seega lause pohjal peab siisteemi (77) mingi vektor
avalduma eelnevate lineaarkombinatsioonina. See peab olema iiks vektoritest aq,...,a,,, sest
vektorile by ei eelne iihtegi vektorit. Eeldame, et see vektor on a, Lemma [6.30| pohjal on

bi,a1, .5 Qr—1,0r41,- -, 0 (U1)

ka vektorruumi V moodustajate siisteem. Siisteemi Uy voib vaadelda kui siisteemi, mis on saadud
siisteemist A iithe vektori asendamisel siisteemi B esimese vektoriga. Oletame, et me oleme
selliseid asendusi tehes joudnud moodustajate siisteemini

b, bp—1, .. b1, a4y, Qs ooy a4, (Ug)

(k € {1,...,m — 1}), s.t. oleme siisteemi A k vektorit asendanud vektoritega by, ..., bx. Siis
muuhulgas ka vektor by11 avaldub siisteemi Uy kaudu, mis tdhendab, et siisteem

b1, Ok b1, - -, b1, 4y, Qi -y 0, (Tht1)

on lineaarselt soltuv. Jarelikult peab iiks selle siisteemi vektoritest avalduma eelnevate lineaar-
kombinatsioonina. See vektor ei saa kuuluda hulka {bg41,bk,bk—1,...,b1}, sest muidu peaks
slisteem B olema lineaarselt soltuv. Seega peab eelnevate lineaarkombinatsioonina avalduma
iiks vektoritest a;, , ai,, . .., a;,, .. Selle vektori véljajétmisel jadb jérele V moodustajate siisteem,
mille kohta v6ib delda, et ta on saadud siisteemist A k+ 1 vektori asendamisel siisteemi B k—+1
vektoriga. Niiviisi jitkates ja vektoreid a; vélja vahetades jouame m-ndal sammul moodustajate
slisteemini

by bm_1,...,b1. (Un)

Siis aga siisteem B = {b1,...,bm,bm+1,...,b,} ei ole minimaalne moodustajate siisteem, mis
on vastuolus teoreemiga Jarelikult m ei saa olla viiksem kui n. Analoogiliselt saab niidata,
et n ei ole viiksem kui m ja seega m = n. O

Fakt, et baasivektorite arv ei séltu baasi valikust lubab meil anda jargmise véiga olulise
definitsiooni.

Definitsioon 6.41. Vektorruumi motmeks ehk dimensiooniks nimetatakse vektorite arvu
selle vektorruumi mingis baasis. Ainult nullvektorist koosneva vektorruumi modtmeks loetakse
arv 0. Vektorruumi V' mdoddet téhistatakse jargmiselt: dim (V).

Niide 6.42. 1. Kui K on korpus jan € N, siis vektorruumi K™ moédde on n, sest iitheks baasiks
selles vektorruumis on néites toodud baas ey, ..., e,.

2. Vektorruumi Mat,, »(K) modde on mn, sest baasivektoreiks voib votta koik maatriksid,
milles on iihel kohal 1 ja iilejéénud kohtadel 0-d.

Lause 6.43. n-madotmelises vektorruumis on iga n lineaarselt soltumatust vektorist koosnev stis-
teem baas.

TOEsTUS. Olgu ay,...,a, lineaarselt séltumatu vektorite siisteem n-mootmelises vektorruumis
V. Lausest teame, et iga lineaarselt soltumatu vektorite siisteemi saab téiendada baasiks.
Kuna aga koéigis baasides on n vektorit, siis peabki siisteem ay,...,a, olema juba baas. O
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6.6. Vektori koordinaadid

Ilmselt on lugeja kooliprogrammist tuttav analiiiitilise geomeetria algetega, kus kesksel ko-
hal on vektori koordinaatide maoiste. Tuleb vilja, et koordinaatidest saab réddkida mitte ainult
geomeetrilistes vektorruumides [Es ja Es vaid suvalistes mittetriviaalsetes vektorruumides.

Lause 6.44. Vektorruumi V # {0} iga vektor on theselt avaldatav baasivektorite lineaarkom-
binatsioonina.

TOESTUS. Olgu V vektorruum iile korpuse K ja olgu e = {eq, ea, ..., e,} selle vektorruumi baas.
Kuna e on moodustajate siisteem, siis saab iga vektori avaldada vektorite ey, ..., e, lineaarkom-
binatsioonina. Oletame niiiid, et vektor a € V' on avaldatav kahel viisil:

a=aie; + ages + ...+ apne, = brer + boes + ...+ buey,
kus ai,...,an,b1,...,b, € K. Siis

(a1 — 51)61 + (ag — b2)€2 —+ ...+ (an — bn)en =0,

millest lineaarse séltumatuse téttu saame, et a1 — by = a9 — by = ... =a, — b, =0 ehk
al Zbl, a2:b2, ey aann.
O
Toestatud lause lubab defineerida vektori koordinaadid baasi suhtes.
Definitsioon 6.45. Olgu V' vektorruum iile korpuse K, olgu e = {ey,e2,...,e,} selle vektor-
ruumi baas jaa € V. Kui a = aje1+agea+. . .+ayey, siis skalaare a1, as, . .., a, € K nimetatakse
vektori a koordinaatideks baasi e suhtes.
Lause 6.46. Olgu V wvektorruum dle korpuse K ja olgu e = {e1,ea,...,e,} selle vektorruumi
baas. Kui vektori a koordinaadid baasi e suhtes on aq,...,a, ja vektori b koordinaadid baasi e
suhtes on by, ..., by, sits vektori a + b koordinaadid baasi e suhtes on a; + by,...,an + b, ja
vektori ka (kus k € K) koordinaadid baasi e suhtes on kay, ..., kay,.
TOESTUS. Kui a = aje; + ages + ...+ anen ja b= brer + boes + ... + byey, siis
a+b=(are1+...+anen) + (brer + ...+ bpen) = (a1 +b1)er + ...+ (an + by)ey
ja
ka = k(aje; + ...+ anep) = (kar)er + ... + (kay)ey.
O
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7. Astak

Selles paatiikis tutvume astaku moistega ja selle arvutamise meetoditega. Astakust saab
ragkida nii maatriksite kui ka suvaliste vektorite siisteemide korral.

7.1. Vektorite siisteemi astak

Definitsioon 7.1. Vektorite siisteemi astakuks nimetatakse selle vektorite siisteemi lineaarse
katte moodet.

Siisteemi ay, . .., as astakut tidhistatakse siimboliga rank(aq, ..., as). Definitsiooni pohjal

‘rank(al, coyas) =dim(L(aq,. .., as)). ‘

Lause 7.2. Vektorite siisteemi astak on vordne vektorite arvuga selle siisteemi mistahes maksi-
maalses lineaarselt soltumatus alamsiisteemss.

TOESTUS. Vaatleme vektorruumi V' vektorite siisteemi ai,...,as. Olgu selle siisteemi astak
r, s.t. r = dim(L(ay,...,as)). Vaatleme siisteemi ay,...,as mingit maksimaalset lineaarselt
soltumatut alamsiisteemi. Vajaduse korral vektoreid iimber nummerdades voime eeldada, et see
siisteem koosneb vektoritest aq, ..., a:, kus t < s. Peame néitama, et t = r.

Kuna ay,...,a; on maksimaalne lineaarselt séltumatu alamsiisteem, siis lisades siisteemile
ai,...,a; vektori a;, kus i € {t + 1,...,s}, saame lineaarselt soltuva siisteemi, milles mingi
vektor peab avalduma eelnevate lineaarkombinatsioonina. See saab olla vaid a;. Seega vekto-
rid atyq,...,as avalduvad vektorite aq,...,a; kaudu, mis jarelduse pohjal tdhendab, et
L(ay,...,a¢,a441,...,a5) = L(ag,...,a;). Seega

r =dim(L(aq,...,as)) = dim(L(aq,...,a:)) =t,

sest ai,...,a; on L(aq,...,a;) lineaarselt sdltumatu moodustajate siisteem ehk baas. O

Niide 7.3. Kui vektorid a, b, ¢ on lineaarselt séltumatud, siis a, b, ¢ on siisteemi a, b, b, ¢, 2a+c, a
maksimaalne lineaarselt soltumatu alamsiisteem ja rank(a,b,b,c,2a + ¢,a) = 3.

Definitsioon 7.4. Vektorruumi V kahte vektorite siisteemi nimetatakse ekvivalentseteks, kui
nende siisteemide lineaarsed katted on vordsed.

Seega siisteemid aq, ..., as ja by, ..., b on ekvivalentsed, kui
L(al, ce ,as) = L(bl, ce ,bt).

On lihtne aru saada, et ekvivalentsuse seos vektorruumi V' vektorite siisteemide vahel on
refleksiivne, siimmeetriline ja transitiivne.

Nii nagu maatriksi ridade puhulgi (vt. definitsiooni , voib suvalise vektorite siisteemi
korral vaadelda jargmisi teisendusi.

Definitsioon 7.5. Vektorite siisteemi elementaarteisendused on jargmised teisendused:
1. siisteemi kahe vektori dravahetamine;

2. siisteemi vektori korrutamine nullist erineva skalaariga;
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3. siisteemi mingile vektorile mingi skalaariga korrutatud teise vektori liitmine.

Lause 7.6. Kui vektorruumi V' vektorite siisteem T on saadud siisteemist S elementaarteisen-
duste abil, siis stisteemid S ja T on ekvivalentsed.

TOEsTUS. Téanu ekvivalentsusseose transitiivsusele piisab, kui vaatleme siisteemi 7', mis on saa-
dud siisteemist S iihe elementaarteisenduse abil.

1. On selge, et vektorite jirjekorra muutmine ei muuda siisteemi lineaarset katet.

2. Teist tiitipi teisenduste korral jidtame téestuse libimotlemiseks lugejale.

3. Néitame, et mistahes skalaari k, vektorite ay,...,as ja indeksite ¢,5 € {1,...,s}, 7 < j
korral
L(ay,...,ai,...,a4,...,as) = L(ai,...,a; + kaj,...,a;,...,as). (20)
Kuna mistahes skalaaride k1, ..., ks ja l1,...,[s korral

k1a1+...+kiai—|—...+kjaj—1—...—|—k‘sas
:k1a1+...+ki(ai+kaj)+...+(kj—kki)aj+...+ksas,
l1a1+...—|—li(ai—|—k:aj)+...—|—ljaj—{—...+lsas
=har+...+Lai+...+ (Lk+1)aj+ ...+ Lsas,

siis vorduse vasakul poolel olev hulk sisaldub paremal poolel olevas hulgas ja vastupidi. O

7.2. Maatriksi astak

Maatriksi korral voib réadkida tema rea- ja veeruvektoritest.

Definitsioon 7.7. Maatriksi A = (a;;) € Maty, ,(K) i-ndaks reavektoriks nimetatakse vek-
torit
Ai = (ail, @iy . vy am) e K"

ja i-ndaks veeruvektoriks nimetatakse vektorit
(@14, a4, - - .y Ams) € K™,

Seega pohimotteliselt voiks maatriksit A € Mat,, ,(K) vaadelda kui hulga (K™)™ elementi
kirjutades selle ridade kaupa kujul

A = ((allaa127 e 7aln)7 ((LQ]_,CLQQ,. . 'aa2n)a R (amlaam27 R aamn)) = (A15A25 . '7An))

voi kui hulga (K™)™ elementi, kui kirjutame A veergude kaupa. Esimest viisi maatriksi esita-
miseks kasutatakse mitmetes arvutialgebra siisteemides (nt. Maple, Mathematica).

Definitsioon 7.8. Maatriksi astakuks nimetatakse selle maatriksi reavektorite siisteemi as-
takut. Maatriksi A astakut tdhistatakse siimboliga rank(A).

Formaalselt voib kirjutada, et
rank(A) = dim(L(A1, ..., Ap)).

Tanu lausele on maatriksi A astak vordne lineaarselt soltumatute reavektorite maksi-
maalse arvuga. Teiste sonadega: maatriksi A astak on r siis ja ainult siis, kui
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1. sellel maatriksil leidub r lineaarselt soltumatut reavektorit,

2. neile r vektorile mistahes reavektori lisamisel saame lineaarselt soltuva stisteemsi.

Naiide 7.9. Maatriksi

000 0 O
110 -1 1
A= 021 3 -1
220 -2 2

astak on 2, sest reavektorid As ja Az on lineaarselt soltumatud, aga siisteemid Aq, Ao, A3 ja
Ag, Az, Ay on lineaarselt soltuvad (Miks?).

Kehtib jérgmine oluline teoreem (mille tdestust me kéesolevas kursuses ei anna).

Teoreem 7.10 (Teoreem maatriksi astakust). Maatriksi astak on vérdne selle maatriksi
nullist erinevate miinorite korgeima jérguga.

Niisiis: maatrikst astak on r siis ja ainult siis, kui
1. selles maatriksis letdub r-ndat jéirku nullist erinev miinor,

2. koik suuremat jirku miinorid on vérdsed nulliga.

Kuna alamruutmaatriksi B determinant on vordne maatriksi BT determinandiga, siis maat-
riksi A transponeerimisel tema nullist erinevate miinorite korgeim jirk ei muutu. Seega saame
teoreemist jirgmise jérelduse.

Jareldus 7.11. Maatriksi astak ei muutu transponeerimisel, s.t.

rank(A) = rank(AT).

Jareldus 7.12. Maatriksi astak on vordne selle maatriksi veeruvektorite siisteemi astakuga.

TOESTUS. Kuna rank(A) = rank(A”), siis rank(A) on vérdne maatriksi A7 reavektorite siisteemi
astakuga. Viimane aga on vordne maatriksi A veeruvektorite siisteemi astakuga. |

Edasises ldheb meil vaja ka jargmist tulemust.

Lause 7.13. Ruutmaatriksi reavektorid on lineaarselt soltuvad parajasti siis, kui selle maatriksi
determinant on 0.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Kui maatriksi A reavektorid on lineaarselt soltuvad, siis leidub nen-
de hulgas mingi reavektor, mis avaldub eelnevate lineaarkombinatsioonina. Olgu naiteks A; =
k1Ai1+...+k;_1A;_1. Liites sellele reale sobiva skalaariga korrutatud eelnevad read saame i-nda
rea muuta nullreaks ja seega on |A| = 0.

Prisavus. Kui A € Mat, (K) ja |A| = 0, siis selles maatriksis ei leidu n-ndat jérku nullist erinevat
miinorit. Seega teoreemi pohjal rank(A) < n, mis tdhendab, et maatriksi A reavektorite
slisteemi astak on viiksem kui n. Seega reavektorite hulgas ei saa olla n lineaarselt soltumatut
vektorit. Jarelikult A reavektorite siisteem on lineaarselt soltuv. O
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7.3. Astaku arvutamisest

Pohiliseks meetodiks maatriksi astaku leidmisel on elementaarteisenduste meetod. Selle
meetodi puhul tehakse elementaarteisendusi maatriksi ridade ja veergudega, et muuta maatriks
“lihtsamaks” (selle lihtsuse all moeldakse enamasti seda, et maatriksis oleks voimalikult palju
nulle). Harilikult on eesmérgiks viia maatriks nn. astmelisele kujule.

Definitsioon 7.14. Oeldakse, et maatriks on astmelisel kujul, kui
1. nullidest koosnevad read on nullist erinevaid elemente sisaldavatest ridadest allpool;

2. iga i > 2 korral i-nda rea esimene nullist erinev element (kui see leidub) on kaugemal (s.t.
tema veeruindeks on suurem), kui (¢ — 1)-se rea esimene nullist erinev element.

Niisiis maatriks on astmelisel kujul, kui tal on kuju

0 PN 0 13, a1,5o—-1 Qljp -+ QAlgjz_q; Qljz3 -+ .. PN ... A1n

o ... O 0o ... 0 25y +v+ Q243 A2jy .er ee. ... ... Q2p

0 0 0 0 0 0 A355 o0 oen ... Qa3n

0 ... 0 0o ... 0 0o ... 0 0 ... 0 aj ... am |’

0O ... 0 0o ... 0 0o ... 0 0O ... 0 0O ... O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(21)
kus
I<n<jpe<jypz<...<jr<n

ja elemendid ayj,, agj,, . . . , ar;, on nullist erinevad. Sellise kuju puhul iitleme, et astmelises kujus

on r astet ja et astmekohad on (1, 1), (2, 52), ..., (7, jr)-

Naiide 7.15. Maatriks

oo w
R e BN
oo w
o~ Oo

0 0

on astmelisel kujul, kusjuures astmeid on 3 ja astmekohad on (1,1), (2,2) ja (3,4).
Lause 7.16. Iga maatriksi saab ridade elementaarteisenduste abil viia astmelisele kujule.

TOESTUS. Otsime maatriksis A {iles esimese veeru, milles leidub nullist erinevaid elemente. Olgu
selle veeru number j;. Ridade jarjekorra vahetamisega voime saavutada olukorra, kus j;-se vee-
ru esimene element on nullist erinev. Selle elemendi abil saab kolmandat tiilipi teisenduste abil
muuta nulliks koik iilejaénud elemendid ji-ses veerus. Leiame niitid jérgmise veeru, mis sisaldab
nullist erinevaid elemente esimesest reast allpool. Olgu selle veeru number js. Ridade vahetami-
sega voime saavutada, et kohal (2, j2) on nullist erinev element b. Muudame liitmisteisendusega
nulliks kéik elemendid b all. Jatkame samas vaimus kuni jéuame viimase veeruni. O

Lause 7.17. Maatriksi astak on vordne astmete arvuga selle maatriksi astmelises kujus.
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TOESTUS. Kuna lause 7.6/ tottu elementaarteisendused ei muuda maatriksi astakut, siis on maat-
riksi ja tema astmelise kuju astakud vordsed. Kui maatriksi astmeline kuju on (21), siis selles

maatriksis ridades 1, 2,...,r ja veergudes j1, jo, ..., jr on nullist erinev r-ndat jérku miinor
a1j;  Qljp  --- Al
0 25, ... 425,

= a1j1 a2j2 e arjr.
0 0o ... aTjT
Samas koik suuremat jarku miinorid on vordsed nulliga, sest nad sisaldavad vahemalt {ihe nulli-

dest koosneva rea. Teoreemi [7.10]tdttu on antud maatriksi astak r, mis iihtlasi on vordne astmete
arvuga astmelises kujus. O

Teine voimalus maatriksi astaku arvutamiseks on kasutada niinimetatud miinorite d&rista-
mise meetodit. Ocldakse, et maatriksi A miinor M’ #&ristab maatriksi A miinorit M, kui M’
on saadud miinorist M {iihe rea ja iihe veeru lisamisel. Meetod pohineb jargmisel faktil (mida
me siinkohal ei toesta).

Lause 7.18. Kui M on maatriksi A r-ndat jarku nullist erinev miinor ja kéik miinorit M
dadristavad miinorid on vordsed nulliga, siis rank(A) = r.
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8. Lineaarvorrandisiisteemid

Selles peatiikis uurime lineaarvorrandisiisteemide lahendamist. Otsime vastust jargmistele
kiisimustele.
e Millal on lineaarvorrandisiisteem lahenduv?

e Kui palju on lineaarvorrandisiisteemil lahendeid?
e Kuidas neid lahendeid leida?

Uldiste lineaarvérrandisiisteemide korval uurime ka teatud erikujulisi siisteeme, néiteks homo-
geenseid siisteeme.

8.1. Ulesande piistitus
Definitsioon 8.1. Lineaarvoéorrandisiisteem iile korpuse K on vorrandisiisteem kujul

a11x1+ appxra+...+ apr, = by
9121 + a92%2 + ...+ aopx, = by

(22)

Am1T1 + @maT2 + . .. + ATy = by,
kus z1,...,z, on tundmatud ja aii,...,0mn,b1,...,bn € K. Elemente a11,...,0n, € K ni-
metatakse selle vorrandisiisteemi kordajateks ja elemente bq,...,b,, € K nimetatakse va-

baliikmeteks. Mirgime, et nii vérrandite arv m, kui tundmatute arv n véivad olla suvalised
naturaalarvud.

Definitsioon 8.2. Vorrandisiisteemi lahendiks (ehk erilahendiks) nimetatakse hulga
K™ iga elementi (k1,...,ky), mille korral

air k1 + appks + ...+ ainky, = b;,
kust=1,...,m.

Seega (ki,...,ky) on siisteemi lahend, kui iga i korral asendades k1,...,k, siisteemi
i-ndas vorrandis tundmatute x1,...,x, asemele ja arvutades vélja vastava K elemendi saame
tulemuseks b;.

Lineaarvorrandisiisteemi lahendamise all peetakse silmas selle siisteemi koigi lahendite leid-
mist.

Mairkus 8.3. Lineaarvorrandisiisteemide lahendamisel ei paku meile huvi sellised siisteemid,
kus mingi tundmatu z; kordaja koigis vorrandites on null. Téepoolest, kui me oskaksime la-
hendada siisteeme, kus selliseid tundmatuid ei ole, siis oskaksime vajaduse korral lahendada
ka siisteeme, kus selliseid tundmatuid on. Niiteks vaatleme siisteemi, mis koosneb ainult iihest
vorrandist z +y+0- 2z = 0. Leiame kahe tundmatuga siisteemi x +y = 0 koik lahendid. Nendeks
on paarid (k,—k), kus k € K. Siis siisteemi x + y + 0 - z = 0 lahenditeks on k&ik kolmikud
(k,—k,1), kus k,l € K.

Seega eeldame edaspidises, et koigis vaadeldavates siisteemides on iga tundmatu
viahemalt iihes vorrandis nullist erineva kordajaga.

Definitsioon 8.4. Lineaarvorrandisiisteemi nimetatakse
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e mittelahenduvaks ehk vasturdikivaks, kui tal ei ole iihtegi lahendit,
e lahenduvaks ehk kooskdlaliseks, kui tal on vihemalt iiks lahend,

e iiheselt lahenduvaks ehk méadratuks, kui tal on tépselt iiks lahend.

Definitsioon 8.5. Maatriksit

ail a2 e A1n

a1 a2 ... Qg
A= "

aml am2 ... Omn

nimetatakse lineaarvorrandisiisteemi maatriksiks. Maatriksit

ail ai19 e A1n b1
A= | o a2 ... am bo
Aml @m2 .. Gmn bOm

nimetatakse lineaarvérrandisiisteemi (22) laiendatud maatriksiks. Uheveerulist maatrik-
sit

x

L2

8|
I

Tn

nimetatakse lineaarvorrandisiisteemi (22) tundmatute veeruks ja iiheveerulist maatriksit

nimetatakse lineaarvorrandisiisteemi (22)) vabaliikmete veeruks.

Kuna siisteemi koigi lahendite k = (ki,...,k,) € K" leidmine on samaviirne koigi
selliste maatriksite

k1
_ ko
k=1 " | € Mat,1(K)
kn
leidmisega, mille korral
Ak =,

siis rddgitakse ka siisteemi maatrikskujust

AT =b.
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8.2. Gaussi meetod

Selles paragrahvis anname meetodi suvalise lineaarvorrandisiisteemi lahendamiseks.

Definitsioon 8.6. Kahte n tundmatuga lineaarvorrandisiisteemi iile korpuse K nimetatakse
ekvivalentseteks, kui neil on iihed ja samad lahendid.

On selge, et lineaarvorrandisiisteemide ekvivalentsuse seos on refleksiivne, stiimmeetriline ja
transitiivne.

Lause 8.7. Kui lineaarvorrandisiisteemi laiendatud maatrikst reavektorite stisteemiga teha ele-
mentaarteisendusi voi jatta sellest vilja nullvektorid, siis tulemuseks saadavale maatriksile vastav
lineaarvorrandisiisteem on ekvivalentne esialgsega.

TOESTUS. Meenutame (vt. definitsiooni [5.7)), et elementaarteisendusi maatriksi ridadega on
kolme tiiiipi ja nende tegemine on samavéidrne maatriksi korrutamisega vasakult elementaar-
maatriksitega (lause . Seega peame niitama, et kui lineaarvorrandisiisteemi laiendatud
maatriks on A’ € Mat,, n4+1(K) ja me korrutame selle vasakult elementaarmaatriksiga C, siis
maatriksitele A’ ja C A’ vastavad lineaarvorrandisiisteemid on ekvivalentsed. Kui esialgse li-
neaarvorrandisiisteemi maatriks on A ja vabaliikmete veerg b, siis selle siisteemi maatrikskuju
on

Az =b. (23)

Parast elementaarteisendust saadava siisteemi maatrikskuju on
(CA)T = Ob. (24)

Kui niiiid ¥ € Mat,, 1 (K) on siisteemi lahend, siis Ak = b. Korrutades selle vorduse mélemad
pooled maatriksiga C' saame C Ak = Cb, mis tihendab, et k on ka siisteemi lahend. Vastupi-
di, kui k € Mat,, 1 (K') on siisteemi lahend, siis C Ak = Cb. Kuna koik elementaarmaatriksid
on pooratavad, siis voime viimase vorduse pooli korrutada vasakult maatriksiga C~1. See annab
meile vorduse Ak = b, kust nieme, et k on siisteemi lahend. Seega on neil kahel siisteemil
tapselt samad lahendid.

On ka selge, et kui siisteemist jétta vilja vorrand 021 4+ ...+ 0- 2, = 0 (ehk laiendatud
maatriksist jétta vélja nullidest koosnev rida), siis saadaval siisteemil on samad lahendid, mis
esialgsel. O

Toestatud lause lubab lineaarvorrandisiisteemi lihtsustada nii, et lahendite hulk selle kiigus
ei muutu.

Jargnevalt leiame tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et lineaarvorrandisiisteem oleks la-
henduv. Osutub, et selle iile saab otsustada astakute pohjal.

Teoreem 8.8 (Kroneckeri-Capelli teoreem)ﬁ Lineaarvorrandisiisteem on lahenduv para-
jasti siis, kui selle siisteemi maatriksi astak on vordne selle siisteemi laiendatud maatriksi asta-
kuga.

TOESTUS. Vaatleme lineaarvorrandisiisteemi, mille maatriks on A ja laiendatud maatriks on A’.
Teeme maatriksi A’ ridadega selliseid elementaarteisendusi, mis viivad maatriksi A astmelisele
kujule. See on voimalik téinu lausele [7.16] Tulemuseks on maatriks kujul

®Leopold Kronecker (1823-1891) — saksa matemaatik,
Alfredo Capelli (1855-1910) — itaalia matemaatik.
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air ... Aljy—1 Qljp --- Qljg_y Gljg «+v -on oo ... Glp by

0 . e 0 a2j2 oo a27j371 a2j3 cee e oo ... Qon bg
0 0 0 0 a3j3 ... Q3n bg
0o ... 0 0o ... 0 0 ... 0 arj, ... G by ’ (25)
0 0 0 0 0 0 0 0 bry1
0 0 0 0 0 0 0 0 bm
kus
l<jo<ga<... <5 <n
ja elemendid ai1, azj,, - .., a,j on nullist erinevad. Juhime téhelepanu, et siin a1 # 0 ténu meie

kokkuleppele, et z; kordaja mingis vorrandis peab olema nullist erinev. Lause pohjal on
esialgne lineaarvérrandisiisteem ekvivalentne maatriksile vastava lineaarvérrandisiisteemi-
ga. Muuhulgas on nad samaaegselt kas lahenduvad v6i mittelahenduvad. Seega piisab kui vaat-
leme maatriksile vastava siisteemi lahenduvust.

Astmete arvu jéargi ndeme, et siisteemi maatriksi astak on r (vt. lauset . Oletame,
et laiendatud maatriksi astak ei vordu siisteemi maatriksi astakuga r. Siis laiendatud maatriksi

astak peab olema suurem kui 7, s.t. moni elementidest b,1, .. ., b, peab olema nullist erinev. Siis
on meil siisteemis vorrand 0-z1+. . .+0-x, = b;, kus b; # 0. Sellisel vorrandil ei ole iihtegi lahendit
ja seega siisteem ei ole lahenduv. Jarelikult kui siisteem on lahenduv, siis by41 = ... = by, =0

ja siisteemi maatriksi astak on vordne selle siisteemi laiendatud maatriksi astakuga.

Toestame niitid vastupidise implikatsiooni. Olgu siisteemi maatriksi astak vordne selle siis-
teemi laiendatud maatriksi astakuga, s.t. by,41 = ... = by, = 0. Néitame, et sellel siisteemil
leidub lahend (ki,...,k,) € K™, kus k; = 0igai € {1,2,...,n}\ {1,J2,...,7r korral. Sellise
lahendi saame leida, kui oskame &dra lahendada siisteemi

1171 + G415, %5, + ... + Q15,1 %j,_, + a1, %4, = by
a2jpTjp + T Agj TG+ a2;,T5, = b

Ur—1jr 1 Ljp 1 + Qr—1,5, 25, = br—1.
I b""’

Viimane siisteem on aga toesti lahenduv. Viimasest vorrandist arvutame xz; = a;jlrbr. Siis
asendame saadud véértuse eelviimasesse vorrandisse ja arvutame vélja x; _, véédrtuse jne. O

Niitame niiiid kuidas saab leida lahenduva siisteemi lahendeid. Oletame, et meil on tege-
mist lahenduva siisteemiga, mille laiendatud maatriks on viidud astmelisele kujule , kus
bry1 = ... = by = 0. Jatame sellest maatriksist vélja nullidest koosnevad read. Lause @
tottu ei muuda see vorrandisiisteemi lahendite hulka. Niisiis vaatleme lineaarvorrandisiisteemi
laiendatud maatriksiga

air ... Qljp—1 Qljy --. G@ljs_; Qljz -+« .o .. ... Qlp b1
0 e 0 a2j2 e a27j371 a2j3 cee e e ... Q92n b2
0 ... 0 0 ... 0 agjy ..o oo .o ... as, by |, (26)
0o ... 0 0o ... 0 0 ... 0 a ... G by
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On kaks voimalust.

1) r = n. See tdhendab, et jo = 2, j3 = 3, ..., j, = n ning maatriksile vastav siisteem
on kujul
a1 +are+...+ @ p-1Tp-1+  @1pTp = by
22T + ...+ a2 1Tp_1+  a2,Tp = bo

+0n—1n—1Tn—1 T An—1nTn = bp—1.
ApnTn = byp.

Viimasest vorrandist ndeme, et x, = a,'b,. Asendades selle eelviimasesse vorrandisse saame

vélja arvutada x,,—1 vaartuse jne. Niisiis sellisel juhul on siisteemil tépselt iiks lahend ehk siisteem
on theselt lahenduv.

2) r < n. Osutub, et sellisel juhul on siisteemil rohkem kui iiks lahend (I6pmatu K korral on
neid 16pmata palju). Niisuguses olukorras koigi lahendite esitamiseks jagatakse siisteemi tund-
matud kahte riihma: vabadeks ja soltuvateks tundmatuteks. Nimelt tundmatuid 1, zj,, ..., ;.
(need on tundmatud, mis vastavad n.6. astmekohtadele maatriksis (26)) nimetatakse séltu-
vateks tundmatuteks ja koiki iilejidnud tundmatuid vabadeks tundmatuteks. Paneme
tahele, et soltuvate tundmatute arv r on vordne lineaarvérrandisiisteems maatriksi astakuga ja
vabade tundmatute arv on n—r, s.t. koigi tundmatute arvu ja lineaarvorrandisiisteemi maatriksi
astaku vahe.

Kuna zj, (i € {2,...,r}) kordaja a;;, on nullist erinev, siis liites sobiva skalaariga korruta-
tud i-ndat rida eelnevatele ridadele on j;-ndas veerus voimalik koéik iilejadnud elemendid nulliks
muuta. Viies seejédrel vabade tundmatutega lilkmed paremale poole vordusmérki ja korruta-
des iga vorrandi mélemaid pooli sobiva skalaariga saame séltuvad tundmatud avaldada vabade
tundmatute ja vabaliikmete kaudu:

xr1 = C1+ dlﬂ”-‘rl‘rju-l +...+ dlnﬂfjn
Tj, = Co2+ d2,r+1$jr+1 + ...+ danjn (27)
ZTj. = ¢+ dr,r+1$jr+1 +...+ drnwjna

kus cy,...,c, on vabalilkmed ja {jr41,...,0n} = {1,2,...,n} \ {1, jo, ..., dr}, s.t. 25,1, o, 2,
on vabad tundmatud. Kui anda niiiid vabadele tundmatutele (n.6. vabalt) mistahes vidrtused
kri1,-..,kn € K siis saame seoste abil vilja arvutada soltuvate tundmatute x1, zj,, ..., x;,
védrtused ja seega saame kitte {ihe vaadeldava siisteemi lahendi. Teisest kiiljest on selge, et selli-
sel viisil saame me kétte koik vaadeldava siisteemi lahendid, sest koik lahendid peavad rahuldama
seoseid . Kui lineaarvérrandisiisteemi lahendid on antud seoste abil, siis oeldakse, et
tegemist on selle siisteemi iildlahendiga vabade tundmatute kaudu. Kirjeldatud meetodit
lineaarvorrandisiisteemi lahendamiseks kutsutakse Gaussi’] meetodiks.

Mairkus 8.9. Maatriksit voib astmelisele kujule viia mitmel erineval viisil ja sellest tulenevalt voib ka
saada mitmeid erinevaid soltuvate (ja vabade) tundmatute komplekte. Kui lahenduva lineaarvorrandi-
stisteemi maatriksi astak on r ja meil on selles maatriksi mingid r lineaarselt sdltumatut rida (sellised tin-
gimata leiduvad), siis valides nendes ridades mingi r-ndat jérku nullist erineva miinori saame selle miinori
teisendada diagonaalkujule ja seega tundmatud, mille kordajate veergudest see miinor on moodustatud,
voib votta soltuvateks tundmatuteks, sest neid on voimalik iilejadnud tundmatute kaudu avaldada.

SCarl Friedrich Gauss (1777-1855) — saksa matemaatik.
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Naiide 8.10. Lahendame lineaarvorrandisiisteemi

201 —3xo+ drs+ Txy=1
4x1 — 629+ 223+ 3x4=2 (28)
2%’1 — 3:E2 — 11.1‘3 — 15.224 =1

(iile R) Gaussi meetodil.
Moodustame voérrandisiisteemi laiendatud maatriksi ja teisendame selle astmelisele kujule
jattes ara nullidest koosnevad read:

2 -3 5 7)1 2 -3 5 7)1
4 -6 2 3|2 |20 -0 0 -8 —11|0 —
2 -3 —11 —15|1 /-1 0 0 —16 —22|0 /-2II
2 =35 [h 1 2 -3 5 7|1\-51I
0 0 -8 —11(0 -(—8)—>(0 01110) —
0 0 0 0/0 8
2 -3 0 1|1

<0 01150)'

Néeme, et nii siisteemi maatriksi kui ka laiendatud maatriksi astak on 2 ja seega siisteem on
lahenduv. Séltuvaid tundmatuid on 2 (sest astak on 2) ja vabu tundmatuid on 4 — 2 = 2. Ast-
mekohtade jirgi voime soltuvateks tundmatuteks valida 1 ja x3, seega vabadeks tundmatuteks
jdavad zo ja x4. Avaldades viimast maatriksit kasutades soltuvad tundmatud vabade kaudu,
saame iildlahendi vabade tundmatute kaudu:

_ 1 3 1
T1 = 5+ 5%T2— 7524
11
r3 = —3g4

Seda tuleb tolgendada nii, et andes vabadele tundmatutele x5 ja x4 koikvoimalikud reaalarvulised
véidrtused saame vélja arvutada vastavad x; ja z3 vidrtused ja niimoodi kétte koik esialgse
slisteemi lahendid. See tdhendab, et siisteemi koigi lahendite hulk on

1 3 1 11
L=3(242p_ = RS C R
{<2+2k 16l,k, 81,1>‘k,le }_

Niiteks vottes kK = [ = 0 saame siisteemi iiheks erilahendiks d, = (%, 0,0,0).

8.3. Crameri peajuht

Vaatleme niiiid lineaarvorrandisiisteemide lahendamist iihel téhtsal erijuhul.

Definitsioon 8.11. Oeldakse, et lineaarvorrandisiisteemi puhul on tegemist Cramer pea-
juhuga, kui

1. vérrandite arv on vérdne tundmatute arvuga ja

2. siisteemi maatriks on regulaarne.

"Gabriel Cramer (1704-1752) — &veitsi matemaatik.
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Seega Crameri peajuhuga on tegemist siis, kui lineaarvorrandisiisteem on kujul

a1121 + a12x2 + ...+ a1y = b1
a1 1 + g2 + ...+ agpxy = by

11+ an2®2 + ... + GppTn = by,
kus A = (a;j) € Mat, (K) on regulaarne (s.t. |A| # 0).

Lause 8.12. Kui lineaarvorrandisiisteems puhul on tegemist Crameri peajuhuga, siis on sellel
stisteemil tapselt ks lahend.

TOESTUS. Meenutame, et vektor k = (ki,...,k,) € K™ on siisteemi lahend parajasti siis,
kui tiheveeruline maatriks

k= € Mat,, 1 (K)
kn
rahuldab vordust
Ak = b.

Et A on regulaarne, siis leidub poérdmaatriks A1, Jarelikult
A(A5) = (AANY5 = Eb = b,

mis tdhendab, et siisteemil leidub vihemalt iiks lahend (selle komponentideks on iiheveerulise
maatriksi A~!b elemendid). Teisest kiiljest, kui k,1 € K™ on siisteemi lahendid, siis Ak = b = Al.
Korrutades vorduse Ak = Al molemaid pooli vasakult maatriksiga A~! saame vorduse k = I,
millest jareldub, et k = [. Seega siisteemil on iilimalt iiks lahend ja kokkuvottes peab tal olema
tapselt iiks lahend. O

Tuleb vilja, et Crameri peajuhu korral saab siisteemi lahendi leida determinantide abil.
Nagu négime lause toestuses peab siisteemi lahendi k& = (k1,...,k,) € K™ korral
kehtima vordus
k1
= A"1b.
kn
Teoreemi pohjal A=t = |A|71(A;i) (see on maatriks, mille i-ndas reas ja j-ndas veerus on

element |A|~" Aj;, kus Aj; on maatriksi A elemendi a;; algebraline tdiend). Vastavalt maatriksite
korrutamise ja maatriksite vorduse definitsioonile voime kirjutada, et

n

n
ki= Y (JA 7 Aj) by = [A]71 ) Agiby
j=1 j=1

igaie {1,...,n} korral. Olgu D = |A| jaolgu D; (i € {1,...,n}) sellise maatriksi determinant,
mis on saadud maatriksist A selle i-nda veeru asendamisel siisteemi vabaliikmete veeruga,
s.t.

aip ... aii—1 by a1 ... an

asy ... ag;—1 by agiy1 ... az,
D; = . ) )

an1  -.. Qng-1 bn ani+1 --- Gnn
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Arendades determinanti D; i-nda veeru jirgi saame summa Z;'l:1 Aj;bj. Jarelikult
k; = D7'D;
iga i € {1,...,n} korral. Sellega oleme toestanud jargmise tulemuse.

Teoreem 8.13. Kui lineaarvérrandisiisteemi (@) puhul on tegemist Crameri peajuhuga, stis
selle siisteemi lahendi k = (ky,...,k,) € K™ i-s komponent k; = D7'D;, kus D on selle
stisteemi maatriksi determinant jo D; on sellise maatriksi determinant, mis on saadud stisteems
maatriksist selle i-nda veeru asendamisel siisteemi vabalitkmete veeruga.

Mirkus 8.14. Kui on tegemist Crameri peajuhuga, siis D # 0 ja arvestades mérkust voib
lahendi leidmise valemid esitada kujul

Neid valemeid kutsutakse Crameri valemiteks.

8.4. Homogeenne lineaarvorrandisiisteem

Definitsioon 8.15. Lineaarvorrandisiisteemi nimetatakse homogeenseks, kui selle siisteemi
koik vabaliikmed on nullid.

Niisiis homogeensel lineaarvorrandisiisteemil on kuju

a11x1 + appxra+...+ apx, =0
ao1x1 + aoxs+ ...+ aonxry, = 0

(30)
Am1T1 + AmoTo + .. . + ampTyn = 0.
Maatrikskujul v6ib homogeense lineaarvorrandisiisteemi esitada jargmiselt:
AT =0,
kus
0
0= - | €Maty,1(K).
0
On selge, et nullvektor (0,...,0) € K™ on alati homogeense lineaarvorrandisiisteemi lahend,

seega koik homogeensed lineaarvérrandisiisteemid on lahenduvad.
Kui mittehomogeense lineaarvorrandisiisteemi koigi lahendite hulk on lihtsalt hulga K™
alamhulk, siis homogeensete siisteemide korral voib Gelda enamat.

Lause 8.16. n tundmatuga homogeense lineaarvorrandisisteemi (ile korpuse K ) koigi lahendite
hulk on alamruum vektorruumis K™.

TOEsTUS. Olgu B
L={ke K" | Ak =0}
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siisteemi koigi lahendite hulk. Nagu mainitud, see hulk ei ole tiihi. Olgu k,l € L ja c € K.
Siis
Ak+1)=A(k+1)=Ak+Al=0+0=0
ja B B
A(ck) = ¢(Ak) = 0 =0,
mis tdhendab, et ka k + 1, ck € L. O

Vektorruumi alamruum on ise ka vektorruum (vt. lauset [6.9). See lubab anda jérgmise defi-
nitsiooni.

Definitsioon 8.17. Homogeense lineaarvorrandisiisteemi lahendite fundamentaal-
siisteemiks nimetatakse selle siisteemi lahendite alamruumi baasi.

Teoreem 8.18. Kui homogeenses lineaarvorrandisiisteemis on n tundmatut ja selle stisteemi
maatriksi astak on r, siis selle siisteemi lahendite fundamentaalsiisteemis on n — r lahendit.

Ka selle teoreemi téestust me kiesolevas kursuses anda ei joua.

Niide 8.19. Lahendades homogeense lineaarvorrandisiisteemi

2x1 —3x0+ drzg+ Txy=0
41 — 629+ 223+ 324=0 (31)
2x1 —3x9 — 1123 — 1524 =0

analoogiliselt sellega, kuidas lahendasime siisteemi saame iildlahendiks vabade tundmatute
kaudu 5 .
Tl = 5%To— 7574
{ . — 21 16 . (32)
3 - B T4
Selle siisteemi lahendite fundamentaalsiisteemi saame kui anname vabadele tundmatutele x5 ja

0 .
0 16 ) , ridadest

ning arvutame kummalgi juhul vorduste abil soltuvate tundmatute z1 ja xg vadrtused:

x4 kaks komplekti vidrtusi mingi regulaarse teist jarku ruutmaatriksi, nt. <

dl = (3a2>070)7
dy = (—1,0,—22,16).

Siisteemi koik lahendid avalduvad kujul ¢1d; + tada, kus t1,t2 € R, s.t. et koigi lahendite
hulk on
Ly, = {tldl + tads | t1,t9 € R}.

8.5. Mittehomogeenne lineaarvorrandisiisteem

Vaatleme {ildist lineaarvorrandisiisteemi

anz1+ apxe+ ...+ apT, = b
ao1T1 + agexo+ ...+ aspxr, = by (33)

Am1T1 + AmaZTa + ...+ QmnTn = b,
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Siisteemile vastavaks homogeenseks lineaarvorrandisiisteemiks nimetatakse siis-
teemi
a11r1 + apxe+ ...+ appr, =0
a91x1 + agexra+ ...+ agpx, =0
(34)
Am1T1 + AmaT2 + . .. + AmpTyn = 0,

mis on saadud siisteemist koigi vabaliikmete asendamisel nullidega. Meenutame, et maat-
rikskujul voime need kaks siisteemi kirja panna jirgmiselt: AT = b ja AT = 0. Osutub, et nende
kahe siisteemi lahendid on omavahel tihedalt seotud.

Kui U on vektorruumi V alamruum ja v € V, siis téhistatakse

v+U:={v+uluecU}.

Téhistame siisteemi koigi lahendite hulka tdhega L ja siisteemi koigi lahendite
hulka stimboliga Ly,.

Teoreem 8.20. Sisteemide ja lahendihulkade L ja Ly, vahel kehtib iga d. € L korral

Seos
L=d,+ L.

TOEsTUS. Olgu dy € L siisteemi suvaline lahend.
Naitame, et dy + Ly, C L. Kui | € Ly, siis

A(de +1) = A(dy +1) = Ad, + Al=b+0 =1,

mis tdhendab, et dy, +1 € L. Seega dy + Ly, C L.
Votame niiiid vektori £ € L. Siis

A=) = A(f—d2) = Af— Ad, =5—5=0

ehk k —d, € Ly. Jéarelikult k = d, + (k — d) € di + L, millega oleme niidanud, et L C d, + L.
Kokkuvottes L = d, + Ly, O

Miérkus 8.21. Teoreem [8.20|sonastatakse tihti kujul: mittehomogeense lineaarvorrandisiisteemi
tldlahend on vordne selle stisteemi mingi erilahendi ja vastava homogeense lineaarvorrandi-
stisteems tildlahendi summaga.

Niide 8.22. Vaatleme jille lineaarvorrandisiisteemi

2x1 —3x2+ Sr3+ Trga=1
4dr1 — 620+ 223+ 3x4=2 (35)
2.%1 - 3:]:2 - 111’3 - 15374 =1.

Sellele siisteemile vastava homogeense lineaarvorrandisiisteemi lahendite fundamentaal-

siisteem on d; = (3,2,0,0),ds = (—1,0,—22,16). Nagu néigime néites on siisteemi

itheks erilahendiks d, = (%, 0,0,0). Seega vdime Oelda, et siisteemi koigi lahendite hulk on
L=d,+ L, = {d« + t1dy + tods | t1,t2 € R}.

Teiste sonadega: siisteemi lahendid on kujul dy + t1dy + tado, kus t1,t3 € R.
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9. Poliinoomid

Lugeja on kindlasti tuttav poliinoomidega, mille kordajateks on reaalarvud. Kéesolevas
peatiikis vaatleme poliinoome iile ringide. Alustuseks konstrueerime poliinoomide ringi.

9.1. Poliinoomide ring

Olgu R ring. Me hakkame uurima poliinoome {ile ringi R. Poliinoomidest riadkides eeldame
koikjal, et ringis R on vihemalt 2 elementi. Seda eeldust ei hakka me iga kord eraldi vilja
tooma. Meenutame (vt. mérkust , et sellises ringis on iihikelement ja nullelement erinevad,
1 # 0. Kui R = {0} on iihe-elemendiline ring, siis iile sellise ringi on vaid iiks poliinoom ja selline
olukord ei paku meile huvi.

Vaatleme koigi selliste jadade hulka, mille komponendid kuuluvad ringi R ja mille kompo-
nendid on mingist kohast alates koik vordsed ringi R nullelemendiga. T#histame selle hulga
stimboliga R[X]. Seega

R[X] = U {(ap,a1,...,ay,0,0,...) | ag,a1,...,a, € R}.
neNU{0}

Kaks hulka R[X] kuuluvat jada on vordsed parajasti siis, kui nende vastavad komponendid
on vordsed.

Definitsioon 9.1. Hulka R[X]| kuuluvate jadade a = (ag, a1, az,...) ja b= (bo, b1, b2, ...) sum-
ma defineeritakse vordusega
a+b:=c=/(cy,c1,co,...),

kus
L = ap + by,

iga k € NU {0} korral, ja korrutis defineeritakse vordusega
ab:=d= (do, dl, dg, .. .),

kus
dp = agbr + a1bp_1 + ... + agp_1b1 + apby = Z a;b;
i+j=k
iga k € NU {0} korral.

Teoreem 9.2. Hulk R[X] on eelpooldefineeritud tehete suhtes ring. Kui R on kommutatiivne,
siis ka ring R[X]| on kommutatiivne.

TOESTUS. Lihtne on aru saada, et kui jadade a ja b komponendid on mingist kohast alates nullid,
siis on seda ka jadade a + b ja ab komponendid. Seega on liitmine ja korrutamine algebralised
tehted hulgal R[X].

Jadade liitmine on assotsiatiivne ja kommutatiivne tédnu sellele, et liitmine on defineeritud
komponenthaaval ja ringi R elementide liitmine on assotsiatiivne ja kommutatiivne. Nullelemen-
diks on jada, mille kdik komponendid on nullid. Jada a = (ag, a1, as, . ..) vastandelemendiks on
jada —a = (—ap, —ai, —ag,...).

Kui a = (ag,a1,as9,...) € R[X] on suvaline, siis (1,0,0,...) - a = (dp,d1,da,...), kus

dp=1-ap+0-a,1+...+0-a1+0- a9 = ax
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iga k € NU{0} korral. Seega (1,0,0,...)-a = a ja analoogiliselt a-(1,0,0,...) = a, mis tdhendab,
et jada (1,0,0,...) on ringi R[X] ithikelement.
Veendume, et korrutamine on assotsiatiivne. Olgu

= (ap,a1,aq9,...),
b = (bg,b1,ba,...),
¢ = (co,c1,02,...)
ab = (do,di,ds,...),
(ab)e = (eo,e1,€2,...).

Paneme téhele, et

Z aibjcl

Z aibjCQ + Z aibjcl + ...+ Z aibjcm

itjtl=m i+j=m itj=m—1 i+j=0
= E aibj co + Z aibj c1+...+ Z a,;bj Cm
itj=m itj=m—1 i+5=0
= E E a,-bj Cc| = Z dkCl = €m.-
k+l=m \i+j=k k+l=m

Analoogiliselt saab n#idata, et korrutise a(bc) komponent indeksiga m on vordne summaga
D itjtiem @ibjcr. Jarelikult (ab)e = a(be).
Néitame veel, et (a + b)c = ac + be. Selleks olgu

a = (ap,a1,az,...),

b = (bg,b1,ba,...),

¢ = (co,c1,c9,...),

a+b = (dy,di,da,...),
(a+b)c = (e, e1,e2,...),
ac = (ug,ur,ug,...),

be = (vo,v1,v2,...),
ac+bc = (wo,wy,wa,...)

Siis
e = Z dic; = Z (a; + bz‘)Cj = Z a;cj + Z bic; = ug + vg = wy.
itj=k i+j=k i+j=k i+j=k

Kuna e = wy iga k € NU {0} korral, siis kehtibki distributiivsuse seadus (a + b)c = ac + be.
Vorduse a(b+ ¢) = ac + be saab toestada analoogiliselt. Seega on R[X] ring.

Olgu niitid R kommutatiivne ring ja a = (ag,a1,as2,...),b = (b, b1,be,...) € R[X]. Siis
Ditjek @ibj = > i1y bja;, millest jéreldub, et ab = ba. O

Definitsioon 9.3. Ringi R[X] nimetatakse poliinoomide ringiks iile ringi R ning tema
elemente nimetatakse poliinoomideks.
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Lause 9.4. Hulk R’ = {(r,0,0,...) | » € R} C R[X] on ring definitsioonis defineeritud
tehete suhtes. See ring on isomorfne ringiga R.

TOESTUS. Lihtne on veenduda, et R’ on ring. Samuti ei ole keeruline niiha, et kujutus ¢ : R — R/,
mis on defineeritud vordusega

o(r) := (r,0,0,...),
a € R, on ringide isomorfism. O

Arvestades lauset samastatakse jada (r,0,0,...) ringi R elemendiga r.
Téahistame niiiid ringi R[X] elemendi (0, 1,0,0,...) siimboliga X:

X =(0,1,0,0,...).
Kasutades korrutamise definitsiooni saame arvutada, et

X! = (0,1,0,0,0,...),
X? = (0,0,1,0,0,...),
X3 = (0,0,0,1,0,...),

jne. Matemaatilise induktsiooni abil saab nédidata, et iga n € N korral on X" selline jada, mille
komponent kohal n+1 on 1 (s.t. ringi R iihikelement) ja koéik iilejdénud komponendid on nullid
(s.t. ringi R nullelemendid). Kokkuleppeliselt loetakse, et X = (1,0,0,...).

Olgu niiiid f = (ag, a1, az,...,an,0,...) suvaline nullist erinev polilnoom ringist R[X] ja olgu
a,, poliinoomi f kui jada viimane nullist erinev komponent. Kuna

ag = (ap,0,0,0,...),
aX = (0,a1,0,0,...),
aX? = (0,0,a2,0,...)

ja nii edasi, siis on poliinoom f esitatav kujul
f:a0+a1X+a2X2+...+anX”.

Harilikult esitataksegi poliinoome just sellisel kujul. Liidetavaid ag, a1 X, a2 X2, ..., a, X" nime-
tatakse poliinoomi f liikmeteks, liiget a¢ tema vabaliikmeks ja liiget a, X" tema pealiik-
meks. Ringi R elemente ag,ay,...,a, nimetatakse poliilnoomi f kordajateks. Poliinoomi
X € R[X] nimetatakse muutujaks ning ringi R[X] kohta teldakse ka, et see on poliinoomide
ring iile ringi R muutuja X suhtes. Kui f € R[X], siis ¢eldakse, et f on poliinoom iile
ringi R. Nullpoliinoomi pealiige ei ole defineeritud. Poliinoomi, mille pealiikmel on kuju X",
s.t., mille pealiikme kordaja on 1, nimetatakse unitaarseks poliinoomiks.

Mairkus 9.5. 1. See, millist tédhte kasutatakse poliinoomides muutuja téhisena, on kokkuleppe
kiisimus ja teooria seisukohalt ei ole vahet, kas kasutatakse tdhte X v6i ménda muud téhte.
Teatud olukordades voib olla mugav kasutada monda teist téhte, néiteks Y, x voi hoopis A.

2. Vahetu kontrolliga v6ib veenduda, et mistahes a,b € R ja m,n € NU {0} korral

aX™ - bX" = abX™t",

kusjuures poliinoomi aX? télgendame kui konstantset poliinoomi.
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9.2. Poliinoomi aste

Uheks téhtsamaks poliinoomi iseloomustavaks suuruseks on tema aste.
Kui f ei ole nullpoliinoom ja tal on kuju

f:a0+a1X+a2X2+...+anX”,

kusjuures a, # 0, siis 6eldakse, et poliinoomi f aste on n. Nullpoliinoomi astmeks loetakse
—o0. Poliinoomi f astet téhistatakse siimboliga deg(f). Niisiis deg(f) € {0,1,2,...} U {—o0},
kusjuures me loeme, et —oo < n igan € {0,1,2,...} korral.

Poliinoomi f € R[X] aste on 0 parajasti siis, kui f = ag # 0, s.t. kui f on nullist erinev
ringi R element. Poliinoome kujul f = ap € R kutsutakse konstantseteks poliinoomideks.
Kui deg(f) = 1, siis 6eldakse, et f on lineaarpoliinoom. Kui deg(f) = 2, siis deldakse, et f
on ruutpoliinoom.

Mistahes poliinoomide f,g € R[X] korral jéreldub liitmise definitsioonist, et

|deg(f + g) < max(deg(f), deg(g)). (36)

Kuna f — g = f + (—g) ja deg(—g) = deg(g), siis kehtib ka vorratus

|deg(f — g) < max(deg(f), deg(g)). (37)

V&ib juhtuda, et poliinoomide summa aste on rangelt viiksem liidetavate astmetest. Naiteks kui
f=1+2X?jag=3+X —2X?2 siis deg(f +g) = deg(4+ X) = 1.

Uurime, kuidas on poliinoomide korrutise aste seotud tegurite astmetega.

Lause 9.6. Mistahes ringi R ja nullist erinevate poliinoomide f,g € R[X] korral

|deg(fg) < deg(f) + deg(g)- |

Kui R on nullitegureita ring, siis

|deg(fg) = deg(f) + deg(g)- |

ToErstus. Olgu f = (ag,a1,-..,an,0,...)jag= (by,b1,...,bn,0,...), kus a, ja by, on viimased
nullist erinevad komponendid nendes jadades. Siis deg(f) = n ja deg(g) = m. Olgu fg =
(do,d1,ds, . ..). Definitsiooni pohjal dy = >, ;_y aibj iga k € NU{0} korral. Kui k > n+m
jai+j =k, siis kas ¢ > n vol j > m ning seega a; = 0 voi b; = 0. Jérelikult koik liidetavad
summas ) _; =k a;b; on nullid, mis tdhendab, et d;, = 0. Seega viimane nullist erinev komponent
jadas fg peab olema mingi d;, mille korral [ < n 4+ m. Jarelikult

deg(fg) =1 <n+m=deg(f)+ deg(g).

Kuna dy1pm = Zi+j:n+m a;bj = a,bp,, siis nullitegureita ringi R korral dy,m # 0, sest an, by, #
0. See tdhendab, et
deg(fg) = n+m = deg(f) + deg(g).

Lause abil saame lihtsasti toestada jargmise tulemuse.

Teoreem 9.7. Kui ring R on nullitegureita, siis ka poliinoomide ring R[X] on nullitequreita.
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TorsTUs. Kui f,¢g € R[X] on nullist erinevad poliinoomid, siis deg(f) > 0 ja deg(g) > 0.
Jarelikult deg(fg) = deg(f) + deg(g) > 0, mis tidhendab, et ka fg ei ole nullpoliinoom. O

Selle teoreemi pohjal voib delda, et nii ring Z[X] kui ka ringid K[X], kus K on korpus (nt.
Q, R vai C), on nullitegureita.

Teeme niilid kindlaks, millised on poliinoomide ringi péoratavad elemendid. Ka selle juures
saame kasutada poliinoomi astet.

Lause 9.8. Olgu R nullitegureita ring. Siis polinoomide ringi R[X| pdiratavad elemendid on
parajasti ringi R poératavad elemendid (vaadelduna konstantsete poliinoomidena).

TOESTUS. On selge, et kui a € R on pooratav, siis on ta podratav ka kui konstantne poliinoom.

Oletame niiiid, et f € R[X]| on pooratav poliinoom. Siis leidub poliinoom g € R[X] nii, et
fg =1. On selge, et f ja g ei ole nullpoliinoomid, sest muidu oleks nende korrutis nullpoliinoom,
mis erineb poliinoomist 1 (vt. mérkust [1.33). Oletame, et deg(f) > 1. Siis

0 = deg(1) = deg(fg) = deg(f) + deg(g) > 1,

sest deg(g) = 0. See vastuolu niitab, et deg(f) =0, s.t. et f on konstantne poliinoom. Analoo-
giliselt peab g olema konstantne poliinoom ja seega f on pooratav ringis R. a

Jédreldus 9.9. Kui K on korpus, siis ringi K[X] pdiratavad elemendid on parajasti nullist
erinevad konstantsed poliinoomad.

TOESTUS. Meenutame, et korpuses on koik nullist erinevad elemendid pooratavad. O

Niide 9.10. Ringis R[X] on pooratavad elemendid poliinoomid kujul f = ¢, kus ¢ € R\ {0}.
Ringis Z[X] on pooratavaid poliinoome vaid kaks, nendeks on konstantsed poliinoomid 1 ja —1.

9.3. Poliinoomide jiigiga jagamine

Nagu hésti teada, saab iga tédisarvu jagada jddgiga naturaalarvuga. Tuleb vélja, et midagi
sarnast saab teha ka poliinoomidega.

Teoreem 9.11. Olgu R nullitegureita ring ning olgu f,g € R[X], kusjuures polimoomi g pea-
liskme kordaja on podratav ringis R. Siis leiduvad iiheselt mdidratud polinoomid q,r € R[X] nii,
et

f=ga+r ja deg(r) <deg(g).
TOEsTUS. Olgu R nullitegureita ring ja olgu
g=bp X"+ ...+ 01 X +by € RIX]

poliinoom, mille pealiikme kordaja b, on pdoratav ringis R. Muuhulgas tdhendab see, et g ei ole
nullpoliinoom ja m = deg(g) > 0. Tdestame, et iga f € R[X] jaoks leiduvad sellised ¢, € R[X],
et f =gq+r jadeg(r) < deg(g). Teeme seda matemaatilise induktsiooniga poliinoomi f astme
jargi.

Kui f = 0, siis sobivateks poliinoomideks on ¢ = r = 0. Kui deg(f) = 0, siis f on nullist
erinev konstantne poliinoom, f = ag € R\ {0}. Sel juhul, kui g on mittekonstantne poliinoom,
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siis voib votta ¢ = 0 jar = f. Kui aga g = bg € R\ {0} (byp # 0, sest g pealiikme kordaja on
pooratav), siis
ap = bo(by tag) + 0

ja me voime votta r =0, ¢ = by Lag. Sellega oleme toestanud induktsiooni aluse.
Teeme niitid induktsiooni sammu. Eeldame, et poliinoomi

f=a, X"+ ...+ a1X +ag € R X]

aste n > 0 ja iga poliinoomi k € R[X] jaoks, mille aste on viiksem kui n, leiduvad sellised
¢,7 € R[X], et k = gq+ r ja deg(r) < deg(g). On kaks voimalust.

1) deg(f) < deg(g). Siis voib votta ¢ =0 jar = f.

2) deg(f) > deg(g). Siis n = m. Olgu

91:= g (blanX"™™) = (b X™ + ... + 01X + bo) (by'an X"™™) € RIX].
Siis g1 on poliinoom, mille pealiige on
b X™ b La, X7 = by la, XM = 6, X7,

s.t. sama, mis poliinoomi f pealiige. (Uksliige b, a, X" ™™ valitaksegi nii, et sellega poliinoomi g
korrutades tekiks poliinoom, mille pealiige langeks kokku f pealiikmega.) Jérelikult poliitnoomi

fi=f-qn

aste on madalam kui poliinoomi f aste n. Rakendades induktsiooni eeldust saab leida sellised
q1,7 € R[X], et f1 = gq1 + r ja deg(r) < deg(g). Siis aga

f=n+ =90 anX"") +gq+7r=9 b, an X" +q1) +r.

Téhistades ¢ := b, a, X"~ ™ + q; € R[X] olemegi saanud sellised ¢ ja r nagu vaja.

Toestuse lo6petamiseks tuleb veel ndidata, et g ja r on iiheselt médratud f ja g poolt. Selleks
oletame, et

f=gq +r1, deg(r) < deg(g) ja f=gge+re, deg(re) < deg(g).

Siis gq1 + r1 = gg2 + r2, millest saame vorduse

9@ — q@2) =712 — 71
Kuna deg(ri) < deg(g) ja deg(r2) < deg(g), siis deg(ra — 1) < deg(g) tdnu vorratusele (37)).
Oletame vastuviiteliselt, et ¢1 # g2. Siis ¢1 — g2 # 0 ja deg(q1 — ¢2) = 0. Lause pohjal

deg(g(q1 — q2)) = deg(g) + deg(q1 — g2)-
Jarelikult
deg(ra —r1) = deg(g) + deg(q1 — q2) > deg(g).

See on aga vastuolus vorratusega deg(ro—r1) < deg(g). Jarelikult g1 = ¢o, millest tdnu vordusele
0=g(q1 — q2) = ro — r1 saame, et ka r; = ro. 0

Teoreemis kirjeldatud poliinoome ¢ ja r nimetatakse vastavalt jagatiseks ja jaigiks,
mis tekivad poliinoomi f jagamisel poliinoomiga g.
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9.4. Jaguvus nullitegureita kommutatiivsetes ringides

Kogu kéesoleva paragrahvi jooksul olgu R kommutatiivne nullitegureita ring. Margime, et
eesti keeles kutsutakse selliseid ringe ka integriteetkondadeks ja inglise keeles kasutatakse terminit
integral domain. Need on ringid, mille omadused on sarnased téisarvude ringi omadustega.

Integriteetkondades saab radkida elementide jaguvusest. Téisarvude jaguvusega seotud asju
(algarvud, SUT ja VUK, modulaarne aritmeetika jne.) uuritakse peamiselt matemaatika vald-
konnas, mis kannab nime arvuteooria.

Definitsioon 9.12. Olgu a,b € R. Oeldakse, et element a jagab elementi b (ja tihistatakse
a | b), kui leidub selline ¢ € R, et ac = b.

Kui element a ei jaga elementi b, siis kirjutatakse a 1 b.
Paneme tédhele, et element a € R on podratav, parajasti siis, kui a jagab ringi R iihikelementi.

Mirkus 9.13. Kui R on korpus, siis mistahes nullist erinevate elementide a ja b korral a | b, sest
a(a=1b) = b. Seega korpuste puhul on jaguvuse teooria triviaalne. Kiill aga voib jaguvuse teooria ringides
(nt. téisarvude ringis) olla viigagi huvitav. Seda niitab kasvoi arvuteooria jatkuv populaarsus kaasaegses
matemaatikas.

Lihtne on veenduda, et kehtib jargmine lause.

Lause 9.14. Jaguvusseosel ringis R on jdrgmised omadused.
1. Kuia|bjablc, siisalc;
2. kuialbjaalec siisa|bxc;
3. kuia|b, siis a|bc

iga a,b,c € R korral.

Definitsioon 9.15. Oecldakse, et ringi R elemendid a ja b on assotsieeritud (ja tihistatakse
a~b),kuia|bjabd]a.

Lihtne on aru saada, et assotsieerituse seos on ekvivalentsiseos ringil R. Samuti on lihtne
veenduda, et nullelemendiga on assotsieeritud ainult nullelement ise.

Lause 9.16. Olgu a,b € R\ {0}. Elemendid a ja b on assotsieeritud parajasti siis, kui leidub
mingi pooratav element u € R nii, et a = bu.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Eeldame, et a | bja b | a. Siis leiduvad ¢,d € R nii, et ac = b ja bd = a.
Jarelikult a = acd. Meenutame, et nullitegureita ring on taandamisega (lause. Kuna a # 0,
siis voime vordusest al = acd elemendi a taandada ja saame, et 1 = cd. Seega d on pooratav.

P1isavus. Olgu a = bu, kus u on podratav. Siis b = au~!. Jarelikult a | b ja b | a. O

Naiide 9.17. 1. Ringis Z on elemendid a ja b assotsieeritud parajasti siis, kui a = b voi a = —b,
sest ringi Z pooratavad elemendid on 1 ja —1.

2. Korpuses on mistahes kaks nullist erinevat elementi a ja b assotsieeritud, sest a(a=1b) = b,
kus a~'b on pooratav.

3. Kui f € R[X] ja c on poératav element ringis R, siis ka konstantne poliinoom ¢ on pdoratav
ringis R[X] (vt. lauset [9.8). Seega poliinoomid f ja fc on assotsieeritud. Néiteks ringis R[X] on
poliinoomid 4X3 4+ 6X — 10 ja 2X3 4+ 3X — 5 assotsieeritud.
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Definitsioon 9.18. Elementi d € R nimetatakse elementide a ja b suurimaks iihisteguriks
(ja tdhistatakse d = SUT(a, b)), kui

1. d|ajad)|b;
2. kuid € R,d |ajad |b,siisd |d.
Definitsioon 9.19. Oecldakse, et ringi R elemendid a ja b on iihistegurita, kui SUT(a, b) = 1.

Definitsioon 9.20. Elementi m € R nimetatakse elementide a ja b vihimaks iihiskordseks
(ja tdhistatakse m = VUK(a, b)), kui

1. a|mjab|m;
2. kuim/ € R, a|m’ jab|m/, siism|m.

Lause 9.21. Kui d € R on elementide a ja b suurim ihistegur ja d ~ c, siis ka ¢ on elementide
a ja b suurim thistequr.

TorsTUs. Olgu d = SUT(a,b) ja d ~ c. Siis d | ¢ ja c | d. Veendume, et ¢ rahuldab elementide
a ja b suurima tihisteguri definitsiooni tingimusi.

1. Kunac|d, d|ajad]b,siis ka c|ajac|blause0.14(1) pohjal.

2. Oletame, et d’ € R on selline, et d’ | a jad' |b. Siisd' | d. Kuna d' | djad|c, siisd | e O

Analoogiliselt saab toestada jargmise tulemuse.

Lause 9.22. Kui m € R on elementide a ja b vihim idhiskordne ja m ~ n, siis ka n on
elementide a ja b vahim thiskordne.

Niide 9.23. Tiisarvudel 6 ja —9 on kaks suurimat iihistegurit ringis Z, need on arvud 3 ja —3.
Samuti on neil kaks vihimat {ihiskordset: 18 ja —18. Kuna kahel ringi elemendil v&ib olla mitu
suurimat iithistegurit, siis iga suurimat iihistegurit sisaldavat vérdust tuleb télgendada assotsiee-
rituse tdpsuseni. Niiteks vordust SUT(6, —9) = 3 tuleks rangelt vottes lugeda nii: tiisarvude 6
ja —9 suurimaks iihisteguriks on arv 3 ja koik arvuga 3 assotsieeritud arvud. Voi néiteks korpuse
K ja poliinoomide f,g,d € K[X] korral tdhendab vordus SUT(f, g) = d seda, et poliinoomide
f ja g suurimaks iihisteguriks on poliinoom d ja koik sellised poliinoomid, mis on saadud d
korrutamisel nullist erineva K elemendiga.

Mirkus 9.24. On histi teada, et mistahes kahel taisarvul leidub suurim iihistegur ja vdhim
iihiskordne. Suvalises ringis ei pruugi koéigil elemendipaaridel suurimat tihistegurit ja vdhimat
iihiskordset leiduda.

Kerge on veenduda, et kehtivad jargmised omadused.

Lause 9.25. Suurimal thisteguril ja vihimal dhiskordsel ringis R on jdargmised omadused: iga
a,b,c € R korral

1. SUT(a,b) = a siis ja ainult siis, kui a | b, 4. VUK(a,b) = b siis ja ainult siis, kui a | b,
2. SUT(a,0) = a, 5. VUK(a,0) = 0,
3. SUT(SUT(a,b),c) = SUT(a,SUT(b,¢)), 6. VUK(VUK(a,b),c) = VUK(a, VUK(b, c)),
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kui koik siin esinevad suurimad thistequrid voi vihimad thiskordsed on olemas,
7. SUT(a, b) = 0 siis ja ainult siis, kui a = 0 ja b= 0,
8. VUK(a,b) = 0 siis ja ainult siis, kui kas a = 0 v6i b = 0.
Suurim iihistegur ja véhim {ihiskordne on omavahel seotud.

Teoreem 9.26. Olgu a ja b nullist erinevad elemendid ringist R, m = VUK(a,b) ning kehtigu
vordus ab = md, kus d € R. Siis d = SUT(a,b).

ToOESTUS. Kontrollime suurima iihisteguri definitsiooni tingimusi. Kuna m = VUK(a,b), siis
a | m ja seega leidub selline @’ € R, et aa’ = m. Vordusest ab = md saame, et ab = ad'd.
Taandades vordusest ab = aa’d elemendi a saame vorduse b = a’d. Seega d | b. Analoogiliselt
saab niidata, et d | a.

Olgu niitid f € R selline, et f | a ja f | b. Siis leiduvad o/, € R nii, et fa’' = a ja fb/ =b.
Vaatleme elementi ¢ := fa't/. Siis ¢ = al’ ja c = ba’. Seega a | ¢ ja b | ¢, millest viihima iihiskordse
definitsiooni teise tingimuse pdhjal jireldub, et m | ¢. Viimane aga tiéhendab, et mc¢’ = ¢ mingi
c € R korral. Siis

mfc = fmcd = fe= ffa't/ = ab = md.

Kuna a # 0 ja b # 0, siis lause [9.25(5) pohjal ka m # 0. Taandades elemendi m vordusest
mfcd = md saame vorduse f¢’ = d, mis tihendab seda, et f | d. O

Jareldus 9.27. Kui ringt R nullist erinevatel elementidel a ja b leidub vihim thiskordne, siis
neil elementidel leidub ka suurim thistequr.

TOESTUS. Olgu a,b # 0 ja m = VUK(a,b). Kuna ab on elementide a ja b iihine kordne, siis
vihima tihiskordse definitsiooni pdhjal m | ab. Seega leidub d € R nii, et md = ab. Teoreemi
pohjal d = SUT(a, b). |

Suurima iihisteguri leidumisest ei pruugi jarelduda vihima iithiskordse olemasolu.
Teeme veel iihe jédrelduse teoreemist [9.26]

Jareldus 9.28. Kui ringi R nullist erinevate elementide a ja b korral m = VUK(a,b) ja d =
SUT(a,b), siis ab ~ md.

ToESTUS. Kuna d = SUT(a, b), siis leiduvad sellised a’, b’ € R, et da’ = a ja db' = b. Vaatleme
elementi da't/. Et a | da'b’ ja b | da'b’, siis da’t/ on a ja b iihine kordne ja seega m | da'l’.
Jarelikult mm’ = da/b’ mingi m’ € R korral. Niiiid

ab = da'db’ = dda't' = dmm’ = m(dm’).

Teoreemi pohjal dm’ on a ja b suurim iihistegur. Kuna ka d on a ja b suurim iihistegur,
siis dm’ | d ehk dm'u = d, kus u € R. Lause [9.25(7) pohjal d # 0. Taandades elemendi d
vordusest dm’u = d saame, et m'u = 1, mis tdhendab, et m’ on poésratav. Kuna ab = (md)m/,

siis lause tottu ab ~ md. O

Naiide 9.29. Vaatleme ringi Z. On teada, et selles ringis on suvalisel kahel elemendil a ja b
olemas nii suurim ithistegur d kui ka vahim iithiskordne m. Olgu a ja b molemad nullist erinevad.
Siis jdrelduse [0.28| pohjal ab ~ md, mis téisarvude korral tiéhendab seda, et ab = md voi
ab = —md. Oletame, et me oleme mingil viisil arvutanud d. Lihtne on leida korrutis ab ja jagada
see d-ga. Tulemus %b on vordne kas arvuga m voi arvuga —m, molemal juhul oleme saanud a ja
b iihe vahima iihiskordse. Niisiis, kui oskame leida taisarvude suurimat {ihistegurit, siis oskame
leida ka vdhimat iihiskordset, ja tegelikult ka vastupidi.
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9.5. Eukleidese ringid

Nagu oleme néinud selles kursuses, saab poliinoome teatud eeldustel jadgiga jagada. Samuti
saab jadgiga jagada téisarve. Selles paragrahvis vaatleme iihte ringide klassi, mis sisaldab nii
taisarvude ringi kui poliinoomide ringe iile korpuste.

Definitsioon 9.30. Nullitegureita kommutatiivset ringi R nimetatakse Eukleidese ringiks,
kui leidub kujutus
d: R\ {0} - NU{0}

(6 seab igale nullist erinevale ringi elemendile vastavusse mingi mittenegatiivse téisarvu), mis
rahuldab tingimusi:

ER1. iga a,b € R\ {0} korral d(ab) > d(a),
ER2. igaa € Rjaigabe R\ {0} korral leiduvad sellised ¢,r € R, et
a=>bg+r, kusjuures r=0 voi 0(r) < d(b).
Elementi ¢ nimetatakse harilikult elementide a ja b jagatiseks ning elementi r jagamisel
tekkivaks jadgiks.
Lause 9.31. Jdrgmised ringid on Eukleidese ringid:
1. tdisarvude ring 7,

2. polinoomide ring K[X], kus K on korpus.
TOEsTUS. 1. Ringi Z korral voib kujutuse 0 : Z \ {0} — NU {0} defineerida vordusega
d(a) :=|a|

(6(a) on tdisarvu a absoluutviirtus). On lihtne niha, et tingimused ER1 ja ER2 on tdidetud.
2. Ringi K[X] korral defineerime kujutuse 0 : K[X] \ {0} - NU {0} vordusega

6(f) := deg(f)

(nullist erineva poliinoomi aste on mittenegatiivne tédisarv). Tingimus ER1 on tdidetud ténu
lausele [0.6] ja tingimus ER2 ténu teoreemile [9.11 O

Osutub, et sarnaselt téisarvudega saab Eukleidese ringides suurima iihisteguri leida kasutades
niinimetatud Eukleidese{ﬂ algoritmi. Kirjeldame seda.

Olgu R Eukleidese ring ja a,b € R. Kui a = 0, siis definitsiooni pohjal SUT(a,b) = b ja kui
b =0, siis SUT(a,b) = a. Eeldame edasises, et a # 0 ja b # 0.

Jagame elemendi a jéddgiga elemendiga b:

a = bg1 + ri, r1 =0 voi 6(ry) < 6(b).
Kui 71 = 0, siis b | a ja seega SUT(a,b) = b. Kui r; # 0, siis jagame elemendi b elemendiga r;:

b=rigs + 1o, ro = 0 vdi (rq) < 0(ry).

8Kreeka matemaatiku Eukleidese (u. 365 — u. 300 e.m.a.) jirgi
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Kui o = 0, siis lopetame; vastasel juhul jagame elemendi r; elemendiga ra:
r1 = 1roq3 + 13, r3 =0 voi 6(r3) < d(rz).

Niimoodi jétkame senikaua kui saame mingil sammul jadgiks r, 1 = 0. Varem v6i hiljem peab see
juhtuma, sest 6(b) > 0(r1) > d(r2) > ... ja ei leidu 16pmatuid kahanevaid naturaalarvujadasid.
Osutub, et suurimaks iithisteguriks on viimane nullist erinev jéék r,. Tehtud sammud v6ib kokku
votta jargmise tabelina:

a = bq+r, d(r1) < o(b),
b = rige+re, (ra) < d(r1),
re = Tra2q3+7Ts, d(rs) < d(re),
(38)
Th—3 = Tp—2Qn—-1+Tn-1 5("%—1) < 5(rn—2)7
Th—2 = Tp_1qn+7Tn 5(Tn) < 5(7'n—1)>
Tpn—1 = Tpqns+1+ 0.

Niitame, et r, = SUT(a,b). Selleks kontrollime definitsiooni tingimusi.

1. Tabeli viimasest reast ndeme, et 7, | r,—1. Kuna r, | r, ja r, | r—1, siis tabeli
eelviimasest reast saame, et r, | r,—o. Kuna r, | r,—1 ja 7y, | rn—2, siis tabeli iile-eelviimasest
reast saame, et 1, | r,—3. Niimoodi iilespoole liikudes ndeme 16puks, et r, | b ja r, | a.

2. Oletame niiiid, et ¢ € R on selline element, et ¢ | a ja ¢ | b. Tabeli esimese rea pdhjal
¢ | a—bg = r;. Teisest reast saame, et ¢ | ro. Jérjest allapoole liikudes néeme 16puks, et ¢ | .

Suurima iihisteguri leidmise algoritmi, mida eespool kirjeldasime, nimetatakse Eukleidese
algoritmiks.

Lause 9.32. Kui R on Eukleidese ring, a,b € R jad = SUT(a,b), siis leiduvad sellised u,v € R,
et
ua + vb = d.

TOESTUS. Olgu elementide a ja b suurim iihistegur leitud Eukleidese algoritmi abil, s.t. kehtigu
vordused ja olgu d = r,. Liikudes tabelis altpoolt iiles saame

'm = Th—2 —Th—-1Qn = Th—2 — (Tn—S - Tn—?Qn—l)Qn

= rTp-3(—qn) + 21+ qn_1qn) = ... = au + bv = ua + vb.

|

Jareldus 9.33. Kui R on Eukleidese ring ja a,b € R, siis SUT(a, b) = 1 parajasti siis, kui
leiduvad sellised u,v € R, et
ua + vb = 1.

TOEsTUS. Tarvilikkus on téestatud lauses|9.32l Piisavuse néitamiseks oletame, et leiduvad u, v €
R nii, et ua+vb = 1. On selge, et 1 | a ja 1 | b. Oletame, et ¢ | a ja ¢ | b. Siis lause pohjal

clua+vb=1.

Sellega oleme tdestanud, et 1 = SUT(a, b). O
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9.6. Faktoriaalsed ringid ja taandumatud poliinoomid

Definitsioon 9.34. Kommutatiivse nulliteguriteta ringi R mittepooratavat elementi p # 0
nimetatakse taandumatuks, kui vordusest p = ab, a,b € R, jareldub, et kas a voi b on péoratav.

Kui R = K[X], kus K on korpus, siis on eelnev definitsioon samaviirne sellega, et poliinoom p
on mittekonstantne ja seda ei saa esitada kahe mittekonstantse poliinoomi korrutisena.

Niide 9.35. 1.Iga lineaarpoliinoom aX +b € K[X] (kus a # 0 ja K on korpus) on taandumatu.
2. Poliinoom X2 + 1 € R[X] on taandumatu.
3. Poliinoom X? — 1 = (X — 1)(X + 1) € R[X] ei ole taandumatu.
4. Poliinoom X2 — 2 on taandumatu iile korpuse Q, kuid taanduv iile korpuse R: X2 — 2 =

(X +V2)(X - V2).

Taandumatud elemendid méngivad nulliteguriteta kommutatiivsetes ringides samasugust
rolli nagu téisarvude ringis seda teevad algarvud ja nende vastandarvud. Tuletame meelde,
et aritmeetika pohiteoreemi kohaselt saab iga tédisarvu (tegurite jirjekorda ja mérgi tdpsust
arvestamata iiheselt) esitada korrutisena, kus tegurid on algarvud vo6i nende vastandarvud.

Definitsioon 9.36. Nulliteguriteta kommutatiivset ringi R nimetatakse faktoriaalseks, kui
iga nullist erinev mitteptoratav element a € R on esitatav korrutisena

a=pip2...ps, SEN,p1,...,psontaandumatud,
ja see esitus on iihene selles mottes, et mistahes teise esituse
a=qq2-..-q, teN,q,...,q ontaandumatud,

korral ¢t = s ja leidub hulga {1,2,...s} substitutsioon o nii, et p; ja ¢,(;) on assotsieeritud iga
i€{l,...,s} korral.

Naiide 9.37. 1. Taisarvude ring Z on aritmeetika pohiteoreemi kohaselt faktoriaalne.

2. Kompleksarvude korpuse alamring Z[v/—3] = {a + bv/=3 | a,b € Z} ei ole faktoriaalne,
aga selles saab iga nullist erinevat mittepooratavat elementi esitada (mitte tingimata itheselt!)
taandumatute elementide korrutisena. Niiteks

4=(1+vV=-3)1-+v-3)=2-2

ja saab niidata, et elemendid 2,1 + +/—3,1 — v/—3 on taandumatud.
3. Algebraliste tédisarvude ringis {a € C | Junitaarne f € Z[X] : f(a) = 0} el saa iga nullist
erinevat mittepooratavat elementi esitada taandumatute elementide korrutisena.

Osutub, et faktoriaalsuse definitsioonis esinev iihesuse moiste on samavéérne sellega, et vaa-
deldavas ringis kehtib Eukleidese lemma. Seda tulemust me kéesolevas kursuses téestada ei joua.

Teoreem 9.38. Kui nulliteguriteta kommutatiivse ringi R mistahes nullist erinev mittepddratav
element on esitatav taandumatute elementide korrutisena, siis ring R on faktoriaalne parajasti
suis, kui iga a,b € R ja taandumatu p € R korral kehtib implikatsioon

plab= (p|laVvp|b).
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Teoreem 9.39. FEukleidese ring on faktoriaalne ring.

TOEsTUS. Olgu R Eukleidese ring ja 6 : R\ {0} — N U {0} sellele vastav kujutus. Néitame
esiteks, et § viheneb mittepooratavatel teguritel, s.t. kui R 2 a = be, kus b,¢ € R on nullist
erinevad mittepooratavad elemendid, siis d(a) > §(b). Definitsiooni kohaselt §(a) > d(b), seega
tuleb meil vilistada juht §(a) = §(b). Oletame vastuvéiteliselt, et viimane vordus siiski kehtib
ja leiame Eukleidese ringi jadgiga jagamise abil ¢, € R nii, et b = aq + r, kus §(r) < d(a) voi
r = 0. Vaatleme moélemat juhtu.

1) r = 0. Siis b = agq, kust a = be = agc. Kuna a # 0 tédnu nullitegurite puudumisele, siis
voime temaga taandada ja leida, et 1 = gc, st ¢ on pooratav. See on vastuolus meie eeldusega.

2) 6(r) < d(a). Kuna 1 — ¢q # 0 (sest ¢ ei ole pooratav) ja b # 0, siis saame kasutada
Eukleidese ringi definitsiooni esimest omadust ja leida, et

5(a) > 3(r) = 3(b — ag) = 6(b — beg) = 8(b(1 — cq)) = 3(b) = 3(a)

Oleme jille joudnud vastuoluni, seega meie oletus d(a) = 0(b) ei kehti ja §(a) > 4(b).

Niitame niiiid, et iga nullist erinev mittepodratav element a € R esitub taandumatute ele-
mentide korrutisena. Kui a on taandumatu, on ta vaadeldav iihest taandumatust tegurist koos-
neva korrutisena. Kui a ei ole taandumatu, siis a = be, kus b,c¢ € R\ {0} on mittepooratavad.
Kui b ja ¢ on taandumatud, on meil esitus olemas. Kui iiks neist, iildisust kitsendamata b, ei ole
taandumatu, siis b = ef, kus e, f € R\{0} on mittepdoratavad. Jille, kas e ja f on molemad taan-
dumatud voi me saame iithe v6i molemad neist esitada mittepooratavate elementide korrutisena.
Kuna toestuse esimese osa pohjal on § viirtused nullist erinevatel mittepooratavatel teguritel
rangelt kahanevad ja § minimaalne véédrtus on 0, siis seda teguriteks lahutamise protsessi ei
saa lopmatult jatkata ja lopliku arvu sammude jérel on a esitatav taandumatute elementide
korrutisena.

Viimaks on meil vaja niidata, et nullist erineva mittepdoratava elemendi esitus taandumatute
elementide korrutisena on iihene definitsioon [9.36| mottes. Teoreemi tottu piisab, kui me
néditame, et ringis R kehtib Eukleidese lemma. Olgu p € R taandumatu ja p | ab, a,b € R.

Tihistame d := SUT(p, a). Siis d | p ehk leidub d’ € R nii, et dd’ = p. Kuna p on taandumatu,
siis on kaks voimalust.

1) d on pooratav. Jérelduse pohjal teame, et leiduvad u,v € R nii, et pu + av = d.
Korrutades selle vorduse molemaid pooli elemendiga b saame vorduse

pub + abv = bd.

Kuna eelduse p | ab ja lause tottu p jagab selle vorduse vasakut poolt, siis ta jagab ka
elementi bd. Seega leidub ¢ € R nii, et pc = bd. Siit saame p(cd~') = b ehk p | b.
2) d' on pooratav ehk d ~ p. Kuna p | d ja d | a, siis transitiivsuse tottu ka p | a. O

Kahe erineva algarvu suurim iihistegur on 1. Analoogiline omadus on ka taandumatutel
poliinoomidel.

Lemma 9.40. Olgu K korpus. Kuip,q€ K[X] on mitteassotsieeritud taandumatud poliinoomid,
siis SUT (p, q) = 1.

TOESTUS. Oletame vastuviiteliselt, et poliinoomide p ja ¢ suurim iihistegur d ei ole 1. See
tdhendab, et d ei ole konstantne poliinoom, deg(d) > 1. Kuna d | p ja d | g, siis leiduvad
poliinoomid p;,q1 € K[X] nii, et dp1 = p ja dgi = q. Kuna p,q # 0, siis ka p;,q¢1 # 0. On
jargmised voimalused.
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1. deg(p1) = deg(q1) = 0. Siis p1, ¢ on konstantsed poliinoomid ja seega p ~ d ~ ¢, kust p ~ ¢,
mis on vastuolus eeldusega.

2. deg(p1) > 1. Siis p on kahe mittekonstantse poliinoomi (d ja p;) korrutis, mis on vastuolus p
taandumatusega.

3. deg(q1) = 1. Sel juhul tekib vastuolu g taandumatusega. O

Lause [9.31] osast 2., teoreemist ja lemmast saab niiiid tuletada aritmeetika pohi-
teoreemi analoogi ringi K[X] jaoks.

Jédreldus 9.41. Olgu K korpus. Iga mittekonstantse poliinoomi f € K[X]| saab (tegurite jirje-
korra tipsuseni iiheselt) esitada korrutisena

ki, k m
f=apy'ps?. . phr,
kus a € K, p1,p2,...,pm on paarikaupa ihistequrita unitaarsed taandumatud poliinoomid ja
ki,...,kmn €N,

9.7. Jagatiste korpus

Selles paragrahvis uurime konstruktsiooni, mille abil muuhulgas konstrueeritakse ratsionaal-
arvud lahtudes taisarvudest.
Olgu R # {0} nullitegureita kommutatiivne ring. Defineerime hulgal

Rx (R\{0}) = {(a,b) | a,b € R,b # 0}

binaarse seose p jargmiselt:
(a,b)p(c,d) <= ad = bc.

Veendume, et p on ekvivalentsiseos.
Kuna ab = ba, siis (a,b)p(a, b) ja seega p on refleksiivne. Et

(a,b)p(c,d) <= ad = bc <= cb = da <= (c¢,d)p(a,b),

siis on see seos ka siimmeetriline. Transitiivsuse toestamiseks oletame, et kehtib (a,b)p(c, d)
ja (c,d)p(e, f). Siis ad = be ja c¢f = de. Jarelikult adf = bef = bde. Taandades elemendi d
vordusest adf = bde (paneme téhele, et d # 0) saame vorduse af = be, mis tdhendab, et
(a,b)p(e, f). Sellega on ka transitiivsus ndidatud ja p on ekvivalentsiseos.

Paari (a,b) € R x (R\ {0}) ekvivalentsiklassi seose p jargi tdhistame siimboliga §. Seega
voime Gelda, et

a C
g—g<:>(ld—bc.

Paneme téhele, et

ac a

be

b
mistahes a € R ja b,c € R\ {0} korral, sest achb = bca.
Vaatleme faktorhulka seose p jérgi:

Q(R) == (R x (R\{0})/p = {} | a;ve Rb £ 0}.
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Hulgal Q(R) defineerime liitmise ja korrutamise valemitega

a ¢ ad+bc
b'd T bd
a ¢ ac
bd T b
Tuleb veenduda, et need definitsioonid on korrektsed. Olgu
a - aq . C _ C1
b b Y a4 4

Siis aby = bay ja cd; = dey. Korrutades esimest neist vordustest elemendiga dd; ja teist elemen-
diga bb; saame

adbidy = aydqibd,
bcbldl = blclbd,
millest vastavate poolte liitmisel jareldub, et adbid; + bebidy = a1dibd + bicibd. Kasutades
distributiivsust voime kirjutada (ad + be)bidy = bd(aid; + bicy), mis tdhendab, et
ad+bc aidy + by
bd  bidy

Seega on liitmine korrektselt defineeritud. Korrutamise korrektsuse kontrolli jétame lugejale
labimotlemiseks.

Teoreem 9.42. Mistahes nullitequreita kommutatiivse ringi R # {0} korral on Q(R) korpus.

TOESTUS. Et 0-1 # 1-1, siis % £ % ja seega hulgas Q(R) on vihemalt 2 elementi. Kuna
a 0 a-14+0-0 a 0 a

D S I R A T
mistahes § € Q(R) korral, siis % on nullelement liitmise suhtes. Saab nédidata, et % on iihikelement
korrutamise suhtes ja et elemendi 3, kus a, b # 0, péérdelement on 2. Uksikasjade liabitegemise
jatame lugeja hooleks. O

Definitsioon 9.43. Korpust Q(R) nimetatakse nullitegureita kommutatiivse ringi R jagatiste
korpuseks.

Konstrueerides tdisarvude ringi Z jagatiste korpuse Q(Z) saame ratsionaalarvude korpuse
Q.

Nii nagu téisarv a samastatakse ratsionaalarvuga { saab ka ringi R elemendi a samastada
korpuse Q(R) elemendiga .

Lause 9.44. Olgu R nullitegureita kommutatiivne ring. Siis korpuse Q(R) alamhulk
R = {9 lae R}
1
on ise ka ring hulgal Q(R) defineeritud tehete suhtes. See ring on isomorfne ringiga R.

TOESTUS. Esimese viite toestuse jitame ldbimotlemiseks lugejale.
Kujutuse f: R — R’ defineerime vordusega

. . .. . . o .. b
mistahes a € R korral. On selge, et see kujutus on siirjektiivne. Kui f(a) = f(b), siis § = 7,

millest al = 1b ehk a = b. Seega on f ka injektiivne. Ka definitsiooni [2.3] iilejdéinud tingimuste
kontroll pole keeruline. O
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9.8. Ratsionaalmurdude korpus

Kui K on korpus, siis poliinoomide ring K[X] on nullitegureita kommutatiivne ring. Seega
voime konstrueerida tema jagatiste korpuse

f
g

QIK[X]) = { | fg € KIX].g £ o}

nii nagu seda tegime eelmises paragrahvis. Korpust (K [X]) nimetatakse ratsionaalmurdude
korpuseks iile korpuse K ning tihistatakse K (X). Korpuse K(X) elemente nimetatakse
ratsionaalmurdudeks.

Ratsionaalmurdude jaoks saab defineerida astme, mis on teatud téisarv (voib olla ka nega-
tiivne).

Definitsioon 9.45. Ratsionaalmurru g € K(X), kus f,g # 0, aste on f astme ja g astme
vahe:

deg (fq") = deg(f) — deg(g).

Veendume, et see definitsioon on korrektne. Oletame, et _f;% = g—z. Siis fig2 = fog1. Kuna
korpuses ei ole nullitegureid, siis lause pohjal

deg(f1) + deg(g2) = deg(f192) = deg(fag1) = deg(f2) + deg(g1).

Siit aga jareldub vordus deg(f1) — deg(g1) = deg(f2) — deg(g2) ehk deg (i%) = deg <§—§> Seega

on ratsionaalmurru astme definitsioon téepoolest korrektne.

Definitsioon 9.46. Nullist erinevat ratsionaalmurdu £ € K(X) nimetatakse lihtmurruks,
kui tema aste on negatiivne (s.t. f aste on viiksem kui g aste).

Naiide 9.47. Ratsionaalmurd 5
2X° —4X +5
— — — cR(X
X5 —-3X2 € R(X)
on lihtmurd, sest

2X3 —4X +5 3 5 9
Lause 9.48. Iga nullist erinev ratsionaalmurd on theselt esitatav polimoomi ja lihtmurru sum-
mana.

TOESTUS. Vaatleme ratsionaalmurdu g € K(X), kus f,g # 0. Jagades poliinoomi f jédgiga

poliinoomiga g saame leida poliinoomid ¢ ja r nii, et f = gq+ r ja deg(r) < deg(g). Siis aga

+r r
f_gatr_g9a,r

g g g g

kus g on lihtmurd. (Siin kasutasime seda, et ratsionaalmurd { on samastatud poliinoomiga q.)
Naitame niitid, et sellised esitused on iihesed. Oletame, et

f

q1 q2
—=p1+—=p2+ —,
g 1 T

2
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kus p1,p2 on poliinoomid ja £, 2 on lihtmurrud. Siis

92 g1 Tiq2 —T2q1
pr—p2=————"=—"""""".
re T r1r2

Kasutades vorratust (37) ja lauset saame, et

deg(p1 — p2) = deg <

= deg(r1g2 — r2q1) — deg(r17r2)

< max(deg(rigz), deg(r2q1)) — deg(ri17r2)

= max(deg(riqz) — deg(r172), deg(req1) — deg(rirsa))
= max(deg(q2) — deg(r2), deg(q1) — deg(r1))

< 0.

192 — T2q1
rir2

Ainuke poliinoom, mille aste on negatiivne, on nullpoliinoom, seega p; — po = 0 ehk p; = po.
Vordusest p1 + % =p2+ % jareldub siis, et ka % = %. Seega ratsionaalmurd esitub ainult iihel
viisil poliinoomi ja lihtmurru summana. |

Definitsioon 9.49. Nullist erinevat ratsionaalmurdu g € K(X) nimetatakse algmurruks, kui
g = p", kus n on naturaalarv, p on taandumatu poliinoom ja deg(f) < deg(p).
Niide 9.50. Ratsionaalmurrud

4 2X +3
R(X) ja —ot2
sx 15 SR ey €

on algmurrud, aga ratsionaalmurd

ei ole algmurd.
Jargmise teoreemi toestamiseks ldheb meil vaja kahte tulemust poliinoomide kohta.

Lause 9.51. Olgu f,g1,...,9m € K[X], kus K on korpus. Kui SUT(f, g;) = 1 igai €{1,...,m}
korral, siis ka SUT(f,g1...gm) = 1.

TOESTUS. Oletame vastuviiteliselt, et d :== SUT(f, g1...9m) # 1. Siis ka d # 0, sest vastasel
korral 0 | fja 0| g1...9m, kust f =0, g1...gm = 0 ja nullitegurite puudumise téttu g; = 0
mingi i € {1,...,m} korral. Aga niiiid SUT(f, ;) = 0 # 1, vastuolu. Kuna korpuses on kaik
konstandid peale 0 omavahel assotsieeritud, siis lause[9.21]tdttu on d mittekonstantne ja jirelduse
p6hja1 peab tal olema vihemalt iiks taandumatu tegur p € K[X]. Kunap |djad| g1 ... gm,
siis ka p | g1...9m. Eukleidese ringis K[X] kehtib teoreemide ning tottu Eukleidese
lemma, jarelikult p | g; mingi j € {1,...,m} korral. Aga niiiid p | d, d | f, seega ka p | f ja
p | g;. Suurima iihisteguri definitsiooni pohjal p | SUT(f, gj) = 1, ehk p on podratav. Samas, p on
taandumatu ja taandumatu element ei saa olla pooratav. Oleme jéudnud vastuoluni, mistottu
peab ikkagi kehtima d = 1. |
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Jéareldus 9.52. Kui polinoomid f,g € K[X] on thistegurita ja k,l € N, siis ka polinoomid
f¥ g' € K[X] on iihistegurita.

TOEsTUS. Rakendame lauset [9.51|juhule f = f, g; = ¢g,7=1,...,[, mida me saame teha eelduse
SUT(f,g) = 1 tottu. Siis SUT(f, ¢') = 1. Vottes analoogiliselt f = ¢' ja g; = f, i =1,...,k,
saame SUT(g!, f) = 1 abil, et SUT(g%, *) = 1, mida oligi tarvis tGestada. O

Uheks olulisemaks tulemuseks ratsionaalmurdude kohta on jirgmine teoreem.
Teoreem 9.53. Iga lihtmurd iile korpuse K on esitatav algmurdude summana.

TOESsTUS. 1) Niitame koigepadlt, et kui 5 € K(X) on lihtmurd ja g = g1g2, kus SUT (g1, 92) = 1,
siis g on esitatav kujul 5 = o+ 2 kus o ja 22 on lihtmurrud. Kuna K[X] on Eukleidese
ring ja SUT (g1, g2) = 1, siis lause pohjal saab leida sellised poliinoomid wu;,us € K[X], et
1 = uy191+u2go. Korrutades selle vorduse pooli poliinoomiga f saame vorduse f = fu191+ fuogo.
Jagame poliinoomi fuy jédgiga poliinoomiga go. Tekivad jagatis q ja jadk vo nii, et

fur =gag+ve ja deg(ve) < deg(ga).
Siis
[ = fuigr + fuzge = (92q + v2)g1 + (fu2)g2 = (919 + fu2)g2 + v2g91 = v1g2 + v2g1,
kus oleme téhistanud g1q + fue =: vy. Jérelikult

v + v v v v v
[ vige 201 _ Vg2 | V21 _ U1 V2

g a9 192 G192 g1 92

)

kus Z—; on lihtmurd.
v1

Néitame, et ka 7! on lihtmurd, see tihendab, et deg(vi) < deg(g1). Selleks oletame vas-
tuviiteliselt, et deg(vi) > deg(g1). Siis

deg(v1g2) = deg(v1) + deg(g2) > deg(g1) + deg(g2) = deg(g192) = deg(g).

Varratusest deg(ve) < deg(gz) aga jéreldub, et

deg(v2g1) < deg(gag1) = deg(g) < deg(vig).

Seega
deg(f) = deg(viga + v2g1) = deg(vig2) = deg(g).

Varratus deg(f) > deg(g) on aga vastuolus eeldusega, et 5 on lihtmurd. Jérelikult peab kehtima

vorratus deg(vi) < deg(g1) ning 1 on lihtmurd.

2) Et 5 on lihtmurd, siis ¢ on mittekonstantne poliitnoom. Ténu jéreldusele saame g
esitada kujul
k1 K m
g =o'yt Py
kus c € K, p1,p2, ..., Dpm on paarikaupa iithistegurita taandumatud poliinoomid ja ki, ko, ..., knp

on naturaalarvud. Néditame matemaatilise induktsiooni abil, et iga lihtmurd ———— h  kus r €
Dy Pr
{2,...m}, on esitatav summana

h al . . ar
k N N L Y
pit...pr it Dy
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kus liidetavad on lihtmurrud. Téanu jéareldusele on poliinoomid p]fl ja pé’? tihistegurita, seega
kasutades tGestuse esimest osa ndeme, et viide kehtib r = 2 korral. Oletame niiiid, et 7 > 2 ja et

viide kehtib 7 — 1 korral. Kuna SUT (pfﬂpf?) =1ligai € {1,...,r—1} korral, siis lausest [9.51

jareldub, et SUT (p]fl p]::_ll, p,’fT) = 1. Seega toestuse esimese osa pohjal

h a b

k o1 ke ok oot ke
Pyt .p pr pit...p, Dr

a

kus liidetavad on lihtmurrud. Kasutades induktsiooni eeldust saame murru ——"— esitada

Py Prq
lihtmurdude summana ning seega on meil vajalik summa olemas ka murru —- ,?Ti —— Jjaoks,
Py Pplq Pr

s.t. véide kehtib r korral.
Toestatud viitest jareldub r = m ja h = ¢~ f korral, et

f ccf cLf a1 as a
P k1, ko b k1 ko e k1+ k2+"'+ /::n’
Y CPy Py” ---Pm b1 Py - -Pm b1 Py Pm

kus koik liidetavad on lihtmurrud.

3) Toestuse lopetamiseks peame néitama, et mistahes lihtmurd z%’ kus p on taandumatu

poliinoom, on esitatav algmurdude summana. Olgugi % selline lihtmurd. Jagame poliinoomi a

pk
jasgiga poliitnoomiga pF~1:
a=qp*t+u, deg(vy) < deg(p® ).

Niitame, et
deg(q1) < deg(p).
Kui oletaksime vastuviiteliselt, et deg(q;) > deg(p), siis
deg(a) = deg(qip" ™" + v1) = deg(qp* ') > deg(pp" ™) = deg(p®),
mis on vastuolus eeldusega, et 1% on lihtmurd.
Jagame niiiid jadgi v, jifigiga poliinoomiga p*—2. Tekivad jagatis go ja jédk vy nii, et
v1 = @p* 2+ v, deg(vo) < deg(pF2), deg(qz) < deg(p).

Analoogiliselt jitkates jouame vorduseni ja vorratusteni

Vk—2 = qk—1P + vk—1, deg(vp_1) < deg(p), deg(qr_1) < deg(p).

Siis aga
_ okl k—2
a=qip + q2p + ..o+ Qg—1p + Vg1,
millest a 7 ¢ q v
1 2 k—1 k—1

=T

pk: D p2 pkz—l pk:
Kuna liidetavad viimases summas on algmurrud, siis on teoreem tdestatud. O

Mirkus 9.54. Eelmise teoreemi toestuses peitub ka algoritm lihtmurru esitamiseks algmurdude
summana. Méargime, et selle algoritmi keerukaim osa on poliinoomi g tegureiks lahutamine.

Seda teoreemi kasutatakse matemaatilises analiiiisis ratsionaalfunktsioonide integreerimisel
juhul kui K = R. Tépsemalt voib selle kohta lugeda néiteks jargmistest allikatest:
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e Gunnar Kangro, Matemaatiline analiiiis I, 1982, lk. 313-329,
e Leiki Loone ja Virge Soomer, Matemaatilise analiiiisi algkursus, 2007, lk. 173-180,

e Elmar Reimers, Matemaatilise analiiiisi praktikum I, 1988, 1k. 139-144.

9.9. Poliinoomi juured

Kéesolevas paragrahvis eeldame kéikjal, et R on nullitegureita kommutatiivne ring, milles on
vihemalt kaks elementi. Teatud pohjustel on juurtest raikides otstarbekas nummerdada polii-
noomi kordajaid vastupidises jdrjekorras, s.t. nii, et pealiikme kordaja on ag, jirgmise liikme
kordaja a; jne.

Definitsioon 9.55. Olgu R nullitegureita kommutatiivne ring,
f(X) =apX™+ X" '+ a1 X +ay

poliinoom ringist R[X] ja ¢ € R. Ringi R elementi

ac® + a1+t an_ic+ay
nimetatakse polilnoomi f(X) vairtuseks kohal ¢ ja tihistatakse f(c).
Niide 9.56. Poliinoomi f(X) = X3 +3X + 4 € Z5[X] viirtus kohal ¢ = 2 on

f@)=2"+3-244=8+4+6+4=3+1+4=3.

Definitsioon 9.57. Elementi ¢ € R nimetatakse poliinoomi f(X) juureks, kui f(c) = 0.

Teoreem 9.58 (Bezout’ teoreem))’| Poliinoomi f(X) € R[X] vidrtus kohal ¢ € R on vordne
jaagiga, mis tekib polinoomi f(X) jagamisel polinmoomiga X — c.

TOESTUS. Jagame poliinoomi f(X) € R[X] jadgiga lineaarpoliinoomiga X — ¢, kus ¢ € R:
f(X) = (X = )g(X) +r(X), deg(r(X)) <deg(X —c)=1.

Kuna deg(r(X)) < 1, siis 7(X) = r € R on konstantne poliinoom. Kui kaks poliinoomi (antud
juhul f(X) ja (X — ¢)g(X) + r(X)) on vordsed, siis on vordsed ka nende viirtused kohal c.
Jarelikult

fle)=(c—c)-qlc)+r=0+r=r.

Bezout’ teoreemist ja jaguvuse definitsioonist jareldub jargmine tulemus.

Jareldus 9.59. Element ¢ € R on poliinoomi f(X) € R[X] juur parajasti siis, kui X —c | f(X).

Etienne Bézout (1730-1783) — prantsuse matemaatik
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TOESTUS. TARVILIKKUS. Kui f(c) = 0, siis jadk f(X) jagamisel polilnoomiga X — c on 0. Seega

f(X) = (X —c)q(X), kus ¢(X) € R[X]. Jarelikult X —c | f(X).

Piisavus. Selle jatame ldbimdtlemiseks lugejale. O
Poliinoomi véairtuse leidmiseks kohal ¢ v6ib muidugi kasutada definitsiooni ja arvutada

nii nagu néites :9.56|, kuid tuleb vilja, et on ka veidi lihtsam voimalus. Olgu poliinoomi f(X) =
ao X"+ a1 X" '+ ... 4+ an_1X + a, ja polilnoomi X — ¢ jagatis

(X)) =bo X" X" 4 by o X by

ning jadk r € R. Siis kehtib vordus

Selle vorduse paremal poolel on poliinoom
boX™ 4 (b1 — cbo) X" 4 (by — b)) X" 2 4 ...+ (by1 — cbp_2)X + (r — cby_1).

See poliilnoom peab vorduma poliinoomiga f(X), mis tdhendab, et X vastavate astmete kordajad
peavad olema samad. Seega peavad kehtima vordused

ap = by, bo = ap,
al = b1 — Cbo, bl = ai+ Cb(),
as = b2 — Cbl, bQ = az+ Cbl,
ehk
p—1 = byp_1—cby_a, bp—1 = ap—1+cbyp_o,
an = 1 —cbp_1, r = ap-+cby_1.

Jagatise ¢(X) ja jadgi r leidmist nende vorduste abil kutsutakse Hornerﬂ skeemiks.
Harilikult esitatakse Horneri skeem jéargneva tabeli kujul:

apg aj as N ¢ 7o | (07
c cbg cby ... cbp_o cby_1 .
‘ bo b1 by ... b1 T

Selle tabeli teise rea elemendid saadakse kolmanda rea elementide korrutamisel c-ga ja joone all
olevad elemendid saadakse joone kohal olevate elementide liitmisel. Tihti jdetakse selle tabeli
teine rida iildse é&ra.

Niide 9.60. Rakendame Horneri skeemi néites olnud poliinoomi f(X) = X3+3X +14 ¢
Z5[X] jaoks:

=

[\]]
N | Ol
DO | ol
[SU] NN

kust nieme, et f(2) = 3.

Poliinoomi juure korral v6ib réadkida selle kordsusest.

YWilliam George Horner (1786-1837) — inglise matemaatik
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Definitsioon 9.61. Olgu k naturaalarv. Elementi ¢ € R nimetatakse poliinoomi 0 # f(X) €
R[X] k-kordseks juureks, kui (X —c)¥ | f(X), aga (X — ¢)**1 | f(X) ringis R[X].

Niide 9.62. Arv 1 on poliinoomi f(X) = (X —1)}(X +2) = X3 - 3X +2 € Z[X] kahekordne
juur ja arv —2 on selle poliinoomi iihekordne juur.

Niide 9.63. Poliinoomi f(X) = X4 —4X3 4+ 5X2 — 4X + 4 € R[X] saab esitada kujul
F(X) = (X =2)%(X* +1).

Siit ndeme, et sellel poliinoomil on kahekordne juur 2. Kui vaatleksime seda poliinoomi iile
korpuse C, siis oleks tal veel ka iihekordsed juured ¢ ja —i.

Lause 9.64. Olgu 0 # f(X) € R[X], kus R on nullitequreita kommutatiivne ring. Olgu cq, . .. ,cm,
poliinoomi f(X) wvastavalt ki, ..., ky-kordsed juured, mis on paarikaupa erinevad. Siis leidub
selline poliimoom g(X) € R[X], et

FIX) = (X =) (X = em)Pmg(X),
kusjuures iikski elementidest c1,. .., ¢y ei ole polinoomi g(X) juur. Lisaks sellele
ki+ ...+ km < deg(f(X)).

Selle lause teine pool sonastatakse tihti ka kujul: polinoomi f(X) juurte koguarv (kordsust
arvestades) ei iileta selle poliinoomi astet.

TOESTUS. Toestame viite induktsiooniga m jargi. Juhul m = 1 kehtib see juure kordsuse defi-
nitsiooni pohjal.

Eeldame niitid, et véide kehtib m — 1 juure korral ja néitame, et see kehtib ka m juure
c1,-..,Cy korral, mille kordsused on vastavalt ki, ..., k,,. Eelduse pdhjal

FX)=(X —c)" .. (X = cmo1)P™'h(X),

kusjuures iikski ringi R elementidest ¢y, ..., ¢pn—1 €l ole poliinoomi A(X) juur. Kuna ¢, — ¢ #
0,...,Cm — Cm—1 # 0 ja R on nullitegureita, siis (¢, — 1) ... (¢m — ¢m_1)""1 # 0. Vordusest
f(em) = 0 jéreldub, et h(cy,) = 0. Jérelduse pohjal X — ¢, | h(X). Olgu s suurim natu-
raalarv, mille korral (X — ¢;;,)° | h(X). Siis leidub g(X) € R[X] nii, et

h(X) = (X = cm)*g(X)
ja g(em) # 0. Kuna ¢, on polinoomi f(X) ky,-kordne juur, siis s < ky,. Samal pohjusel leidub

poliinoom u(X) € R[X] nii, et
F(X) = (X = ep)™u(X)

ja u(cm) # 0. Oletame vastuviiteliselt, et s < kp,. Et ring R[X] on nullitegureita, siis on ta
taandamisega ja seega vordusest

(X — cm)kmu(X) = (X — cl)kl (X = cm,l)kmfl(X —cm)’9(X)
jareldub vérdus

(X — cm)km_su(X) =(X— cl)k1 (X = cm_l)km—lg(X),
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kus k,, — s > 1. Asendades ¢,, selle vorduse molemal poolel olevasse poliinoomi saame, et

k1

0= (Cm - Cl) .- (Cm - Cm—l)kmilg(Cm)’

kust g(cn,) = 0, mis on vastuolus eelnevaga. Jirelikult s = k,,,, mis annabki meile vorduse
FX) = (X — )" .. (X = cm)fmg(X).
Kuna f(X) # 0, siis ka g(X) # 0 ja seega deg(g(X)) > 0. Lauset kasutades saame

deg(f(X)) = k1 + ...+ kpy + deg(g9(X)),

millest vorratuse deg(g(X)) > 0 tottu jareldub, et

deg(f(X)) = ki + ...+ knm.

|

Meenutame, et lineaarpoliinoomid on esimese astme poliinoomid, see tdhendab poliinoomid
kujul aX + b, kus a # 0.

Lause 9.65. Olgu R nullitegureita kommutatiivne ring ja olgu f(X) € R[X]| n-nda astme
poliinoom, kus n € N. Kui polinoomil f(X) on ringis R kordsusi arvestades n juurt, siis f(X)
on esitatav lineaarpoliinoomide korrutisena.

Kui R on korpus ja polimoom f(X) on esitatav lineaarpolinoomide korrutisena, siis on
poliinoomil f(X) korpuses R n juurt.

ToErsTUS. Olgu deg(f(X)) = n € N ja olgu ¢p,...,¢, polinoomi f(X) juured (siin voib
1,-..,¢p hulgas olla vordseid elemente). Lause pohjal leidub poliinoom ¢g(X) € R[X]
nii, et

fX) =X —c1)... (X = ca)g(X).

Ténu lausele peab ¢g(X) olema nullist erinev konstantne poliinoom. Seega f(X) on lineaar-
poliinoomide korrutis.

Oletame niiiid, et R on korpus ja et f(X) on esitatav lineaarpoliinoomide korrutisena. Kuna
f(X) aste on n, siis peab ka neid lineaarpoliinoome olema n tiikki, s.t.

f(X) = (alX + bl)(azX + bg) c (anX + bn)

Siit ndeme, et poliinoomil f(X) on korpuses R n juurt ¢; := —a;lbi, ie{l,...,n}. O

Nagu eespool nédgime, ei pruugi n-nda astme reaalarvuliste kordajatega poliinoomil olla n

reaalarvulist juurt. Osutub, et kui reaalarvude asemel vaadelda kompleksarve, siis see probleem
kaob.

Teoreem 9.66 (Algebra pohiteoreem). Kui n € N ja f(X) on n-nda astme poliinoom iile
korpuse C, siis on tal (kordsusi arvestades) n kompleksarvulist juurt.

Algebra pohiteoreemi tdoestus ei mahu kiesoleva kursuse raamesse. Selle voib leida néiteks
raamatust [1], lk. 222.

104



10. Lineaarkujutused
10.1. Lineaarkujutuse definitsioon

Algebraliste struktuuride uurimisel on suur tahtsus tehteid siilitavatel kujutustel sama tiitipi
struktuuride vahel. Meie vaatleme selliseid kujutusi vektorruumide korral.

Definitsioon 10.1. Olgu V; ja V5 vektorruumid iile korpuse K. Kujutust ¢ : Vi — V5 nimeta-
takse lineaarkujutuseks, kui

LK1. p(a+b) = p(a) + ¢(b) iga a,b € V; korral (s.t. ¢ sdilitab liitmise);
LK2. p(ka) = kp(a) iga a € V1 ja k € K korral (s.t. ¢ sdilitab skalaaridega korrutamise).

Definitsioon 10.2. Lineaarkujutust vektorruumist V iseendasse nimetatakse vektorruumi V
lineaarteisenduseks.

Koigi lineaarkujutuste hulka vektorruumist V; vektorruumi V5 téahistatakse stimboliga
Hom(V1, V5). Vektorruumi V' koigi lineaarteisenduste hulka tédhistatakse siimboliga End(V).
(Hom tuleb sonast “homomorfism”, End sonast “endomorfism”.)

Niide 10.3. 1. Iga vektorruumi V' samasusteisendus 1y on lineaarteisendus.

2. Mistahes vektorruumide Vi ja V5 korral on kujutus Vi3 — V5, mis viib kéik V) vektorid Vo
nullvektoriks, lineaarkujutus. Sellist kujutust nimetatakse nullkujutuseks ja tédhistatakse tihti
slimboliga 0.

3. Olgu A € Mat,, ,(K) fikseeritud maatriks. Kujutus ¢ : K™ — K™, mis on defineeritud
vordusega

p(x) == Az,

x € K", on lineaarkujutus. Siin me samastame vektori x € K™ talle vastava veeruvektoriga.

4. Tasandi vabavektorite vektorruumi [Es iiheks lineaarteisenduseks on teisendus, mis pee-
geldab iga vektorit fikseeritud koordinaatsiisteemi y-telje suhtes.

5. Kui defineerida poliinoomi a, X" +...+a1 X +a¢ € R[X] ja reaalarvu k korrutis vordusega
k(ap, X" +...+a1 X +ag) := kap, X" +...+ ka1 X +kay, siis on hulk R[X] vektorruum iile korpuse
R. Diferentseerimiskujutus

¢ RX] = RIX], f(X)— f(X),
on lineaarne.
Lineaarkujutuse definitsioonist jareldub, et lineaarkujutusel on veel teisigi omadusi.

Lause 10.4. Olgu ¢ : Vi — Va lineaarkujutus. Siis
1. ¢(0) =0;
2. p(—a) = —p(a) iga a € V} korral.
3. pla—b) =p(a) — (b) iga a,b € V1 korral.

Teiste sonadega: lineaarkujutus sdilitab nullelemendi, vastandelemendi votmise ja lahutamise.
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TOESTUS. 1. Definitsiooni pohjal

©(0) = (04 0) = (0) + ¢(0).

Liites selle vorduse molemale poolele —¢(0) saamegi vorduse 0 = ¢(0).
2. Kuna
p(a) +p(=a) = pla —a) = ¢(0) = 0,
siis vastandelemendi definitsiooni pdhjal ¢(—a) = —¢(a) iga a € V; korral.
3. Kui a,b € V1, siis osas 2 tdestatu pohjal

pla—10b) =p(a+(=b) = p(a) + p(=b) = p(a) + (—¢(b)) = ¢(a) — »(b).
O

Tuleb vilja, et lineaarkujutuse defineerimiseks piisab, kui nditame #ra, kuidas see kujutus
tegutseb baasivektoritel.

Lause 10.5. Olgu Vi ja Vi wvektorruumid ile korpuse K, olgu e = {eq,...,en} vektorruumi
Vi baas ja olgu ¢ : e — Va suvaline kujutus. Siis leidub lineaarkujutus ¢ : Vi — Vo nii, et
wle;) =(e;) igai € {1,...,n} korral.

TOESTUS. Defineerime kujutuse ¢ : Vi — V5 jargmiselt:

pla) = (Z aiez) = ai(e)
i=1 i=1

mistahes vektori a = Y ;" | a;e; korral. Kuna vektorruumi V; iga element a on ténu lausele
itheselt esitatav kujul a = Y ;" ;| a,e;, siis on see definitsioon korrektne. On selge, et ¢(e;) = ¥(e;)
igaie{l,...,n} korral.

Kujutus ¢ on lineaarkujutus, sest mistahes vektorite a = 1" | aje; ja b = Y | bie; ning
skalaari k € K korral

® (i aie; + z": bi€i>
i=1 i=1

® (Z(ai + bi)6i> = Z(ai + ;)b (e;)

1=1 =1

= Zaﬂﬁ(@i) + Zbﬂl)(ei) = (Z aiei> +¢ (Z biei> ;
i=1 i=1 i=1 i=1
% (kZaieZ-) = (Z(kai)ez) = Z(kai)w(ei) = kZaiw(ei) = ko (Z aiei) .
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

Nende vorduste juures kasutasime ¢ definitsiooni ja erinevaid vektorruumi omadusi. O

10.2. Lineaarkujutuse tuum ja kujutis
Iga lineaarkujutusega on loomulikul viisil seotud kaks alamruumi.

Definitsioon 10.6. Lineaarkujutuse ¢ : Vi — V5

1. tuumaks nimetatakse hulka

Kerp ={a € Vi|¢(a) =0} CV,
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2. kujutiseks nimetatakse hulka

Imp = {p(a) | a € V1} C V.

Lause 10.7. Olgu Vi ja Vo vektorruumid tle korpuse K. Lineaarkujutuse ¢ : Vi — Vo
1. tuum on vektorruumsi Vi alamruum,

2. kujutis on vektorruumi Vo alamruum.

TOEsTUS. Kuna ¢(0) = 0, siis V; nullvektor kuulub hulka Ker ¢ ja V5 nullvektor hulka Im .
Seega need hulgad on mittetiihjad.
1. Olgu a,b € Ker ¢ ja k € K. Siis

ola+b) =p(a)+ b)) =0+0=0

ja
p(ka) = kp(a) = k0 =0.

Jarelikult a + b, ka € Ker ¢ ja Ker ¢ on vektorruumi V; alamruum.
2. Selle osa toestusest jitame ldbimd&tlemiseks lugejale. O

Osutub, et tuuma pohjal saab kindlaks teha, millal on lineaarkujutus iiksiihene.
Lause 10.8. Lineaarkujutus ¢ : Vi — Vo on iiksiihene parajasti siis, kui Ker ¢ = {0}.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu ¢ iiksithene ja a € Ker ¢. Kuna ¢(a) = 0 = ¢(0), siis iiksithesuse
tottu a = 0. Seega Ker¢ C {0}. Kuna vastupidine sisalduvus on ilmne, siis peabki kehtima
vordus Ker ¢ = {0}.

Prisavus. Eeldame, et Ker o = {0}. Kehtigu vordus ¢(a) = ¢(b), a,b € V. Siis

pla—b) = p(a) — ¢(b) = 0.

Jarelikult a — b € Kerp = {0}, s.t. a — b = 0 ehk a = b. Sellega oleme nididanud, et ¢ on
iiksiihene. O

Lause 10.9. Lineaarkujutus ¢ : Vi3 — Vo on pealekujutus parajasti siis, kut Im p = Va.

TOESTUS. See jareldub vahetult definitsioonidest. O

Definitsioon 10.10. Olgu V; ja V5 vektoruumid iile korpuse K. Neid vektorruume nimetatakse
isomorfseteks, kui leidub bijektiivne lineaarkujutus f : V3 — Va. Téhistatakse V; = Vs.

Niide 10.11. Vektorruumid K" ja Maty,(K) on isomorfsed. Selle isomorfismi realiseerib ku-
jutus

cp:K”—)Matln(K), (k‘l,kg,...,k‘n)i—)(k‘l ]{‘2 k‘n)

Teoreem 10.12. Iga n-mdédtmeline vektorruum dle korpuse K on isomorfne vektorruumiga
K".
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TOEsSTUS. Olgu dimV = n ja olgu e = {ey,..., ey} vektorruumi V' baas. Defineerime kujutuse
p: K™ — V vordusega
gD((kl, e kn)) = kier + ...+ kpen.

Kui (k1,...,kn), (l1,...,ln) € K™, siis

O((k1y ..oy kn) + (1,5 0) = (ki 411, kn + 1) = (k1 +1l)er + ...+ (kn + 1n)en
= kiegr+lier +...+kpen +lnen
= kiegr+...+kpe,+lhe +...+1len
= (k1. ., kn)) +o((l1,...,1n)).

Analoogiliselt saab néidata, et ¢(c(ki, ..., k) = cp((k1,...,kn)) iga ¢ € K korral. Seega ¢ on
lineaarkujutus.
Kuna e on moodustajate siisteem, siis ¢ on pealekujutus. Kuna e on lineaarselt séltumatu,
siis
kier+ ...+ kpep=0 = ki=...k, =0,
mis néitab, et Ker ¢ koosneb ainult vektorruumi K™ nullvektorist (0,...,0). Lause [10.8| pohjal
on ¢ iiksiihene. O

Toestatud teoreem on viga kasulik. Sisuliselt iitleb ta seda, et selle asemel, et teha arvutusi
vektorruumi V' vektoritega voib arvutusi teha nende koordinaatide vektoritega vektorruumis
K™. Sellele asjaolule pohineb niiteks suures osas analiiiitiline geomeetria: selle asemel, et ar-
vutada suunatud sirgloikude ekvivalentsiklassidega tehakse arvutusi nende koordinaatide, s.t.
jarjestatud reaalarvupaaride voi -kolmikutega.

Jareldus 10.13. Kaks vektorit n-modtmelises vektorruumais V' dile korpuse K on vordsed para-
jasti siis, kui nende koordinaatide vektorid on vordsed vektorruumis K™.

ToOEesTUS. Olgu dimV = n ja olgu e = {eq, ..., e, } vektorruumi V baas. Olgu a = aje; + ...+
anen ja b = bie; + ... + bye, kaks vektorit vektorruumis V. Siis kasutades eelmise teoreemi
kujutust ¢ véime Gelda, et

a=b <= ¢((a1,...,an)) = p((b1,...,bn)) <= (a1,...,an) = (b1,...,bp).

10.3. Lineaarkujutuse maatriks

Kui vektorruumides Vi ja Vs on fikseeritud mingid baasid, siis saab iga lineaarkujutusega
p : Vi — V5 siduda teatud maatriksi.

Definitsioon 10.14. Olgu V; ja Vs vektorruumid iile korpuse K, olgu e = {ey,...,e,} vek-
torruumi Vi baas ja € = {e],..., e}, } vektorruumi V2 baas ning olgu ¢ : V3 — V5 lineaar-
kujutus. Lineaarkujutuse ¢ maatriksiks baaside e ja ¢/ suhtes nimetatakse maatriksit
A = (a;j) € Mat,, »(K), mille --nda veeruvektori (i € {1,...,n}) komponendid on vektori ¢(e;)
koordinaadid baasi ¢’ suhtes. Seda maatriksit tihistatakse siimboliga Afo’el.

Kui ¢ on vektorruumi V' lineaarteisendus ja e on vektorruumi V' baas, siis maatriksit AZ°
nimetatakse lineaarteisenduse ¢ maatriksiks baasi e suhtes ja téhistatakse Ag,.
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Vastavalt sellele definitsioonile peavad lineaarkujutuse ¢ korral kehtima vordused
m
o(e;) = ayie) + ...+ amiel, = Z aji€s, (39)
j=1

1=1,...,n.
Lineaarkujutuse maatriksi leidmiseks tuleb
1. leida vektorid ¢(e1), ..., ¢(en),
2. avaldada need baasi ¢’ kaudu,
3. saadud koordinaate veergudesse paigutades moodustada maatriks A.

Nidide 10.15. 1. Samasusteisenduse maatriks mistahes baasi suhtes on iihikmaatriks.

2. Nullkujutuse maatriks misthes baaside suhtes on nullmaatriks.

3. Olgu tasandi vabavektorite vektorruumis Ey fikseeritud mingi ristbaas e = {7, j}. Vaatleme
lineaarteisendust ¢ : B2 — Eo, mis seisneb vektorite peegeldamises y-telje suhtes.

@ »(a@)
i
Kuna
p(i) = —i=(-1)i+0j,
©(4) J =01+ 17,
siis

Tuleb vilja, et lineaarkujutuse rakendamise vektorile voib taandada selle vektori koordi-
naatide veeru korrutamisele lineaarkujutuse maatriksiga. Vektori x koordinaatide veergu baasi

e = {e1,..., ey} suhtes tdhistame siimboliga Z.. Seega
1
Te = < Tr=2x1€1 + ...+ ZTpep.
Ln

Lause 10.16. Olgu Vi ja Vo vektorruumid ile korpuse K, olgu e = {ey,...,e,} vektorruumi
Vi baas ja € = {€),... e} vektorruumi Vo baas ning olgu ¢ : Vi — Va lineaarkujutus. Siis iga
vektori x € V1 korral

o(x), = Afo’e/fe.
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TOESTUS. Olgu @ = x1e1 + ... + Tpep = Y iy Ti€i, kus z1,..., 2, € K, olgu Age, = (a;j) ja

/ bl
AgTe = --- |.Siis
bm,
n
p(z) = (Z iviei)
i=1
n
= Zmiap(ei) (¢ on lineaarkujutus)
i=1
n m
= ZSEZ Z ajie; (vordused (39))
i=1 j=1
n m
= ZZCEZ'CLJ'ZB} (SOl)
i=1 j=1
m n
j=1i=1
m n
= Z (Z ajixi) e;- (mérkus 6.3)
j=1 \i=1
m
= Z bje;, (maatriksite korrutise definitsioon)
j=1
mida oligi tarvis toestada. i

10.4. Lineaarkujutuste vektorruum

Lineaarkujutuste hulga Hom(V3, V3) saab loomulikult viisil muuta vektorruumiks.

Definitsioon 10.17. Olgu V; ja Vs vektorruumid iile korpuse K, olgu ¢, € Hom(V1,V2) ja
k € K. Defineerime kujutused ¢ + 1, kp : Vi — V5 vordustega

(p+v)(a) = ¢la)+1p(a),
(kp)(a) = kp(a),

a€eV.

Selliste definitsioonide puhul Geldakse, et lineaarkujutuste liitmine ning lineaarkujutuse ja
skalaari korrutis on defineeritud punktiviisiliselt. Selleks et leida ¢ + 1 n.6. punktis a, leiame ¢
ja 1 punktis a ning liidame tulemused. Analoogiliselt k¢ korral.

Lause 10.18. Kui Vi ja Vi on vektorruumid ile korpuse K, siis hulk Hom(V1,Va) on vektor-
ruum eespool defineeritud liitmise ja skalaaridega korrutamise suhtes.
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TOEsTUS. Kontrollime kdigepealt, et ¢ + 1 ja k¢ on lineaarkujutused. Toepoolest,

(p+¢)at+b) = @lat+b)+latb)=pla)+eb)+ba)+1(b)
= wla) +¢(a) + () ¥(b) = (¢ +9)(a) + (¢ +)(b),
(e +¢)la) = @(a)+P(la) =lp(a) +lp(a) = l(p(a) +P(a)) = I((¢ +¥)(a))
(kp)(a+b) = k(p(a+0)) = k(p(a) + @) = kp(a) + kp(b) = (kp)(a) + (kp)(b),
(kp)(la) = k(p(la)) = k(lp(a)) = (kl)p(a) = (Ik)p(a) = l(kp(a)) = I((ke)(a))

iga a,b € V; jal € K korral. Seega on meil tegemist algebraliste tehetega hulgal Hom(Vy, V3).
Veendume, et on tédidetud vektorruumi definitsiooni tingimused. Mérgime esiteks, et hulk
Hom(V1, V2) ei ole tiihi, sest ta sisaldab nullkujutust 0 : V3 — V.
VRI1. Olgu ¢, 9, x € Hom(Vy, V3). Siis iga a € V; korral

((+¥)+x)(a) = (p+¥)(a)+x(a) = (¢(a) +¥(a) + x(a)
= w(a) + (¥(a) + x(a)) = ¢(a) + (¥ +x)(a) = (¢ + (¥ + x))(a),

mis tdhendab, et (¢ + 1)+ x = ¢ + (¥ + x). Analoogiliselt saab néidata, et ¢ + 1 = 1 + @, s.t.
et kehtib VR4.
VR2. Olgu ¢ € Hom(V1, V3). Siis iga a € Vj korral

(¢ +0)(a) = p(a) +0(a) = ¢(a) + 0 = (a)

ehk ¢ + 0 = . See tdhendab, et nullkujutus on nullelement lineaarkujutuste liitmise suhtes.
VR3. Olgu ¢ € Hom(V7, V3). Defineerime kujutuse —¢ : Vi — Vo vordusega

a € Vj. Siis iga a € V korral

(¢ + (=9))(a) = p(a) + (=¥)(a) = ¢(a) + (=¢(a)) =0,

mis tdhendab, et ¢ + (—¢) = 0 ja seega —p on ¢ vastandelement liitmise suhtes.
VR5. Olgu ¢, € Hom(V1, Vo) ja k € K. Siis iga a € V; korral

(Kl +¥))(a) = k(e +9)(a) = k(p(a) +¢(a)) = kp(a) + kip(a)
= (kp)(a) + (k¥)(a) = (ke + k)(a)

ja seega k(p + 1) = ko + ki)
Ulejadnud tingimuste kontroll on analoogiline. |

Nii saadud lineaarkujutuste vektorruumid ja maatriksite vektorruumid on omavahel viga
tihedalt seotud.

Teoreem 10.19. Olgu Vi n-mdootmeline ja Vo m-mdotmeline vektorruum idle korpuse K. Siis
vektorruumid Hom(Vy, Va) ja Maty, »,(K) on isomorfsed.

TOEsTUS. Olgu e = {ey,...,e,} vektorruumi V; baas ja ¢ = {e],...,e],} vektorruumi V5 baas.

Defineerime kujutuse
f :Hom(Vq, Vo) — Maty, »(K)
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vordusega
flp) == AZ",

¢ € Hom(V1, Vo). Veendume, et f on lineaarkujutus.
LK1. Olgu ¢, € Hom(Vy, V5). Siis lause pohjal

(P +)(ei)e = plei) + (e = plei)y + b(ei)y

iga i € {1,...,n} korral, s.t. maatriksi A% = i-s veerg on maatriksite A;’el ja AZ}’e/ i-ndate

so+1/1
veergude summa. Jarelikult A;iw = Aie + Afpe ja

Flo+w) = A%, = A5 + AS = f() + f().

LK2. Selle tingimuse kontroll on analoogiline.

Oletame niiiid, et ¢ € Ker f. Siis f(p) = Afo’el on nullmaatriks, mis tdhendab, et ¢(e;) =0
igai € {1,...,n} korral. Kui niitid a = aje; + ...+ ane, € V1 on suvaline vektor, siis

p(a) =arp(er) + ... +anplen) =0+...+0=0.

See tdhendab, et ¢ on nullkujutus ja me oleme nédidanud, et Ker f = {0}. Lause m pohjal on
f tiksiihene.
Olgu 16puks A = (a;j) € Maty, ,(K). Ténu lausele leidub selline lineaarkujutus ¢ :

V1 — Vs, mille korral
€)= > aiej,
i=1

kus j = 1,...,n. Selle lineaarkujutuse korral f(p) = A. Seega oleme niidanud, et f on peale-
kujutus ja kokkuvottes on f vektorruumide isomorfism. O

10.5. Lineaarteisenduste ring

Olgu V vektorruum iile korpuse K. Vektorruumi V lineaarteisenduste korrutamine definee-
ritakse jérjestrakendamise abil:

(Yp)(a) = ¥(p(a))
Y, o € End(V),a e V.

Lause 10.20. Hulk End(V') on ring lineaarteisenduste liitmise ja korrutamise suhtes.

TOESTUS. Veendume, et lineaarteisenduste korrutis on ka lineaarteisendus. Kui V' on vektorruum
iile korpuse K, p,1 € End(V), a,b € V ja k € K, siis

We)(a+b) = Plpla+b)) =v(pa) +¢(b) = (pa) +¢(pb)) = (Pe)(a) + (Ye)(b),
(Yp)(ka) = Plp(ka)) = (kp(a)) = kp(p(a)) = k((Ye)(a)),

mis tdhendab, et ¢¢ € End(V).

Lause [10.18] tdestuses néigime, et (End(V), +) on Abeli rithm. Samuti teame, et hulga teisen-
duste korrutamine on assotsiatiivne ja samasusteisendus on selle korrutamise suhtes iithikelement.
Seega jaiab veel kontrollida, et kehtivad distributiivsuse seadused.
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Olgugi ¢, 1, x € End(V). Siis iga a € V korral

(e +x))(a) = (¥ +x)(a) =p{(a)+ x(a)) = p(¥(a)) + v(x(a))
(pv)(a) + (¢x)(a) = (¥¥ + ¢x)(a),
(v +x)p)a) = @+ x)(pla) =v(p(a)) + x(p(a)) = (Yp)(a) + (xp)(a)
= (Yo +xp)(a).

Jarelikult (v 4 x) = ¢ + px Ja (¥ + x)e = Yo + xp. O
Lineaarteisenduste ringid on seotud ruutmaatriksite ringidega.

Teoreem 10.21. Olgu V' n-modtmeline vektorruum ile korpuse K. Siis ringid End(V) ja
Mat,,(K) on isomorfsed.

ToOErsTUS. Olgu e = {ey,...,e,} vektorruumi V baas. Defineerime kujutuse
f:End(V) — Mat,,(K)
vordusega

f(p) == Ag,

¢ € End(V). Teoreemi [10.19| tdestuses négime, et selline kujutus on bijektiivne ja siilitab liit-
mise. On selge, et f(1y) = E, kus ithikmaatriks E on ringi Mat,,(K) iihikelement.
Jaab veel ndidata, et mistahes ¢,¢ € End(V) korral f(vp) = f(¢)f(¢) ehk AGAL = Af .

Maatriksi Afw i-s veerg on definitsiooni jargi (v¢)(e;),. Lause [10.16| pohjal

(e)(ei)e = V(p(ei)). = Ayplei), = Ay (AGEi) = (AYAL e,
kus €;, on baasivektori e; koordinaatide veerg baasi e suhtes. Kuna
eg=0-e14+...4+40-€¢;14+1-¢,+0-€41+...+0:¢p,

siis maatriks €;, on veerg, mille -ndal kohal on 1 ja koik iilejddnud komponendid on nullid.
Korrutades maatriksi A;Ag paremalt sellise veeruga saame maatriksi AiAg i-nda veeru. Seega
maatriksite AZ&@ ja A&Afo vastavad veerud on vordsed, mis tdhendab, et ka need maatriksid on
vordsed. O

Votame 16puks veelkord lithidalt kokku téhtsamad seosed lineaarkujutuste ja maatriksite
vahel. Niisiis

Aeew_Aee_i_Aee’

ee e,e’
Akcp o kA<P )

o= AGAC.
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10.6. Sarnased maatriksid

Definitsioon 10.22. Maatrikseid A, B € Mat, (K ) nimetatakse sarnasteks (ja kirjutatakse
A ~ B), kui leidub selline regulaarne maatriks 7' € Mat,,(K), et B = T~ 1AT.

Lemma 10.23. Maatriksite sarnasuse seos on ekvivalentsiseos hulgal Mat,, (K).

TOESTUS. Iga maatriksi A € Mat,,(K) korral A = E~'AFE, kusjuures iihikmaatriks E on regu-
laarne. Seega A ~ A ja seos ~ on refleksiivne.
Olgu A ~ B. Siis B =T~ 'AT, kus T € Mat,,(K) on regulaarne maatriks. Jirelikult

A=TBT'=(T"Y'BT!,
kus ka T~! on regulaarne. Seega B ~ A ja seos ~ on siimmeetriline.
Kui A ~ B ja B ~ C, siis leiduvad sellised regulaarsed maatriksid 7,U € Mat, (K), et
B =T71AT ja C = U"'BU. Jarelikult
C=U'BU=UNT'AT)U = (U'T"HA(TU) = (TU) ' A(TU),

kus ka maatriks TU on regulaarne. See tdhendab, et A ~ C' ja seos ~ on transitiivne. |

Naiide 10.24. Olgu
Siis
ja
e (1 -1 1 2\/1 1\ (-2 —2\(1 1\ (-2 —4
TAT(Ol 3 4 01/ 3 4 o1/ \ 3 7)°
Seega maatriksid
1 2 . -2 —4
34) 7 3 7

Uhes vektorruumis voib vaadelda mitut erinevat baasi. Nendevahelisi seoseid kirjeldab iile-
minekumaatriks, mille kohe defineerime.

on sarnased.

Definitsioon 10.25. Olgu V' n-mootmeline vektorruum iile korpuse K jaolgue = {ey,..., ey},
e ={e},... e} vektorruumi V kaks baasi. Uleminekumaatriksiks baasilt e baasile ¢/ nime-
tatakse maatriksit, mille --ndas veerus (i € {1,...,n}) on vektori e} koordinaadid baasi e suhtes.
Seda maatriksit tihistatakse T .

Seega kui T°¢ = (t;;) € Mat,,(K), siis kehtivad seosed

n
6; =t1e1+ ... +ipien = thiej’ (40)
j=1

ie{l,...,n}.
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Lemma 10.26. Uleminekumaatriks tihelt baasilt teisele on regulaarne.

TOESTUS. Vaatleme iileminekumaatriksit 7' := T¢¢ = (ti;). Olgu TY,T2%,..., T" iiheveerulised
maatriksid, mille elementideks on 7' vastava veeru elemendid. Tédnu lause [7.13| analoogile veer-
gude jaoks voime delda, et maatriks T%¢ on regulaarne, kui tema veeruvektorite siisteem on
lineaarselt soltumatu. Viimane kehtib parajasti siis, kui iikski veeruvektor ei avaldu eelmiste
lineaarkombinatsioonina. Oletame vastuvaiteliselt, et i-s veeruvektor avaldub eelmiste lineaar-

kombinatsioonina. Siis leiduvad sellised skalaarid k1,...,k;_1 € K, et
1 4 ' kitin + ...+ kicat1,i—1
:TZ:lel—i-...—l—ki_lTl_l:
tni kitpn + ...+ kicitn i1
Jarelikult
e, = tyer+...+tpiey

= (kitu+...+kicitii—)er+ ...+ (kitpr + ...+ kicitni—1)en
= ki(tner+...+thmen) +...+kici(tiicier + ...+ tnio1en)
= k:lell 4+ ...+ ki,le;_l,
mis tdhendab, et vektor e} avaldub vektorite €,...,e,_; lineaarkombinatsioonina. Seda aga ei
saa olla, sest baasivektorid on lineaarselt séltumatud. O
Toestame niitid tulemuse, mis néitab, kuidas on omavahel seotud lineaarteisenduse ¢ maat-

riksid erinevate baaside e ja e’ suhtes.

Teoreem 10.27. Olgu V vektorrrum iile korpuse K, olgu e = {e1,...,en} ja e = {e},... e}
selle vektorruumi baasid ja olgu ¢ selle vektorruumi lineaarteisendus. Siis

"1
AY =T 1AST,

kus T = Te¢ .
TOESTUS. Vastavalt teoreemile [10.21] on kujutus
f:End(V) — Mat,(K), ¢ A

ringide isomorfism. Lemma|10.26| pdhjal on maatriks T regulaarne ja seega leidub tal poérdmaat-
riks T~1. Kuna f on pealekujutus, siis leiduvad sellised ¢, x € End(V), et

T=f)=A45, T '=/f(x)=Ag
Siis
fAv)=E=TT"" = f(¥)f(x) = f(¥x)
ja analoogiliselt f(1y) = f(x®). Kuna f on iiksiihene, siis ¥y = 1y = x% ehk teiste sonadega
x = L. Niisiis f(y=1) =T"1
Paneme tihele, et

TTHACT = f ™) (@) f () = F(0™ o) = Ay,
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Vaja oleks niidata, et AS

G 1y = A% Olgu AG = (by), sit.

n
p(e)) = bjie]
j=1
iga i € {1,...,n} korral. Kuna AZ) = T, siis vorreldes nende maatriksite i-ndaid veerge ja
kasutades vordust saame, et
’lﬁ(ez) =te1+ ... +thien = e;- (41)
igai € {1,...,n} korral ning jarelikult
H(el) =7 (P(e) = v (e) = e

igai € {1,...,n} korral. Seda arvestades voime kirjutada
@ ew)(e) = v (p((e))) = (w(e)) = v | D bjie]

= D b () = biies.
=1 j=1

See tihendab, et maatriksi (b;;) i-ndas veerus on vektori (¢ ~l¢i)(e;) koordinaadid baasi e
suhtes. Jirelikult A%, = (bij) ehk T AST = Ag. O
Jéreldus 10.28. Maatriksid A, B € Mat,(K) on sarnased parajasti siis, kui nad on mingi
vektorruumi V' (ile K ) mingi lineaarteisenduse maatriksid mingite baaside suhtes.

TOESTUS. PIISAVUS. See on toestatud teoreemis [10.27]

TARVILIKKUS. Olgu maatriksid A, B € Mat,(K) sarnased, s.t. B = T71AT, kus T = (t;;) €
Mat,,(K) on regulaarne maatriks. Vaatleme vektorruumi K™ ja selle baasi e, mis koosneb vek-
toritest

er = (1,0,0,...,0),
€2 = (071707"'70)5
en = (0,0,0,...,1).

Siis teoreemi [10.21| pdhjal (tdpsemalt kujutuse f siirjektiivsuse pohjal) leidub lineaarteisendus
¢ € End(K") nii, et A= f(p) = AZ. Igai € {1,...,n} korral olgu

e; =tel+ ...+ thien = (th‘, .. ,tm'),

s.t. ¢, € K™ on maatriksi T i-s veeruvektor. Kuna 7' on regulaarne, siis on tema veeruvektorid

e}, ..., el lineaarselt soltumatud ning jirelikult on e = {€},... e/} vektorruumi K" baas.

Uleminekumaatriksi definitsiooni pohjal T' = T . Seega
_ 1 _ =1 _ g€
B=T"AT =T AT = A

ning A ja B on lineaarteisenduse ¢ maatriksid baaside e ja €’ suhtes. O
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10.7. Karakteristlik poliinoom

Seome niiiid iga maatriksiga teatud poliinoomi.

Definitsioon 10.29. Maatriksi A € Mat, (K) karakteristlikuks poliinoomiks nimetatakse
poliinoomi |[A — \E| € K[].

Nieme, et A karakteristliku poliinoomi kordajateks on K elemendid ja muutujaks on A.

Niide 10.30. Maatriksi A = < _? é > € Maty(R) karakteristlik poliinoom on
2 1 10 2 1 A0 2—-A 1
e = (o) (o V)N 0) - (0 D15 4
= A -2\+1

Uldjuhul, kui A = (a;;) € Mat,,(K), siis

all — A a9 A1n
a as — A\ ... a
an1 ans e Qpp — A

Determinandi definitsioonist jareldub kergesti, et maatriksi A € Mat,,(K) karakteristliku polii-
noomi aste on n ja pealiige on (—1)"A".

Lause 10.31. Sarnaste maatriksite karakteristlikud poliinoomid on virdsed.

TOESTUS. Olgu maatriksid A, B € Mat, (K) sarnased. Siis B = T-1AT, kus T on mingi regu-
laarne maatriks. Kasutades maatriksite ja determinantide omadusi saame, et

|IB—\E| = |[T'AT —T'O\E)T| = |T Y (AT — (AE)T)| = |T"'(A - AE)T)
= |[TTHA=AE||T| = [TH|T||A = AE| = |[T7'T||A = AE| = | E||A = \E|
|A— \E|.

|

Definitsioon 10.32. Maatriksi A € Mat, (K) omavéairtusteks nimetatakse selle maatriksi
karakteristliku poliinoomi juuri.

Niide 10.33. Niites [10.30 vaadeldud maatriksi omaviiirtusteks on poliinoomi A2 — 2\ + 1 =
(A —1)? juured. Seega on sellel maatriksil omaviirtus 1, mille kordsus on kaks.

10.8. Lineaarteisenduse omavairtused ja omavektorid

Definitsioon 10.34. Olgu V vektorruum iile korpuse K ja olgu ¢ vektorruumi V' lineaartei-
sendus. Vektorit 0 # a € V nimetatakse lineaarteisenduse ¢ omavektoriks, kui leidub selline
ANeEK, et

v(a) = Aa.

Elementi A nimetatakse sel juhul omavektorile a vastavaks omavairtuseks.
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Niide 10.35. Niites M(4) vaadeldud peegeldamisteisenduse omaviirtusteks on 1 ja —1.
Omavéartusele 1 vastavad omavektorid on need nullist erinevad vektorid, mis on paralleelsed
y-teljega. Omavairtusele —1 vastavad omavektorid on need nullist erinevad vektorid, mis on
paralleelsed z-teljega.

Vektorruumi samasusteisenduse ja nullteisenduse jaoks on kéik nullist erinevad vektorid oma-
vektorid.

Definitsioon 10.36. Lineaarteisenduse karakteristlikuks poliinoomiks nimetatakse selle li-
neaarteisenduse maatriksi karakteristlikku poliinoomi.

Paneme téhele, et lause[10.31| pohjal ei so6ltu lineaarteisenduse karakteristlik poliinoom sellest,
millise baasi suhtes me tema maatriksit vaatleme.

Teoreem 10.37. Lineaarteisenduse omavdidrtusteks on selle teisenduse karakteristliku poliinoo-
mi juured.

TOESTUS. Olgu V' n-modtmeline vektorruum iile korpuse K baasiga e ja olgu ¢ vektorruumi
V' lineaarteisendus. Olgu A = A¢ = (a;;) € Mat,(K). Kui x € V, siis jérelduse [10.13| tottu on

vordus ¢(z) = Aoz samaviirne koordinaatide veergude vordusega ¢(x), = Aox. Lause [10.16
pohjal kehtib iga vektori x € V' korral vérdus

Ténu lausele on iga \g € K korral Aoz, = ATe = M(ETe) = (ME)Te. Seega vektor
x € V'\ {0} on lineaarteisenduse ¢ omavektor parajasti siis, kui
AT, = (VE)T.
ehk
(A5 — X E)Te = 0c

mingi A\g € K korral. Kui

Tn

siis omavektorite x leidmine on samavéidrne homogeense lineaarvorrandisiisteemi

(@11 —Xo)z1+  apx2 +...+ a1y, =0
anizr 4+ (a2 —Ao)xa+...+  amz, =0 (42)
an1T1 4+ apaxo +...4 (ann — Xo)xn =0

nullist erinevate lahendite leidmisega. Element Ay € K on omaviértus parajasti siis, kui sellel
slisteemil leidub nullist erinev lahend.

Veendume, et siisteemil leidub nullist erinev lahend parajasti siis, kui Ag on karakterist-
liku poliinoomi juur. Kui selle siisteemi maatriksi determinant |A — A\gF| on nullist erinev, siis
on tegemist Crameri peajuhuga ja ainsaks lahendiks on nullvektor, mis ei saa olla omavektor.
Seega, kui leidub nullist erinev lahend, siis |[A — A\gE| = 0 ja Ao on karakteristliku poliinoomi
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juur. Vastupidi, kui |A — A\gF| = 0, siis siisteemi maatriksi astak r < n ja lahendite fundamen-
taalsiisteemis leidub n—r > 1 lineaarselt séltumatut vektorit, mis peavad olema nullist erinevad.
Ko6ik need vektorid on omavektorid. O

Teoreemi toestuse pohjal saame jargmise eeskirja omavektorite leidmiseks.

1. Leiame lineaarteisenduse ¢ maatriksi A mingi baasi e suhtes.

2. Leiame poliinoomi |A — AE| juured Aq, ..., Ap.

3. Iga \; (i € {1,...,m}) jaoks lahendame homogeense lineaarvorrandisiisteemi maatrik-
siga A — \;E. Selle siisteemi nullist erinevad lahendivektorid on parajasti lineaarteisenduse ¢
omavektorite koordinaatide vektorid baasi e suhtes.

Vo6ib kiisida, et milliste baaside suhtes on lineaarteisenduse maatriks véimalikult lihtne.
Uhtedeks lihtsamateks maatriksiteks on diagonaalmaatriksid. Osutub, et kehtib jargmine lause.

Lause 10.38. Lineaarteisenduse ¢ maatriks baasi e = {e1, ..., ey} suhtes on diagonaalmaatriks
parajasti siis, kut see baas koosneb teisenduse o omavektoritest.

ToOErsTUS. Olgu ¢ vektorruumi V' (iile korpuse K) lineaarteisendus ja olgu e = {ey,...,e,}
vektorruumi V' baas.
TARVILIKKUS. Kui

kh 0 ... 0
0 ko ... 0
e _
ALP - .. “ . RS .. ’
0 0 ... ky
siis lineaarteisenduse maatriksi definitsiooni tottu iga i € {1,...,n} korral ¢(e;) = k;e;, mis
tdhendab, et ey, ..., e, on ¢ omavektorid.
Piisavus. Olgu ey, ..., e, lineaarteisenduse ¢ omavektorid. Siis leiduvad kq, ..., k, € K nii, et
p(e;) = kie; igai € {1,...,n} korral. Seega A, on diagonaalmaatriks, mille peadiagonaalil on
elemendid kq,..., k,. O
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11. Eukleidiline ruum
11.1. Eukleidilise ruumi moiste ja pohiomadused

Eukleidilise ruumi maéiste on tekkinud geomeetriliste vektorite vektorruumide iildistamisel.

Definitsioon 11.1. Olgu E vektorruum iile korpuse R. Kujutust
ExE—R, (ab)w (a,b)

(vektorite jirjestatud paarile (a, b) seatakse vastavusse reaalarv, mida téhistatakse (a, b)) nime-
tatakse skalaarkorrutamiseks, kui tal on jargmised omadused:

SK1. (a,b) = (b,a) iga a,b € F korral,

(

. {(a+b,¢c) ={a,c) + (b,c) iga a,b, c € FE korral,
SK3. (ka,b) = k(a,b) iga a,b € E ja k € R korral,

(

SK4. (a,a) > 0iga a € E\ {0} korral.

Reaalarvu (a, b) nimetatakse vektorite a ja b skalaarkorrutiseks. Skalaarkorrutist (a,a) nime-
tatakse vektori a skalaarruuduks.

Definitsioon 11.2. Eukleidiline ruum on vektorruum iile korpuse R koos sellel defineeritud
skalaarkorrutamisega.

Definitsioon 11.3. Eukleidilist ruumi nimetame triviaalseks, kui ta sisaldab vaid nullvekto-
rit.

Niide 11.4. Tasandi vabavektorite vektorruumil Eo ja kolmemodtmelise ruumi vabavektorite
vektorruumil Ez saab skalaarkorrutamise defineerida valemiga

- -,

(@,b) := |a| - |b] - cos £(a,b).

-,

kus |@| ja |b| on vektorite @ ja b pikkused ning Z(@,b) on nende vektorite vaheline nurk.
Niide 11.5. Vektorruumis R” (iile korpuse R) saab skalaarkorrutamise defineerida vordusega
<(]€1, koy..., ]Cn), (l17 lo,... ,ln)> =kl + kolo 4+ ... + kply,

s.t. kahe 16pliku jada skalaarkorrutis on nende jadade vastavate komponentide korrutiste summa.
Sellist skalaarkorrutamist nimetame vektorruumi R" standardseks skalaarkorrutamiseks.
Tegelikult on vektorruumil R™ véimalik defineerida lopmata palju erinevaid skalaarkorrutamisi,
neist igaiiks tekitab erineva eukleidilise ruumi.

Markus 11.6. Standardse skalaarkorrutamise abil saab defineerida reaalarvuliste elementidega
maatriksite korrutamise. Olgu A € Mat,, ,(R) maatriks, mille reavektorid on Aq,..., A, € R"
ja B € Mat,,(R) maatriks, mille veeruvektorid on B,..., B? € R". Siis

(A1, BYY (Ay,B?) ... (A, DBP)
A= | 2B (A BY L (A BY) € Matyp(R).
(A, BY (A, B% ... (A, BP)
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Loetleme niiiid méned omadused, mis lihtsasti jarelduvad skalaarkorrutamise definitsioonist.

Lause 11.7. FEukleidilise ruumi E mistahes vektorite a,b,c,a1,...,a, ning mistahes reaalarvu

k korral

TOESTUS. Vordused 1 ja 2 jarelduvad definitsiooni tingimustest SK1, SK2 ja SK3. Vorduse
3 tdestuseks mirgime, et

(a—0b,c) = (a+(=b),c)=(a,c)+ (=b,c) =(a,c) + ((—=1)b,c) = {a,¢) + (=1)(b, ¢)
= (a,c) + (—(b,c)) = (a,c) — (b, ).

Vorduse 4 saame tingimuse SK2 korduval rakendamisel.
Toestame vorduse (0,b) = 0. Selleks votame tingimuses SK3 k=0€ R jaa =0 € E. Siis

(0,0) = (0-0,b) = (ka,b) = k{a,b) = 0-(0,b) = 0,

sest korrutades reaalarvu (0,b) reaalarvuga 0 saame nulli. Vorduse (a,0) = 0 saab toestada
analoogiliselt. O

Eukleidilistes ruumides on véimalik réékida sellistest geomeetrilistest moistetest nagu vektori
pikkus, vektorite vaheline nurk ja vektorite ortogonaalsus, isegi siis, kui need eukleidilised ruumid
ise ei ole 9 ega [Es.

Definitsioon 11.8. Eukleidilise ruumi E vektori a pikkus |a| defineeritakse vordusega

lal := V/(a, ),

s.t. vektori pikkus on ruutjuur tema skalaarruudust. Uhikvektor on vektor, mille pikkus on 1.

Ténu lause [11.7] viimasele véitele véime Gelda, et nullvektori pikkus on null. Tingimusest
SK4 jéareldub, et koigi iilejddnud vektorite pikkused on positiivsed reaalarvud.
Jéargnevas lauses téhistab siimbol abs(k) reaalarvu k absoluutvéértust.

Lause 11.9. FEukleidilise ruumi E mistahes vektorite a ja b korral

|abs({a, b)) < |al - [b], (43)

s.t. skalaarkorrutise (a,b) absoluutvidrtus ei ileta vekorite a ja b pikkuste korrutist.
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TOESTUS. Kui a = 0 voi b= 0, siis lause [11.7)(5) tottu on tdestatava vorratuse molemad pooled
vordsed nulliga ning seega vorratus kehtib. Eeldame edasises, et a # 0 ja b # 0. Olgu k suvaline
reaalarv. Siis kasutades skalaarkorrutamise definitsiooni ja lauset saame, et

0 < {a— kb,a — kb) = (a,a) — {(a, kb) — (kb,a) + (kb, kb) = (a,a) — 2k{a,b) + k*(b, D).

Vottes
_ {a,b)
—(bb)
ja asendades selle arvu eelmisse vorratusse voime Gelda, et
(a,b) (a,b)?
-2 b > 0.
<a’7 a> <b, b) <a’7 > + <b, b>

Korrutades selle vorratuse molemaid pooli positiivse reaalarvuga (b, b) saame vorratuse
(a,a)(5,B) — 2(a,B)? + {a,5)% > 0,

kust {a,a)(b,b) — {a,b)? > 0 ehk (a,a)(b,b) > (a,b)?. Vottes molemast poolest ruutjuure ja

kasutades pikkuse definitsiooni saamegi vorratuse abs((a, b)) < |al - |b]. O

Vorratust (43) nimetatakse Cauchy-Bunjakovski'l| vérratuseks. Tinu sellele vorratusele
—la| - |b] < (a,b) < |a| - 0], jarelikult

(a, b)
la] - [o]

-1< <1

ja seega omab motet jargmine definitsioon.

Definitsioon 11.10. Eukleidilise ruumi £ nullist erinevate vektorite a ja b vaheliseks nurgaks
loetakse sellist nurka ¢ € [0, 7], mille korral

(a.b)
af - o]

cosp =

Kui a =0 v6i b = 0, siis a ja b vaheline nurk ei ole mé4ratud.

11.2. Ortogonaalsed vektorite siisteemid

Definitsioonist [11.10] jireldub, et kui eukleidilises ruumis (a,b) = 0, siis nurk vektorite a ja

b vahel on %

Definitsioon 11.11. Oeldakse, et eukleidilise ruumi F vektorid a ja b on ortogonaalsed ehk
risti (t&histus a L b), kui (a,b) = 0.

Kuna (a,0) = 0, siis nullvektor on ortogonaalne koigi vektoritega.

Definitsioon 11.12. Eukleidilise ruumi vektorite siisteemi nimetatakse ortogonaalseks, kui
selle siisteemi vektorid on paarikaupa ortogonaalsed. Teiste sonadega Geldes: vektorite siisteem
ai, ..., ay, on ortogonaalne, kui

(Vi,j e {1,...,m})(i # j = (a;,a5) =0).

1 Prantsuse matemaatiku Augustin Louis Cauchy (1789-1857) ja vene matemaatiku Viktor Bunjakovski (1804
1889) auks.
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Niide 11.13. Eukleidilise ruumi R* vektorite siisteem

ap = (171)1>]—)7
az = (1717_17_1)7
a3 = (-3,3,0,0)

on ortogonaalne.

Lause 11.14. Kui eukleidilise ruumsi vektorid a ja b on ortogonaalsed ning k ja l on reaalarvud,
siis on ka vektorid ka ja lb ortogonaalsed.

TOEsTUS. Kui a ja b on ortogonaalsed vektorid siis (ka, b) = kl{a,b) = kl-0 = 0, mis tdhendab,
et ka ka ja [b on ortogonaalsed. O

Osutub, et ortogonaalsus on iisna tugev omadus, sellest jareldub lineaarne séltumatus. Voiks
isegi Oelda, et lineaarselt s6ltumatud siisteemid on head, aga ortogonaalsed on veel paremad.

Lause 11.15. Nullist erinevate vektorite ortogonaalne stisteem on lineaarselt soltumatu.
ToOEsTUS. Olgu ay,...,a;, nullist erinevate vektorite ortogonaalne siisteem. Oletame, et
kiay + ...+ kia; + ...+ knam =0.
Siis iga i € {1,...,m} korral
(k1a1 + ... + kia; + ... + kmam, a;) = (0,a;) = 0.
Kasutades lauset saame vorduse
ki{ai,a;) + ...+ ki{ag, a;) + ... + km{am, a;) = 0.

Ortogonaalsuse tottu annab viimane vordus, et k;{(a;,a;) = 0, samas SK4 pohjal (a;,a;) # 0.
Jarelikult k; = 0 iga ¢ € {1,...,m} korral, mis tdhendab, et siisteem a1, ..., a, on lineaarselt
soltumatu. O

Jargnevalt vaatleme {ihte algoritmi, mida kutsutakse Grami—Schmith ortogonalisee-

rimisprotsessiks. Selle protsessi eesmérk on lahtudes vektorite siisteemist ay, ao, ..., amy, kus
ei ole nullvektoreid, konstrueerida uus siisteem b1, bs, ..., b, nii, et
1. siisteem by, bo, ..., b, on ortogonaalne,

2. L(al,ag, ce ,am) = L(bl,bg, ce 7br)-

Uue siisteemi esimeseks vektoriks voetakse vana siisteemi esimene vektor: b; := a;. Hakkame
vektorile by lisama teisi vektoreid. Uue siisteemi teist vektorit by otsime kujul

by = k1b1 + a2,

kus k; on mingi reaalarv. Me soovime, et b; ja by oleks ortogonaalsed, s.t. 0 = (b,be) =
(b1, k1b1 + a2), kust
k1(b1,b1) + (b1,a2) =0
12Taani matemaatiku Jgrgen Pedersen Grami (1850-1916) ja saksa matemaatiku Erhard Schmidti (1876-1959)

auks. Schmidt &ppis aastatel 1893-1899 Tartu Ulikoolis ja 16petas selle kandidaaditésga. Hiljem oli ta Berliini
Humboldti iilikooli rektor ja Saksa DV Teaduste Akadeemia liige.
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Kuna b; ei ole nullvektor, siis (b1, b1) # 0 ja saame arvutada

(b1, az)
(b1,b1)

Sellise ky vadrtuse korral on by L by. Kuna by = kjai+ag € L(ay,a2) jaas = bo—kiby € L(by, b2),
siis lause pohjal voime Gelda, et L(ay,as) = L(by,b2). Voib juhtuda, et by = 0. Siis jatame
vektori by konstrueeritavast siisteemist vélja. See ei muuda ei uue siisteemi ortogonaalsust ega
lineaarset katet.

Oletame niiiid, et lahtudes vektoritest aq,...,as, s € {2,...,m — 1}, oleme konstrueerinud
vektorid by,...,b; (t < s) nii, et

ki:=—

e siisteem b1, bo, ..., b; on ortogonaalne,
e L(ay,azg,...,as) = L(by,ba,... b).
Uue siisteemi jargmist vektorit b;11 otsime kujul
bir1 = kiby + ... + kb + asta,
kus k1, ...,k on mingid reaalarvud. Me soovime, et iga i € {1,...,t} korral (b;, bs11) = 0, s.t.
K1(bi, b1) + ...+ ki(bi, be) + (b as+1) = 0.
Kuna siisteem by, b, . .., b on ortogonaalne, siis saame, et

Ei(bi, bi) + (bi,as41) =0,

kust
T (bis ast1)
(bi, bi)

Leides arvud ki, ..., k; selle valemi jargi saame arvutada vektori by, kusjuures vektorite siis-
teem by, ..., by, bip1 on ortogonaalne. Et by, ..., b € L(a1, aq, ..., as), siis byy1€ L(a, ag, ..., as41)
ja seega kehtib sisalduvus L(by,ba, ..., by, by1) € L(ag, ag,...,asy1). Teisest kiiljest, me nideme,
et asy1 = byp1 — k1by — ... — kiby € L(b1,ba, ..., by, bytq) ning jérelikult kehtib ka sisalduvus
L(ay,az,...,as+1) C L(by,ba, ..., b, biy1). Kokkuvottes oleme saanud, et kehtib vordus

L(al,ag, ceey a5+1) = L(bl, bQ, ceey bt, bt+1).

Kui b1 = 0, siis me teda uude siisteemi ei vota.

Nii saamegi konstrueerida ndutavate omadustega siisteemi b1, ba, . . ., b,.. Vastavalt konstrukt-
sioonile on r < m, s.t. uues siisteemis voib olla vihem vektoreid kui esialgses.

Margime veel, et kui esialgne siisteem a1, as9,...,a, on lineaarselt séltumatu, siis vordus
b1 = 0 ei ole voimalik. Téepoolest, kui see nii oleks, siis k1by + ... + kb + as+1 = 0, aga
kuna k1by + ...+ kiby € L(aq,as, ..., as), siis ndeme, et meil oleks mittetriviaalne lineaarkom-
binatsioon vektoritest a1, ..., as, asy+1, mis vorduks nullvektoriga, see on aga vastuolus lineaarse
soltumatusega. Niisiis lineaarselt soltumatu siisteemi ap,as,...,a, korral me iihtegi vektorit
bi11 valja jitma ei pea ning jéarelikult r = m.

Definitsioon 11.16. Eukleidilise ruumi baasi, mis on samal ajal ortogonaalne vektorite siis-
teem, nimetatakse ortogonaalseks baasiks.
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Ortogonaalse baasi leidmiseks eukleidilises ruumis E tuleks votta selles ruumis mingi moo-

dustajate siisteem ay, ..., a,, ja rakendada sellele ortogonaliseerimisprotsessi. Kuna saadud siis-
teem by, bo, . .., b, on ortogonaalne, siis tédnu lausele[11.15|on ta ka lineaarselt séltumatu. Vorduse
E = L(ay,a2,...,ap) = L(by,be,...,b.) tottu on ta ka moodustajate siisteem.

Definitsioon 11.17. Eukleidilise ruumi vektorite siisteemi nimetatakse ortonormeerituks,
kui see siisteem on ortogonaalne ja selle siisteemi koik vektorid on iihikvektorid. Eukleidilise
ruumi baasi, mis on samal ajal ortonormeeritud vektorite siisteem, nimetatakse ortonormee-
ritud baasiks.

Niide 11.18. Vektorruumide Eq ja E3 ortonormeeritud baase nimetatakse harilikult ristbaasi-
deks ja tdhistatakse vastavalt {;, j} ja {;, 7, E} Selliste baasidega on lugeja kindlasti varem
kokku puutunud. Geomeetrias on ristbaasidel viiga tdhtis koht. Niiteks enamkasutatud geomeet-
riliste joonte (ringjoon, ellips, parabool jne.) voi pindade (sfiér, koonus, silinder, hiiperboloid)
vorrandid on ristbaaside suhtes mérksa lihtsamad kui suvaliste baaside suhtes. Seetottu kasuta-
takse nende uurimisel just ristbaase sisaldavaid koordinaatide siisteeme ehk ristreepereid.

On selge, et vektori a korral |a| = 1 parajasti siis, kui (a,a) = 1. Ténu sellele saab vektorite
slisteemi ortonormeeritust viljendada Kroneckeri delta abil.

Lemma 11.19. Fukleidilise ruumi vektorite siisteem aq,as, ..., a, on ortonormeeritud para-
jasti siis, kui (a;,a;) = 0;; igai,j € {1,...,m} korral.

Olgu by, be, ..., b, eukleidilise ruumi E ortogonaalne baas. Votame
1
C; = 7()1',
|bi]
i=1,...,r. Siis
1 1 1 1 1
|es| = ‘bi = <bi7 bi> =/ 72 (bis bi) = | 77— (i bi) = 1,
|bs] 16| 7 [bs] i (bi, bi)

s.t. ¢1,...,¢. on iihikvektorid. Tédnu lausele on nad paarikaupa ortogonaalsed ja lihtne

on aru saada, et ka L(cy,...,¢.) = L(b1,...,b.) = E. Seega on cy, ..., ¢, eukleidilise ruumi E
ortonormeeritud baas.
Viimati kirjeldatud protsessi nimetatakse siisteemi b1, ba, . .., b, ortonormeerimiseks.

Ortonormeeritud baasid on kasulikud ka selle poolest, et kui teame vektorite koordinaate
ortonormeeritud baasi suhtes, siis on hésti lihtne arvutada nende vektorite skalaarkorrutist.
Selleks on koordinaatvektorite (mis kuuluvad vektorruumi R™) standardne skalaarkorrutis.

Lause 11.20. Olgu e = {ey,...,e,} ortonormeeritud baas eukleidilises ruumis E ning olgu
vektorite x,y € E koordinaadid baasi e suhtes vastavalt x1,...,%n ja Y1,...,Yn. Siis

n
=1

TOESTUS. Niisiis z = ) 1" | wie; jay = Z?:1 y;e;. Kasutades skalaarkorrutamise omadusi ja
baasi e ortonormeeritust saame, et

n

n n n n n
(,y) = <Z $i€i,zyj€j> = Z (wies, yjej) = Z ziyj(ei, ej) = Z 2Y;0i5 = Zl‘zyz
i=1 j=1 i=1

3,j=1 1,j=1 1,j=1
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Osutub, et skalaarkorrutise abil saab avaldada ka vektori koordinaate.

Lause 11.21. Eukleidilise ruumi E vektori x i-s koordinaat ortonormeeritud baasi
e={e1,...,en} suhtes on (z,e;).

ToEsTUS. Olgu x =377 xje;. Siis
n n n
(x,e;) = <Z xjej,ei> = Z(a:jej,ei) = ij(ej,ei> = x;(e;, €;) = xj.
j=1 j=1 j=1

|

Kasutades lineaarteisenduse maatriksi definitsiooni ja lauset [11.21] saame selle maatriksi
esitada skalaarkorrutiste abil.

Jéareldus 11.22. Kui e = {ey,...,en} on eukleidilise ruumi E ortonormeeritud baas ja ¢ on
selle eukleidilise ruumi lineaarteisendus, siis selle teisenduse maatriks baasi e suhtes on

(pler),er) (ple2)er) ... (p(en) e1)

e — | (wlen)ser) (plea),ez) .o {plen) e2)
<P e e e e

(pler),en) (ple2)en) ... (p(en), en)

11.3. Ortogonaalsed maatriksid ja ortogonaalsed teisendused

Definitsioon 11.23. Reaalarvuliste elementidega ruutmaatriksit A nimetatakse ortogonaal-
seks, kui tema transponeerimisel saame poordmaatriksi, s.t. AT = 471,

Definitsioonist jareldub, et ortogonaalsed maatriksid peavad olema podoratavad. Kui eespool
néigime, et poordmaatriksi leidmine suvalise maatriksi korral on suhteliselt t66mahukas, siis orto-
gonaalsete maatriksite poérdmaatriksi leidmine on véga lihtne — piisab vaid transponeerimisest.

Lause 11.24. Ruutmaatriksi A € Mat, (R) jaoks on jirgmised vdited samavddirsed:
1. A on ortogonaalne,
2. ATA=F jo AAT = E,
3. A reavektorite stisteem on ortonormeeritud,

4. A veeruvektorite siisteem on ortonormeeritud.

TOESTUS. Viidete 1 ja 2 samavéirsus tuleneb otse ortogonaalse maatriksi ja poordmaatriksi
definitsioonist.

2 = 3. Olgu AAT = E, kus A € Mat,(R). Maatriksi AT j-s veeruvektor on maatriksi A
j-s reavektor. Seega mérkuse pohjal

(A1, A1) (A1, Ay) ... (A1 Ay) 1 0 ... 0
(Ao, A1) (Ao, Ag) oo (ApAw) | _ yyr_p_ | 0 1 0
(An, A1) (A, Ay oo (An, Ap) 0 0 ... 1
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Vorreldes esimest ja viimast maatriksit saame, et (4;, A;) = 6;;, mis tdhendab, et vektorite
siisteem Aj, Ag, ..., A, vektoruumis R™ on ortonormeeritud (vt. lemmat . Analoogiliselt
saab toestada implikatsiooni 2 = 4.

3 = 1. Olgu A reavektorite siisteem ortonormeeritud. Siis arvutades vilja korrutise AA”
nieme, et AAT = E. Kuna |A||AT| = |AAT| = |E| = 1, siis |A| # 0 ning jérelikult A on
posratav. Korrutades vorduse AAT = E mélemaid pooli vasakult maatriksiga A~ saame, et

A7HAAT) = ALE ja seega
AT = FAT = (A7TA)AT = A7 AATy = A'E= A7,

mis tdhendabki, et maatriks A on ortogonaalne. Analoogiliselt saab tdestada, et 4 = 1. O

Lause 11.25. Uleminekumaatriks ortonormeeritud baasilt ortonormeeritud baasile on ortogo-
naalne maatriks.

TOESTUS. Olgue = {e1,...,en} jae ={e),..., e} ortonormeeritud baasid eukleidilises ruumis
E ning olgu T = (t;;) tileminekumaatriks baasilt e baasile €’. Siis 7,5 € {1,...,n} korral ¢, =
tiie1+. .. +tpien ja e;. = t1je1+. . .+tyjen. Maatriksi T i-nda ja j-nda veeruvektori skalaarkorrutis
on
<T1, Tj> = tlitlj + tQitQj + ...+ tm‘tnj = <6;, 69> = 5ij7

kus keskmise vorduse juures oleme kasutanud lauset ja viimase vorduse juures baasi €
ortonormeeritust. Seega veeruvektorite siisteem on ortonormeeritud ning lausest jareldub,
et maatriks T on ortogonaalne. O

Lause 11.26. Ortogonaalse maatriksi determinant on kas 1 voi —1.
ToESTUS. Kui A on ortogonaalne maatriks, siis A7 A = E. Kuna |AT| = |A|, siis
1= |E|=|ATA| = |AT||A| = |A]|A] = |AP.

Ainsad reaalarvud, mille ruut on 1, on arvud 1 ja —1, seega |A| € {1,—1}. O

Jareldus 11.27. Ortogonaalne maatriks on regulaarne.

Téhistame koigi n-ndat jiarku ortogonaalsete maatriksite hulga stimboliga O,,. Siis on selge,
et
O, C GLn(R) - Matn(R)'

Lause 11.28. Hulk O,, on rihm maatriksite korrutamise suhtes.

TOESTUS. Olgu A, B € O,,. Siis AT = A~! ja BT = B~!. Kasutades korrutise transponeerimise
ja korrutise poordmaatriksi leidmise omadusi saame, et

(AB)T = BTAT =B~ 1A' = (4B)™!,

mis tiéhendab, et AB € O,. Seega maatriksite korrutamine on algebraline tehe hulgal O,. On
selge, et see tehe on assotsiatiivne ja E € O, on selle tehte suhtes iihikelement.
Kui A € O, siis
(Afl)T — (AT)T — A= (Afl)fl'
Seega A~ € O, ja hulga O, igal elemendil leidub korrutamise suhtes poordelement. Sellega on
téestatud, et O,, on rithm. O

Vaatleme niiiid eukleidiliste ruumide lineaarteisendusi.
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Definitsioon 11.29. Eukleidilise ruumi E lineaarteisendust ¢ nimetatakse ortogonaalseks
teisenduseks ehk ortogonaalteisenduseks, kui ta siilitab vektorite skalaarruudud, see tdhen-
dab, et

(p(2), () = (2, )

iga x € F korral.

Lemma 11.30. Ortogonaalteisendus sdilitab koik skalaarkorrutised.

TOEsTUS. Olgu ¢ eukleidilise ruumi E ortogonaalteisendus ja x,y € F. Siis
(plz+y)ol@+y) = (z+y,z+y) = (z,2) +2(z,y) + (,9)-

Kasutades seda, et ¢ on lineaarteisendus saame, et

(Pl +y), p(z +y)) = (p(x) + ¢(y), p(x) + ¢(y))
= (p(@), () + 2(p(x), ¢(y)) + (¢ (y), ¢(y))
= (z,2) + 2(p(x), ¢(y)) + (¥, y)-

Seega 2(x,y) = 2(p(x), ¢(y)), kust reaalarvuga 2 jagades saame vorduse
(z,y) = (p(@), ¢(y))-
O
Jareldus 11.31. Ortogonaalteisendus sdilitab vektorite pikkused ja vektorite vahelised nurgad.

Lause 11.32. Kui eukleidilise ruumi lineaarteisendus vith mingi ortonormeeritud baast orto-
normeeritud baasiks, siis see teisendus on ortogonaalteisendus.

TOESTUS. Olgu E eukleidiline ruum ortonormeeritud baasiga e = {e1,...,e,} ja olgu ¢ selle
eukleidilise ruumi lineaarteisendus. Eeldame, et teisendus ¢ viib baasi e ortonormeeritud baasiks
pler),...,o(en). Vaatleme suvalist vektorit x = xje; + xoea + ... + e, € E. Kuna ¢ on

lineaarteisendus, siis p(z) = z1p(e1) + zap(ea) + ... + zpp(ey). Kasutades lauset [11.20] kaks
korda saame arvutada
(p(x), p(2)) = 2t + 23 + ... + a7, = (z,2).
Seega on ¢ ortogonaalteisendus. O
Osutub, et lineaarteisenduse ortogonaalsuse iile saab otsustada tema maatriksi pohjal.
Teoreem 11.33. Olgu ¢ eukleidilise ruumi E lineaarteisendus ja olgu e = {ey, ..., ey} euklei-

dilise ruumi E ortonormeeritud baas. Siis ¢ on ortogonaalteisendus parajasti sus kui Ag, on
ortogonaalne maatriks.

ToesTUs. Olgu A = Af = (a;;) € Mat,(R) lineaarteisenduse ¢ : F' — E maatriks baasi e
suhtes. Siis p(€;) = arjer + ...+ anien ja @(ej) = arjer + ... +anjen iga i, j € {1,...,n} korral.
TARVILIKKUS. Olgu ¢ ortogonaalteisendus. Kasutades lauset lemmat ja baasi e
ortonormeeritust véime 6elda, et

AZ A] Zaklak] ) gp(ej)> = <€i7€j> = 52']'
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mistahes i,j € {1,...,n} korral. Tdnu lemmale on A veeruvektorite siisteem ortonormee-
ritud ja lause pohjal on maatriks A ortogonaalne.

Prisavus. Olgu niiiid maatriks Af, ortogonaalne. Siis tema veeruvektorite siisteem on ortonor-
meeritud. Jarelikult

S = (AL, AT) =) " agiar; = (ples), @(e))),
k=1

mis téhendab, et siisteem ¢(e1), ..., p(e,) on ortonormeeritud ja muuhulgas ei ole selles siistee-
mis nullvektoreid. Lause [I1.15] pdhjal on see siisteem lineaarselt soltumatu ja lause [6.43] tottu
on see siisteem eukleidilise ruumi E baas. Kuna ¢ viib ortonormeeritud baasi {ey,...,e,} orto-
normeeritud baasiks {¢(e1),...,¢(e,)}, siis lausest saame jireldada, et ¢ on ortogonaal-
teisendus. O

11.4. Simmeetrilised maatriksid ja siimmeetrilised teisendused

Meenutame, et maatriksit A nimetatakse siimmeetriliseks, kui A7 = A. Kui 4 = (a;5) €
Mat,(R), siis tema stimmeetrilisus tdhendab seda, et a;; = a;; iga i,5 € {1,...,n} korral.

Osutub, et on voimalik vaadelda eukleidiliste ruumide teatud lineaarteisenduste klassi, mis
on siimmeetriliste maatriksitega seotud sarnaselt sellega, kuidas ortogonaalteisendused on seotud
ortogonaalmaatriksitega.

Definitsioon 11.34. Eukleidilise ruumi F lineaarteisendust ¢ nimetatakse siimmeetriliseks
teisenduseks, kui

(p(x),y) = (z,0(y))
iga x,y € E korral.

Teoreem 11.35. Olgu ¢ eukleidilise ruumi E lineaarteisendus ja olgu e = {ey, ... ey} euklei-
dilise ruumi E ortonormeeritud baas. Siis p on simmeetriline teisendus parajasti siis kui A, on
stimmeetriline maatriks.

TOEsTUS. TARVILIKKUS. Olgu ¢ stimmeetriline teisendus ja olgu A = Af, = (a;;) € Mat,(R)
teisenduse ¢ maatriks baasi e = {e1,...,e,} suhtes. Kasutades lineaarteisenduse maatriksi
definitsiooni, lauset teisenduse ¢ stimmeetrilisust, skalaarkorrutamise kommutatiivsust ja
veelkord lauset saame, et

aij = (p(ej), ei) = (ej, p(e:)) = (plei), e5) = aji

mistahes i,j € {1,...,n} korral. Seega A on siimmeetriline maatriks.
Prisavus. Olgu niitid maatriks A = Af, = (a;5) siimmeetriline. Kui vektori » € E koordinaadid
baasi e suhtes on z1,...,2, (s.t. z = z1e1 + ...+ zpey), siis téhistame

Te = (1 22 ... Tp) € Maty ,(R).

(Siis muuhulgas 1" = 7., vt. tihistusi enne lauset [10.16]) Lause [11.20]{itleb seda, et mistahes
vektorite z,y € E korral maatriksite z. ja y! korrutis z.y! on (1 x 1)-maatriks, mille ainus
element on (z,y). Samastades selle maatriksi tema ainsa elemendiga voime kirjutada, et

(z,y) = zeyl .
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Lausest [10.16| jireldub, et p(x)l = Azl ja p(y)I = Ayl. Transponeerides saame, et

p(@)e = (p@))" = (42T)" = z.AT.

Seega,
(p(2),y) = p(@)eyl = 2 ATyl = 2. Ayl = zep(y)l = (z,0(y)).

Sellega oleme néidanud, et ¢ on siimmeetriline teisendus. O

Niide 11.36. Vaatleme jille lineaarteisendust ¢ : o — Eg, mis seisneb vektorite peegelda-
mises y-telje suhtes (vt. niiidet [10.15(3)). Kuna selle teisenduse maatriks ristbaasi {i,j} suhtes
on nii ortogonaalne kui ka siimmeetriline, siis teoreemi[I1.33|pdhjal on see teisendus ortogonaalne
ja teoreemi pohjal on ta stimmeetriline.

Kui ¢ on n-modtmelise eukleidilise ruumi stimmeetriline teisendus, siis tema karakteristlik
poliinoom kuulub ringi R[A]. Kui vaatleksime seda poliinoomina iile korpuse C, siis algebra
pohiteoreem iitleb, et kordsusi arvestades on karakteristlikul poliinoomil n kompleksarvulist
juurt. Osutub, et simmeetrilise teisenduse puhul on koik need juured tegelikult reaalarvud.

Teoreem 11.37. Mittetriviaalse eukleidilise ruumsi stiimmeetrilise teisenduse karakteristliku po-
ltinoom:i juured on reaalarvud.

Jareldus 11.38. Mittetriviaalse eukleidilise ruumsi siimmeetrilisel teisendusel leidub vihemalt
iitks omavektor.

Teoreem 11.39. Mittetriviaalse eukleidilise ruumi lineaarteisendus on stiimmeetriline parajasti
siis, kui leidub selle lineaarteisenduse omavektoritest koosnev ortonormeeritud baas.

Teoreemidest [T10.21], [T1.35], [T1.39] lausest [10.38]ja jireldusest [T0.28 on lihtsasti tuletatav jirgmine

tulemus.

Jédreldus 11.40. Kui A € Mat,(R) on simmeetriline maatriks, siis A on sarnane diagonaal-
maatriksiga ehk A on diagonaliseeritav.
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