Algebra 1

Naited eukleidilise ruumi kohta kiivatest tilesannetest.

Ulesanne 3. Leida kolmnurga abe kiilgede pikkused ja sisenurgad euklei-
dilises ruumis R®, kui

a) a = (27 47 2747 2)7 b = (67474747 6)7 c= (57 77 57 77 2)'

Lahendus: Leiame kiilgede ab, bc ja ac koordinaadid: ab = (4,0,2,0,4),
be = (—1,3,1,3,—4) ac = (3,3,3,3,0). Nende abil on lihtne leida kiilgede

pikkusi:

lab| = /< ab,ab > = V422 1 02 + 22 + 0% + 4% = v/36 = 6,

lbe| = /< be,be > = V12 + 32 + 12 + 32 + 42 = /36 = 6,

lac| = /< ac,ac > = V32 + 32+ 32 +32 = /36 = 6.
Kuigi siit on ilmne, et koik nurgad on %, kontrollime siiski skalaarkorru-

tamise abil jargi:

<abac> 12+0+6+0+0 18

1
lab - Jac| — 6-6 36 2

cos Za = cos Z(ab, ac) =

<ba,bc> 4+0-2+0+16 18
bal - [be|] 6-6 36

1
cos Zb = cos Z(ba, bc) = >

<cbyeca> —-34+94+34+9+0 18 1
cos Zc = cos Z(cb, ca) = ] - Jeal = 6 =%~ 3

Vastus: Kolmnurha abc kiiljed on koik pikkusega 6 ja sisenurgad on koik

% radiaani.

Ulesanne 5. Olgu = = (x1,25), ¥ = (y1,2) vektorruumi R? suvalised
vektorid. Naidata, et sellel vektorruumil voib skalaarkorrutamise defineerida

vordusega

a) (z,y) = T1y1 + T2ys.

Lahendus: Meil on vaja kontrollida aksioome

l.<z,y >=<vy,x >,
2.<zxz+y,z>=<z,2>+<y,z >,
3. <kr,y>=k<ux,y>,

4. <x,x> >0, kuiz#0



iga z,y,2 € R*, k € R jaoks. Olgu x = (21,22), y = (y1,42), <= (21, 22) ja
k € R. Arvutame:

1. <x,y >= 2191 + Toyo = Y171 + Y22 =< Y, T >,

2.:<z+y,z> = (vr1+y1)xn+ (X2 +y2)20 = 121 + Y121 + T222 + Y20
= T121 + X222 t Y121 + Y222 =<, 2 > + < Y,z >,

3.0 <kx,y >= (kry)ys + (kx2)ys = k(2191 + 22y2) = k < 2,y >,

4.: <z, >=22+25>0, kuiz # 0= (0,0).

Ulesanne 9. TGestada, et kui eukleidilise ruumi vektor on ortogonaalne
vektoritega aq, ..., a,,, siis on ta ortogonaalne ka koigi lineaarkombinatsioo-
nidega kia1 + ... + k.

Lahendus: Ortogonaalsus tdhendab, et vektorite skalaarkorrutis on null.
Seega eeldame, et vektori b jaoks < b,a; >= 01iga i = 1,...,m korral. Olgu
ki,...,kyn € R. Leiame

<b,k:1a1—|—...—i—kmam> = <b,k1a1>+<b,k2a2—|—...+kmam>
= k<ba >+ <bkyas+ ...+ knpa, >
= ki <byay >+ky <byas >+...4+k, <b,a, >

See aga tdhendabki, et vektor b ja vektor kya; + ... + kpa,, on ortogo-
naalsed.

Vastus:

Ulesanne 13. Kasutades ortogonaliseerimisprotsessi, konstrueerida vek-
torite aq,...,a,, lineaarkatte ortogonaalne baas:

a) ap = (1,2,2,—1), as = (1,1,-5,3), as = (3,2,8, —7).

Lahendus: Kuna

12 2 0 1 7 11 -5
11 —5/=[1 1 —5/==1{01 7]|=-30£0,
3 2 8 0 —1 23 00 30

on antud vektorid lineaarselt soltumatud ja nad on oma lineaarkatte baasiks.



Seega peame vaid rakendama Gram-Schmidti ortogonaliseerimisprotsessi
vektoritele aq, as ja as. Selleks votame by = a; = (1,2,2, —1) ja by = kb; +a
selliselt, et < by, by >= 0. Viimasest saame, et

< ai,as >

k=— :
< ap,ay >

Leiame
<a1,a2>_ 1+2—-10-3

k:— = — pr—
< ay,ay > 1+4+4+1

Seega by = a; +ay = (2,3, —3,2). Jirgmise sammuna votame by = k1b; +
kobs + ag selliselt, et < by, by >=< by, b3 >= 0. Siit saame analoogiliselt, et

<ap,az >

klz—
< ai,ay >

ja
< by, a3 >
< bQ,bg >

5 = —

Leiame need arvud:

< a,az > __3+4+16+7__@_

ki =— - = =3
! <ap,a; > 10 10 ’
2 __<b2,&3>__6+6—24—14__—26_1
2T by by>  44+9+9+4 26

Jarelikult b3 = —3a; + by + a3 = (2, -1, -1, —=2).
Kontroll: <b1,bQ >=24+6—-6—-—2=0, <bl,bg >=2-2-24+2=0,
<b2,bg >=4—-3+3—-4=0.

Vastus: Vektorite ay, as ja az lineaarkatte ortogonaalne baas on b, =
(1,2,2,-1), by = (2,3,-3,2) jabs = (2,—1,—1,—2)-

Ulesanne 16. Leida ortogonaalse tiiendi L+ ortogonaalne baas, kui L =
<a17 ag, CL3> ja’

a) a1 = (1,072, ].), a9 = (2, 1,273), as = (0, ]_, —2, 1)

Lahendus: Ei ole raske ndha, et a3 = ay — 2ay, aga a; ja as on li-
1
neaarselt soltumatud (nt ‘2 (1) =1 # 0). L ortogonaalse tdiendi mdode on
seega 4 — 2 = 2 ja meil on sisuliselt vaja leida kaks lineaarselt soltumatut
vektorit, mis on ortogonaalsed nt vektoritega a; ja as. Selleks lahendame
lineaarvorrandististeemi

'z + 0y + 22 + 1-u = 0
{O-x—f—ly—Q-z—l—l-u:O.

Lahendiks on siin x = —2¢1 — ¢, y = 2¢1 — ¢, 2 = ¢1, u = ¢o. Meil on tege-
likult vaja lahendite fundamentaalsiisteemi, milleks voib votta nt (0,4, 1, —2)
ja (1,1,0,—1).

Kontroll: < (0,4,1,-2),(1,0,2, 1) >=2-2=0,<(0,4,1,-2),(2,1,2,3) >
4—-2—6=0,< (0,4,1,-2),(0,1,-2,1) >= 4—2—2:0,<(1 ,0,—1),(1,0,2, )>—
1-1=0,<(1,1,0,— ),(2, ,2,3)> 2+1-3=0ja< (1,1,0,-1),(0,1,-2,1) >
1-1=0.

Vastus: Ortogonaalse tiiendi L+ ortogonaalne baas on niiteks {(0,4, 1, —2), (1,1,0

,—1)}.



